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QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS
IMPLICITES DANS LES ESPACES BORNOLOGIQUES
par

Jean Frangois COLOMBEAU

Nous montrons comment on peut &tendre les résultats obtenus par le théo-
réme d'Oveyannikov ([3] etc) & des situations plus générales et aussi "concrétes"
grace aux théorémes des fonctions implicites du calcul différentiel dans les espaces
bornologiques ([2] chap. XIII) en leur appliquant la méthode de majorations utilisée

dans le théoréme d'Ovcyannikov. Les notations et la terminologie sont conformes a[2]

§ 1 - Fonctions implicites dans les e.b.c. polaires complets.

THEOREME (1.1). = Soit f continuement différentiable de El>< E2 dans E3 et
(&,b) E El X E

, tel que f(a,b) = 0 et f}'r(a,b)é Isom(E2,E3) .

A) Existence : On suppose que pour tout B, disque borné de El il existe

T, 0 et C, disque borné de E, fermé pour TE, tel que

. .

1) f(a+'rBl,b)crfy(a,b) Co 51 TgT et

2) qu'il existe une suite (Cn) de_disques bornés de E, fermés pour TE,
telle que :

x €a + T Bl

' _ et '
= [f‘y(x,y) fy(a,b)] Cncfy(a,b) Cn+l

VEDL + To(co+cl+...+cn)
et telle que si F_ = T(z C.) F_ > O au sens de Mackey dans E si nrto ,
n q n 2 -
q=n
Alors si P, = U 1 B, il existe une application u : a+P_»E_ telle
S ! 17%2 S
que : 1
1) wufa) =1
2)  f(x,u(x)) =0 pour tout x de atP, , et
3) u est différentiable au point a et u'(a) = —f}',(e.,b)_l o f}'{(a,b) .
B) Unicité : On suppose que pour B, disque borné de E, et pour c, disque

de E, fermé pour TE, il existe une suite (Cn) de disques de E, fermés pour

TE2 telle que :

2
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x€a+Bl

= [f'(x,y) - £'(a,b)] C_cf'(a,b) C
y€b+Co ¥ y n y n+l

et telle que N Cn =" {0} .

n

Alors si x€a + 3B, et si y, et y,€b + C,

1
f(‘x,yl) =0 = f(x,yg) =¥ =V,

Démonstration :

A) On suppose a =03 soit T = f}',(0,0) ; soit g : Eyx E, > E, dé-
finie par g(x,y) = y-T f‘(x,y ; donc f(x,y) =0e v = g(x,y) . g(x,yl)—g(x,yQ)
= ¥Y,- T f(x,yl)+ T lr(x ,y2) = T;l A(x,yl,yg) si
A(x,yl,y2 = fy(0,0) (yl—yg)- f(x,yl)+ f(x,y2), donc d'aprés le théoréme des ac-
croissements finis ([2] p. 1L2) :

(1) Alx,y,,y,) €T € (x,y)=- £1(0,0)1 (y, - y,)} «
e vyt (yymyy) Y y e
ogtgl

Soit B; un disque borné de E, et soit x€B 3 soit ug (x) =0, soit
ul(x) = g(x,uo(x)) = g(x,0) donc ul(x) = -T f‘(x o) donc si O <t<Ty
ul(TBl)CTCO 3 soit ug(x) = g(x,ul(x) 3 u2(x)- ul(x) = g(x, uy (x))- g(x uo(x\)
= T;l A(x,ul(x), uo(x)) ; ul(x)E'rCO (si XS:TBl avee O< rgro) et uj (x) =0
done ul(x)- uo(x)ETCo et donc d'aprés (I) et les hypothéses, ue(x)-u (x) €

on définit ainsi une suite u, (x) par un+l(x) = g(x,un(x)) ; par récurrence on

montre que (x)- w (x)e 'rC ; donc comme la base de filtre F ~ O au sens de

Un+1
Mackey si n » + « , et comme E2 est complet, si P, = U T,B; on définit une
By
application u : P, > E, par u(x) = lim un(x) 3 un+l(x)€'r(Co+...+Cn) si

Nt

x€ 1B, donc u(x)e T (2 Cn) donc u est presque lipschitzienne au point O ;
n=20

pour tout n un(O) =0 donc u(0) =0 ; comme f est M-continue dans E x E,

g 1l'est aussi, donc par M-continuité u(x) = g(x,u(x)) pour tout x€ P, donc

f(x,u(x)) = 0 pour tout x €P, . Donc d'aprds le lemme (1.2) (ci-dessous) u est

différentiable au point 0 et u'(0) = -f:)'r(o,o)'lo f)'c(0,0) .

B) Soient x€ Bl . ¥y et ¥, €C, tels que f‘(x,yl) =0 = f(x93’g) 3
Y= V= g(x,yl)- g(x,yz) = T A( ,yl,y2)€ 2¢y d'aprés (I) et les hypothdses
car yl- y2€2 Co ; par recurrence, on montre que pour tout n ¥q- y2€ 2 Cn donc
Y=y, = 0.
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LEMME (1.2) (Différentisbilité de la fonction implicite).

Soit f continuement différentiable de E,xE, dans By et

(a,b) EElx E, tel que f(a,b) =0 et f}(a,b)E Isom(EZ,E3) . Soient P, une

partie bornivore de El et u une application de a+P1 dans E2 telle que

u(a) =b et f(x,u(x)) =0 pour tout x€a + P; 5 si u _est presque lipschit-

zienne au point a , alors u est différentiable au point a et
-1
u'(a) = —f&(a,b) ° f;(a,b) .

Démonstration : On suppose a=b =0 ; f(h,k)- £(h,0)- £'(0,0).x € T
v 0<t<1

{[f&(h,tk)- f&(0,0)].k donc comme f est continuement différentiable dans U
1'application (h,k) » f(h,k)- f£(h,0)- f}(o,o).k est tangente & zéro ; soient

5, = f;(0,0) et T = f&(0,0) ; f(h,u(h)) =0 si ne€ P, donc

Sop + Tou(h) = -[£(h,u(n))- £(n,0)- T u(h)] - [£(h,0)- £(0,0)- S hl ; 1'application
h > £(h,0)- £(0,0)- S h est tangente 4 zéro ; comme u est presque lipschitzienne
au point O , 1'application h + f(h,u(h))- £(h,0) - Tou(h) est tangente & zéro

~

donc 1'application h - u(h) + T;l S,h est tangente & zéro, d'ol le résultat.

Remarque (1.3) : On montre par un exemple que dans le lemme (1.2) on ne peut pas

"

en général remplacer " u est presque lipschitzienne au point a "
g P p

par u est

M-continue au point a " (comme on le fait dans le cas des espaces de Banach).

Remarque (1.4) : si E, , E, et E3 sont des espaces de Banach, le théoréme (1.1)
se réduit au théordme classique car les hypoth&ses techniques de (A) et (B) sont
toujours vérifiées :

soient Bl et B2 les boules unités fermées de E1 et E2 ;3 £ étant

continuement différentiable, il existe 1> 0, w0 , 0<k<l , A>0 tels que

Xx€a + Ty Bl

-1
» f£'(a,b) [£'(x,y)- £'(a,b)] B,ck B
N y y 2 2
YEL + 1 B,

et f(a+TBl,b)C:T f&(a,b)(AB2) si 0<'r<ro 3 si on prend T, O assez petit

T A n
_.n kA -
pour que T <¥ on peut prendre Cn =k ABQ done Fh(: = B2 ; de méme, pour

1'unicité.

Remarque (1.5) : Les hypothdses techniques du théoréme (1.1) ne sont absolument
pas superflues car on sait bien que le théoréme des fonctions implicites tel qu'il
s'énonce dans les espaces de Banach devient faux dans le cadre des espaces de
Fréchet ([1] p. 761). On peut &videmment &noncer des théorémes un peu plus géné-
raux que (1.1) ([2] p. 150).
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§ 2 - Applications 3 des équations fonctionnelles.

Le théoréme des fonctions implicites dans les espaces de Banach permet
notamment d'étudier des équations intégrales. Nous allons montrer sur un exemple
trés simple comment le théoréme des fonctions implicites dans les espaces bornolo-
giques permet d'étudier des équations intégro-différentielles, permettant ainsi’
d'obtenir toute une gamme de résultats nouveaux en généralisant & des &quations in-
tégro-différentielles (notemment) les applications du théoréme d'Ovcyannikov ou de
théorémes apparentés.

Soient v, a, b et c des fonctions analytiques définies au voisinage

2 et 4 valeurs dans & . Soit H une fonction analytique dé-

du point (x_,o0) de L
? 3

et a4 valeurs dans @ . On cherche une

finie au voisinage du point (o,o,xo) de T
2

fonction u analytique au voisinage du point (xo,o) de I° , & valeurs dans I et

satisfaisant 1'équation :

t
(E) u(x,t) = vix,t) + f H(t,s,x)[a(x,s) g—: (x,s)+b(x,s)u(x,s)+c(x,s)]lds
0
t , . .
(IO signifie 1'intégrale sur le segment [0,t] =" { 6t} c T ; les fonctions in-
061

tégrées sont analytiques) ; cette équation contient 1'équation aux dérivées par-
tielles trés simple considérée & titre d'exemple dans [2] p. 157.

I, désigne le disque ouvert de L @éfini par |t]| <6 ; K désigne wun
compact de L dont l'intérieur contient le point xé*g si s>0 on définit

K+s =" {x€@ tels que d(x,K)<s} (ol d(x,K) est la distance de x au compact K
dans Rz) 3 K est choisi assez petit pour qu'il existe s>0 et &6>0 tels que les
fonctions v, a, b et c (respectivement H) sont définies dans un voisinage de

(K+s) x I (respectivement de Iix (K+s)) .

On définit la bornologie de l'espace ¥ (K) des germes de fonctions ana-
lytiques autour du compact K par la base de la bornologie constituée (si M et
s décrivent ]0,+»]) par les {{M,s}} = {® analytiques & 1'intérieur de K+s ,
continues sur K+s et majorées par M sur K+s} et ¥H(K) est ainsi un ebe de

Silva (donc polaire et complet).

Une partie B de 1'espace aw(IG , H(K)) (voir [2] p. 1L46) est bornée
si elle est constituée d'applications indéfiniment différentiables de I dans
H(K) équibornées ainsi que leurs dérivées successives sur tout I6(O <cS<OcSo) ;
mais la variable t est complexe et donc d'apr@s les formules intégrales de Cauchy

(pour les applications analytiques & valeurs dans un ebc polaire) : pour qu'une

partie B de aw(Ig; , H(K)) soit bornée, il faut et il suffit qu'elle soit cons-
o

tituée d'applications indéfiniment différentiables de I; dans H(K) &quibornées

o
(*) K est supposé assez régulier pour que d(K+s,{(K+s+s'))=s'(si s, s' assez petits),
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sur tout I6(0< $ <60) (car il en est alors de méme pour leurs dérivées successives).
Donc une base de la bornologie de 1l'espace am(l(S , H(K)) est constituée (si
o

(Bé) désigne une famille variable de disques bornés B, de l'espace

6 €10,6 [ 8
H (K)) par les disques bornés C = { Eécm(IG , H(K)) tels que pour tout
o

§€ ]O,GO[ , t€ 16 = £(t) EBG}' Les disques bornés {{ M,s}} sont fermés dans
T H(K) et si les By sont fermés dans T H(K) le disque borné C correspondant
est fermé dans T dm(I

H(K)) . C,(I; , H(K)) est un ebc polaire complet
([2] p. 146). °

8o?
Soit K' wun compact de Eg contenant (K+sk IcS (avec 6>6o) et tel que

v soit analytique dans un voisinage de K' ; soit l'application F :

[ H(K')xE]x aw(l& , H(K)) >~ c( H(K)) définie par :
)

I, ,
60
F(v,0; X) () (x) = X(6)(x)= v(x,6)=r [° H(t,5,x) [alx,8)—2 X(s) (x) +

0
+ b(x,s)X(s) (x)+c(x,s)] ds .

Il est immédiat de vérifier que F est C_; F(0,0;0) =0 ;
D2F(O,O;O) est 1'application identique de am(Ics , H(K)) dans czm(I(S , H(K)) et
o [e]

DF(v,as X.E(6)(x) = £(8) ()1 [T H(t, 5,00 alx,8)5 £(2) (0)+b(x,2)E(2) ()] @

Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites & la fonction
F au point (0,0) avec E, = HK')x T et E, = E3 =am(I H(K)). Nous allons

6 2
o
vérifier le critére d'existence (A).

F(v,A; 0)(t)(x) = =v(x,t)-A fz H(t,s,x) c(x,s) ds ; soit B, un disque borné

de H(K')xT ; il existe donc M>0 et s>0 tels que si (\r,%)GBl nous pou-

vons prendre :

Co = {E€ Cw(IGO’ H(K)) tels que &(t)€ {{ MO,SO}} pour tout t€ I(So} s
(et si nous changeons de disque borné B, nous pouvons garder le méme s, car

1
K' D (K+s)x I (o} 550 ) ).
et cS>tSo

8
(1) [0F(vs X)= D,F(0,05 0)1(E)(4)(x) = =4 [7 Hlt,s,%)
la(x,5) =5 £(5) (x)#b(x,3) £(s)(x)] as

X et v ‘n'interviennent pas dans la formule (I) ; (v,A)€ B, donc dans toute la

suite |)\|g>\o - Solent H > sup 5 |H(t,s,x)| et A tel que :
(t,5,0) € 2 x (Kes)
o o
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A
sup |a(x,t)] < % et sup |b(x,t)] <z .
(x,t) € (K+so)>< IGO (x,t)€ (K+so)x I‘So
Pour la construction de la suite (Cn) nous prenons :
— t
¢,oT [D,F(v,A; X) = D,F(0,05 0)IC_;E €Cy = [A [O H(t,s,x)

Mg
M
d 1, A A
la(x,s)—5 &(s) (x)+b(x,s)&(s) (x)1asker H |t ] | fo( 3 ——-do *5M) aslg

A H AM[t]
o O [e]

< 3 si x€K + CR d (pour d tel que O<d<inf(l,so)) car
. q% , . Mo
pwel{ Mo,so}} = S ral d}} (a'aprds la formule intégrale de Cauchy)
M 1 )\0 HO A MotS ,
et MQEQ-. Donc si By = N {{—‘d—" ,S1}, CIC{EGC&(IG , H(K))
° O0<d<1l [e]
s=s -d>0
o

tels que pour tout 66]0,60[ , t€ Ig= £(t) EB?S' } .

Nous allons montrer par récurrence sur n Qque si :
n n
AR AT M s

c > T  [DyF(v,h; X)- DF(0,05 0)Ic , , si B§ = N ({2 o L 3sh
Al ga o= 0<d<l g 1y (1J.)n
° s=so-—d>0 27" n

on peut prendre C/ =" { ge@w(lé , H(K)) tels que pour tout &€ ]0,60[ ,
)
t€I; = £(t) €BY ) .

- ‘ r;—l rol-l An-l Mo 6n—1
Supposons donc B, — = N H s st}
§ n-2
O0<d<1l dn-l(l_i) (l- 1 )
s=so-d>0 2 n:l
n-1 _n-1 ,n-1 n-1
H A M_§
changeons d en 4 (1- l’-) ;e N T = 2 o , S + 4 1}
n § n-1 n
Ocd<l ata-d..a-d
s=so—d>0 27" n
- - , )\g-l Hg-l An—l Mo CSn-l
done cpEB(S = ¢ et = € {{ T . n, st}

1 1,77
a(1- 5)--(1- ;)

(3'aprés la formule intégrale de Cauchy).

Done £€C, ;= b [7 Hlt,s,%) [alxe)r £(a)(x)40(x,0)6(s) (001 as] <

1

n-1 Hn-l An--»l Mo en-l ltrn-l n

O ¢}

b i Sl VN T ke
o O o

1
<y H| fo A — [t]ae| < ~

1 1 1 1
a"(1- S)eea(1-2) a"(1- 3. (1= 2)
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d'oll la formule annoncée pour B‘g .
Fn = (T 2 Cq) c' {¢te Cm(Ia , H(X)) tels que pour tout 66]0,60[
a=n o
€I = E(t)ET = Bg } ; on sait que pour tout n:——l—ln_—l <e (e &tant la
Q=>n (1- ;)

base des logarithmes népériens), donc :

n Mo >\o Ho ASe n
By < {{~ T ), s}}
donc, si on fixe d avec O <d <l et s=so—d>0 , pour 60 assez petit la base

de filtre F converge vers O au sens de Mackey dans e (1 H(K)) (et comme

6 ’
o
on 1'a remarqué, si on change le disque borné de ¥ (K') en gardant [i|g A\, on ne

change pas ce 50 car on ne change pas s donc d) d'old : si 60> 0O est assez

[e) s

petit, il existe une application U : ¥ (K') ~» cw(IcS , H(K)) telle que U(0) =0
o

et pour tout vEH(K') F(v,1,U(v)) = 0 ; si on définit une fonction u par

u(x,t) = U(t)(x), u est solution de 1'équation (E) et u est analytique en x

et t . On peut vérifier de manidre analogue le critére d'unicité.

Au cours des calculs pour la construction de la suite des disques bor-
nés C, nous avons utilisé une méthode qui est fondamentale dans la démonstration

du théoréme d'Ovcyannikov.

I1 est bien &vident que si on était parti d'une application plus "éla-
borée" du théoréme d'Ovcyannikov on aurait pu de méme la généraliser & des équa-

tions intégro-différentielles, obtenant ainsi des résultats nouveaux.

On peut aussi obtenir un théoréme de Frobeniuset lui appliquer la méthode

de majoration d'Ovcyannikov et étudier ainsi' des équations fonctionnelles nouvelles.
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