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INDEX DE NOTATIONS

(T "1^
S) ]°» +00[ : espace des fonctions indéfiniment differentiables à support com-

I~i r1pact contenu dans JO, +œ[_ , k > 1 entier.

Ï(R ) » SP . (R ) ; espace des fonctions indéfiniment differentiables à décrois-
sance rapide à l'infini dans R , paires dans le second cas (en chaque
variable).

r r '-\ ̂ } r ~iq
y1 .1°» "^^l' : espace des distributions T sur ]o, +<» [ prolongeables en dis-

'• L. J ) Q I—— J

tributions tempérées sur R .

^ ([R J ) , v= (v-, ..., v ) ,v. $. - y , l ^ j < k : sous-espace du précédent

formé des fonctions f (définies presque partout) telles que
f 2v.+l^

1 T x. | f soit prolongeable en une fonction distribution tem-
'-Uj^k J -'
pérée paire (en chaque variable) sur R^.

J (z), \) ^ - •- : fonction de Bessel d'ordre v ^ - -. .

H : transformation de Hankel d'ordre v -= (v- , ..., vt . ) (chap. 1.1 et 4.)

L* (X; dp) : espace de Banach des classes de fonction de puissance p-ième sommable

sur l'espace localement compact X par rapport à la mesure de Radon dp.

^(R ; p; œ) : espace des transformées de Fourier des fonctions de L^l^; œ(t)dt),
poids convenable, p ^ l.

^(p;o) ) : cf. définition précédente lorsque k s 1,

A(R ;œ ) : a-utre notation pour ^ (R ; 1; œ ) (chap. III)

^
A(T ;œ ) : e-space des séries de Fçurier en k variables sommables avec le poids

o)(n), n e 2^ (chap. III)

'^(^î P; ^) » v ï ~ '^ s p ^ 1 y û) poids convenable: espace des transformées de

Hankel d'ordre v de L^R^ x2^1 œ(x)dx) (chap. 1.2)

°^(^; œ),^(\>) : cf. définition précédente lorsque (p = 1), ou ( p = 1, œ = 1)
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a&( \^» - • • » \> ; p ; a)), \/, > - «• , p > 1 , a) poids convenable : espace des

transformées de Hankel d'ordre ( v, , ..., v ) de
2^+1 - q

^(C^]'1 î < TT x^ ) (^(x) dx ) (chap. 1.4.).
l.<^q J

^(\^, ..., v ; œ),'îe( \^, ..., v ) : cf. définition précédente lorsque (p = 1)

et (p = 1, a) = 1).

«, (k ; p ; a) ) : sous-espace de -S? (R1^ ; p ; œ ) des éléments invariants par rota-
tion.

^ (k ; œ), <X*(k) : cf. définition précédente lorsque ( p = 1 ) et (p = 1, co = 1).

(SI (k^, ..., k ; p ; œ) , k ^ 1 entiers, p ^ 1 : espace des transformées de

Fourier des fonctions "multiradiales" de type (k,, ..., k ) de

Lp^ ; codt^ l . ..., I t ^ l ). k = k^ + ... + kq (chap. 1.4.1.).

^ (kp ..., kq ; œ) , ^(k^, ..., k ) : cf. définition précédente lorsque (p = 1)
et (p = 1, ce = 1).

îî(p ; v) , ^(p ; \») , Î2 ' (p ; \Q, ^(p ; v) : classes de poids envisagées dans les
théorèmes I, II, I', II' (chap. 1.2.1, 3.1, 4.3).

^(p ; v ; a ) : classe des poids de ^(p ; v) équivalents à l 'infini à x8 ( a
nombre réel)•

îî(k): classe de poids sur 7^ ou T^ (chap. III.1.1).

^(kp • • • . k^) : classe de poids sur Z^ ou T^ , k = k^ + ... + k , k. ^ 1 entier
(chap. III.1.2). q J -

^(1) : cas particulier-de la définition précédente (q = 1) (chap. III.1.2).

A^ , 0 < a < 1 : espace des fonctions sur R, Lipschitzienne d'ordre a •

cW ( F; œ) : espace de fonctions continues sur R1^ associé à une sous-variété F de

dimension q et à un poids œ sur f^ convenable (chap. III.2.3).
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, k k
S( k - , . . . , k ) : sous-variété de R = R x . . . x R q définie pour

t = ( t ( l ) , . . . , t^ ) par les q équations \t^\ = a > 0,
1 ̂  J ̂  q (chap. m. 6 )

(R, : relation d'équivalence sur un fermé E d'un groupe G (chap. I V . 1 ) .

A (E) : sous-algèbre fermée de l'algèbre des restrictions A ( E ) , constituée des
éléments qui respectent ^, (chap. I V . 1 ) .

S : sous-variété de classe C° de dimension k - 1, dans R^ "étoilée" par rapport
à l'origine (chap. I V . 1 ) .

( ^ ) : classe de surfaces S régulières (chap. I V . 1 ) .

( <? ) : classe de surfaces S polyhédrales (chap. I V . 2 ) .

k +r : application de R . dans R positivement homogène de degré un associé à une
surface S (chap. I V . 1 ) .

"Couronne d'épaisseur [a, b] " : fermé de^ défini par les inégalités
0 $ a $ r(t) ^ b $ + °° (chap. I V . 1 ) .

A - ( [a, b] ) ou A : algèbre des "profils" des fonctions de A^o(E) où <^,est une
relation d'équivalence associée à une surface S, E étant une couronne
associée (chap. I V . 1 ) .

A (T ; a) ) , A (T ; œ) : espace des séries ^ a sin nx , ^ a cos nx telles
n^l n n^O n

que ^ | a | œ (n) < +00 (chap. IV.4).
n^l n



INTRODUCTION

L'origine de ce travail a été l'étude de la structure locale -dans le complémen-
taire de l'origine - des transformées de Fourier des fonctions "radiales" somma-

k kblés dans R . Cet espace est une sous-algèbre fermée <5l(k) de A(R ) algèbre de
1 kBanach (par transport de structure) des transformées de Fourier de L (R ) .

9 étant un homéomorphisme de R sur lui-même, on peut chercher à caractériser
l'algèbre (par transport de structure) A (R ) des fonctions $ continues sur R tel-

k kles que (<I> o 9 ) ( | t | ) appartienne à A(R ) , t désignant un vecteur de R de norme
Euclidienne [ t | . Lorsque 6 est l'application identique x«—> x , l'espace des res-
trictions à un compact de ] o , + ° ° [ des fonctions de A(R ) coïncide avec l'espace

n
des restrictions de l'espace A(R î ( 1 + | x | ) ) fo.rmé des transformées de Fou-k-1
rier des fonctions sommables sur R par rapport à la mesure ( 1 + | x | ) 2
- Ce résultat et quelques généralisations ont fait l'objet de Publications (Ann.
Inst. Fourier 17 ( 1 9 6 7 ) , C . R . Ac. Se. Paris 266 (1968) et 267 ( 1 9 6 8 ) ; le chapitre
1 en est une refonte et une extension dans un. cadre meilleur - A posteriori ce ré-
sultat montre que l'algèbre A , ne peut être décrite directement en termes d'algè-o ——————~~
bre à poids, mais seulement par changement de variable à partir de A , si 0 n'est
pas linéaire (au moins si 9 est de classe C sur un intervalle, d'après un théorè-

1 + k—1me de Katznelson utilisé au chapitre 3 ) . Soit f une fonction de L (R ; x dx ) ,
"profil" d'une fonction t ( | t | ) de L (R ) dont la transformée de Fourier a pour
"profil" F (dans A(R ) ) , on prend pour définition delà transformation de Hankel

k-2(d'ordre » ) 1 application linéaire injective f«—> F dans les fonctions continues
sur R . La remarque précédente, outre la signification "géométrique", justifie ce
choix. En particulier pour l'objet de notre travail, il ne convient pas de choisir
des formes de la transformation de Hankel fréquemment employées et plus simples
pour une théorie générale de la transformation, comme par exemple celle qui serait
ici f(x) »—> G(x) = F(/~x").

1. Le chapitre 1 est consacré à l'étude dans un cadre naturel plus général du
problême initial. D'une part, on "interpole" la dimension k, en étudiant les trans-i î .̂ 2^+1formées de Hankel d'ordre v , v > - -. réel, de L (R ; x d x ) . D'autre part la
structure d'algèbre (pour la v-convolution) n'intervenant pas, on est conduit à dé-
finir la transformation de Hankel d'ordre v H , sur L^ (R ; x dx ) , l'image
^g( v ; p) étant un sous-espace de distributions "tempérées sur J O , + ° ° [ " .

Le résultat (th. 1 et II) est que la restriction à un ouvert relativement compact
dans ] o , + ° ° [ , de l'espace îê(v; p) coïncide avec celle de l'espace ̂  (p ; or ) des
distributions tempérées sur R, transformées de Fourier des fonctions de

(2-p)(M+y)
L " ( R ; a (x) dx) où (ff(x) = ( 1 + x ) .
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On peut généraliser en introduisant un poids convenable a) dans la mesure sur ̂ +

x o)(x) dx et aussi étudier ^ C ( v - , . . . , \» ; p) espace des transformées de Hankel
q 2\; +1

d'ordre (\^, . . . , v ) de L P([RJ q ; ( T^j" x j )dx ) . Dans l'appendice du chap.I
on précise dans certains cas comment est en défaut 1'isomorphisme local des deux
espaces ^(v; p) et ̂  (p ; ai ) lorsqu'on prend les ouverts~]o, a[ o u ' ] a , -^[(a > 0),

2. Quelques applications sont données au chapitre II: a) Régularité dans le com-
plémentaire de l'origine, des transformées de Fourier dés fonctions radiales de
L'CR ) : ce sont des fonctions continues si 1 $ p < d'autant plus régulière
que p est proche de 1.

b) Problèmes de multiplicateurs de % ( v ; p ; œ) (ou de v-convoluteurs de
L'CR ; x (jû ( x ) dx ) pour la v-convolution). Lorsque p est proche de 2 (par
exemple dans le cas "géométrique", ,— < p < -.—y ) les résultats du chap. 1 sont
en fait conséquence d'un travail de D.Guy (Trans. Amer. Math. Soc. 97 - 1960) qui
donne une classe de multiplicateurs de %(v ; p) de type Marcinkiewicz.

c) Comparaison des comportements à l'infini des transformées de Fourier et de
Hankel d'ordre \; d'une distribution à support compact dans H O , +<»Qet applications.

3. Dans les chapitres suivants, on étudie des problêmes différents encore que
leur motivation ait parfois son origine dans le problême initial pour p = 1.
Le chapitre III a d'ailleurs pour fil conducteur des applications du chap. I.

le le le leSoit a) un poids convenable sur R ou Z et A(R ; œ ) (resp. A(T ; œ ) ) l'espace
des transformées de Fourier des fonctions sommables dans R (resp. Z ) par rapport
à la mesure ( j o ( t ) d t . On étudie quelques aspects -précisés- du problême vague suivant
comment reconnaître une fonction de A(R ) à partir de renseignements sur ses res-

ktrictions à certaines sous-variétés de R (par exemple des sous-espaces vectoriels
ou affines)? On est conduit à étudier systématiquement la croissance en | n | de
| | e II ̂ /yk . \ • On se limite pour simplifier aux cas où le poids est soit ra-
dial œ ( | n | ) , soit produit tensoriel de k poids dépendant d'une seule variable
(avec de plus des hypothèses commodes de croissance sur les poids). On obtient des
majorations fines de la norme d'une fonction f de AÇT^ ; a)) en fonction des normes
dans L (T ) des dérivées partielles d'un ordre convenable de f. Ces résultats appa-
raissent comme des inclusions avec un contrôle fin de la dépendance des normes, de
certains espaces espaces H®^), de la théorie des équations aux dérivées partielles
dans les espaces ^L^R1̂  ; œ ) .

On obtient ainsi des majorations de He1^]! et en application dans certains cas
.des résultats de calcul symbolique non analytique sur A(T ; œ ) . Par une autre
technique on obtient des minorations de He1^]] et en application des résultats sur
les endomorphismes assez réguliers de A(T ; œ ) .
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En utilisant I, on obtient alors des résultats "locaux" sur le calcul symboli-

que et les endomorphismes de Î6(\>p ..., v ; 1 ; œ ), en particulier sur les sous-

algêbres de fonctions multiradiales (b(k, , ..., k ) de Ad^) . La recherche des endo-i q ———
morphismes globaux de ^»(k-, . . .» k ) demande une connaissance au voisinage de zé-
ro des fonctions de ^6( v;o) ). On donne des indications sur ce problème.

4. Le chapitre IV est consacré à des cas très particuliers du problème suivant.

Soit ^\» une relation d'équivalence sur un espace E localement compact telle que le

sateuré d'un compact de Esoit compact. Soit X un espace de Banach de fonctions à

valeurs scalaires continues sur E, on se propose l'étude du sous-espace X(Q fermé

dans X des fonctions qui respectent ,̂. On considère dans R "̂ une sous-variété S de

classe C étoilée par rapport à un point du complémentaire dans le sens que toute

demi-droite issue de ce point (pris pour origine) coupe S en un point unique à

distance finie. Les classes de <^> sont les homothétiques de S dans les homothéties

positives de centre 0. On associe à (^, l'application r de R1^ dans R'1' telle que

r(t) soit le rapport d'homothétie qui transforme S en l'homothétique de S passant
i, i

par le point t de R . E est une "couronne d'épaisseur [a, b] " définie par

a $ r(t) < b avec 0 < a < b ^ + ~. On étudie la sous-algèbre fermée de A(E), des

fonctions qui respectent (̂  (sur E), A^(E) qui est isomorphe, par transport de

structure, à l'algèbre de Banach A([a, bj) des fonctions ^("prof ils") continues

sur [a, b̂ | telles que^o r appartienne à A(E) . Lorsque S est assez régulière à

courbure gaussienne finie différente de zéro en tout point (classe (Z) ), Y. Domar

a récemment démontré que la situation est analogue à celle de la sphère: A(R+) et
k-1

A(R ; (1 + |x|) coïncident localement sur ]o, +o°[. Le cas étudié ici est celui

où S est une surface polyé'drale de "type minimal" dans le sens que de chaque

sommet partent k arêtes (classe (<Ç) ). On démontre que les âlgêbres A^R^ ont la

même classe de profils localement sur ]o, +<»[ lorsque S décrit ('?). Dès lors il

est techniquement commode de prendre pour S la surface cubique d'équation

r(t) = sup |tJ = 1 et de se ramener à une algèbre A., (T^"), où [-v .TT "̂  est le
Uj^k J • ^o L J

modèle de T .

On montre que l'algèbre de restrictions A( [a, b] ; (login])^1 ) est la "plus

grosse" algèbre à poids contenue dans A([a, b] ). Mais l'inclusion est stricte.
/\. . -- — — — — . ^
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Un autre point de vue sur les algèbres A^(E) (symbolisé par la figure) provient
de ce que "localement" homothéties et translations convenables " coïncident" pour

une surface polyêdrale - .

On montre aisément que les fonctions de A( [a , bj) coïncident localement sur ]a,b[

avec les fonctions d'une algèbre à poids A(I ;(D ) ; ce poids ne peut donc être que

( l o g j n j ) . Mais alors E étant une couronne compacte disjointe de l'origine, as-

sociée à ^>, il existe des fonctions de A<,(E) donc aucun prolongement en fonction

de A(R ) ne respecte ^.

On obtient aussi l'évaluation II^^IL/Tqt ^ ( login])* 1 lorsque a est linéaire
par morceaux de type minimal (de chaque sommet partent k arêtes) qui reste une

conjecture dans le cas général.

On termine par un appendice relatif aux différences'.de croissance entre

||sin nf 1 , et |[cos nf| | , . L e résultat principal est que si |[cos nf |[ .
A(T ) Adn Ad")

est bornée, f ne dépend que d'une coordonnée et est une fonction linéaire par

morceaux à pente de valeur absolue entière (si le modèle de 1 est [0, 2-iïj) constan-

te, les points anguleux étant des points de réflexion sur des niveaux y = qir , q

entier. De plus lorsque f est linéaire par morceaux dans A(T) c'est le seul cas où

il puisse y avoir une différence de croissance entre ||sin nf[| et ||cos nf | |
A(T) A(T)

Additif sur épreuve (ler octobre 197l) :

Page 45 y paragraphe 2 . 1 » , après la proposition 5* , le texte cite deux
problèmes ouverts,

La réponse au premier problème a été apportée par Charles Pefferman : elle
est négative pour k ̂  2 (sauf si p = 2 ).

En conséquence, pour le deuxième problème, l'inclusion est stricte dans les
mêmes conditions.
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CHAPITRE 1

Transformations de Hankel et Transformation de Fourier.

1.1. Les fonctions considérées sont ici et dans la suite, à valeurs complexes,

sauf mention spéciale.

Sf(R) est l'esp'ace des fonctions définies sur R, indéfiniment différentiables à

décroissance rapide. On désigne par tf . (R) le sous-espace des fonctions paires

de Sf(R) , et on l'identifie naturellement à un espace de fonctions définies sur R .

Pour tout nombre réel \> supérieur ou égal à - y , J est la fonction de Bessel

d 'ordres- Pour tout ce qui concerne les fonctions de Bessel, on pourra se référer

à 1 ouvrage de G.Watson: Theory of Bessel functions, réédition Cambridge 1966 -

Nous prenons pour définition de la transformation de Hankel d'ordre \> , notée H

celle qui fait correspondre à toute fonction ^ de S? . (R) , la fonction H (»f) défi-

nie sur R :
+00

(H^))(x) = x'V* J^(xy)^(y) dy.
' o

Cette présentation diffère de la présentation de Hankel, [l2], ainsi que de la

présentation de N. Sonine [34] reprise par C. Herz |14] . C'est ici la mieux adap-

tée à l'objet de ce travail. Pour l'étude des propriétés fondamentales de H , on

pourra se référer au cours de C. Herz |_14], par un passage facile de l'une à l'au-

tre présentation.

En particulier, a lieu la propriété fondamentale:

Théorème (Tricomi): H est un isomorphisme de °f

l'identité.

Théorème (Tricomi): H est un isomorphisme de °f . (P.) sur lui-même, et H est

Le Sous-espace c?' . (R) de y (R) , des distributions tempérées paires s'iden-

tifie au dual du sous-espace îf . (R) de 9'(R) , pour le produit scalaire <S,f>au

sens de ( ^', ^) .

Soit ^ 1'isomorphisme transposé de H , de ^' . (R) sur lui-même défini par\) \} paire

< H^(S), ^ > =< S , H^(4») >

pour tous les éléments S de 9" . (R) et 4» de ^ . (R). (On remarque qu'avecpaire paire
cette définition H (if) est différent de H ( i f ) ) .

Considérons l'espace ^'(JO, +œ[) des distributions tempérées sur]o, +°°[, c'est-

à-dire les distributions sur ]0, +°o[prolongeables (d'une infinité de façons) en

distributions tempérées paires sur R.

Soit ^ (R ) _le sous-espace de^ ^(]0, +00 [) formé des fonctions f-définies presque

partout - telles que la distribution sur ]o, +°°[, x f , admette un prolongement

(unique) en une fonction appartenant à* °P ' . (R), encore notée x f par abus de
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On appellera pré-transformation de Hankel d'ordre v ; l'application injective H
de ^(R^ dans. ^' ^^(R) définie par:

H^f) ^(x^f)

et transformation de Hankel d'ordre v, l'application (non injective) de ^ (R4^
dans ^'(]0, +°°[), notée par abus de langage H , définie par:

H^(f) = y-^-1 H^^f).

On vérifie aisément que la restriction de cette dernière application à ^f . (R),

"coïncide" - dans un sens évident - avec l'isomorphisme de c? . (R) sur lui-même
défini au début.

S,: 1. On montre facilement que le noyau de H est l'espace vectoriel en-
7 ^

gendre par les fonctions x , n = 0, 1, ...
^

2. Les applications H et donc aussi H , peuvent bien sur, être définies de façon

analogue sur le sous-espace de ^ '(Jo, +<»[) formé des distributions qui au voisina-
ge de l'origine coïncident avec une fonction de ^ ' (R ) .

1.2. Pour \> ^ - -^ , 1 < p < +" , définissons une classe de "poids" œ par les pro-
priétés (P-) suivantes:

i) œ est une application continue de ]o, +œ[ dans J O , +w[
ii) œ est à croissance lente à l'infini

iii) pour p > 1, la fonction x v+ œ~ P-l est localement sommable à l'o-

rigine, et pour p = 1, on a lim inf o)(x) > 0 ,
x'-w

X étant un espace topologique localement compacta dp une mesure de Radon positi-
ve sur X, on note L^X ; dp) l'espace de Banach des classes de fonctions de puissan-

ce p-ième sommable par rapport à la mesure dp la norme étant:

Pli = [ f If^dJ i .
L Jx 1

Considérons l'espace de_ Banach L^R4"; x v+ o)(x)dx ) . I^es propriétés (P-) assu-^ - , — ^ ^ , ^ ^ ^
rent que cet espace est contenu dans ^ (R )• Soit ^(v; p ; œ ) son image par la

pré-transformation _de Hankel d'ordre y, & » JJn élément F = H (f) de ^(y, p ,œ) est
donc une distribution tempérée paire sur R définie par son produit scalaire avec

une fonction quelconque ^ _de (? . (R):

(1) < F , ^ > = < y^'^f, ^W > = 2 f dy f (xy^J^^^^dx .
•' R 'R

^
Par transport de structure, ^(\> ; p ; œ) est un espace de Banach, la norme de l'élé-
ment F = H (f) étant 1
—— ^ —— , , F f^ - o . . , né

F|| = ||f|| = [jo^Wl13 X2V+1 -W^f(2) ||F|| = ||f|| = 1 | f ( x ) |P x^^ ^(x)dx
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soit ^(^î P; ^ le sous-espace de °?'(]o, +œ[) image de L^I^ ; x^^x) dx) par
-la transformation ^e Hankel d'ordre v , H .

La structure du noyau de H montre:

Proposition; La condition nécessaire et_ suffisante pour que ^a restriction de H

ji LP(R ; x œ(x)dx) soit injective, est que aucune fonction x2v'>'l'>'npa)(x). n :> 0,
ne soit sommable sur R .

Lorsque cette condition est remplie, ^n peut munir "^(v; p; œ) par transport de

structure, d'une structure d'espace de Banach isométrique à ^(v; p; ai ) avec la
norme

II Vf) ||= ||f|| .
C'est la cas si lim inf o)(x)K) ; en particulier lorsque p = 1, f étant une fonc-

X-»"t-oo

tion de L^R*"; x^^œWdx ), l'intégrale

f+00c+œ

(xy^'J^^^dy
'' o

définit une fonction continue sur [o, +°°[ (car L(z) = z'^J (z) est une fonction en-

tiêre bornée sur l'axe réel) qui d'après (1) est H ( f ) . La transformée de Hankel
H (f) est donc une fonction continue sur ]0, +oo[

H^(f ) (x) = J x-V^W^dy

prolongeable en une fonction continue sur [o, +00 f, la valeur en 0 étant

H^(f ) (0) = f y^^dy
'o

(car L(0) = 1). Remarquons que H^(f ) (x) tend vers zéro lorsque x —'> oo^ car il en
est de même pour J (xy), y > 0 fixé.

Ces espaces ou des espaces analogues définis à partir d'une autre présentation de

la transformation de Hmkel ont été introduits et étudiés du point de vue de leurs

multiplicateurs par de nombreux auteurs en particulier: E. Titchmarsch [38],

G. Wing [4l], C.Herz [l5] , D.Guy [il]. Ce dernier auteur, dans une étude des multi-

plicateurs de ^(v; p; x3) pour 1 < p < +00 et 4(^4•2a < p < ^^^^ démon-

tre un résultat intermédiaire (lemme 8C) qui entraîne sous ces hypothèses, avec de
plus a = 0, les théorèmes 1 et II qui font l'objet de ce chapitre. Nous les établi-

ront sous des hypothèses plus générales par une méthode toute différente. Nous re-
viendrons au chapitre II sur les résultats de D. Guy.

1.3. L'origine de ces problêmes ainsi que l'intérêt de l'étude des espaces îê(v;p,o))

apparaissent lorsque v est un demi-entier, v = ̂  , où k est un entier supérieur
ou égal à 1. L'espace L^R" ; x^^u^dx ) s'identifie alors au sous-espace des

fonctions invariantes par rotation, dites "radiales", de L^l^; œ ( | t | ) d t ) , où t dé-



14 CHAPITRE I

k ^ 1
signe un point de l'espace euclidient R , |t| = ( ^ |t,| )7 la distance euclidi-

M ^
enne à l'origine, et o)(| t |)dt la mesure "radiale" absolument continue par rapport

à la mesure de Lebesgue dt sur R , de densité o ) ( | t | ) .

Le choix de œ assure que l'espace L^R , c o ( | t | ) dt) est tempéré. So i t^ÇR ;p;œ)

l'espace des transformées de Fourier muni de la structure d'espace de Banach obte-

nue par transport de structure. Un élément G = ^(g) est une distribution tempérée

sur R définie par son produit scalaire avec une fonction quelconque ^ C à dé-
•^

croissance rapide à l'infini dans R :

< G, ^ > = , du e"1 ^^(^gC^dt duk k
^k •'R"

k
où t .u= ^ t .u..

j=l J J

La norme de G est: J^

llGlHIgll- [J^lgWl^dtDdt] P .

Le sous-espace fermé ^»(k; p; a)) des éléments invariants par rotation, image par

la transformation de Fourier des fonctions radiales de L^R ; œ ( | t l ) d t ) , est iso-
^ ^

métrique comme espace de Banach à l'espace ^ ( v î p î œ ) : à tout élément F = H^(f ) de

^(\>;p;œ) correspond bijectivement G = ̂  (g) de ^o(k;p;(ji)) où g est la fonction de

E^; œ ( | t [ ) d t ) dont le "profil" est f,' c'est-à-dire queW

et on a:

g(t) = f( | t | )

1|F| |^ = C(k) ||G||
^(^;P;œ) (R»(k;pîœ)

où la constante C(k) dépend de la dimension k et de la convention adoptée pour la

transformation de Fourier.

On dira que F est le pré-profil de G et que la distribution définie sur ]0, +o°[^

x~ v" F, est J_e^ profil de_ G dans 1^ complémentaire de^ l'origine.

Lorsque x ~ +np (x) n'est sommable sur R pour aucun n ^ 0, l'espace ^(k,p;œ) est

aussi isomorphe à l'espace des profils ^(v;p;(D) , la correspondance bijective entre

une fonction G de <^(k;p;œ) et son profil <I> étant G(t) = < ï>( | t | ) pour tout t de R .

Le but de ce chapitre est de préciser, avec des restrictions convenables sur œ ,

_la structure locale dans le_ complémentaire de^ l'origine, de_ ces profils, ^u ̂  qui

revient jau même, de^ ces pré-profils.

2.1. Soit îî(p;v) la classe des poids œ qui, outre les conditions (P-), vérifient

les conditions supplémentaires (P«):

i) œ est à croissance lente à l'infini
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ii) w(x) = (1 + x ) ' P^4' 2-) (jo(l + x) est équivalent à une fonction te-- mo-

notone lorsque x est assez grand, et il existe une constante C telle que

pour tout couple (x, y) de nombres de R on ait:

w(x + y) .< C w(x) w(y) si w- croit à l'infini
to-(x + y) ï C TD-(x) Tn-(y) si w, décroit à l'infini

Equivalent est pris ici et dans la suite au sens faible: f(x) et g(x) à valeurs

réelles sont équivalents lorsque x tend vers x (fini ou infini) s'il existe deux

constantes strictement positives A et B telles que

Af(x) ^ g(x) <£ Bf(x)

lorsque x est assez proche de x •

Par exemple un poids équivalent à l 'infini à x^log x) où a et b sont réels

quelconques, satisfait (P«) .

Le théorème 1 donne une description locale dans le complémentaire de l'origine

des éléments de â^(v; p; (A)) en termes de transformée de Fourier d 'un espace de

fonctions sur R, associé de façon simple. ^ (]o, +<»[) étant l'espace des fonctions

C à support compact contenu dans 1o, + < » [ , on a le:

Théorème I:

Î2 appartenant ja _la classe ^ (p ;v ) , 1 ;$ p < +00 ^ y ^ - — pour toute fonction

M^e-y)(]o, +°°[) , F »—» MF est une application linéaire continue de '^(v;p;œ) dans

l'espace de_ Banach -^(p; w) des transformées de Fourier de^ lAR; w( |x | ) dx) .

Démontrons d'abord:

Lemme 1. e étant égal a^ +1 (resp. -1) sj_ w^ croît (resp, décroît) _a l'infini,

7 ( 1 ; w p) est contenu avec une topologie plus fine dans l'espace des multipli-
cateurs de "^(p; nr).

Soit ^(f) dans^(p; w) et f(m) dans ^(1; w£/p). Considérons
.+00

(f * m)(x) = f(x-y)m(y)dy
J —oo

intégrale vectorielle portant sur la fonction de x, f(x-y), élément de
LP( R ; nr(|x|) dx)

J ^(x-y^PwdxDdx = J I f ^ l ^ l u + y D d . u ^ l ' w U u + y U d u

il suffit pour conclure d'utiliser les propriétés de nr :

- si ^ croît à l'infini, nr(|u+y|) ^ C^ w(|u| + |y|) ^ C^ TD-(|u|) w(|y|)

- si ^ décroît à l'infini, to-(|u+y|) ^ C ^ ||u| - |y|| ) .$ r w <lu |)
ÛT (|y|)
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Notons en corollaire de ce lemme, le fait bien connu que pour p = 1 , lorsque w,
croît de façon lente à l'infini, Sf (1 ; nr) est une algèbre de Banach pour le pro-
duit ponctuel, transformée de Gelfand de l'algèbre de Banach de convolution
L (R ; w ( | x | d x ) . Lorsque ^ = - -^ la démonstration du théorème est très simple.
Pour x > 0, -

J - (x) = ( —— ) cos x .^ 7TX
" ^

Un élément F de ̂ (- -. ; p ; œ) est défini par le produit scalaire avec une fonc-
tion quelconque <ç de Sf . (R) :

< F , ^ > = 2 ^ dy , cos xy ^(x) f(y) dx
" R • ' R

(+00
I f C x ) ^ œ(x)dx < +~ .

o 1
Ceci montre que *̂  ( - - « • » p ; ai ) s'identifie au sous-espace des fonctions paires

transformées de Fourier de L^R ;co( |x | )dx ). Dans le cas particulier où lim oj(x)>0
x-K)

ce dernier espace est contenu dans L (R ; œ(l + |x|) dx) et le lemme 1 permet de
conclure. Pour un poids quelconque de Î2(p ; v) on peut décomposer F en la somme
des deux distributions G et H définies par les produits scalaires

rA r+œFA r+œ

< G , ^ > = dy cos xy ^(x) f (y)dx
•'o /o

.+œ .+co

< H , iy > = dy cos xy <^(x) f (y) dx
•'A •'o• ' A • ' o

où A > 0 est une constante arbitraire.

Il est bien connu que si T est une distribution à support compact sur R, et
K(x , y) une fonction analytique en les deux variables x et y , < T , K ( x , y ) > est
une fonction analytique en x. Donc G coïncide sur FO, +00 [ avec la fonction analy-
tique

fA
cos xy f(y)dy ,

• ' o
M étant la fonction de 2) ( ] o , + 0 0[) fixée, MG appartient aussi à cet espace et donc
à fortiori à rf (p ; w ) .
H est la transformée de Fourier de la fonction paire g définie par g(y) = f ( | y | )
pour | y | > A, g (y) = 0 ailleurs, g appartient évidemment à L^R ; (j û ( l + [ x | ) d x ) .
Le lemme 1 permet de conclure pour MH.

2 . 2 . Pour le cas général v > - -y , on utilise le développement asymptotique de
J ( z ) , [40j , valable pour tout entier N > 0 dans une demi-bande "35 du plan complexe
définie par u > 0 , | v | ^ c e où u et v sont respectivement les parties réelles et
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imaginaires de z:

V2)-^)7 ^J^ï'^^-'f-f)

b^ z-2^) sin(z - ̂  ) +^(z) ,

Kj<j

+ ( ^ ^ z-2j+l) sin(z - ¥ - f )]+ V2
-i ̂  ^]N J

où les a et b sont des constantes (a^ = 1) , et où R^(z) est une fonction holomor-

phe dans % avec |R^(z)| = 0 ( |z | ~ 2 ) lorsque | z [ tend vers l'infini dans ^.

On a la même estimation pour une dérivée de ^(^O à un ordre quelconque (d'après

la formule de Cauchy). F = H (f) étant défini par (1.2.1) et (1.2.2), on décompose
1 nj

F, comme dans le cas v = - -^ , en la somme des deux éléments G et H de ' tô(^;pîœ) dé-

finis par les produits scalaires avec une fonction quelconque 4» de îP . (R):paire
rA c+<»

< G , ^ >= dy (xy)" J (xy)^(x)f(y)dx
"o 'o
f+OO .+00

< H , y > = dy (xy)^1 J ( x y ) - f ( x ) f ( y ) d x
•'A "o

où A > 0 est une constante arbitraire.

Pour G qui est la fonction C°° sur ^)o, +°o [

x2^ F x-V^ J,(xy)f(y)dy ,
•'0

(car z J ( z ) est analytique) on conclut comme dans le cas v= - •^ .

Pour étudier MH, il suffi t de se limiter dans la définition de H aux fonctions

^ C à support contenu dans m voisinage compact fixé, disjoint de 0, du support de
M.

On utilise alors le développement (3) en choisissant N assez grand pour que
(•+00

L(X) = (xy)^1 R^(xy)f(y)dy

soit une fonction ayant des dérivées continues d'un ordre suffisant et qu'ainsi ML
appartienne à fortiori à ^ (p; w) *

N étant ainsi choisi (ne dépendant que de ( v; p ; a))) il suffit de vérifier que

l'élément T^ de ^pa^e^^ défini P^ le Produit scalaire:
.4.00 i.+oo ^ _k - —

< \ » ^ > = dy (xy)^1 e^xy) 2 ^ . (x)f(y)dx
•'A •'o

est tel que MT^ appartient à if (p ; w) pour tout k $ 0. Mais l'hypothèse

F'I^x)!15 x2^1 œ(x)dx < +00
•'A

assure que: ^



18 CHAPITRE I

JL -. Ir /"5_,^ y .1. -1r+°° \;+ 7 - k (2-p)(y + -)
|x z f (x ) | p ( l+x) oj(l+x)dx < + oo

•'A

C'est-à-dire que U, transformée de Fourier de la fonction g définie sur R par:
V + ̂  - k

g(x) = x- f(x) pour x ̂  A , g(x) = 0 pour x < A ,
appartient à ^ (p ; w) . Donc MT qui est égal à

1v + - - k
x M(x)U

appartient à ^ ( p ; w) d'après le lemme 1.

La continuité de l'application F »——^ MF résulte de ce que son graphe est fermé.
En effet F̂  tendant vers F dans «̂  (\^; p ; œ) et MF tendant vers G dans ̂  ( p ; w)
on a pour toute fonction ̂  de ̂  ( R ) :

< MF - G , ^ > = lim < MF - MF , ^ ?>
n—̂ <o

car la topologie de ̂ (p ; nr) est plus fine que la topologie de ^ ' ( R ) . Puis

lim < F - F̂  , M^ > = 0
n-x»

car la topologie de ^(^ ; P ; œ) est plus fine que la topologie de *̂ . ( R ) .

3 . 1 . Il n'est pas possible d'obtenir une réciproque du théorème 1 conservant la
généralité des poids ^(p ; v ) . En effet -yy ne fait pas intervenir le comportement
de œ à l'origine.

îî(p ; v ) contient des poids qui tendent vers l'infini arbitrairement vite lorsque'"0x tend vers 0. Or, une réciproque au théorème 1 impose que ^(v ; p ; co) contienne
les fonctions à support compact assez régulières, ce qui n'est possible que si
2\̂ +1x oû(x) est localement sommable à l'origine.

Nous allons voir que sous cette condition, avec une restriction supplémentaire
le théorème 1 admet effectivement une réciproque.

Considérons les applications possédant les propriétés (P ) :
i) œ est continue sur R , à valeurs strictement positives

ii) œ ( x ) est monotone lorsque x est assez grand, et il existe une constante C
telle que pour tout couple ( x , y) de nombres de R+ on ait:

^(x + y) ,? C œ ( x ) œ ( y ) si w croît à l'infini
m ( x + y) ^ C œ ( x ) œ ( y ) si œ décroît à l'infini .

Désignons j^ar_ Î2 (p ; v ) J_a classe des applications œ de îî (p ; v ) telles que2'v+l ——'——'—— — ————— "^—x œ ( x ) soit localement sommable a_ l'origine, et_ que œ soit équivalent à l'infini
IL une application possédant les propriétés ( P ^ ) .



TRANSFORMATIONS DE HANKEL ET TRANSFORMATION DE FOURIER 19

II est clair que les propriétés (P«) et (P^) ne sont pas indépendantes. Nous ne
cherchons pas à faire les hypothèses les meil.leures sur œ mais celles qui techni-
quement commodes, sont satisfaites par les poids assez réguliers. Par exemple, une
application œ continue de]o, +œ[~ dans ]o, +00!' , telle que x v+l [œ(x)J ~ p-1
(pour p > 1) et x œ(x) soient localement sommables à l'origine, et équivalente
à l'infini à x (Log x) , a et b nombres réels quelconques, appartient à Q, (p;\0.

On a, avec les notations de 2.1, le

Théorème II:
œ etant .un poids de_ _La classe ^ ( p ; \ ; ) , l ^ : p < + < » et v ^ ~ '"' » pour toute

fonction M de © (]o, +o°[) , F »—^ MF est une application linéaire continue de
'51 (p ; txr) dans ^( v ; p; œ) .

On peut pour la démonstration supposer que œ possède lui-même les propriétés (P«).
En effet si œ. , j = 1, 2, sont deux poids de Î2 (p ; \0 équivalents à l ' infini, et
si F = H ( f ) est à support compact et appartient à S^(v; p ; œ , ) , la convergence

,+°o
de l'intégrale [ f Ç x ) ? a) (x)dx entraîne en utilisant seulement le fait que f est

•' o
borné sur tout compact, la convergence de

f I fCx) ! 1 3 o^(x)dx
•' o

^
ce qui montre que F appartient à ^(^ ; p ; o ) « ) «

Comme pour le théorème I, la démonstration est très simple lorsque v= - — . On a
1déjà vu en 2.1. que ^(-« ; p ; œ) s'identifie au sous-espace des fonctions paires

transformées de Fourier de L^R ;œ( |x | )dx) . Mais ce dernier espace est ici identi-
que à L 'CR ; w( |x | )dx) . On décompose un élément F de ^(p; w) en F = F-+F« où F
est pair et F^ impair. A toute M de î) (JO, +°°[), associons les prolongements M-
paire, M^ impaire fonctions de ^) (R). MF peut être considéré comme la restriction
à E de la distribution paire M-F- + M«F« , qui appartient à ^(p ; w) d'après le
lemme 1,

3.2. Dans le cas général v > - -^ , démontrons d'abord, lorsque œ possède les pro-
priétés (P^), le

Lemme 2: e étant égal Ji +1 (resp. -1) s^_ w croît (resp. décroît) ja l'infini,
^(v; 1 ; œ ) est contenu avec une topologie plus fine dans l'espace des multi-^ ' — — ——— — ^ - -—
plicateurs de {^(v; p; a)).

Il y a une démonstration très simple lorsque v = k ~ 2 , k entier ^ 1. Selon
1.3., on identifie ^(v ; p; oo) avec {R,(k ; p; co).) Soit F (resp. G) dans ̂ (v;!;^^)f\j
(resp. ^(v ;p;œ)) le profil (resp. le pré-profil) de la transformée de Fourier
d'une fonction radiale f (resp. g) de L1^ ; œ^^ |t | )dt) (resp.L^R^aK |t |)dt).
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On considère l'intégrale vectorielle:

(f * g)( t ) = g( t -u)f (u)du
^\

où la fonction de t, g(t-u) appartient à L^R ; œ ( | t | ) d t ) .

] Jgd-u^œdt^dt = f jgWl^du + v|)dv
•^R JR"

et il suffit pour conclure d'utiliser les hypothèses sur œ :

si œ croît à l'infini œ ( [ u + v|)^; C^ œ ( l u | + | v [ ) ^ C^ c o ( | u | ) œ ( | v | )

si a) décroît à l'infini o)(|u+v|) < C,o)( |u|-|v|) < C. .̂N^
1 s 2 œ ( | u | )

La démonstration du leimne dans le cas général est plus délicate, et impose d'uti-

liser la v-convolution sur R associée à la transformation de Hankel d'ordre v:

Soit f, g deux éléments ^ (R'1'), tels que le produit ponctuel H (f) .H (g) soit en-
core un élément de ^ (R ): la v-convolution fait correspondre au couple (f,g) l'é-

lèvent de ^(]0,.»1) ^ ̂  H^H,(f)^(g)) .

Supposons que f et g soient des fonctions définies presque partout et que:

h(x) = f ^ f ( y ) g ( z ) D (x,y,z)(yz)2^1 dy dz
•'R xR

soit aussi une fonction définie presque partout, où

D^(x,y ,z) = C^(xyz)"2^ A^'^x.y.z)

C^ étant une constante ne dépendant que de \^ , et A ( x , y , z ) la fonction égale à

l'aire du triangle de côtés (x,y,z) lorsqu'il existe, et à zéro ailleurs.

Alors f * g est une fonction égale pour presque tout x à h(x) . Tout ceci est

classique (voir par exemple D. Guy [il] ). Notons la propriété de D :

(+00

(1) D^(x.y,z)x2^1 dx = 1 .
o

Prenons f dans L^R'^ ; x^V^x) dx), g dans lA^ ; x^^o^dx ) nous voulons

montrer que f * g appartient à ce dernier espace. Calculons:

||f * g lP = [ œ(x)x2^1 | f ^ , f ( y ) g ( z ) D (x.y.zXyz)2^1 dy dz p dx .
•'0 UR xR v

Lorsque p = 1, on utilise le théorème de Fubini:

I I f ; g I I -<J 3 | f ( y ) | | g ( z ) | o 3 ( x ) D^(x,y,z)(xyz)2^1 dx dy dz
v ^ ' ' "° l ^

D n'est différent de zéro que si

[ y - z | < x < y + z .
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Dans ce domaine, si œ croît à l'infini , œ(x) <: C œ(y + z ) < C.w(y)a)(z)

et si œ décroit à l'infini, y(x) ^ C -œ( |y - z | ) ^ C. ^z^ .
1 ' - 1 / ^ 2 o)(y3

Donc, en utilisant (1):

||f ^ g|| < C J JfÇy^œ^dy. j ^ |g(z)|o)(z)dz.

Lorsque p > 1, utilisant l'inégalité de Holder, on majore

| + + f (y) g(z) D (x.y.zXyz)2^1 dy dz p ^ A(x) .B
'• 'R xR v

avec ^

A<x) = [ + Jf(7)| \êWip D^y.z)!^)!6 p ~ ^(yz)2^1 dy dz
JR xR v

B -[J ^ Jf(y)|D^(x,y,z)[»(y)]Ï(yz)2v+l dy dz 11"1 J| 1 f(y) | [..(y)]̂ ]̂ p-l.
R xR J —'R J• 'RxR" v ' -' ' ' J UR+

On majore ensuite de façon analogue au cas p = 1:

j^ AOO^x^dx ,< C'j^J^l^jPy^dyUJ Jg(z)|P„(z)z2v+ldz1

si bien qu'en définitive:

^ll^ , ^ "II17" ./p •l l^l .
36( ^ P î a)) >K< ^ î 1 ; œ£ / p) ^(^ ; p ; œ)

Notons en corollaire de ce lemme, le fait que pour p = 1, lorsque œ vérifie (P )

et croît de façon lente à l'infini, W ( \> ; 1; œ ) est une algèbre de Çanach pour

le produit ponctuel, transformée de Gelfand, de l'agèbre de Banach

L (R ; x œ(x)dx ) muni de la v-convolution*

3.3. Démonstration du théorème II lorsque » > - -1 .

F transformée de Fourier de f, est une distribution tempérée sur R, définie par

son produit scalaire avec une fonction quelconque K> de ^(R):

W < F , ^ > = f dx f f(x)^f(y)e~ ixydy

+00 'R JR

avec (2) J | f ( x ) | P w( |x | ) dx < + oo .

La fonction M de % (]o, +œ[) étant fixée, pour étudier MF on peut supposer que F

est déjà à support compact, f est alors une fonction entière; a étant une constante

strictement positive telle que le support de M soit contenu dans ]a, +"o[ , on peut

aussi se limiter au cas où F est défini par
r+œ . r+00^+00 . ,+00

(D < F , tp > = dx f(x) u^e"13^ dy .
i —00 ! Q^
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Pour commodité technique, on multiplie F par la constante exp i( •7^ + -^ ) et on

décompose en une somme de quatre distributions du type F^ définie par:

(3) < F*, <f > = f dx f f (x) ^(y)cos(xy - jv - f ) dy
' o • a

où sinus peut remplacer cosinus, et f(-x) peut remplacer f (x) .

Soit A > 0 une constante arbitraire, on pose F = G + H , où la distribution G
est définie par .- cA r+00

< G , 4» > = j dx f(x)^(y) cos(xy - y/ - |- ) dy
• o "a

G coïncide sur Jo, +"[ avec la fonction C°°

cA
f(x) cos (xy - -jv - -j- ) dx

• o
^

et MG appartient à fortiori à ^(v ; p ; œ ) .

Pour traiter H, l'idée est d'utiliser un développement asymptotique de

cos( z - -^v - -, ) faisant intervenir la fonction J (z). Pour cela reprenons le

développement de J^(z) (voir 2.2) en posant (j z)2 J (z) = K(z) e t ç = z - - v - -

(4) K(z) = ( y a z"^) cos ç + ( ^ b, z^^in ç + S-(z)
O^j^ 1,<J^ k 1

où les a,, b, sont des constantes, a = 1, et S, est holomorphe dans la demi-bande

(ft , avec | s ^ (z ) | = 0 ( | z | ~ ) lorsque |z| tend vers l'infini dans ^ .

Remplaçons z par z + a dans (4), où a est une constante strictement positive; il

existe des constantes (c,, d.) telles que

N-1 -1, N-l
(5) K(z + ex) = ^ c z K) cos ç + ( ^ d z"") sinÇ + S.(z)

k=o K k=o k z

où S« a les mêmes propriétés que S,. Notons que c = cos a et d sï - sin ex •

II existe des polynômes en z~ de degré (N-l), p^, P^, Q^, Q^, Q^, Q^ tels que

P^(z)cos ç = Q^(z )K(z ) + Q^(z)K(z+a) + S.(z)

P^(z)sin ç = Q^(z )K(z ) + Q^(z)K(z+a) + S , (z )

où S^ et S^ ont les mêmes propriétés que S-.P- et P« ont un terme constant qui peut
être par exemple ,a d = - sin a .o o

II est différent de zéro si a n'est pas multiple de ïï ce que nous imposerons. Il
existe alors des polynômes en z~ de degré (N-l) tels que
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N-l , N-l ,
cos ç = ( ^ a, z'") K(z) + ( î b^ z"") K(z+a) + V(z)

k=o k=o

(6) ^-1 k N-1 ksin ç = ( ^ c^ z " ) K(z) + ( ^ d^ z K) K(z+a) + W(z)
k=o k=o

où V(z) et W(z) sont holomorphes dans ^ et 0 ( [ z | ) lorsque |z| tend vers l'infini
dans ^ • Ces propriétés sont partagées par les dérivées de tous ordres de V et W.

Il est commode de choisir a = a .
Pour étudier MH, H étant défini par

(+00 <-+oo
< H , 4» > = dx f(x)^(y) cos(xy - y - - )dy ,

A •'a
on utilise le développement asymptotique (6),

Choisissons N assez grand pour que

C .+oo

L,(y) » V(xy)f(x)dx et L.(y) = W(xy)f(x)dx
.. •'A

soient des fonctions ayant des dérivées continues d^n ordre suffisant et qu* ainsi
^

d'après le lemme 2, ML- et ML« appartiennent à ^( v î p ; (jo).

Il est ensuite aisé de vérifier que la distribution T, définie par:
.+00 ^

< T^, ^ > = dx K(xy)(xy) Kf(x)^(y)dy
•'A •'a

^
est telle que MT, appartient à ^6(v; p ; (A)) pour tout k ^ 0.

En effet, l'hypothèse

r00!^)!? (l+x/2^^ ^ \(1 + x)dx < +~
ïo

assure que: r+oo 1
Ix-^-Ï f (x ) |P x2^ œ(x)dx < +00

•'A

c'est donc que IL pré-transformée de Hankel d'ordre v de la fonction g définie sur
+ 1R par -k-\/- y

g(x) = x f(x) pour x ^ 0, g(x) = 0 ailleurs,

appartient à ^ (\> ; p ;w). Donc MT, qui est égale à

x^ M(x) U^
^

appartient à ^(v ; p ; œ) d'après le lemme 2.
^

II reste à montrer que MS, appartient à ^ (v î p î (jo ) où S. est définie par

< \ > ^ > = j dx j K(xy + a)(xy)~kf(x)^(y)dy .
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f4'00 V f'1'00 L- l-
Or I^xy+aXxy^^dx = ^ K(uy)y~k(u- )̂ f(u- -^du

•'A •'A + —' 7 ^
y a

<.+oo .+00 -A + —

Décomposons sous la forme = ~ ^ = U - T .
J A + ^ JA JA

MT appartient à % (JO, +<»[) donc à fortiori à ^(v ; p ; œ). La fonction
f^(z) = z f (z ) est holomorphe dans le complémentaire de l1origine; il sera
commode de prendre A ^ 2, de sorte que (u - •a ) est strictement positif lorsque
u ^ A et y ^ a* > a et alors

c f a\ v / a ^ 1 .. . .
fk(u- ^) = Jo ( ' ̂  ) ^ k (u) •

Soit f. _(u, y) la somme partielle des (m+1) premiers termes et U la distribu-K.»in m
tion définie comme U en remplaçant f, par f, , nous allons montrer que MU

est une .suite de Cauchy dans ^(\) ; p ; œ), puis que MU tend vers MU au sens des
distributions.

Considérons la distribution $ , définie par le produit scalaire

< \ k ' ^ > = F du f + K("y)y"k"n \^\W dy.'A ' s .
Soit g (u) la fonction définie sur V^, égale àîn» " i

-V - y - , .

u —, f,11 (u) pour u ^ A, nulle ailleurs,

d'après la formule de Cauchy

1 .(n), . 1 f271 i0. -in9,
'n! f k (u) = 2-rF fk(u+e )e de

"o
d'où ,.271

Sn.k^^ ^ ^ ^(^ ^e" d9

-^- ^ 19°
avec g^(u,9) = u f^(u+e ) pour u ^ A, g^(u,9) = 0 ailleurs.

Pour montrer que cette fonction a, pour 9 fixé, une pré-transformée de Hankel
d'ordre v, appartenant à ^(\» ; p ; a) ) , de norme bornée indépendamment de 6, il
suffit de montrer que

(7) Ç (1 + |u| ^-PX^ +!) o)(l + |u | ) | f (u+e i e ) |P d u ^ C

C ne dépendant pas de 9. Cette -intégrale est la norme dans ^ (p, w ) de la dis-
tribution À F, où À (x) est la fonction C°°

v 0

À^(x) = exp^ix exp 19]

Soit P une fonction de *3)(R) égale à 1 sur le support de F

ÀgF = ÀQ P F

et d'après le le^e 1, 11^11^ ^ . 1 1 ^ 1 1 ^ ( 1 , ^/P) • M^^, ̂  .
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L'application 6 ̂  ÀgP de [o, 27r] dans €> (R), donc à fortiori dans^(l ; w^),

est continue car les (Êrivées de tous ordres en x de la fonction À-(x)P(x) sont
9

continues par rapport à 9 uniformément en x.

Ainsi I ^ Q ^ I I ^ / ^est majoré par une constante indépendante de 9. En conséquen-

ce g^ ^ a une pré-transformée de Hankel ip qui appartient à ^ (v ; p ; œ ) et

de norme majorée par une constante indépendante de n. Alors M <î> , qui est égale
1 n,k

a -k-n-v- -^
M(x) x ^ ,'n,k

appartient à ^( v; p ; œ ) d'après le lemme 2, avec une norme majorée par

^ '̂"'̂ IIW.;!; ^) •

Soit P une fonction de <3) (]o, +~[ ) égale à 1 sur le support de M, on a :

-k-n-v- -^ _^ -k-v- -
M(x)x = M(x)x . P(x)x et puisque ^ (v ; 1 ; a)^)

est une algèbre de Banach pour le produit ponctuel» on a :

-k-n-v- ^
||M(x)x 2!! ^Cl^x^ll

^(v ; 1 î ^ / p ) K^ï 1; ^ / p )
où C ne dépend pas ds n.

Nous choisissons maintenant a < 1, de sorte que le support de M soit contenu
J_

dans ]a , +o°[ , ainsi est assurée la convergence de la série

Y a"!! M ^ I I ^
_! J-o n»k l l^;P;a))

puisque a x est strictement inférieur à 1 sur le support de M ce qui entraîne
J_

que M(x)(a x ) tend vers zéro au sens de ^(R) donc à fortiori au sens de

^( v; 1 ; œ^).

Sachant que MU est donc une suite de Cauchy de ^ Ç\) ; p ;œ ), il reste à mon-
trer que, ^ appartenant à ^ . (R),

lim < MU ,4» > =< MU, ^» > .
nr>- +00 m

Or, +00 m t
<MU, , 4 > = F ? ^T ^^^ ^n^^

'A n==o

avec -"-<-+oo 2
^^ = ( ~ ~^~ )n K<uy)y M(y) ^(y) dy.

a •

Majorant | ^- f^Wl .? f ^(u + e16 ) | d9 ,
n! •'o
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il suffit de vérifier que
+00 n ,.2-iï r r+oo • -

(8) ^ a^ de |f(u + e19 )| |À (u) | du < +°o
n=o •'o ( - J A n •J

À est une fonction à décroissance rapide car c'est la transformée de Hankel d'une

fonction de *3) (]o, +°°[), de plus elle tend vers zéro au sens de y . (R) lors-

que n tend vers + °° . (8) est alors une conséquence (fe (7) .

Ceci achève de démontrer que MF appartient à ^ (\); p; oo) • La continuité de 1'

application F »—> MF résulte de ce que sont graphe est fermé, par une démonstra-

tion analogue à celle du théorème I.

Remarques. 1. Dans le cas particulier où p = 2 et y= 1, les théorèmes 1 et II

se réduisent à une évidence. En effet la transformation de Hankel d'ordre v ^ -•«•

est une isométrie de L (R ; x dx) sur lui-même. C'est un résultat classique

de Hankel, voir par exemple E. Titchmarsch [38] , qui est d'ailleurs conséquence
k—2immédiate lorsque \)= ^ , k entier supérieur ou égal à 1, de ce que la trans-

2 kformation de Fourier est elle-même une isométrie de L (R ; dt) . Alors les théorè-

mes 1 et II expriment simplement que les espaces de fonctions L (R ; x dx) et

L (R ; dx) ont la même restriction à tout compact de JO, +°°[ *

2, Les théorèmes 1 et II expriment que les espaces des restrictions
-T r '\»à un ouvert relativement compact dans JO, +00! , de ^é(v; p ; co) , ou aussi bien

de ^( v; p; a) ), et de ^ (p; w ) coïncident. Il n'en est pas de même pour les
restrictions à un ouvert quelconque de JO, +°°I" •

^
II y a évidemment lieu de distinguer alors entre °^(v ; p ; oo ) et^(\» ; p ; œ) •

C'est en fait pour ce cernier espace qu'il est intéressant de comparer les restric-

tions à un ouvert quelconque de JO, + °°[, avec celles de ^ (p ;tû- ) à cause de 1' in-
k—2terprétation géométrique en termes de profil dans les cas v = —^— , k ^ 1 entier

(c f . 1.2)

Proposition 1. Pour \; ^ -^ - — , œ appartenant à ^ (p, \0 il existe une fonction— - ———.— ^ p —^_fc—__—.—^ — o —•— —•—-"~——— ——~— —• —

appartenant Ja ^(p î w ) dont la_ restriction a_ "JA, +°°1 (A ^ 0 quelconque) ne_
coïncide pas avec JLa restriction d'un élément de_ ^ (\^ ; p ; œ ).

Considérons la fonction entière paire f(x) = x ^J (x) pour v > - -^ , Sa tran&-

formée de Fourier est la fonction à support compact [-1 , +lJ , égale à
2 v ~ 2"(1-x ) sur cet intervalle. Donc f appartient à "^ (p; w ) si et seulement si

p(\^~ ~j) > -1. Par ailleurs la transformée de Hankel d'ordre \> de f est une mesure
de masse finie au point +1.

Ceci est un contre-exemple à l'analogue du théorème II pour un intervalle 1 A,+°°r.

Nous verrons (appendice, théorème 3), un contre exemple au théorème 1 pour un in-
tervalle Jo, A [ :
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Proposition 2, Pour p = 1, a) = 1, JJ_ existe une fonction appartenant a_ ̂ ( \? ; 1 ; 1)
dont Jla restriction Ji tout compact [o, A] m^ coïncide pas avec la restriction d'une
fonction de_ S?( 1 ; w) .

4.1. Espaces de Hankel généralisés.

L'étude des éléments radiaux de ^ (R ; p; œ ) conduit à étudier l'espace

y ( \>; p; œ ). Or il est des espaces de distributions sur R généralisant les dis-

tributions radiales en préservant l'existence d'un groupe de transformations de R
qui opère: ce sont les distributions "multiradiales".

Soit k = k-, + ... + k une décomposition de l'entier k en une somme de q entiers
k. > 1, et t = (t , . . . » t q ) la décomposition canonique d'un vecteur t de R

suivant les vecteurs t^3 de R J. Soit S0(k.) le groupe des rotations de R ^ , et

S0(k^. ..., k ) = SO(k^) x ... x S0(k )

le groupe des "multirotations" o= ( o-, .. ., a ) de R^
^

Une fonction définie sur R est dite multiradiale de type (k- , ..., k ) si elle
est invariante par le groupe S0(k-, ..., k ): pour tout a de ce groupe, et tout
t de R , on a , .

( af)(t) = f( o^ ) , ..., a t^) = f(t) .

A une telle fonction f est associée de façon biunivoque une fonction F définie sur
(R4")11 telle que

f ( t ) = F d t ^ l , .... I t ^ l )
on dira encore que F est le profil de f.

Une distribution sur R multiradiale de type (k^, ..., k ) est une distribution
invariante par le groupe SO. Il lui est associé deneme façon biunivoque une dis-

tribution tempérée sur R^ paire en chaque variable, qui est son pré-profil T.

Soit (A) une application continue de [R^q dans ]o, +°of si p = 1, et de HO, +<»^q

k^-1 k -1 _ _J_ ^ J
dans ]0, +°°[ si p > 1, la fonction x^ ... x^ œ p"1 étant localement

sommable dans [PJ^ On suppose en outre a)" à croissance lente à l'infini . (Con-
ditions (PR).

Considérons le sous-espace fermé de Î^ÇS^; œ( | t^ | , ..., |t^|dt ) des fonc-

tions multiradiales de type (k^, ..., k ) et <% (k^, ..., k ; p ; œ ) l'espace de
Banach, par transport de structure, des transformées de Fourier. L'étude de cet es-

pace conduit à définir l'espace ^(\^, ..., v ; p ; œ ) généralisant ^ (\) ;p ;oû).

4.2. Pour tout v = ( \^, ..,, ^), ^ ^ - ̂  , j = i, ..., q , on définit la .

transformation de Hankel d'ordre v, H^ sur ^^(K01), espace des fonctions C°°
à décroissance rapide à l'infini, paire en chaque variable, par:
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( H^ ) ( X ) = ^«[ùx^ ^^wj-^
où x as (x,, • • • y x ) et y s (y, , • • • » y ) appartiennent à [R j • Comme pour q = 1

H^ est une isométrie de ^f . (t^) sur lui-même et H est l'identité.

Le sous-espace f . (R^ de if* (R01) des distributions tempérées en chaque va-

riable, s'identifie au dual du sous-espace ^ . (t^) de ^ (t^), pour le produit

scalaire ordinaire < S, ^ > au sens de ( 4 ? * , y ) . Soit H 1'isomorphisme trans-

posé de H , de c? ' . (R^ dans lui-même défini par

< H^ (S), ^ > = <S, H^(4) >

pour tous les éléments S de S* ' . (R11) et <f de tf . (R^.paire -1 paire

Considérons l'espace y* ( JO, +<» [ q) des distributions tempérées sur ]o, + oo^,

c'est-à-dire des distributions sur ]o, +co [q prolongeables (d'une infinité de fa-

çons ) en distributions tempérées paires sur R^.

Soit l'e^]^ le sous-espace de.î'([]o, +oo[[q) formé des fonctions f -définies

presque partout - telles que la_ distribution sur ]o, +0° [ q , ( " [ f x. ^J ) f
L J j=l J

admette un prolongement (unique) en une fonction appartenant a_ ^' . (R^ s encore
. . -r^n 2^.+1 . - - - - palre ~~( | | x. Ĵ ) f par abus de langage.

J=l -
On appellera pré-transformation de Hankel d'ordre \) , l'application injective H

de ^ (M'1) dans y^ire^ définie P^''
^ t -A- 2V1 ^ f)
H^(f) = H ^ ( T T x ^ j ) f) *

et transformation de Hankel d'ordre v , l'application (non injective) de ^ ([R Jq)

dans ^ ( )]0, +00 [ q ) » noté par abus de langage H défini par:

q -2^-1 . q 2 ^ + 1
Vf) = ( —— Yj j )H^ ( ( — — x ^ J ) f ).

La restriction de cette dernière application à <^ . (R0^), coïncide avec l'iso-

morphisme de 5f . (R01) sur lui-même précédemment défini.

Soit a»un poids vérifiant les conditions (P ') où k. est remplacé par 2v.+2 ,
+ q, 2v +1 j

j=i, 2, ..., q , considérons l'espace de ?anach L^ [p 1e1, ( | | x J )œ(x)dx ),
^ . j=l j

^(v-, ..., \) ; p ; œ ) est le sous-espace de Banach isomorphe des pré-transfor-.

mées de Hankel d'ordre v , ^ ( v - , , . . . , \ > ; p ; a ) ) est le sous-espace de

c ? ' ( ]0, +00 [ ) formé des transformées de Hankel d'ordre v .

4.3. Il est possible en imposant à œ des condtions supplémentaires d'obtenir des

théorèmes analogues aux théorèmes 1 et II. Limitons-nous aux classes de poids sui-

vantes: S î ' (p ; v) est la classe des poids œ(x) = œ(x- , ..., x ) = | | œ . ( x . )
où oij appartient à Î2( p ; \ » . ) , j = l , . . . , q , l e s fonctions q j=l J J
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(2-p)(\).+ è
w.(x.) = (1 + x.) J z œ (1 + x ) j=l , .., q

étant simultanément du type croissant ou décroissant*

Î2* (p; \) ) est la classe définie de façon analogue en remplaçant ^2(p; v . ) par

îî (p; ^ ).
0 3 q r9-nt (\> + -•̂

<.p» v - ^ . 1
3 q ( 2 - p ) ( ^ + ^ )

Posons to-(x) = «•(x-,, . . « , x ) = [ ] (1 + x.) - œ. (1 + x.) et soit1 q i=1 3 3 J
Posons to-(x) = «•(x-, , •. « , x ) = " ] f *

q J=l
'Çct^1; p ; w ) l'espace des transformées de Fourier de L^t^; Tn-(|x- , ..., |x |)dx)^

r 1 q
%( ]o, + °°[ )q 1' espace des fonctions C00 à support compact contenu dans

[ 1 q-, rJO, +°o|j , on a

Théorème 1 ' : œ appartenant ji la classe îî ' (p; v ), pour toute fonction M de

[ -1 ̂
^ ( ]0, +<»|J ), F»—»- MF est une application linéaire continue de
..'V, J s , ^\ ,^qy., ..., v ; p ; a) ) dans ?1 (Rq; p ; w ).l q ———^

Théorème II': œ appartenant a_ la classe Î2 ' (p ; \) ), pour toute fonction M de_

Q) ( ]0, +°°[ ) , F<—»• MF est une application linéaire continue de^^CR11;?; w)
L /v, -1

dans ^>( \^, ..., v ; p ; (jj).

4.4. Dans le cas particulier p = 1, 'qui est celui qui nous intéressera dans les

chapitres suivants, on peut donner une démonstration très simple qui fait de ces

théorèmes une application des théorèmes 1 et II, mais elle utilise de façon essen-

tielle le fait que la mesure o)(x)dx est produit tensoriel de mesures o ) . (x . )dx , .
q î\> +1 J J j

L ([R ^ ; ( TT x. )o)(x)dx ) est égal (A. Grothendieck [lo] ) au pro-
j=l ^ 1 + 2V^duit tensoriel complété Qy L (R ; x J œ(x . ) dx ) . De même

J= l , . . , q j j j

L (R ; to-(x) dx ) est égal au produit tensoriel des q espaces L (R; w. (x )dx.) . Il

en résulte que ^
^p ..., ^; 1 ; a) ) = ® ^ ^jî 1 î ^)

j=l,.*,q
^s

et ^ ̂  ; 1 ; w ) = ® y'( 1 ; ixr ) .
J=l , .., q J

Or dans la démonstration des théorèmes I* et II* on peut se limiter à prendre

M(x) sous la forme [ | M . ( x . ) où M. appartient à ^ ( ]o, +<»f ) pour j= l , . . .q
j=l 3 3 3

(le cas général résulte de l'application des lemmes 1' et 2' ci-dessous). Le théo-

rème 1 (resp. II) appliqué alors aux q couples d'espaces associés (^(v. ; l î œ . ) ,
'J^'J'

^( 1 ; a).) ) entraîne le théorème I* (resp. II').

4 . 5 . Les démonstration générales pour p > 1, ont l'avantage, étant encore valables
pour p = 1, de permettre d'aborder des poids œ plus généraux que des produits ten-
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soriels de poids œ . . La méthode est celle utilisée pour les théorèmes 1 et II avec

des complications dues aux termes mixtes intervenant dans les produits de dévelop-

pements asymptotiques. On utilise les lemmes:

Lemme 1' :œ appartenant a_ Î2' (p; \0 , e étant égal a +1 (resp. -1) S_L w est de type

croissant (resp. décroissant), ^ (t^; 1; w8 p ) est contenu avec une topologie

plus fine dans l'espace des nultiplicateurs de_ ^(R01 ; p ; w ).

Lemme 2 ' ; C D . possédant les propriétés (P^) pouj^ j=l, ..., q (voir 3.1.), e étant

égal. à +1 (resp. -1) si. œ est. de type croissant (re^p_. décroissant) ^(v,, . . . ,v ;

1 ; CD p ) est contenu avec une topologie plus fine dans l'espace des multiplica-

\ - î P ; (Jû ) .teurs de ^( \^, ..., v ; p ; a) ).

Les démonstrations du lemme 1', et du lemme 2' dans le cas ou les v. sont des

demi-entiers ne présentent pas de difficultés. Pour obtenir le lemme 2 * dans le

cas général, il est nécessaire d'utiliser la v-convolution des fonctions définies

sur (P. )q , associée au produit ponctuel des transformées de Hankel d'ordre (v - , ..

•• ^)-
Démonstration du théorème I':

^
F = H (f) est donné par le produit scalaire avec une fonction quelconque ^ de

^paireW^

(1) < F ̂  - 2" J^ dy|̂  ( J^ (y/^\^)).y(x)f(y)dx

2v.+lr r q 2v.+l -i
(2) avec l lWMrTy, -' ",(y.) d y < +i- '•" i i l •'1 ~l '-i \'

'^q Lj=l J J J

On décompose dans (1), le domaine d'intégration en y [R^]01 en tous les 'domaines

de la forme [0, Aj x J A , +00^ , A étant une constante positive, m et n deux en-
tiers ï 0, de somme q.

Pour le domaine n = 0, on a une fonction C00 en x.

Pour le domaine m = 0, on utilise les développements asymptotiques de J (z),

j= 1, ..., q. On conclut comme dans le théorème 1 sauf pour les termes qui font in-

tervenir à la fois des restes et des exponentielles, pour lesquels on procède de la

façon suivante que nous présentons dans le cas q = 2, pour plus de clarté (mais qui
s'étend sans difficulté au cas général).

On doit traiter pour k entier ^ 0, l'élément T, de <f . ( [R^l0 1) défini park paire •
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On intègre d'abord en la variable intervenant dans le reste R. Soit
r+oo \^+1

K(x^,y? = y^ R(x^ ,y^ ) f (y^ ,y^ )dy . .
•'A

L'ordre N du développement asymptotique de J sera choisi assez grand pour assu-
^2rer une décroissance assez rapide de R(z) à l'infini, y- étant fixé, la fonction

en x^ : M^(x^)K(x« ,y - ) est une fonction dont la transformée de Fourier réciproque
(où [a,b] contient le support de M,,)

fb . r /•+00 \^+1 -i
(1) A ( y ^ , u) = e^M^x) v z R(xv)f(y , v)dv dx

•' a u A J

est à décroissance d'autant plus rapide en u que N est plus grand. Pour conclure
r\

que MT^ appartient à ^(R ; p ; w ) il suffit de montrer que:
r+œr+œ 2V.+1 2 ^ + 1

(2) |À (y ,u)|P y i u z œ-,(y,)œ.(u)dy,du
JA JA i i 1 1 2 1

est borné, sachant que cette propriété a bien lieu lorsque f remplace À . On peut

dans (1) faire N ' (dépendant de N) intégrations par parties successives, pour ob-

tenir: rb . r<-+°° -<
Â(yp u) = u " ^ S.(x,v)f(y v)dv dx.

•'a Lj ̂  J

. Si p > 1, soit p' l'exposant conjugué, on choisit N assez grand pour que

rb r+œ . ,- 2\) +1 -il-p'
(3) du [ S . (x .v) ] 1 5 v 2 œ.(v) < +œ .

•'a ^A L z J

-•+0° 2\^+1 _^.
(^) et u u p œ«(u)du < +00 ,

j A z

.alors (3) entraîne à l'aide de l'inégalité de Holder:

P N* f'1'00 2\; +1
|À (y^, u)[ ,< C u P | f (y^ ,v) |P v 2 œ^(v)dv

ce qui assure, compte-tenu de (4) , que (2) est borné.

. Le cas p = 1 est déjà traité, mais la démonstration générale n'exclut pas ce
cas car

1 ^(YI* u)| ,? u"̂  f du f | f(y^, v) S^,(u, v) [dv

on choisit N assez grand pour que
2^+1

|S^, (u ,v) | ^ C v œ^(v)

(+œ ^2 + 1 -N'et u u œ«(u)du < +œ ,
•'A z

ce qui assure encore que (2) est borné.

Pour les domaines [o, A^x [A, +oo[11 avec nm ^ 0, on met la contribution T sous
la forme symbolique
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= J^rfô^ [n7^1 vyj^r-^ ' ̂ ••••^r^nT ~- J^-LU'J J [H7/ VW^1""'' ' yi>-.v°yr.^

^•••'^ ; ̂ •••^ = l[o.A]m l'ill yvl VV^^^l-^
K(x^...^ ; ̂ ...,^) . j^ ̂  ̂  ^/yj^X^l-^

et on procède de façon analogue au cas précédent avec cette simplification que la

transformée de Fourier de la fonction

[ÏT M )̂] K(x^....^ ; y,,...,y,)
j=n+l

considérée comme fonction des variables (x^, ..., x ) est une fonction

^^••• îy^ ; "i»'**»^ à décroissance rapide en les variables u, ,..., u .

Nous ne donnerons pas la démonstration du théorème II1 qui serait trop fastidieu-

se. Une technique analogue à celle qui précède permettrait d'adapter la méthode du

théorème II. L'outil essentiel étant le développement asymptotique de cos z (ou

sin z^) faisant intervenir la fonction j^ ceci pour chaque J=l, . . . ,q, Des foncti-

ions holomorphes de plusieurs variables interviennent que l'on traite sans diffi-
culté à l'aide de la formule de Cauchy,

Remarque: Comme lorsque q = 1, dans le cas particulier où p = 2 et œ = 1, les

théorèmes I' et II' sont des évidences et expriment simplement que les espaces de

fonctions L^JR^; (-n"x j ) dx) et L ;̂ dx) ont la même restriction à tout
r .-) q J

compact de ]0, +00 [

4.6. On peut déf^nir^les éléments "radiaux" de ^([^J^ comme les fonctions f

telles que |x| ° f soit prolongeable en une fonction radiale appartenant à
^(R01), où ^

v o = ji^-1 et i - i - [̂  -i]2

Proposition; œ vérifiant les propriétés (Pp, le_ sous-espace dej, éléments radiaux
de. %(^, .... ^; p ; ^ ) e^ ^(^; p ; ̂ ). ,* ^nt, la_ ionc^on d^j^e s r̂
R : ^ , f , q 2. +1« f q 2 ^ + 1

œ (n) = ( TT " J ) œ( nu ) da (u)
J C 4 ~ 1 J

^ S^ e^ V intersection a^ [v.^ , de ^a sphère de rayon 1 centrée a l'origine

de R" , u JLe ĵ nt courant de S^, do(u) la_ mesure positive de. masse totale 1 uni.-
formëment repartie sur ^a sphère.
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Soit F = H^(f ) où f est une fonction radiale de L^ [R'1']̂  [ FT x^J^lo^dx).

Le profil g de la fonction radiale f , appartient à L^R"*"; n2^0^ o*(n)) car

lIflI^Fig^l^VV^dnl1 7? < +«

n o [(A) (n)J est localement sommable au voisinage de l'origine dans t^
car d'après l'inégalité de HÎilder

|^(n) r^-0 . c. f [ T^ u^J^t [.(nu)] -^-^(u)
S L J-l J -1

et I 1 y- J 0^(y)] p est par hypothèse localement sommable au voisinage
" j= l J

de l'origine dans [R1"]01 .

Il suffit pour établir la proposition de montrer que F s'identifie à G = H (g).

On dira encore que G est le "profil" de F. Ceci est évident, d'après 4.1. lorsque

Y ^j"2^2 ' ^ ^ ! entier P0111- J = l » • • • > q- En effet Lp( [R+]q; ['[^^^'''^(x^x
L j = l •3 -1

est 1 espace des fonctions multiradiales de type (\> ,..., ^ ) de

L (R ;œ( | t [ , ..., |t |)dt) dont l'espace des fonctions radiales n'est autre

que LP(R+ ;T^2 v o + la*(n)dn). Donc F = H (f) s'identifie à G = H (g).

Dans le cas général , l'identification de F à G, repose sur une identité concer-
nant les fonctions de Bessel.

r ? 2 1 1 / 2
Soit n = 1 ^ y_ , et u = ( u ^ , ..., u ) un point de S . F est donnée par l'in-

tégrale - prise au sens des distributions - :

( 1 ) F(x) = ffT^irg^n^fs [ft"^' J, (nx^u.)1do(u)1dn .
L j = ; i - ' j J o U q L j = i - ' "j • 1 J J J

On utilise l'identité suivante due à N. Sonine pour le cas q= 2 (voir G.Watson
[40] 12.12) :

^^^-M^-^^C^,^
où les a. sont des réels positifs, et v = 7 v. + q - 1

Par exemple lorsque q = 2 :

r7r/2 v +1 \; +1
(cos 6) (sin 9) J (a.cose)J (a.sine)de

J Q 1 ^2

- •,'• •:V, • 4 •<w"/^ ^W2^
Utilisant en (1) cette identité, on obtient en posant Ç = [ ^ x2] :

Lj=l -'-l
3
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<•+» -\) \> +1
F(x) = G(ç) = ç ° n ° J^ ( çn )g (n )dn .

•'0 0

Compte-tenu de cette proposition, on peut utiliser les théorèmes 1 et II avec

des hypothèses convenables sur œ pour étudier les profils des éléments radiaux
de 'à6(v., ... , \> ; p ; œ) . Par exemple pour o)= 1, on a le

Théorème ; Les profils des éléments radiaux de f^(v,, . . . » v ; p ; 1) coïncident

localement dans le complémentaire de 1'origine, avec les transformées de_ Fourier

de l'espace^R'id^lxD^-P^V^dx). ~~ ~
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APPENDICE

1. Les restrictions à un ouvert ] 0, a [ des éléments de '^(\);p;(jo) et ^(p;®) ne

coïncident pas en général. Nous allons le montrer lorsque p = 1, avec des restric-

tions sur œ entraînant que ^6(v; 1; ^) est un espace de fonctions continues sur R

isomorphe à L (^ ; x o)(x)dx) .

Commençons par montrer qu'il existe des fonctions de ^("^ ; 1; œ) noté 'H(v ;œ )

dont la régularité à l'origine est "mauvaise" (et ce d'autant plus que œ croît

plus lentement à l ' infini.

Théorème 1. Soit ^ une application continue croissante de_ R dans [\, +co[^ telle

que œ(x y) ^ C œ(x)o)(y) pour tout couple (x,y) de_ ^+] ^t_ telle qu'i l existe

un entier p ^ 0 pour lequel Um inf x ^(x) > 0. Soit v ^ -1/2 . Pour toute fonc-

tion continue sur P. a_ valeurs positives qui tend vers zéro lorsque x tend vers

zéro, il existe une suite x > 0 tendant vers zéro lorsque n -^ +°° , et_ une fonc-

tion f appartenant a_ âê(v ; œ) d^e classe C sur K. dont J_a p-ième dérivée a la pro-

priété

\fw(^) - i^W} > c[x^ ")( ^—— )"|'' ^(x^)

où C > 0 ne dépend que de V, œ , p .

On remarque d'abord que les hypothèses sur 03 entraînent que <Jû(x+y) $ C,,œ(x)co(y)
r +~\ ipour tout couple (x,y) de [R J . O n considère pour À > 0 entier assez grand, la

? X
fonction K,(x) définie sur R par K,(x) = (1-x ) pour [ x j $ 1, K,(x) = 0 ailleurs.

Choisissons A assez grand pour que
.+00 v-i /2 - \

x œ(x)dx < +°° .
•o

Ceci assure (voir chapitre II, théorème 4) que K, appartient à ^€(v ;(jû ). Soit pour
+00

n = 1, 2, ... une suite infinie de nombres b > 0 tels que ï b < +°° . Choisis-n nn=l
sons une suite x > 0, qui décroît vers zéro lorsque n ->- +°° , de façon que

(x^)/x^ tende vers zéro, et que ip(x ) ^ b . Posons a = b [^(1/x^)]"1. La fonc-

tion f(x) = ^ a .K , (x /x - ) appartient à ^(v; œ) car K, (x) étant la transformée de
j=l -1 Â J À

Hankel d'ordre v d'une fonction a de L (R ; y a}(y)dy), on a"^(v - o ^ r f ^ ^^Ay^^w^"" 'o L j=l - j À

et d'après les hypothèses sur œ :
+00

-< C [ I a œ( —)1 ||̂ || < +o
U .=1 -1 ^ J À ^rv • ^J-l -' ^ J %(^ ; ")

+00 3. •

D'après le choix des suites (a . )» (x . ) la série ^ —3- converge, donc f est dej=i ^
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classe Cp et la p-iême dérivée est:
/ \ +co a* / \

f(P)^ = V -JLi, (P)r 2Lf ( x )= j!i xp^ ^
On a

(1 ) ï^^) - f^O) = f ^ [K^C ̂  ) - K^CO)]

avec pour j >, n, K^\ -" ) = 0 .\ x^

+00 a . ^ / v X / „ —i

^ ̂ ^-^lj-1 ^ L" "j

1er cas; p est pair p = 2q . On a K^^CO) = (-O^q) ! (À) pour 1 $ j ,< n-1

x /x. est assez proche de zéro, lorsque n est grand, pour que pC Cx^-K ( 0 ) j
n 3 ^ ^ (2q+2) . . 3 A -•

garde un signe constant qui est celui de K (0). Ainsi tous les termes de la

série figurant dans le second membre de (1) ont le même signe (-1) , donc

|f<2^) - ^(O)! > (2q).(^= (2q)!(^[x^ .(^)] "'

2ême cas: p est impair p = 2q + 1 . Pour tout x, il existe u, 0 $ u ^ 1, tel que

f^Çx) - f^W = x f^^Cux) . K ^^(x) est nul pour x = 0 et est mono-
À

tone lorsque x > 0 reste assez petit, il en est donc de même pour f^4^^ et ainsi.(2q+l)

l^'^l >, \^\^\ > ^)-(^[x^1^)]"

ce qui achève la démonstration.

Corollaire: Sj_ outre les hypothèses du^ théorème 1 , lim inf x o)(x) = 0, 3€(-v;(A))

contient des fonctions qui ne_ sont pas de^ classe C au_ voisinage de 1 origine.

Lorsque a) = 1 , ÎÇ(\); 1 ) contient des fonctions ayant _un_ module de_ continuité a_

1 origine arbitrairement fixé.

Dans le cas ^ = 1 , le théorème est du à A.Lee Schwartz [321. Posons

to-(x) = (1 + |x [ ) ù)(x) , il est clair d^près ce corollaire qu'il existe des

fonctions de ^(v ;o) ) qui ne coïncident pas dans un voisinage de zéro avec une

fonction de '5'( 1 ; ro) lorsque v > 1 / 2 et liig inf x œ(x) = 0 .

Avec une restriction sur le poids œ , on va voir que ceci a lieu pour v > - 1 / 2 ,

dans le cas général. La raison en est la régularité lipschitzienne des fonctions

de ^( 1 ; nr ) :

Lemme 2 : Soit co- une application continue paire de P. dans [l, +°°[ telle qu' il

existe un entier q ^ 0 pour lequel x or(x) croît et x w-(x) décroît lorsque

x > 0 est assez grand. Alors toute fonction f de "̂  ( 1 ; w) est de classe C11 et sa_

dérivée q-ième admet pour module d_e continuité la fonction |h^nr(l/|h[)1 (h ten-

dant vers zéro).

Ce résultat est connu; faute de référence classique en voici une démonstration:

Soit f(x) = e1^ ^(u)du, la q-ième dérivée de f est f^^x) = f (iuî^^du.
•'R -'R
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Pour x ^ y on a :

If^Cx) - f^y) [ ^ [ [ u^luCx-y) |^(u)du + 2) ' lu^C^du .
-'[u(x-y)| ^1 •» ju(x-y)|>1

Puisque lu | ^u) décroît lorsque |u | est assez grand, on a :

|u(x-y) | $-^- |x - y l ^ f t ^ -̂ - )] pour |u(x-y)| $ 1 .

Puisque |u [ qw(u') croît lorsque |u | est assez grand, on a :

lui'1 $ [ix-yl^ ———.) 1 <u) pour |u(x-y)| > 1 .
l 1 y 1 J

Dîoù If^-f^Cy) | < 3[ f l^l^dulfix-yl^-.——)] "1 .L^R J L i ^ y | j
Remarquons que si lim x w{x) < +00 , le lemme ne donne rien, mais ^(l î to) est

x->+oo
alors l'ensemble des fonctions de classe C dont la q-ième dérivée appartient à

'?(!; 1) et on peut seulement assurer que [f q (x) - f (y ) [ = o ( l ) lorsque

( x-y| tend vers zéro.

Il est alors facile d'établir le résultat suivant qui complète les résultats du

chapitre 1 :

Théorème 3: Soit v > -1/2 , a) une application continue croissante de R dans^

[ 1, +oo [ , telle qu'il existe un entier q ^ 0 pour lequel x q ^ o)(x) croît,
x q œ(x) décroît, lorsque x > 0 est as_sez grand et telle que a)(xy)^Ca)(x) œ(y)

pour tout couple (x,y) de (_R ] . Alors ijl existe une fonction de_ 'SÇ(v ; œ) qui ne

coïncide pas au vojLsinage^ de zéro avec une fonctioji de_ y (1 ; ar) , ou_

tx?<x) = ( l+lxl)^1 7 2^).

Distinguons deux cas selon que lim inf x œ(x) est nul ou non.

Dans le premier cas, d'après le corollaire du théorème 1, %(v ; a)) contient

une fonction qui n'est pas de classe 0e1, alors que toute fonction de '?(! ; ùr) est

de classe 0e1 .

Dans le second cas, appliquons le théorème 1, en remplaçant p par q, et en choi-

.ssant 4»(x) = x avec 0 < e < \)+1/2 : il existe une suite x > 0 décrois-

sant vers zéro et une fonction f de ^€(v ; œ) telle que

sissant 4»(x) = x avec 0 < e < \)+1/2 : il existe une suite x > 0 décrois-

(i) |f<^) - f^o^ c, x^'/2^ [A(4-)1
L n -J

où C, > 0 ne dépend pas de (x ). Or, d'après le lemme 2, si f appartient à ^(l;nr)

on a pour x ^ 0 :

(2) If^x) - f ^ W l , C fx^-'^l)]''
L x J

d'où la contradiction avec (1) .

2. Ainsi le théorème 1 est en défaut au voisinage de l'origine.

On peut conjecturer que le théorème II est encore valable.
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Nous ne savons pas le démontrer en général mais dans le cas particulier où

\^= n + 1/2 , n .̂ -1 entier, en utilisant les propriétés particulières aux fonctions

de Bessel J ^ / ^ (qui sont des fonctions élémentaires) cela est possible et beau-

coup plus simple que la démonstration générale du théorème II :

Théorème 4 : Soit (D un poids de_ la_ classe îî (p ; n+1/2) , 1 ^ p < +00 , n ^ 0 entier.

Pour toute fonction paire M de Q> (R), F i—> MF est une application linéaire du

sous-espace des éléments paire de 3UP ; ro) dans K(n+l /2; p ; œ ) , avec
»(x) = (l+x/2-1^^0^!^).

Pour tout ^ réel et tout m ^ 0 entier on a :

^^^-(-^ili)^-^))
ce qui donne avec \ = -1/2, m = n+1 , et z J , / « ( z ) = (2-)1^2 cos z :

-1 I L TT

^"(n+l/2\.,/2<2)=<-)n+14) l /2(i^(n+l)(-.).
Soit alors F = H^^(f) un élément de ^(n+1/2; p; œ) , on a au sens des distri-

butions sur }o, +°°[ :

( 1 ) ^ F(x) = (-l)11^)'/2^ ^O ( pos xy f(y) dy )

avec [ y^^lfCy^ù^dy < + ~ .
"o

Soit $ un élément de Y (p ; or), pair à support contenu dans F-a, a"), 0 < a < +°° ,
r+°°

^(x) = cos xy f(y) dy
•'o

où f est une fonction entière paire de type exponentiel telle que

f^liWPd^^^'^O^dy < + « ,
" O

x$ est alors un élément de 3?(p ; ro) impair de même support :
.+00

x$(x) = [ sin xy g(y) dy
Jo

où g est une fonction entière impaire de même type exponentiel que f , et telle que

^|g(y)|p(l+x) (2-P ) (n+ l>a)(l+y)dy<+oo .
•'o

a)( l+y)dy < +°°
'o

Soit $. la primitive de x$ au sens des distributions :
f+°°

<^(x) = - cos xy ^ g(y) dy
'o y

— g(y) = f ^ ( y ) est une fonction entière paire ayant même type exponentiel que f ,
et rif^ipo^^^^o+y)^ < + 0 0 .

'o

<^ est donc un élément de Y(p ; ( l+y) p nr(y)), pair à support contenu dans [-a,a] .

6n recommence cette construction à partir de $. pour obtenir $ etc
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Ainsi à la (n+l)-ième étape on obtient <ï> élément pair de ^(pîO+y) ®(y)) ''
,+oo

(2) ^n+l^ = cos xy fn+l(y) dy

•o
avec r+°° n 9 +9

K+l < y ) | O-^) œ ( l + | y | ) d y < +00
•'o

ce qui entraîne

(3) f [f^Cy)!13 y^c^dy < +00 .
•'oor' ^= < î y^^^ '

ce qui montre d'après (1) et (2) que ^ est la transformée de Hankel dTordre

(n+1/2) de la fonction (-l)^ ( J ) f +1 » donc d^P^ês (3) appartient à

W(n+l/2; p ; ai ) .

3. La situation est en quelque sorte inverse à l ' infini : pour v > l / 2 - 1/p,

œ appartenant à îî (p ; \Q, la restriction à ]a, +°°[ , 0 < a < +°° , d 'un élément

de ^(p ; <o- ) , n'est pas en général la restriction d 'un élément de ^(v ; p ;to- )

(prop. 1 fin du paragraphe 3). Cela suggère la conjecture que le théorème 1 est en-

core valable. Nous ne savons le démontrer que dans le cas particulier v = n + 1/2,

n ^ -1 entier, et p = 1 .

Théorème 5 : Soit œ un poids de la classe îî ( 1 ; n + 1 / 2 ) , n ^ 0 entier, tel que
œ (0) soit fini (différent de zei:o). Pour toute fonction M, C a_ support contenu
dans JO, +°°[ , F t—> MF est une application linéaire de ^ (n+1/2; 1 ; a» ) dans_
^ ( 1 ; ro) avec or(x) = ( l+x)11'1'1^ 1+x) .

Pour tout À réel et tout entier m ^ 0, on a :

À-m_ , . ,1 d v (m) , X _ , . .
z ^-m^ = (! ^) (z ̂ ^ •

Donc pour tout élément F = H . . i / o ( f ) de ^€ (n+1/2; 1 ; ai ) on a au sens des distri-

butions sur J O , +°° [:

/,. ,1 1 ^ ( n + 1 ) / 2n+2_, .. /2J/2 f'1'00 2n+2 -, .,(1) (^ ^) (x F(x)) = (-^) | cos xy y f (y )dy

avec
(2) f y^^lWlo^dy < +œ .

'0

Nous voulons montrer que si le support de F est contenu dans ^O , +°°r , F appar-
tient à S?(l ;<»-). Il suffit de montrer que pour tout entier j, 0 $ j .$ n+1, la j-ième
dérivée F^ appartient à ^(l ; a)).

^
Soit k = 2n+3, et f la distribution sur R dont le profil est la fonction F ;

1 1<
f est transformée de Fourier d'-une fonction de L (R ; œ( | t | )d t ) . La restriction de

f à un sous-espace vectoriel de dimension 2m+3, -1 ^ m ^ n-1, est transformée de

Fourier d'une fonction de L (R ; o ) ( ( u [ ) d u ) , ce qui montre que F appartient à

^(m+1/2 ; 1 ; (jo ) pour tout entier m tel que -1 ^ m ^ n .
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En choisissant m = -1, ceci montre que F appartient à 3^(1 ;o) ) . Supposons dé-

montré que F appartient à ^( 1 ; œ ) pour tous les entiers 0 •$ j ^ m, démontrons

le pour F . D'après (1) , (2) , où m remplace n,

^è ̂ 'V^oo)
appartient à "3^(1 ; (A)). On a :

G = x^' F^0 + ^ a. x^'--" F^
j=o J

où les a. sont des constantes.

Soit 6 une fonction C , paire, égale à 1 sur un voisinage [~a, a~[ de l'origine

à support compact disjoint du support de F. Pour tout entier j , 1 <: j ^ m+1, soit
+ 00

Y. une fonction paire convexe sur (R , continue à l'origine, C dans le complémen-

taire de l'origine, égale à ——:— dans le complémentaire de [''a» s] • D'après un
|x[-3

résultat classique y. appartient à 5'( 1 ; 1), donc il en est de même pour

^ = Y - © Y - . On a :

F^ = ^ G - î a . ^ . F ^m+1 m .L 3 " j
^ 3=o -

et on pourra conclure si l'on sait que <{ . appartient pour 1 $: j $ m+1, à l'espace

3/ (1 ; [œ] ) où 6 est égal à +1 (resp. -1) si us croît (resp. décroît) à l 'infini

(voir 2 .1 , lemme 1). Ceci résulte de la remarque suivante : si ^ est une fonction
de classe Cp sur R, dont les (p-1) premières dérivées tendent vers zéro à l'infini,

et dont la dérivée d'ordre p, »f » est sommable, la transformée de Fourier de <y

coïncide dans le complémentaire de l'origine avec la fonction continue :

^(x) = ———— F e-^ ̂  (y)dy .
(ix)13 j-

Ici iy. étant C et ayant une transformée de Fourier ^. sommable, [x ^ . (x) | est

bornée pour tout entier p > 1 et ip. est donc sommable par rapport à toute mesure
1 1 ^ ^( 1 + |x| )dx, où H est un nombre réel quelconque.
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Applications.

1.1. Soit ? > ! » ? * son conjugué, œ vérifiant les propriétés (P') (4.1 .chap.I).

Considérons la dualité entre les espaces de Banach L^ fR j^; ( " ] [ " x . ^ )(i)(x)dx) et

L^^R'*']01; ( T l x 2 ^ 1 ) (œCx)]1"1^) pour le produit scalaire
J= l f q 2v.+l< f . g \ JrR-^ f (x)g(x)( n^j )dx •

Cette dualité se transporte aux deux espaces

^(\>p ..., v ; p ; œ ) et ^ Vp ..., \^ ; P* ; œ p ) .

Nous allons voir en application des théorèmes 1 et I* que plus p est proche de 1

et plus ai croît à l'infini, plus les éléments du premier espace sont réguliers

dans ( ]0, +°o[ )q. La dualité indique alors,que les éléments de -* (̂ v . , . . . ,^ ;P;œ )
peuvent être des distributions d'ordre d'autant plus élevé que p est grand et que

dû décroît à l'infini.

Lorsque 1 < p < 2, on sait en utilisant le théorème de convexité de Riesz-Thorin

que l'espace ^(R^; p ; 1 ) est topologiquement contenu dans L (R ). Une consé-
quence du théorème I' est alors :

Proposition 1 : Soit 1 < p ^ 2, p' son conjugué, a) appartenant à la classe ^ ' (p îv )

avec lim or.(x.) > 0 pour j = 1, ..., q .
——x,—^- +00 J 3

r 1e1
Un élément de K( v., ..., v î P ; œ ) est dans HO, +ooN une fonction appar-— ————— — j ^ q — —— ^j LJ —- ————-— ———

tenant localement à L? (R^1).

Pour p = 1, le théorème I' est plus précis. En particulier un élément de

^(v., ..., \) ; 1 ; ai ) est sous l'hypothèse du théorème 1, une fonction continue
sur []0, +00 [j4 .

Par exemple un poids oj de Sî '(p ; \)) tel que oj . (x.) soit équivalent à l'infini
a * J J

à x.J avec a. ^ (p-2) ( \? .+1/2) , j = 1, ..., q, satisfait l'hypothèse de la proposi-

tion 1 destinée à assurer que nr(x) = 1 [ y.(x.) reste supérieur à une constante

différente de zéro lorsque j x j tend vers l'infini.

Des propriétés de régularité plus fortes apparaissent si or tend vers l'infini

lorsque |x( tend vers l'infini. Par exemple

Proposition 2 : Soit p' le conjugué de p > 1, a) appartenant a_ la classe î î ' (p ;v )

avec la condition supplémentaire que ^^^•(x•)1 p soit sommable sur R .—— — ——————— ——————————— — L j j J ——— ————— — r- -iq
Alors un élément de ^( \)., ..., v ; p ; œ) coïncide localement dans ]o, +°° [
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avec, la transformée de Founer d' une fonction sommable dans ^q, donc en_ particulier
est continue dans 10, +00 f .—— _——— —— I. M

Par exemple la condition est réalisée si œ.(x.) est équivalent à l'infini à xT3

avec a. > (p-2)(v,+l/2)+p-l, j = 1 , ..., q . J

Notons que contrairement à la proposition 1, il n'y a plus de restriction sur p,

mais la condition de croissance sur a) est d'autant plus exigeante que p est plus
grand.

Cette proposition résulte du théorème I' et du:

Lemme : sc>it P* le conjugué de p > 1, a et 3 deux_ fonction s positives mesurables

sur ^ telles que (a1'13' ^) soit sommable dans R'1. Alors L^t^; a(x)dx) est
topologiquement contenu dans L (t^ ; g(x) dx).

C'est une application immédiate de l'inégalité de Holder :

|^|f(x)|e(x)dx ^ [^(x^c^dxj1^ ^(x^-P^x^dx]1^ •

Ce lemme est utile lorsque g(x) >, \, ce qui impose à a d'avoir une croissance
à l'infini suffisamment forte.

Ainsi les meilleures propriétés de régularité dans (]o, +°o[)q des éléments de
^(^p .... ^ ; p ;œ ) qu'on puisse obtenir par cette méthode correspondent à la

fonction (3(x) ayant la croissance à l 'infini la plus rapide compatible avec la
sommabilité de

[ûKx)]1-^ [(Kx)]^ dans ̂  .

Le cas p = 1 est celui où pour un poids œ fixé, la régularité est la meilleure.
C'est celle de l'espace î1 (^ ; 1 ; nr ) .

1.2. Nous allons voir que cette méthode donne des résultats précis, en restrei-

gnant l'étude au cas .q = 1 pour simplifier - mais il serait possible d'obtenir des

énoncés valables pour plusieurs dimensions - ainsi qu'au cas particulier où œ ,

appartenant à ^(p ; x,), est équivalent à l 'infini à x8, a étant un nombre réel

quelconque. Nous désignerons par ^(p ; v ; a ) l'ensemble de ces œ (lorsque a est

fixé). Compte-tenu de la remarque faite au chapitre 1 en 3.1., dans les propriétés

qui vont suivre et qui ne font intervenir que le comportement à l 'infini des œ de

V P ; v), on peut si l'on veut choisir œ(x) = (1 + x)". Si on fait l'hypothèse

supplémentaire -(2^+2) < a < (p-l)(2v+2) on peut choisir o)(x) = x3 .

Rappelons que les applications les plus intéressantes correspondent au cas
v = (k-2)/L , k > 1.entier, a = 0, pour lequel ces énoncés donnent la régularité

des profils des éléments deA(k ; p ; 1). noté simplement ^(k ; p ). transformées
de Fourier des fonctions radiales de L^R^.
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Théorème 3 : œ appartenant à Sî (p ; ^ ; a ) , pour tout e > 0 arbitrairement petit
\m_ élément de ^( v ; p ; o ) ) coïncide sur tout ouvert relativement compact de 10,+00]'
avec une transformée de Fourier d'une fonction sommable sur R par rapport a_ la me-
sure ( 1 + [ x | ) ^dx, avecb = ( j - , ) ( , 4 ) . ^ â - , .
Et ce résultat est le meilleur possible en ce sens qu_'il existe un élément de
^(v ; p ; (o ) qui sur un ouvert relativement compact de lu , +00 [ ne coïncide avec
aucune transformée de Fourier de fonctions sommables sur R par rapport a_ la mesure
( i + H)^6 . ' ~
La première partie est une conséquence immédiate du théorème 1 et du lemme de 1 . 1 .
Pour la seconde partie considérons pour tout nombre réel \ la fonction K , asso-

ciée au noyau de Bochner-Riesz [3] , définie sur l'ouvert de R complémentaire des
points ±1 par : K (x) = ( 1 - x2)^ pour [ x | < 1 , K (x) = 0 pour | x [ > 1.

Lorsque \ n'est pas un entier négatif on lui associe la distribution pseudofonc-
tion sur (R, encore noté K , (
(voir Gelfand et Chilov [ 9 ] ) .
tion sur (R, encore noté K , qui coïncide avec K (x) sur l'ouvert de définition
'voir Gelfand et Chilov [ 9 ] ) .
La transformée de Fourier de la pseudofonction K est pour X ̂  - 1 , -2, . . . , laÀ
La transformée

fonction entière
^w = S y '''1/2 ^1/2^

qui à l'infini, est équivalente à

C^-'cos [y - ̂ 0 4) - ^] .

La condition nécessaire et suffisante pour que K appartienne à

LP(R ; (1 . IxD^^^dx) lorsque X ^ -1 . -2. .... est que :

(1) À > b .

D'autre part K est une fonction analytique au voisinage de l'origine. Soit M.,

j = 1 , 2, deux fonctions C°° sur R , M (x) = 1 pour 0 ;$ x $ 1 / 2 , M ayant son sup-

port dans [0, 3/2] , M^ ayant son support dans [l/2, 2] , avec

M (x) + M^(x) = 1 sur un voisinage de |0, 1J

Alors sous la condition ( 1 ) les deux éléments M.K appartiennent à 3G(v ; p ; œ ),
J A

donc K aussi.
À

Par ailleurs lorsqueX i- -1 , -2, ..., la condition nécessaire et suffisante pour

que î^ appartienne à L^R ; (1 + [xl)15'*'^) est :

(2) \ > b + e .

Choisissons un ouvert relativement compact de Jo, +<»[ qui soit un voisinage du

point + 1 . Il est impossible que K- coïncide sur cet ouvert avec un élément de

V(L (R ; (1 + |x|) dx)) sans appartenir lui-même à cet espace.
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La deuxième partie du théorème est obtenue en prenant pour élément (dépendant de
e ) de 3C( v ; p ; œ ) , la pseudofonction K ou À n'est pas un entier négatif et vé-
rifie la condition b < \ ̂  b+e

1 . 3 . Lorsque 1 <: p < ' /—a , ce qui suppose a > -(^ + 1 / 2 ) , on peut donner
un corollaire (affaibli) du théorème 3 en terme de régularité lipschitzienne car b
est alors strictement positif. D'après le lemme 2 de l'appendice du Chap. I,
Ï L (R ; (l+lxl) 0^) est en effet formé, lorsque 0 < a < l » de fonctions lipschit-

ziennes d'ordre a .
Dans le cas p = 1 , qui est celui de la plus forte régularité, ce lemme donne en

corollaire du théorème I, lorsque a = 0 :
Proposition 4 : un élément de K(v ; 1 ; 1 ) , simplement noté ̂ (\?), a surlO, +00 F
des dérivées continues jusqu'à l'ordre [v + 1 / 2 ] , la dernière dérivée étant lip-
schitzienne d'ordre (v + 1/2 - [v+ 1/2] ) .

(On désigne par [xi la partie entière de x ̂  0) .
Remarque : II est immédiat de vérifier que les éléments de 5t(\)) sont des fonc-

tions continues à l'origine.
Mais on a vu (Théorème 1 de l'appendice du chap. I) qu'il existe des fonctions de
^ç(v) qui ont à l'origine un module de continuité arbitrairement donné.
Plus généralement:

Théorème 3' : ^ appartenant à ̂  (p î v ; a ) , avec 1 < p < —^—" a , pour tout_
e > 0 arbitrairement petit, un élément de •*H(\/ ; p ; ai) a sur JO, +00 F des dérivées
continues jusqu'à l'ordre [b - ej, la dernière dérivée et<mt lipschitzienne
d'ordre (b - e - [b-c] ) avec b = (-^ - 1 ) (\) + y) + -^ - 1 . Ce_ résultat est le meil-
leur possible en çe^ sens qu'il existe une fonction de ^ê(\> ; p ; (A)) dont La dérivée
d'ordre [b] n 'efet pas lipschitzienne d'ordre (b + c - (b] ) sur "\ 0, +°° [_.

Pour la première partie, il suffit de remarquer que lorsque a > 1, la dérivée
d'ordre [a] d'une fonction de ^L (R ;(1 + [x^^x) appartient à
-^(R ; (1 + M)^ dx) .
On applique ceci avec a = b -e .

Pour la seconde partie, il suffi t de remarquer qu'en choisissant À tel que
b < À < b + e

K^(x) est une fonction appartenant à ^(v ; p ; a)) ayant des dérivées continues
jusqu'à l'ordre [bj ; la dernière dérivée n'étant pas lipschitzienne d'ordre
b + e - [b] .

k—2Application au cas v = —-— , k ^ 1 entier , a = 0 .

On sait déjà que pour 1 $ p ^ 2 , <îî?(k, p) est formé de fonctions appartenant à
Lp (R ), le théorème 3' indique que si 1 $ p < —k , les fonctions de <R»(k, p) sont
en fait continues dans le complémentaire de l'origine et d'autant plus réguliè-
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res que p est proche de 1.

Lorsque p > ̂ - , comme dans le cas général p > 4(v)+l)+2a , <^(k, p) ou

^»(v ; P ; œ) contiennent des fonctions discontinues par exemple les pseudofonc-
tions K (x) pour

^- D(v^) + ^a- i < x,< o .

Notons que la fonction K^(x) fonction caractéristique de l'intervalle fO, l1

(on ̂ ^a la restriction à R+) W^1^ à ̂  ; p ; a)) si et seulement si
P > ——2^3— ce qui ^"PP0^ a ^ -(v + 1 / 2 ) . En particulier :

Proposition 5 : . La fonction caractéristique d'une boule de ̂  appartient à

^ L^R ) sj. et seulement si_ p > 2k/k+l .

Elle n'appartient pas à cet espace dans le cas critique p = 2k/(k+l)pour lequel

nous ne savons pas en général, étudier la régularité de ^,(k; p)

2. Problèmes de multiplicateurs.

2 . 1 . Un multiplicateur de ^(R^ appartient localement à cet espace, donc une

condition nécessaire de régularité sur les éléments de <a,(k; p) donne à fortiori

une condition nécessaire de régularité pour les multiplicateurs radiaux. On peut

interpréter en ce sens les résultats précédents.

En particulier la proposition 5 entraîne:

Proposition 5' : (C. Herz) : Pourri ^ p ^ 2k/[k+l) (et l'intervalle conjugué

p ^ 2k/Çc-l)) , la fonction caractéristique ^ d'une boule de ̂  n'est pas un, multipli-
cateur de ^L^t^-).

Cette proposition a été démontrée par C. Herz, de façon tout à fait différente,
dans [15] .

C'est un problème ouvert célèbre de savoir si x est un multiplicateur de^L^R^
pour 21</(k+l) < p < 21</(k-l) .

Soit ^(k ; p) l'algèbre de Banach des multiplicateurs de ^(t^) et T0.(k; p)

la sous-algèbre fermée des multiplicateurs radiaux. A priori ^ (k; p) est topo-

logiquement contenue dans l'espace ^ ( (S^(k; p)) des multiplicateurs de (R,(k; p).

C'est un problême ouvert de savoir si l'inclusion est stricte. Ce problème est lié

au précédent car C. Herz montre dans la même étude [15] , que la fonction caracté-

risque d'une boule centrée à l'origine est un multiplicateur de (S^(k; p) et même
d'une famille de sous-espaces de ^L^t^) plus généraux.

Utilisant les polynômes harmoniques homogènes dans R1', S. Bochner a introduit,

[4] [5], des espaces qui généralisent l'espace des fonctions radiales de L^R^ et

de ^L^^). On peut consulter à ce sujet E. Stein [37] . C.Herz donne d au s [15], un

théorème complétant les résultats de S. Bochner :
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Théorème (S. Bochner, C. Herz) : Pour 1 4: p ^ 2 et <r entier positif ou nul, soit
F une fonction de L^lR ) ayant la forme :

F(t) = f ( | t | ) P ( t )
k f 2 it désignant un point de l'espace euclidien R , [ t | = Y t. la norme eucii-—— — — — —— —— u^ j j —

dienne où P(t) est un polynSme harmonique homogène de -degré a. Alors^ f appartient
^L^R ; x* dx) et_ la_ transformée de^ Fourier G de F est_ :

:u) = C . g ( | u [ ) P ( u )G(u) = C^g(|u|)P(u)

ou_ g est la transformée de Hankel dîordre ((k-2)/2 + o) de f et C une constante ne
dependjant^ que de_ a .

Soit (R,-(k; p) l'ensemble des fonctions G pour un degré fixé o • Son étude se

ramène donc dans le cas particulier \) = (k-2)/2 , a ï 0 entier, 1 ^ p ^ 2 , à celle

de l'espace général ^(\) + a; p; œ), où \) ^ -1/2 ,a $. 0 et œ(x) = •x~a(-2~'p) .

Il est aisé de vérifier que a) appartient à la classe de poids Î2 (p ; \) + o)
(voir chap. I). On peut alors appliquer les théorèmes 1 et II et l'étude locale des

éléments de 6l» (k; p) dans le complémentaire de l'origine se ramène à l'étude lo-
cale sur ]0, +00 [ de l'espace 3^(p; nr) avec

^)'- (i+x^-P^^'^o+x)^2^ = O^-PX^'^ .
Ainsi avec les notations ci-dessus :

Proposition 6 : Pour toute fonction M de ® (]o, +oof ) , F \-> MF est une applica-

tion linéaire continue de ^ (v+a; p; (A)) (resp. ^(^ ; p; 1)) dans 'K)(\); p ; 1)
(resp. ^(\)+a ; p; oO).

(On peut vérifier que œ satisfait la condition nécessaire et suffisante pour que la
restriction de H à L^R"*"; x (v+a}œ(x)dx) soit injective) .

Et en conséquence du théorème de Bochner :

Théorème 7 : La régularité des fonctions de (SI (k; p) dans le complémentaire de

l'origine, ne dépend pas de a ï 0. Elle est celle des fonctions
^(R; (l+lxl^P^-^dx).

2.2. Le théorème de C. Herz, [15], est en utilisant nos notations

Théorème (C. Herz) : Pour 4^^ < p < ^^° la fonction caractéristique

X ( [ û , ij) est un multiplicateur de *^(v+o; p ; ai) avec v ^ -1/2 , a > 0
»(x) ^x-^2^.

Il est facile de retrouver ce résultat.

Il suffi t de montrer que x([-l, +l]) est un multiplicateur de '^(p; w) avec l'hy-
pothèse indiquée sur p.

En effet une fonction de *f paire ̂  est un t111111^?11^^^ de ^(v+o; p ; œ) car
a) appartient à Î2 (p ; v+a), on utilise la remarque faite au chap. 1 en 3.2 pour
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se ramener au cas où œ(0) est fini et différent de zéro et on applique le lemme 2.
On met alors X([-l, +l]) sous la forme 4» + ^ où ^ est dans^DC ]-3/4, 3/4 [), et
4» est à support dans [-1, -1/2] u [l/2, l] .

Pour -1 < a < p-l, les deux espaces ^L^R ; ( l+ jx l ) ^ ) et^L^E ; [xfàx) ont les

mêmes éléments à support compact puisque les espaces L (R ; ( l+ |x [ ) dx) et

L (R ; |x) dx) contiennent les mêmes fonctions bornées à l'origine.

Il est alors techniquement plus simple - bien qu'équivalent - de montrer que

X( [-1, "^ij) est un multiplicateur de L (R ; [x| dx) lorsque -1 < a < p-l .

La transformée de Fourier de x ( r ~ l » "^it ) étant sin x / TTX , on est conduit

à démontrer le lemme suivant sur la transformation de Hilbert :

Lemme 8 : Pour p > 1 e_t -1 < a < p - l , l'application f »-">• f * vp ( l /x) est une

application linéaire continue de L13 (R , [ x [ ̂ x) dans lui-même.

C'est un cas particulier de théorèmes plus généraux que nous verrons plus loin.

Mais on peut en donner une démonstration directe - utilisant le théorème de Marcel

Riesz, [30|, auquel se réduit le lemme pour a = 0 - inspirée à la fois d'une partie

de la démonstration de Herz (utilisation du lemme de Schur) et d'une démonstration

directe indiquée par P. Koosis [251, d'un lemme analogue où le poids |x| est rem-

placé par (1 + |x|)

Soit f = f * vp ( l /x ) , nous voulons montrer que

f i rwnxi^x^c f i^nxrdx.
^ R a î p •'R

Posons a = 3p, i(>(x) = |x[ f (x ) , on a

Ï(x) - .p f00 ̂ R dy .

ixi %o = .pr ̂ i dy. r ^ H^n3 ̂ .
1 1 ' J -OO ^y J-00 ^y |y|^

D'après le théorème de Marcel Riesz [27], ^ * vp( l /x) appartient à L^R). Il
suffit de montrer qu'il en est de même pour

.+00

^(x) = ^(y)K(x,y)dy

D ^f ï —00

où K(x,y) = —— x-! • • 1 est un noyau homogène de degré -1. On utilise alors^^y yi j
la méthode du lemme de Schur (voir Hardy, Littlewood, Polya j l 3 j ). Posant y = xz,
on a .+00

ip(x) = 4(xz)sgn x K ( l , z)dz

qui est une intégrale vectorielle convergente dans L^R), si
r+oo

| K ( l , z ) | H ^ P dz < +°o .
î —00
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La convergence à l'infini a lieu si g > -1/p et
la convergence à l'origine a lieu si g < 1 - 1/p ,

ce qui achève la démonstration. Notons d'après un contre exemple de P. Koosis Î*251,
que la condition a < p-1 est nécessaire (on prend pour fonction f la fonction

X<[-1> +1]))- Ce lemme utilisé avec a = (2-p)(v+1/2), et les remarques qui précè-
dent achèvent la démonstration du théorème de C. Herz.

2.3. L'usage des théorèmes 1 et II ramènent évidemment l'étude des multiplica-

teurs locaux de (R, (k; p) dans le complémentaire de l'origine, à celle des multipli-

cateurs locaux sur ]0, +°o[de ^(R ; (1+ |x[) (2-p) ̂ ^dx) dans le cas général

1 ^ p < ̂ t de ^LP(R ; Ix^-^^dx) lorsque i< -̂ < p < ^L1)- .
Zv+j Z\H-I

Cette idée est celle de D. Guy, [llj , qui obtient une classe de multiplicateurs
de type Marcinkiewicz de %(\> ; p ; x3) sous les hypothèses (H) :

1 < p < +œ et 40} + ^ + 2a < p < 4^ + 0 + 2a
2v + 3 ' 2v + 1

Remarquons que ces hypothèses entraînent que la restriction de H à î^ (V+;•K2v+î+ad•^
est injective de sorte que X6(v; p ; x^ est un espace de Banach par transport de
structure.

Soit M(C) la classe des fonctions $ bornées sur R ou Œ^, telles que pour tout n
de Z = n n-,

^ [d$(t)| < C et si $ est définie sur R : |d<î>(t) | $ C

D. Guy établit d'abord (Th. 8A) :

Théorème (D. Guy) : pour 1 < p < + œ e t - l < a < p-1 , toute fonction <î> de M(C) est
un multiplicateur de VL13^ ; [x^dx).

Pour pouvoir passer de ^ (L^R; [x^dx)) à ^(v ; p ; x8) avec a = a+(2-p) (v4-!-)
il établit ensuite le lemme 8C :

Lemme (D. Guy) : pour -1 < a < p-1, soit g une fonction mesurable sur EL*' telle que

J x a ^(x^dx < +°° . Posons pour tout \) > -1/2, G (y) =[ (xy^^J (xy)g(x)dx

sl: G^ ^P^tient à L^ (R ; x^x) pour une valeur v , alors il en est de même pour

G^,, quel que soit v' > -1 /2 , et il existe une constante absolue A > 1 telle que

A-l 1 1 ^ 1 1 ^ ll<s'll^ ^Jl •
La démonstration de ce lemme utilise un résultat plus faible (Th.4D) que le

th. 8A, les hypothèses sur $ étant plus fortes : $ est borné et à variation totale
sur R bornée.

Ce_ lemme 8C, qui fait intervenir la présentation "Hankelienne" de la transforma-

tion de Hankel, entraîne les théorèmes 1 et_II sous les hypothèses (H) avec
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œ(x) = x^ ^ la condition supplémentaire que les éléments de ç^pîto-) soient des
fonctions localement sommables.

Pour le voir, désignons par H^ la transformation

f»—^ f (xy^^J^Q^dx

(H^(f)) (y) - y-^17^ (x^^^x)) .

Soit alors tf(y) une fonction à support compact contenu dans "]o, + o o ^e t somma-
ble. D'après le lemme l'existence d'une fonction h de L1 '̂1'; x^x) telle que

y^^y) - H>)
équivaut à l'existence d'une fonction k de L^R"^; x^x) telle que

y^y) - H^(k) .

Compte-tenu de ce que H . , « s'identifie à la transformation de Fourier sur R
restreinte aux fonctions impaires, et de ce que -1 < a < p-1, la propriété précé-
dente est équivalente aux théorèmes 1 et II relatifs aux espaces ^(v ; p ; œ) et

'S? (p ; w ) avec a = (2-p)(v + 1/2) + a , œ(x) = x8 , w<x) = (1 + x? , sous les
hypothèses (H) : 1 < p < +00 , -1 < a < p-1, et l'hypothèse supplémentaire que

les éléments de ^ (p; ta) ou (ce qui est équivalent) de ]((, (\> ; p ; œ ) sont des
fonctions localement sommables sur JO, +00 F .

Lorsque a = 0, il est facile de se débarasser de cette hypothèse supplémentaire
en utilisant un argument de dualité. L'hypothèse supplémentaire est vérifiée pour
l'intervalle ^^) < p $ 2, car ^(p; w) est contenu dans L^R), où p' est le
conjugué de p, espace de fonctions localement sommables.

Les théorèmes 1 et II étant établis pour Ï(>(v ; p ; 1) et ^ (p; ùr) dans l'inter-
valle ^^) < p ^ 2, s'étendent à l'intervalle conjugué 2 ^ p < 4^'*'1^ par la
méthode classique: on considère la dualité des espaces L^R ; »<[x|)dx) et
L* (R ; lw<|x[)] - dx) pour le produit scalaire :

< f , g > = f f(x)g(x)dx .
«'R

Le second espace est L^CR ; to- '( |x[)dx) avec W (x) = (1+x) ̂ ^^ (v+l /2). La

dualité précédente se transporte donc en la dualité de ^ (p ; ur ) avec^(p', nr')
pour le produit scalaire

< F , G > = f f(x)g(x)dx .
•'R

D'autre part. la dualité des espaces L^B'1' ; x^^x) et L^CR^ x^^dx) pour le
produit scalaire

< f . g >^ = f f(x)g(x)x2v+ldx
0 ^ ^

se transporte en la dualité des espaces ^(v ; p; 1) et ^ (v ; p' ; 1) pour le
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produit scalaire ./+oo ^
< F , G > = f(x)g(x)x ' dx .

^ •'o

Pour p > 2 et M une fonction de Q) (Jo, +°°[)» montrons que si F appartient à

^ (v ; p ; 1), MF appartient au dual de ^ (p* ; œ-*). Pour tout G de ^(p*; ro-')
^

on sait que MG appartient à ^(v ; p ' ; 1) et

1<F.MG>J ïllFlI^p;,) ll"Gllwv;p,;,) ^l^l^p;,)!!0"^.; ^) •

l̂i
Donc (F,G) 1— -̂ < F, MG > est une forme bilinéaire continue sur ^ (v; p ; 1) x

S? (p* ; n r î). Choisissons F dans l'espace X = î é ( ^ ; p ; l ) ^ ^(^;2;1) , G dans l'es-

pace Y = ?(p ' ; tù-')n L^R).

Utilisons le théorème de Plancherel classique ainsi que celui qui est relatif

à l'isométrie H^ de ^(v ; 2 ; 1) (Titchmarsch [38J )

r c+oo

H^(f)(x)H^(g)(x)x 2 v + ldx = f(x)g(x)x2 v + ldx ,
u •'0

la forme bilinéaire < F , MG > coïncide sur le sous-espace dense X x Y avec le
-2v-lproduit scalaire ordinaire < x MF, G >. Cette deuxième forme bilinéaire se
^ —2\)—1prolonge donc à tout l'espace *%(^ ; p; 1) x ^(p*; «-'). Ceci prouve que x MF

appartient à ^ ( p; ro") ainsi que MF puisque M est à support compact dans Jo, +OOL

De plus

^(P;..)^'"^;?; i) •
On montre de façon analogue que si F appartient à y (p ; nr) MF appartient au

dual de ^(^ ; p* ; 1).

En utilisant le lemme 8C, D. Guy obtient comme conséquence du théorème 8A, le

résultat principal de son travail :

Théorème (D. Guy Th.8D) : Sous les hypothèses (H) toute fonction $ de M(C) est un

multiplicateur de ^ê(v ; p; x ).

L'usage des théorèmes 1 et II ainsi que du th.4D déjà cité, ne peut donner qu'

une version locale :

Sous les hypothèses (H), une fonction localement a variation bornée sur J 0, +°° Q

est un multiplicateur local sur Jo, +00^ de ^stÇv ; p ; x3) .

3. Le lemme 1 du chapitre 1 donne une classe de multiplicateurs de ^(p ; m), et

donc une classe de multiplicateurs locaux sur Jo , +00|~ de ^ê(v ; p ; (jû) lorsque u)

appartient à la classe îî ( p ; v) :

Théorème 9 : Pour 1 ^ p < +°o ,w appartenant à Î2 (p ; v) ,e étant égal à +1. ——————— — o . ——— ——— — .
(resp. -1 ) si_ nr croît (resp. décroît) a l'infini, toute fonction de ^(1 ; or6 )

est un multiplicateur local sur ^0, "'""'F 4ê ^>(^ î P î œ) .
Dans le cas particulier où a) appartient à î2 (p ; \>; a) :
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Corollaire 1 : Toute transformée de Fourier d'une fonction sommable sur R par

rapport a_ la mesure

(1 + [xl^dx . où c = (||'-l)(v + y) + ^

est un multiplicateur local sur Jo, +oo["de ^(^ ; p ; a)) lorsque a) appartient a

^(p ; v; a).

Dans le cas particulier a) = 1 , \>=(k-2)/2 où k >1 est entier.

Corollaire 2 : Toute transformée de Fourier d'une fonction radiale sommable sur

R par rapport à la mesure

~ ~—" ''o'Tiri)-0-1^-1^ , i ,< p, 2
est un multiplicateur local dans le complémentaire de l'origine de ^ (k; p) .

En relation avec le problème de l'inclusion des multiplicateurs radiaux de

5?L*(R ) dans ceux de 6î>(k ; p), remarquons que les transformées de Fourier des
k

fonctions radiales sommables sur R par rapport à la mesure dt, sont évidemment

des multiplicateurs de î^L^R ) et pas seulement de <R»(k; p) . Cettec classe de

multiplicateurs a la régularité de ^(L^R ; (1 + |x[) dx)) alors que celle

du corollaire 2 a la régularité, plus faible, de '?(L1 (R; (1+ |x| ̂ /P)-11 ̂ 1)/2^)

En application du corollaire 1 , on a :

Théorème 1 0 : Le noyau de Bochner-Riesz, K défini sur R+ par K (x)^!^2)^
A ————— ——— —— À

pour x< 1 , K^(x) = 0 pour x > 1 est un multiplicateur de ^(-o ; p ; œ), a) apparte-

nant à î^(p ; v ; a) pour \ > [ (2 /p - 1 ) (v + 1 /2 ) + a/p [ , et n'en est pas un_

pour 2 1 1+aÀ ^ (— - 1 ) (\> + —) + —— - 1 et \ non entier négatif .

K est une fonction C au voisinage de l'origine, il suffit donc de vérifier que
i

K (définie par parité sur (0 appartient à ^L (R ; (1 +|x|) cdx) avec

c = |(2/p - 1)(\) + 1/2) + a/p[ . Mais (voir (1.2)) ceci a lieu si et seulement

si \ > c.

La fin du théorème résulte de 1.2. puisque K appartient à ^(\) ; p ; co) lors-
À

que \ n'est pas un entier négatif, si et seulement si

À > b = (^- 1)(^) ̂ - 1 .

Lorsque a = 0, v = (k-2)/2 , k >^ 1 entier, E. Stein a montré [36] , la propriété

plus forte :

Théorème (E. Stein) : Pour 1 ^ p < +00 et \ >|2/p - l|((k-l)/2), K ( | t [ ) est un_

multiplicateur de ^L^R ) , ou [ 1 1 désigne la norme euclidienne dans V^ .

(Lorsque \ ^(k-l)/2, indice "critique" de S. Bochner [3] , le résultat est évi-
dent) .
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4 . 1 . Soit T une distribution tempérée paire sur^0, +00[", dont le support est
borné à droite et qui au voisinage de 0, coïncide avec une fonction de p (R ) .
La distribution sur Jo, + ° ° | , x T, est alors prolongeable de façon unique

dans y . .(R) en une distribution qui coïncide avec une fonction au voisinagepaire r\ , <
de l'origine. Par abus de langage, on note encore x T ce prolongement. La trans-
formée de Hankel d'ordre \) de T est alors la distribution sur ' J O , +oo[ définie par
H^(T) = x " 2 " " 1 ^(y2^1^) (cf. chap. I, 1 . 1 . ) .
Nous nous proposons de comparer les comportements à l'infini de H (T) et de la

transformée de Fourier de l'élément x T de j^* . ( R ) . Les résultats précis
seront obtenus lorsque le support de T est disjoint de l'origine. Lorsqu'il n'en
est pas ainsi on a cependant :
Proposition 1 1 ; Soit T un élément de îf'( j O , + ° ° [ ) ayant son support borné a_
droite et qui au voisinage de 0 coïncide avec une fonction de ^ (R ) . Soit n ̂  0
entier, l'ordre de la distribution x T élément de ^' . ( R ) . Alors la trans-
formée de Hankel d'ordre v de_ T, H (T) , est la restriction ̂  [ û , +m[ d'une
fonction entière en x telle que :

H ( T ) ( x ) = OCx11"^172) lorsque x —> ~ .
Ce résultat est le meilleur possible dans Le sens qu'il existe pour tout entier
n ̂  0 un élément T de ^ (R'1') tel que x v+ T est d'ordre n et H (T) (x) n'est pas, n-v-T/^—— "^ ^ — — — ————— - v ——— ——
o(x ) lorsque x ——> ».

Puisque y ̂  T est à support compact, H ( T ) ( x ) est égale à la restriction àr- 'I , +00[ de la fonctionlo
< y^Ty , (xy)~^(xy) >

qui est une fonction entière en x , car L(z) = z J (z) est une fonction entière
en z .

La distribution à support compact y T est une combinaison linéaire finie d<
dérivées de mesures bornées portées par le support. L'ordre maximum des dérivées
étant n, on a : ^ , , v

| H ( T ) ( x ) | ,< ^ c. Sup Ix3 d——^ ( x y ) [
" 0$:j<n 3 dz3

où les c . sont des constantes dépendant de T, le Sup étant pris lorsque y décrit
le support de T.

D'après le développement asymptotique de J ( z ) , pour tout entier j ^ 0, on a
( J ) ^

( ̂ -y1 ) ( ç ) = OCç"^" 1 7 2) lorsque ç —^ + œ .
ce qui entraîne H ( T ) ( x ) = 0(x ) lorsque x ——>- + °° .

Pour s'assurer que le résultat est le meilleur possible il suffit pour tout
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entier n, de prendre pour T la dérivée d'ordre n, ô^ de la mesure de masse +1

portée par le point + 1 . L'expression de H ( <S^ ) est

H,(6^)(x) = <y2^(^. (^-^^ ̂ ^ ^(xy)-^)^
^v^^v^ - - y ^(DV w/ V^ > = ~n y ^) J ^y-'

dy L v J 1 y=i

de la propriété d-̂  (z~\J^(z) = (-l^z"^ (z) pour tout entier j ^ 0, on déduit
que

\(<S^)(x) est OCx11"^172) mais n'est pas oCx^"172) lorsque x-^ +00 .

Signalons le cas particulier suivant:

Proposition ; Une mesure radiale bornée a support compact dans ^k, absolument

continue au voisinage de l̂ origine, a une transformée de Fourier fonction entière

eji [ t [ (où [ t [ est la norme euclidienne dans R^") qui est 0( [t l"^"1)/2)) lorsque

|'t| —•> +°° . Ce résultat est Le meilleur possible.

La condition sur le support est nécessaire. En effet :

Proposition : Pour tout e > 0 arbitrairement petit, il existe ujie transformée de

Fourier f d'une fonction radiale sommable dans t^, telle que f(t) > (1 + [ t ])"^

Considérons la fonction g(x) = (1 + Ix l ) " 6 ' 1^, qui est transformée de Fourier

d'une fonction sommable sur R.
k

La fonction G(t) = ] [ g(t.) est transformée de Fourier d'une fonction somma-

k ^=1

blé sur R , on en prend la moyenne f par le groupe des rotations S0(k) :

f ( t ) = GCo'^do .
•'SO(k)

II est clair que f(t),^ (1 + | t [ ) £ .

4.2. Soit T une distribution à support compact dans ]o, +°°|̂  , on a le résultat
précis :

Théorème 1 2 : Soit T une distribution a_ support compact dans ]o, +"[' , f sa trans-

formée de Fourier, g sa transformée de Hankel d'ordre v . a étant un nombre réel

quelconque, si f(x) = (Klxl") lorsque |x| -> +œ (resp. g(x) = CKx01) lorsque

x —> oo ) alors g(x) = OCx01"^172) lorsque x —^ +œ(resp. f(x) = 0( |x | a+v+l/2)

lorsque | x [ ——> +00 .

L'énoncé 1 (resp. 2) est une conséquence du théorème 1 (resp. II). L'hypothèoe

f(x) = 0( |x [ ) lorsque |x| —> +œ, équivaut à assurer que l'application

^ *—> < f , i f > = [ f(x)^(x)dx
{R

est une forme linéaire continue sur L (R ; (1 +|x|)otdx), ce qui est équivalent à

assurer que l'application définie sur les fonctions C°° , $1—> < T , <î> > se pro-

longe en une forme linéaire continue sur ^(L^RîO + [xh^x)).
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Pour c»)(x) = (1 + x)""^ , considérons l'espace *^(v ; 1 ; ai) et montrons que

l'application définie sur les fonctions C00, y l——>• < T , y > se prolonge en une
^Y»

forme linéaire continue sur ^(v ; 1 ; oj) :

Soit M une fonction de Ç > ( ]o, +»f) égale à 1 sur le support de T, le théorème

1 assure que ^ t—> My est une application linéaire continue del^(^ ; 1 ; (D ) dans

'3? (L (R ; (1 + |x |) dx)) , ce qui entraine la propriété puisque < T ,^ > =< T ,H^>
C'est donc que l'application :

^ ,___^ j g(x)^(x)x2VHdx

est une forme linéaire continue sur L (R'1' ; (1+x) ""^"^x2^ dx) ce qui équivaut
à g(x) = OCx01"^172) lorsque x -^ +" .

De façon analogue, pour la seconde partie, ^ 1——> < T , ^ > étant une forme
^ alinéaire continue sur 36 (^ ; p ; œ) avec œ(x) = (1 + x) ; $ 1—->- < T , $ > en est

une sur ^(L^R ;(1 + [x l)0^17^)).

En effet M étant une fonction de ^ ]o, +<»[) égale à 1 sur le support de T, on

a < T, $> = <T , M<î> > et d'après le théorème II, $»——> M$ est une application

linéaire continue de (L^R ; (1 + |x ̂ "'''^^dx)) dans ^ (v ; p ; œ).
On conclut comme précédemment.

Remarque : En s'inspirant des démonstrations des théorèmes 1 et II, on pourrait

étudier directement le comportement à l 'infini, pour la première partie de :

g(x) = < y2^1! , (xy)~\J^(xy) >

et pour la seconde partie de :

f(x) = < Ty , e"^ > ,

et retrouver ainsi le théorème précédent.

Le corollaire important du théorème est avec les notations précédentes :

Corollaire 2' : Soit a(resp. a ) la borne inférieure des nombres a tels que

f(x) = O C l x l " ) lorsque [x| —> +~ (resp. g(x) = O C l x l " ) lorsque x -> +°o), on a_ :
(^ = o- (v + 1/2).

4.3. Soit p > 1 et p' son conjugué. Pour tout poids a) de la classe Cl (p, v) ,

considérons les espaces X = L^R"''; x2^1 o)(x)dx), X' = L^O^; x2^1 [o^x)] ̂ dx)
en dualité pour le produit scalaire

^+00
< f , g \ = f(x)g(x)x2 v + ldx .

'0

Proposition : Pour tout couple (f, g) de_ X x x', la_ ^-convolution f » g est une
fonction égale pour presque tout x a_

h<x) = 1 + + f < y ) ê ( z ) D ( x > y > 2 ) ( y z ) 2 v + l d y dz
•'R xR v
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e étant égal a +1 (resp. -1) si (D croît (resp. décroît) a l_'_infmi, (f « g).^^
est une fonction bornée sur P. et

llaiSg).^!^ cj|f||j|g|[^ .^ « . - l « X N 6 | l x »

.Si ^ = 1 , (f ^ g)(x) est une fonction continue tendant vers zéro lorsque x -^ +00.

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 2, chap. 1.3.2. En effet

d'après ce lemme pour'toute fonction U[ de l'espace Y = L^R"*"; x2^1 [^(x)] ^dx) et

pour toute fonction f (resp. g) de X (resp. X * ) , f ^ »f (resp. g » ^ > ) appartient
à X (resp. X ' ) . Alors puisque .

(1) }r•^3^iWêWî)^x,y,^)(xy^)2^dx dy dz = < f ,g » <(>^= <f * ^ g >

f ç g est définie et est une fonction égale pour presque tout x à h(x), et est une
forme linéaire continue sur Y avec

^00

(f <; g^W^W^^dx< f % g , ^ \ = j (f <;

donc (f ç g) .œ £/p est borné et d'après (1) :

(2) Ikfîg^'^IL -< cj|f|^||g[[^ .
Dans le cas particulier ù) = 1, on approche f (resp. g) dans X (resp. X * ) par une

suite f^ (resp. g ) de fonctions continues à support compact dans [0, +00[", et on
remarque que f * g converge uniformément vers f * g d^près ^inégalité (2).

Ceci prouve que (f » g)(x) est une fonction continue qui tend vers zéro lorsque
x ———> °° .

Nous nous limitons maintenant au cas particulier œ(x) = (1 + x)^ a nombre réel
quelconque. La majoration (2) entraîne :

(f ç g)(x) = 0( x'^P) lorsque x -^ +°o .

Nous allons voir que lorsque H^(f ^ g) est à support compact disjoint de l'origine,
on peut donner une estimation meilleure utilisant le théorème 1 2 :

Théorème 13 : Soit œ(x) = (1+x)'1, p > 1 et p* son conjugué, f dans

L^R1' ; x^^o^dx), g dans L^R"*"; x2^1 |œ(x) | ̂ dx) , et supposons que

^(f * g) soit a support compact disjoint de l'origine, alors :

Si a <: (p-2)(^ + j) , (f $ g)(x) = 0(x~ <2 v + l + a)/P )lorsque x -^ +co

^ a > (p-2)(^ + ^) , (f ^ g)(x) = 0(x (^l^/P -2^ - 1) longue x ^ + <x>

Soit M une fonction de S)(]o, +œ[ ) égale à 1 sur le support de H (f * g).

Posons F = MH^(f) , G = M H^(g). D'après le lemme 2, chap. 1.3.2, F appartient à

^(v ; p ; œ) et G appartient à ^(v ; p' ; œ1^'). D'après le théorème I,

F (res. G) est transformée de Fourier d'une fonction ^ (resp. ^ ) appartenant à
L^R ; nr(|x|)dx) (resp. L^R ; ù r ' ( [x [ )dx ) ) avec
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-(H) = (1 . [xl/2-^1/2)^ , ^( |x[ ) = ( 1 . [.l^-P^l^ad-p') ^

Alors la fonction entière 6 = ^ * 1 ^ , transformée de Fourier réciproque de
FG = H (f * g), définit une forme linéaire continue

h(——> [ h(x)6(x)dx

1 R

sur l'espace L (R ; (1 + [x])^) avec c = [ ( - • - 1) (v + j) + ^ ceci d'après le
lemme 1, chap. I, 2.1.

C'est dire que e(x) = 0( |x [ 0 ) lorsque [x| -^ + oo .

Il reste à passer de la transformée de Fourier e de FG, à la transformée de Han-

kel d'ordre v , f * g, de FG , ce qui utilise la première partie du théorème 12 :

(f ^ g)(x) = OClxf 0"^ 1 7 2 ) lorsque [x| -. +» .

Il est immédiat de vérifier que cette estimation est strictement meilleure que
l'estimation (f * g) (x) = OCxH^).

Remarques :

1) L'estimation est la même pour deux valeurs a et a' dont la demi-somme est

(p-2)(v+l/2) . En particulier (f * g)(x) tend vers zéro lorsque x —^ +00 pour
-(2 +1) < a < (2^+l ) (p- l ) .

2) Dans le cas particulier où p = p' = 2 et a = 0, l'estimation OCx^"^2) ne peut
être améliorée en OCx'^"'2"^ avec e > 0.

En effet , H étant une isométrie de L (R'1';x ^dx) sur lui-même, F et G appar-

tiennent chacun à cet espace, ce qui entraîne que FG est une fonction sommable sur

R (pour la mesure dx) : Inversement une fonction $ sommable sur R, pour la mesure

dx, à support compact dans ]o, +">[, peut se factoriser en le produit ponctuel de

deux fonctions|$| et ^l'"172, appartenant chacune à L^R4'; x^^dx). Ceci

prouve que la transformée de Fourier de FG, tend vers zéro à l'infini, et pour un

choix eonvenable de F et G aussi lentement qu'on le désire. La seconde partie du

théorème 12, prouve donc que (f ^ g) (x) est OCx"^1^2) et n'est pas (Kx"^"1^2"6^
en général.

On peut cependant améliorer l'estimation en remplaçant 0 par o :

Proposition : Soit f une fonction sommable à support compact dans ÏÏO, +°°r » la

transformée de Hankel d'ordre v , H (f) est oÇx'^'^2) lorsque x -^ +°° .

On fait pour cela une étude directe de
H^(f)(x) = < y2^1 f (y ) . (xy)'^(xy) >

On utilise pour x $. c > 0, le développement asymptotique de J (z) à l'ordre 1.
Soit R . (z ) le reste qui est 0 ( [ z |~ 3 ), on a

< Y + f (y ) , (xy)^R^(xy) > = OCx"^"372) lorsque x ->- +00 .
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II reste à étudier
„ 2v+l \ .-v-1/2 ixy -v-1/2 v+1/2-, . ixy< y f(y) , (xy) e J > = x ' < y f ( y ) , e - >

Soit M une fonction de ^ > ( ] 0 , +00[) égale à y^ sur le support de f, la trans-
formée de Fourier de Mf tend vers zéro à l'infini d'où le résultat.

3. Dans le cas particulier v = (k-2)/2 , k $ 1 entier, on a le corollaire
suivant du théorème 13 :
Théorème 13' : Soit f et g deux fonctions radiales appartenant respectivement a_
I/CR ) et L (R ) avec 1 < p < 2 et p' son conjugué. Supposons que la transformée
de Fourier de f * g soit a support compact disjoint de l'origine, alors

(f » g ) ( t ) = Odtl'^''00"1^^ lorsque [ t | -> +°o .
i l k| t | étant la norme euclidienne dans R .

Lorsque p = 2, on peut remplacer 0 par o et le résultat est le meilleur possible.

Lorsque p = 2, l'ensemble des produits de convolutions f » g où f et g appar-
2 letiennent à L (R ) , n^st autre que (î^(k ; 1 ) . Le théorème concerne donc les fonc-

tions radiales à support compact disjoint de l'origine, sommables dans R .
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CHAPITRE III

Quelques propriétés de transformées de Fourier
de fonctions sommables sur R ou Z

1. 1 . Soit ÎÎ(R ) (resp. ^(2 ) ) la classe des poids œ possédant les propriétés sui-
vantes :

i) a) est une application continue de R1̂  (resp. 2^) dans JJL, +<»[
ii) œ est à croissance lente à l'infini

iii) il existe une constante C telle que pour tout couple ( t , u) d'éléments de 1̂
(resp. Z^ :

o)(t + u) ^ Ca)(t)œ(u)

iv) pour tout r > 0 fixé, le poids œ défini par œ ( t ) = œ ( r t ) , est équiva-
lent à a) .

1 leII est bien connu que L (R ; œ ( t ) d t ) est une algèbre de Banach régulière semi-
simple, pour le produit de convolution ordinaire, dont l'algèbre transformée de
Gelfand est l'espace des transformées de Fourier qu'on notera désormais A(R^ ; ^ )
ou A(R ) lorsque œ = 1 .

De même l'algèbre de convolution ^(Z^ ; œ) des suites c == (c ) k , telles
que

Ie II = I , | c | io(n) < +
nez" n

a pour transformée de Gelfand une algèbre de fonctions continues sur la puissance
k-ième du tore T, noté A^ ; œ ) ou simplement A^) lorsque œ = 1 .

On identifie T à R/27r2 groupe additif des nombres réels module 2ïï . et T^ à
k k kR /(27TZ) . A(T ; a)) s'identifie à l'algèbre des fonctions continues sur R , 2-n-
périodique en chaque variable, à série de Fourier absolument convergente :

intf(t) = "[ c e
néZ" n

telles que :
l lfll = I ,, |c | œ(n) < +

n £ Z" n

Proposition : Soit œ^ appartenant s, ^(R^ , (^ appartenant _a ^(Z1^), tels qu'il
existe deux constantes C^ > 0, C^ > 0 avec C^ ,< œ^(n) / o)^(n) ,$: C^ pour tout
n de_ ̂  .

k leAlors ïes. algèbres A(R ; (jû^) ^t A(r ; œ^) sont localement isomorphes. De façon
P1"^1^ prenant [-TT , +Tr] pour modèle ^e T1^, pour tout à, 0 <î a < TT, toute fonc-
Hon f ^e A(Rk ; œ^) (_^es£. g de A^ ; o^)) a support dans [-a, +alk . s'identi-
Ile .a ^me fonction g de, A^ ; œ^) (resp. f _de A(Rk ; ^) ̂  ^1 existe deux cons-
tantes C(a) > 0, C ' (a) > 0, telles que :

C(a) ||f|| .< ||g|| < C'(a) ||f|| .



59

k kCeci résulte de l*isomorphisme local des groupes R et t . C'est un résultat
classique pour a)-, = o)« = 1 (voir W. Rudin [3l]). La démonstration s'adapte aisé-
ment au cas général. On peut aussi utiliser un théorème général pour deux groupes
localement isomorphes quelconques démontré par R. Spector [35J .

k kDans la suite nous ferons l'abus de notation de confondre n(R ) et î2(T ) en
Sî(k).

1.2. Soit t = (t , ..., t q ) la décomposition canonique d'un vecteur de
k ki kR = R l x . . . x R q ( k ^ l , entier pour j = 1, ... q). co appartenant à î î(k), on

considère la sous-algèbre fermée %(k-, ..., k ; œ ) des fonctions de A(R ; 10)
qui ne dépendent que des q distances (|t |) j = 1 ... q. Cette algèbre de
fonctions multiradiales s'identifie (voir chapitre 1.4) à l'espace 5é(v, , . . . ,v ;

1 ; ùj ) avec v. = (k.-2)/2 pour j = 1, ..., q , œ* étant définie sur F^] P31"

(D*(X^ ..., Xq) = f o^t^, ..., x^t^dpd)
^k k^,....k

où S, , est la multi-sphère de centre 0 de R définie par les q équations
-i • • • > l v

(,)1 q
|t J | = 1, 1 ^ j $ q , et dp la mesure de masse +1 uniformément répartie sur

\ k •K ^ . . . . , K q

On se limitera au cas où

o*(x-, ..., x ) = TT œ*(x ) ,
q l^q j 3

chaque œ. possède alors les propriétés i), ii), iv) de 1.1.

Nous imposerons en plus que œ. soit croissant et possède la propriété iii), et
nous désignerons par îî (k-, ..., k ) JLa_ classe des poids as correspondants.

Par exemple Sî (k-, ..., k ) contient :

- les poids de la forme œ(t) = ff œ.( | t^ | )
l^$q J

où a), est un poids de Î2 (1) (poids de Î2(l) pair et croissant sur R'1' ),

- les poids de la forme (A)(t) = " [ | ~ (D (t )
l.<^k ~ ~

où a) est un poids de Î2 (1), dans ce dernier cas œ est équivalent au poids

1 T ( 1 T a) (x.)) avec h. = k- + ... + k .
^q ^-i-^1^5'^^ J j

On a vu au chapitre 1.4 que ^(œ^, ..., œ ; 1 ; œ* ) est égal au produit ten-

soriel S l6( v. ; 1 ; a* ) .
l^J.<q J J
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C'est une algèbre de Banach semi-simple régulière de spectre JR J , identique à

sa transformée de Gelfand»

En application des théorèmes I' et II* (chapitre 1.4) on a avec les notations

introduites : ,

Théorème 1 : Soit k. > 1 entier, j = 1, ..., q , œ un poids de îî (k-, ..., k )
————^—— q' y J ———— — ——— — ° 1 q
avec œ (x) = | | ai. (x.). Posons
——— j=l j J ~^_ (k -1)/2 ^

ixr(x) = TT (1 + x.) J œ, (x.) .
j=l J J -

Pour toute fonction M appartenant a_ ^ ( ] 0 , +»[ q ) :

a) F(|t(l)|. .... I t ^ l ) ^M(x)F(x)

est une application linéaire continue de ^(k-, . . . » k ; œ) dans AÇR^ C3'( |x | ))

b) F ( x ) ^ — — M ( | t ( l ) | . ..., I t ^ D F d t ^ l , .... It^D

est une application linéaire continue de A(Rq ; w( |x |)) dans ^>(k. ,..., k ; œ ).

Compte-tenu de la proposition de 1.1., on peut dans l'énoncé précédent rempla-

cer ACP.^ ; w( |x | ) ) par A(r4 ; w( |n | ) ) en supposant le support de M contenu dans
] 0, TT [ , ce qui n'est pas une restriction car la propriété 1.1.iv assure la

stabilité de l'algèbre A(R ; œ ) par homothétie de centre 0.

•i-
2.1. R étant muni de sa structure canonique d'espace Euclidien, soit p un en-

ktier tel que 1 $ p :̂ k-1, et L une sous-variété linéaire de dimension p de R . A
ktoute fonction f continue sur R on associe sa restriction f- à la sous-variété L.Li

f, est la classe des fonctions continues sur R1, lectures de f- dans chaque carte
JL Li

isomorphisme de R sur L •

Si un des représentants de f- appartient a_ un espace X de fonctions continues

sur R , stable par transformation linéaire, on dit que f- appartient _a X.
^

Soit 0- la projection orthogonale de 1 origine 0 de R sur L ; notons Si le vec-
_fc k

teur 00- de R . On obtient un représentant naturel g de f- en choisissant un re-
L) JL

père euclidien centré en 0- dans L : u étant la lecture dans ce repère, du vecteur
k(t-A) pour tout point t de R H L, on a :

g(u) = f(t) .

Lorsque X est un espace de Banach, nous supposons qu'il existe deux constantes,

0 < C < C ' , telles que pour toute fonction g appartenant à X, et tout élément a
appartenant au groupe des rotations S0(p) :

C||g| | .< ||a g II ,< C ' | [ g [ |
X X X

où a g est la fonction appartenant à X définie par
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(a g)(u) = gCo"1^)) .

En particulier il en est ainsi pour X = A(R^ ; o ) ( |u | ) ) où a) appartient à îî (1).

Cette condition étant satisfaite, on définit la norme de f- dans X comme, la nor-
me (I g|L d'un représentant naturel g de f-.

Lorsque f appartient à A(R ) il est immédiat que f- appartient à ACR^. On peut
kposer le problème de reconstruire A(R ) à partir des restrictions aux sous-varié-

tés linéaires :

Problème 1. p étant un entier 1 ̂  p $ k-1, chercher un poids w appartenant ài,
Î2 ( 1 ) , pour lequel une fonction continue sur R , à support compact, appartienne à
A(R ) si sa restriction à tout sous espace vectoriel de dimension p appartient
à A(R ; o ) ( | u | ) ) avec une norme majorée par une constante ne dépendant pas du sous-
espace vectoriel.

La condition sur le support est nécessaire pour l'existence d'un tel poids. En
effet, pour \> = (k-2)/2, k ï 7, la fonction entière paire F(x) = x \J (x) appartient
à A(-R ; a)) pour tout poids œ de îî ( 1 ) , puisque sa transformée de Fourier est la
fonction sommable à support compact

sup(0, (l-x^17^ ) .
Cependant la fonction définie sur R f ( t ) == F ( | t | ) est transformée de Fourier
d'une mesure uniformément répartie sur la sphère de rayon 1, et n'appartient pas à

k kA(R ) mais à l'algèbre de Banach B(R ) des transformées de Fourier des mesures de
k kRadon bornées dans R . On pourrait poser le problème 1 en remplaçant A((R. ) par^B(R ) . La réponse est encore négative sans la restriction sur le support.

Proposition : il existe une fonction cont inue sur P. , qui n'appartient pas a^ B(R ) ,
et dont la restriction J| tout sous-espace vectoriel de dimension 1, appartient Ja
A(R ; ai ) pour tout poids œ de îî ( 1 ) .

L'exemple est fourni par la fonction précédente F, en prenant pour fonction sur
R : f ( t ) = F ( sup [ t . | ) . Un calcul direct montre que la transformée de

î k J 2Fourier de f ( t - , t«) = F( s u p ( ( t - | , | t ^ | ) ) dans R est une fonction définie presque
partout qui n'est pas sommable dans R • Une réponse positive au problème 1 est dif-
ficile car des conditions de régularité sur les restrictions aux sous-espaces vec-•i,
toriels n'entraîne pas de régularité pour f dans R. . Par exemple F étant une fonc-
tion à support compact dans ] o , +<»Q aussi régulière qu'on le .désiref ( t ) = F ( iiy?k l̂
n'est pas de classe C • Cependant nous verrons plus loin que cette fonction appar-
tient à AÇR^ dès que F appartient à A(R ; ( l o g l x ] ) 1 ^ " 1 ) (le poids correct est
Sup (1 , ( l o g | x | ) ) ou un poids équivalent; nous ferons souvent l'abus de nota-
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tion de ne conserver que l'équivalent à l'infini). Ce dernier résultat correspond
à un problème plus facile que nous présenterons au chapitre IV, dans lequel les
surfaces de niveaux de la fonction f seront imposées à l'avance, et p = 1 .

Une application immédiate de la proposition 1, donne une limite inférieure pour
une solution du problème 1 :

Proposition 2 : Soit p un entier tel que 1 ̂  p ̂  k-1, e > 0, co un poids qui ap-
partient _a iï ( 1 ) e^ est 0 ( | x | ̂ "P^72 -e) lorsque | x | ——> +" . IJ_ existe une fonc-
tion continue sur R _a support compact disjoint de l'origine, qui n'appartient pas^
Ja A OR. ) et dont la restriction à tout sous-espace vectoriel de dimension p appar-
tient _a A(E ; œ ( | u | ) ) avec une norme maj orée par une constante me dépendant pas
du sous-espace vectoriel.

Remarquons d'abord qu'il existe des fonctions à support compact appartenant à
A(R ; (1 + x )a~£) sans appartenir à A(R ; (1 + | x | 0 1 ) : il suffit de considérer
pour a > -1, la fonction sup(0, (1-x ) ) dont la transformée de Fourier
x " i /o ^x^ est soi^ab.le par zapport à la mesure (1 + | x | ) 0 1 £ sans l'être
par rapport à la mesure (1 + | x | )

Choisissons donc une fonction F à support compact appartenant à
ACf^d+lxj)^'"1^2 ~ £) sans appartenir à A(R; ( 1 + | x | y1^1^/2) . On peut sans modi-
fier ces propriétés par une éventuelle translation sur F, choisir F à support com-
pact contenu dans ] û , +00 [ . La fonction f ( t ) = F ( | t | ) n'appartient pas à A(R )
alors que la restriction de f à tout sous-espace vectoriel de dimension p est la
fonction radiale g(u) = F ( | u | ) qui appartient à X = A(tf ;(1+|u])^"P^/2 ~ e) et
donc à fortiori à A(R15 ; ( j û ( | u | ) ) avec

ll'4(RP;.) ̂ H
où C ne dépend que du support de F.

2 . 2 . On peut affaiblir le problème 1 en remplaçant les sous-espaces vectoriels
de dimension p par les sous-variétés linéaires de dimension p. Là encore la régu-
larité des restrictions de f aux sous-variétés linéaires n'entraîne pas de diffé-

'' 2rentiabilité pour f (il est facile de construire, par exemple dans R , une fonction
continue à support compact, de restriction C sur tout droite, et qui n'est pas de
classe C 1 ) .

Nous allons voir que la limite inférieure obtenue pour le problème 1 est aussi
une limite inférieure pour os problème 2.

Nous aurons à utiliser une généralisation facile d'un théorème de S, Bernstein
(voir par exemple A. Zygmund [42^ , chap. VI 3 . 1 ) . Pour 0 < a < 1, désignons par
A les fonctions lipschitziennes d'ordre a , sur R :



Lemme 3 : (type Bernstein) : Soit e > 0 arbitrairement petit, f une fonction 2-n- -

périodique

1) il f appartient à A(l/2)+a+£ avec ° ̂  a < 1 / 2» alors f appartient a_
A(I ; 1 + |n | ), ̂  qui n'a pas lieu ej^ général jsji_ f appartient a_ A

2) S_i_ f est de_ classe C , avec une dérivée appartenant a_ A avec 0 .5: a < 1,

alors f appartient a_ A(T ; 1 + |n|a+(l/2)); ^e qui n'a pas lieu e^ général s^_ J_a

dérivée appartient _a A .

Nous suivons la démonstration classique qui permet de démontrer un résultat plus
général :

Soit CD une application continue, paire, de R dans Jo, +°°[^ , telle que pour tout

r > 0 œ(rx) soit équivalent à (jû(x) lorsque |x| • • • • > +°o .-Désignons encore

par A(T ; œ) l'espace des fonctions f de L (r), telle que

1 1 ^ 1 = ï | c | œ(n) < +œ
néZ n

où ^n^ncZ sont les coefficients dG Fourier de f. A(T ; œ) est un espace de Banach

contenu topologiquement dans L (T) . Lorsque œ ^ 1 et œ(x + y) <; Cœ(x)o)(y) pour

tout couple (x,y) de R, A(T ; a)) est une algèbre de Banach.

Soit if le module de continuité d'une fonction continue f 2Tr-périodique. On a

(1) A(h) = —— f |f(x+h) - f(x-h)1 dx = 4 Y |c |2 sin2 nh .
Z TT ( L l n l•o ï- J néZ

Pour tout entier positif j, posons :

B. = I o,(n)|c |i f ï Àrol172 ^ c j2]
J 2^|n|<2^1 În^ J -zJ^^1 n J

Pour j ^|nh| ^ y"- , on a sin nh ^ ^-. En choisissant h = - 2~3, on a donc d'a-
près (1)

B^ ,< C ̂ (^[A^ 2-^)]1/2 ,< c' ^/2a)(^)^(2-^ .

La condition

(2) ]? 2 j / 2œ(2 j)^(2~ j) < +œ
j=o

assure donc que f appartient à A(T ; œ). (Lorsque œ = 1, S. Bernstein montre que

cette condition est aussi nécessaire, voir J.P. Kahane [22]' ).

Notons que, posant 6(t) = a)(t)ifA, et supposant que 9(u) tend vers 1 unifor-
- Q \t-)

mement en t, lorsque À tend vers 1, la condition (2) est équivalente à

(2') f x'372 œ(1) i{(x) dx < +œ .
-'o x

Pour la deuxième partie, soit ^ le module de continuité de la dérivée f de f. La
condition



64 CHAPITRE III

(3) ^ a^-1)^'^) < +œ
j=o

—1 /9
assure d'après la première partie, que f ' appartient à A(t ;(l+|n|)"" œ(n) ) ,

c'est-à-dire que f appartient à A(T ; (1 + In]) 1 7 2 o)(n)).

Notons qu'avec la même hypothèse que pour (2), la condition (3) est équivalente

(3') f x~1 œ(1) ip(x)dx < +00. .
•'o x

II reste à montrer que les conditions de régularité sont critiques. Ceci résulte

des propriétés des séries de Hardy et Littlewood (voir A. Zygmund [42] , chap. V.4):
Pour 0 < 8 < 1, la série

+00 inlog nr e ° inx
Ji 77™" e

est uniformément convergente et sa somme est une fonction appartenant à A , mais

qui n'appartient pas à A(T ; 1 + [ n l - ^ ;) ce qui achève la démonstration deCD.

Pour (2 ' ) choisissons pour fonction f la primitive 27r-périôdique de la fonction

précédente avec 6 = a , f n'appartient pas à A(T ; l+|n|01 ) . Notons que pour

a >1/2 la seconde partie du lemme est conséquence immédiate de la première.

Nous pouvons maintenant démontrer :

Théorème 4 : Soit co un poids appartenant Ja ^ (1) et_ 0(x ]- + a ~ €) lorsque

x -^ +°° , avec a ^ 0, ̂  c > 0 arbitrairement petit» Soit p la partie entière de
(k-l)/2 + a.

_H existe une fonction de_ classe Cp a_ support compact sur R (k ^ 2) qui n'ap-

partient pas a_ A(R ; 1 + 1 1 1 ) et dont JLa restriction a_ toute droite appartient a

A(R ; ai) avec une norme maj orée par une constante indépendante de la droite.

Soit N $, 0 le plus grand entier strictement inférieur à (k-l)/2 + a . Posons
@ = (k-l)/2 + a - N .

1. Traitons d'abord le cas 0 < 3 .$1/2 .

Choisissons une fonction F à support compact contenu dans ^0, +00 [^de classe C ,

la dérivée d'ordre N, ¥ ' appartenant à A . . . , avec 0 < e' < e < g. La res-

triction de f ( t ) = F ( | t | ) à une droite L de R , a pour représentant naturel (voir
2.1.) la fonction sur R :

g,(x) - F^H^i2]1/2 )
qui a les mêmes propriétés de régularité que F. D'après la première partie du

lemme 3, g appartient à A(R ; l+lxl3"^) c'est-à-dire que g appartient à
A(R ; 1 + jxl^3-6).
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Montrons que sa norme dans cet espace, est majorée par une constante indépendan-
te de A .

Désignons par 0(x,y) la fonction C°° dans le complémentaire de l'origine de R2,

(x^y2)172. Posons G (x) = F00 (9(x,y)) , on a :

|G (x+h) - G (x-h)| 4: C|9(x+h,y)-6(x-h,y) [ y ^ c|2h Sup -19 (x.y)^y . y g 3x

avec y = (l/2)+6-e' , E étant une couronne compact de R disjointe de l'origine,
contenant le support de F(8(x ,y)) .

La démonstration du lemme 3, montre alors que la norme de G dans A(R;1+|x|^"e)

est majorée par une constante indépendante de y.

D'autre part, pour tout entier 0 ^ j < N-l, F1(J' (6(x,y)) a une norme dans A((R)

majorée par une constante indépendante de y. Cela résulte de l'inégalité valable

pour toute fonction f de A(R) qui appartient ainsi que sa dérivée (au sens des

distributions) à L^R) :

II^IACR) $c te < 11^1 2 ^ l^ l l 2 ) •v / L'CR) I/(R)
En conséquence pour tout j O ^ j < N , F^^eÇx.y)) a une norme dans A(R;1+|x| e"s)

majorée par une constante indépendante de y» II en est donc de même pour la norme
de g^ ^dans A(R;1+ |x | ) et pour'la norme de g dans A(R; 1+ |x j^3"8) .

Il reste à montrer qu'il est possible de choisir F de façon que F— n'appar-
tienne pas à A(R; 1 +|x| ) : considérons pour y = (l/2)+g-e' , la fonction

+°o in log n - .
u/,,\ - V e ° _ L i n xH(x) " Ji ̂ w ^M

dont la dérivée d'ordre N, H^ }, appartient à A sans appartenir à A( r ; l+ |n | ^ ) .

Soit (^.)._-, « une partition de l'unité de classe C00 sur T = R/2-iïZ, l'une des
(N) 6deux fonctions ^.H n'appartient pas à A(T; l+ |n | ). Pour chaque entier O^m^N-1,

^ (N-m)y(m)^ appartient à A(T;l+|n|) donc à fortiori à A(T;l+|n|3). C'est donc que
^N^ o

l'une des deux fonctions ( ^.H) appartient à A sans appartenir à A(T; l+ |n | ).

Ceci prouve qu'il existe une fonction F à support compact contenu dans'jo,^!^ ,
N ^M^

de classe C dont la N-ième dérivée F' / appartient à A sans appartenir à
A(R;l+ |x | 6 ).

2. Lorsque 1/2 < g ^ 1, choisissons une fonction F à support compact dans R, de

classe C + , la dérivée d'ordre N+l, F(N+1)appartenant à A. ,-,^. La fonction
_ 0-(.l/^

g^(x) = F( Hx|2 + N2 ]172)

appartient à A(R; 1 + Ixl^"8) car d'après la seconde partie du lemme 3, g^

appartient à A(R; 1 + |x | £). Montrons que la norme de g" dans cet espace est
5
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majorée par une constante indépendante de Si • Posons

Gy(x) = F^OCx.y))

et soit Gy(x) = -^(x^F^^eCx^))

la dérivée par rapport à x. On a

|Gy(x+h) - Gy(x-h)| < C hl6^17^

où C ne dépend pas de t . La démonstration du lemme 3 montre alors que la norme de

G dans A(R; 1 + [ x | ) est majorée par une constante indépendante de y. La suite

de la démonstration est analogue à celle du premier cas. On choisit pour y =B - -î-
la fonction +°o in log n

H(x) = ^ p 1 inx

n=l n^<1/2) (in)^1 e

dont la dérivée d'ordre N+l, H ^ + appartient à A et dont la dérivée d'ordre N,

H n'appartient pas à A(T; 1 + [ n [ ). On conclut d'une façon analogue à celle
du premier cas.

Cette démonstration s'adapte au cas général des variétés linéaires de dimension
quelconque :

Théorème 4' : Soit k, q deux entiers 1 ^ q ^ k-l.œ un poids appartenant à Î2 (1)
./ (k-q)/2 + a - e, ————————— — — — — — — — — — — - o

.̂ t. 0(x ) lorsque x -^ +œ , avec a ^ 0 e^ e >0 arbitrairement petit.
Soit p la partie entière de_ (k-l)/2 + a. Soit p > 0 quelconque.

11 existe une fonction de_ dasse Cp a_ support compact sur t^, qui n'appartient

P^ à ^K î 1 + 1 1 [ ) , e_t dont _la_ IEs tri et ion a_ toute sous-variété linéaire L de

dimension q, distante a^i plus de_ p de_ l'origine, appartient a_ A^ ; co( u | ) ) ave
une norme maj orée par une constante indépendante de L

Soit F une fonction continue à support compact contenu dans "[p, +<»[ . La res-

triction de f ( t ) = F ( | t [ ) à une sous-variété L linéaire de dimension q sur ^k, a

pour représentant naturel la fonction continue sur Rq (voir 2.1.) :

g,(u) = F ( [ [u | 2 + N2]172).
~ L J

La différence avec le cas q = 1 est la précaution à prendre sur le support de g

(disjoint de l'origine) pour obtenir son appartenance à A ^ î œ d u ] ) ) à partir de
l'appartenance à A(R ; 1+ x\(k~l)/2 + a -£) de la fonction définie sur R

G,(x) = F(["|x|2. M 2 ] 1 7 2 ) .

On procède comme au théorème 4 pour remplir cette condition avec une fonction,,

à support compact dans ]p, +œ [ , F , qui n'appartient pas à A(R; 1 + [ x| ̂ "^/2 +a).

Remarque : Si q est impair, on peut dans le théorème 4 ' , se débarrasser de la



67

condition portant sur la distance des sous-variétés à l'origine. On utilise pour

cela le théorème 4 de l'appendice du chapitre 1 : une fonction paire à support
compact de A(R; 1+|x (k~ l ) /2 + a ~ £) est profil d'une fonction de A^îœC u [ ) ) si

q est impair. Le choix de la fonction F à support compact dans "]0, +°° [̂  , est alors
indépendant de la distance à l'origine des sous-variétés de dimension q.

2.3. Soit F une sous-variété de R , de dimension q, de classe C^, p ^ 0 entier.
i-

f étant une fonction continue dans R , considérons la forme différentielle de de-

gré zéro fj, restriction de f à F . Soit ^ une carte locale de F , application de
classe Cp, de rang q, d'un ouvert de R^ dans R

on dira que Iji restriction de_ f a_ F , appartient localement a_ ACR^ œ ( | u | ) ) , œ
étant un poids de Î2 (1), si pour toute carte (^ , fo iy appartient localement dans
son ouvert de définition, à AÇR^ o ) ( | u | ) ) .

L'ensemble des fonctions f qui possèdent cette propriété, est une algèbre (sans

topologie) que nous notons ^(F ; co). Cette notion dépend évidemment de la classe

de F . Si F , de classe Cp, et F ' , de classe Cp , coïncident comme ensembles,
avec p < p ' , on a l'inclusion

o(f(r ; œ) c ^( r' ; a)).

On pourrait poser le problème de chercher la valeur minimum de p pour laquelle
oç(r ; œ) n'est pas vi-de. Nous supposerons dans la suite p assez grand pour que

les fonctions suffisamment régulières appartiennent à ^(F ; œ).

Par exemple lorsque œ = 1 , pour toute sous-variété F de dimension q, de classe
0e1, c^(F ; 1) contient les fonctions de classe 0e1. Ceci résulte de la :

Proposition : Soit f une fonction appartenant a_ L (T ) ainsi que toutes les déri-

vées partielles (au sens des distributions) (S^/St,, ... 9t. ) ( f ) , où———————————————— / ^ y ——

( ^. • • • » ^.) est une combinaison de j termes extraits de (1, ..., k). Alors f
appartient a, A^) et

k a^f
l lf l l ̂  -<HfH,i^. ï ^ ( I IliT———^ II 2 )

J""-l- Je- x - ^ L

C'est une conséquence de la majoration

n,..L.» "•r-'j1 '< L,..L,rt "•'•••••i --r-'j1 J L- ,,ii ?,L,.IS...,'-<L,.^'Y••.cv..,'r[21^]l/2

Nous nous limitons maintenant au cas où F est de dimension 1 ("c o u r b e " ) . On a en
conséquence du lemme 3 :

Proposition 5 : Soit N la partie entière de a :> 0, œ un poids de Î2 (1) tel que
œ(x) = 0(xa) lorsque x •> + °° .
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1. Sj; a - N < 1/2, pour toute courbe F de classe C + de^ R^', ^(F ; œ) contient

les fonctions de_ classe C dont les dérivées partielles d'ordre N sont en_ chaque

variable dans ^1/0^ _^ , e > 0 arbitrairement petit.

2. Sĵ  (1/2) $ a- N < 1, pour toute courbe F de classe C^2, ^(F ; œ) contient

les fonctions de classe C dont les dérivées partielles d'ordre N+l sont en cha-

que variable dans A^_ ^ _ / ^ / ^ ^ , e > 0 arbitrairement petit.

leSoit F une courbe de R non linéaire de classe quelconque, il est clair que

A(R ) n'est pas contenu dans Je^F ; œ). Pour le voir il suffir de considérer les
1,

fonctions de A(R ) qui localement ne dépendent que d'une coordonnée en laquelle

ce sont des fonctions de A(R). D'après le théorème de Beurling et Helson, [2l ,

elles ne peuvent être lues dans une carte non linéaire, comme des fonctions de
A(R).

On peut poser le problème de chercher le poids ^ de Î2 (1) le plus lent pour le-

quel A(R ; œ ( | t | ) ) est contenu dans j^{V ; œ) pour une courbe F non linéaire de

classe C et un poids œ de Q (1). La réponse est :

Théorème 6 : Soit œ e_t Ï deux poids appartenant a_ S2 (1) la condition nécessaire

et suffisante pour que les restrictions des fonctions de_ AÇR1^ ; ^( 111) ) a_ une courbe

non linéaire F ^e R , àe_ dasse C°° , appartiennent localement a_ A(R; œ(x)) est

lim inf x"172 [oû(x)J~1 ^(x) > 0.
X -> +oo

Soit f une fonction de A^; S)

f(t) = ï k V111' avec 1 1 ^ 1 = 1 k 1 ^ 1 î î î<ln l ) < + 00 •neZ neZ

Considérons une carte de F qu'on peut supposer application ^ : x »-—»- (^ (x))

j= l , . . . ,k d'un intervalle ouvert contenu dans [-TT+e, ïï-el (0 < e < TT arbitraire)

dans un cube [—iï+e, ir-ej . On prolonge cette application en une application C°° de

^ —iï+e , TT-eJ dans [—n+e, Tr-eJ . D'après le théorème du graphe fermé, une condition

nécessaire et suffisante pour que foiy appartienne à A(T ; (jû) pour toute fonction f
k />/de A(T ; œ) est que

(1) II e^l^^ • • • + "AM \\^^ . o( î;(|n|) )

lorsque [n | ——> +oo .

Il est clair qu'il existe un intervalle de [-n, +Tr] sur lequel l'une des 'déri-

vées secondes tf"(x), reste supérieur à une constante p > 0 (sinon F serait liné-
aire).

Supposons qu'il en soit ainsi pour iP"(x), la minoration
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le111!^! .dn,!172^)
A(T;œ) 1 1

qui d'après (1) entraîne la condition nécessaire du théorème, est une application

d'un théorème de Y.Katznelson, [24] :

Théorème (Y.Katznelson) : Soit œ une application de_ Z dans f l , -hoo |̂  telle que

lim sup (jû(2n)/(i)(n) < +°° , A(T;a)) l'espace de Banach des séries de F ourler
jn j -x»

f(x) = i c e11^ telles que ||f|| = ^ |c |o)(n) < +00 .
H€.Z n A(T;œ) neZ n

2
Si ^ est une fonction J| valeurs réelles de classe C sur un intervalle 1 où

^" (x) ^ p > 0 e_t ji e ' est 2-iï-périodique, on ^ pour tout n de Z :

II in^(x) [ ( i j l / 2 , .
lle II A(T;œ) ^ ^"l u(n)

jou, C > 0 ne_ dépend que de 1 et p .

Reste à montrer que la condition est suffisante»

Soit u un point de la sphe,re unité detT, à tout point n de Z correspond un point

u tel que n = |n |u. Posons

^ I/30 = ï "i^00 •Uj^k J J

On doit montrer que

ll611"1^00!^) ^(^InD^dnl)

où C ne dépend que de ^ »

Ceci est une conséquence du théorème suivant :

Théorème 7 : Soit p >, 1 _im entier, ai une application continue paire jie R dans

[l, +00] , croissante sur R ^t telle que pour jon e > 0, x"^ œ(x) soit

décroissant lorsque x est assez grand. Une fonction f a_ valeurs réelles, 2-iï- pério-

dique, appartenant a_ L (I) ainsi que sa p-ième dérivée (au sens des distributions),

appartient a_ A(T;t*») et pour tout nombre réel n on a :

Ile1"^^) «Ca+lnl^^n))
^

où C ne dépend que des normes dans L (r) des p premières dérivées de f (qui est en

fait âe_ classe C13"1).

Nous le démontrerons au paragraphe suivant. L'application en est immédiate car

les dérivées de tous ordres en x de la fonction ^ (x) sont majorés en modules

par une constante indépendante de u. Ceci achève la démonstration du théorème 6.

Remarques :

1. On obtiendra dans les paragraphes suivants, une généralisation à plusieurs
dimensions du théorème 7 ainsi que du théorème de Katznelson, si bien qu'il est
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possible d'obtenir sans difficultés une généralisation du théorème 6 :
Théorème : Soient œ _et_ œ deux poids appartenant a_ îî (1), J_a condition nécessai-
re et suffisante pour que les restrictions des fonctions jde^ A(R ; œ ( | t ) ) ) ^a une^
sous-variété non linéaire F de_ R , de dasse C de dimension q, 1 ^ q $ k-1,
appartiennent localement a_ Ad^œC |u |)) est;

lim inf x"^2 ̂ (x)]'"1;^) > 0 .
x -> -*"0

2. On peut poser le problème de chercher un poids œ tel que toute fonction conti-
nue sur R appartenant à <^(r; co) pour toute courbe F de classe C°°, appartienne à

^
A(R ). La démonstration du théorème 4 s'adapte immédiatement pour obtenir la même
limitation inférieure que dans le cas des droites.

Théorème : Soit œ _un poids appartenant a_ î2 (1) et_ OCx^"1^2 + a ~ e) lorsque
x —)• +œ ^ avec a >. 0 e^ e > 0 arbitrairement petit. Soit p la partie entière jie

(k-l)/2 + a . 1^ existe une fonction de_ classe C^ a. support compact sur R (k ^ 2)
qui n'appartient pas _a A(R ; 1 + |t|a) et dont la restriction à toute courbe C°°^ — ———————— — ———— ————
de R , appartient localement a_.A(R ; œ).

3.1. Le théorème 7 est.un corollaire d'un résultat qui donne une condition suf-
fisante de régularité pour qu'une fonction appartienne à l'espace A(T ;œ) avec
un bon contrôle de la norme, ceci pour un poids œ convenable;

Théorème 8 : Soit p ^ 1 \m^ entier, œ une application cont inue paire de_ R dans
[l, +"] , croissante sur R+ ej^ telle que pour _un e > 0, x"^ œ(x)

soit décroissante lorsque x est assez grand. Une fonction f , 2ïï-périodique appar-
tenant ^ L (T) ainsi que j?a p-iëme dérivée a^ sens des distributions, appartient a^

A(T;œ) et on a 1 1 / 0 / ^ 1 /o II^U 1^
--^ ||f|| .< c l l f l l^^ l l f^ l l1 2? .( -^ )

A(T;O)) L2 L2 1^112
Li

w_ C j^e dépend pas de_ f.

Soit (c ) les coefficients de Fourier de f , N > 0 arbitraire, on a :

.L"-"'-' « [Hl.'̂ r̂ i"2 • ,̂ I-' -J2]"2 r^"2

avec : A(N) = ^ |io(n)|2 < (2N+1) [u(N)12

|n|$N

" -"-HL^2'^. HL ̂  -< c. •l'"^1 •
Posons a = \\f\^ , b = Hf^^l 2 . on a donc :

ll^lA^^^^^172-^1^'1']^) •

En choisissant N = — p , on obtient le résultat,
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En particulier, on a le :

Corollaire : Soit a ^ 0, f une fonction 2 ir-pé r i od i que appartenant a^ L (T) ainsi
que sa_ p-ième dérivée, avec p > a + 1/2. Alors f appartient a_ A(T; 1 + |n|01) (et en_
particulier est de classe C ) et^

l-(l /p)(a+(l/2)) / . ( l /p) (cx+( l /2) )
l l f l l , . ^ C | | f | | \\f^\2

A(T;l+|n|01) L2 L

où C ne dépend pas de f.

Un second corollaire est le théorème 7 qu'on obtient en appliquant le théorème 8

à la fonction ^(x) = e . Les hypothèses du théorème 8 sur la fonction f , en-

traînant que f est de classe C , sont alors satisfaites aussi par la fonction

^(x) .

D'autre part, on remarque que pour tout À :> 0, on a lorsque x est assez grand :

O)(ÀX) ,< sup(l, ^P-^/2)-^ )^(x) .

Cela résulte, pour 0 ^ À ^ 1, de la croissance de œ sur K , et pour À >, 1 de la

décroissance de x t*)(x) lorsque x est assez grand.

Remarque : La majoration du théorème 7 est encore valable, en prenant n dans Z,
iepour une fonction g définie sur R, à valeurs réelles, telle que e soit 2ir -pé-

riodique, et g = f + h où f vérifie les hypothèses du théorème 7 et h est de clas-
se CP.

1 / 9
Le théorème 7 signifie que pour toute fonction F de A(T;l+.|n| o)(n)) , F( f ) ap-

partient à A(T;œ) dès que f est une fonction de A(r;œ) à valeurs réelles suffisam-

ment régulière. Lorsque cette propriété a lieu pour toute fonction f à valeurs

réelles de A(T; œ) on dit que A(T; l+ |n œ(n)) opère dans A(T;œ) . Il en est ainsi

lorsque œ a une croissance assez "proche" de celle d'une puissance entière de x :

Théorème 7' : Soit œ une application continue paire de_ R dans [l, +00] . Supposons
_0

^'J_l_ existe un entier A ,̂ 1 tel que x (jû(x) soit croissant et, pour un e > 0,

x œ(x) décroissant; lorsque x > 0 est assez grand. Alors pour toute

fonction f appartenant a_ A(T;O)) J[ valeurs réelles, et pour tout nombre réel u, on

'a ' H e ^ H ,< Cd+lul1 7 2^))
A(T;O))

où C ne dépend pas de u.

Les fonctions de A(T;œ) sont de classe C . On pose w(x) = —œ x/ et on remar-
que que : ^l

^ HI ^|| ^ II l^H 1
L L- Ad;») -1

1 1 < C 1 1 ^ 1 1 2 + II lîa)..
A(T;m) L L A(r;w)

où C, ne dépend pas de ^ « Donc,
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ll^llAd;.)^14 l-WllA^)
où C,> ne dépend pas de u. vr vérifie les hypothèses du théorème 7 relatives à p = A ,

" j^
f étant de classe C , on a donc :

ll611^!! ^ C.d+lul372 w(u)) d'où le résultat.
A(T;ro) z

Remarquons que les restrictions sur le poids œ ne sont pas nécessaires. Lorsque

œ(x) = 1 + |x|01 il est facile de montrer direotement (voir N.Leblanc [26J ) que la

propriété a lieu pour a ^ 1, alors que le théorème 7' ne s'applique que si
1 $ a < 3/2 et a ^ 2.

3.2. Il est possible d'obtenir un résultat analogue pour les espaces A(T ; œ) '-
i-

lorsque (A) est un poxds radial dans R , ou un produit tensoriel de k poids ne dé-
pendant que d'une coordonnée.

Dans le premier cas, on a :

Théorème 9 : Soit k ^ 1, q :> 1, deux entiers, œ une application continue paire de_
R dans [l, +œ [" croissante sur R e^_ telle que pour jum_ e > 0, x~ q+ o)(x)

T.

soit décroissante lorsque x est assez grand. Une fonction f sur R , 27T-périodique

en chaque variable appartenant Ja L (T ) ainsi que A ^ ( f ) ^u_ A^ est J_a puissance
q-ième du Laplacien, appartenant à A(T ;o ) ( | n | ) ) et_ on_ a_ :

l-(k/4q) k/4q 1^11-2 l/2q
11^1 k , , ^1^2 11^11 2 ^-ïA îA(T k ;a)( |n | ) L2 L2 I^IL2

.2M c "£ dépend pas je f.

k F 2 t172
Soit n = (n-, ..., n,) un point de Z et |n| = ^ n. , on a :

L-Uj$k J J

I. .(InDIcJ ,< [ WrW2 - [, ,1 1"2\12]1/2LB(N)]1/2

né2 " I n l ^ N J L | n | > N -1

N > 0 arbitraire, avec :

A(N) = ^ [to(|n|)J2 $ C. NkL(N)12 , et
|n |^N i

•"' - î y ̂  |.|L ̂ - .̂""'M2.
Posons a = ||f|| . b = || A^ || . on a

L'-d") L'-OO

||f|| , ^3 ^aNk / 2 .bN<k / 2 )^1 .(N)
Ad-îa^lnl)) 3 L J

On obtient le résultat en choisissant N = b- ^^
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En particulier, notons le :

Corollaire. : Soit a ^ 0 ej^ f une fonction sur t^, 2ïï-pêriodique ^n chaque variable,
appartenant a_ L (T ) ainsi que A^ o^ q > a/2 + k/4 est entier. Alors f appartient
a, AO^; ] +|n|01) et_

l-(l/2q)(a + k/2) (l /2q)(a + k/2)
" f i l fc , „ . < C | | f | | 2 H A ^ H ,

A(T; l+ |n | 0 1 ) L- I/
où C ne dépend pas de f.

Remarquons que l'hypothèse que f et A^f appartiennent à L (T ) q ^ 1 entier, en-
traîne donc que f est de la classe Cp où p est le plus grand entier strictement in-
férieur à 2q - k/2.

Dans le cas d'un produit tensoriel de k poids, on a :

Théorème 10 : Soit k ï 2 entier, et_ pour tout entier 1 < j ^ k _im entier p. ^ 1 et
une application œ. continue paire de_ R dans fl, +«F croissante sur R et telle que
pour un^ e, > 0, x *J £^ iû. (x) soit décroissant lorsque x est assez grand.
Soit A = ( A - , •.., A ) _un_ élément de l'ensemble ^(j) des combinaisons àe_ ^ termes
extraits de (1, .... k) e^ D^ la dérivation 0/3t^ ^P^ ... 0/&t^ ^P^ . On
convient de_ faire correspondre l'identité ( dérivation vide) a_ l'ensemble ^(0).

k 9 kSoit f une fonction sur R , 2TT-périodique en chaque variable, appartenant a_ L (T )
ainsi que la dérivée partielle D f pour tout H e^ tout j . Alors f appartient a_
A(T ;œ) où u> est le poids sur Z défini par ( j»(n- , . . . ,n,) = TT (jû, (n.) . Posons

1 K Uj<:k j j ————
~ PO111' chaque entier 1 < q < k :

e(^»q) = +1 ̂ . q appartient ^ ( A - , ..., S, ) , e ( A , q ) = -1 sinon.

- pour 1 ̂  j ^ k
1 !<• e ( Â , A ) , e ( À , A )

a ( À , A ) = 2' K ^ . q (1/2 - p ) + 2 k ^ ————3- si À ^ A
l^J p^ q J+l.<q<k P^

a ( A , A ) = 1 + 21''k ^ -3- (1/2 - p ) - 2^ ^ -L.
Uq$J p^ q j+l^k PA

- et pour j = 0 :

a ( À . A ) = 2''k ^ J- s i À ^ A , aa,A) = 1 - 2~k ^ ^-
l^q$k ^-q ' l^k Pq

^^ F a(X,J^ (21-k)^(ill)
11^1 k < c 1 TT I I V|| 2 TTœ. ( TT 1|D^| 2 PJ )

^(T1';^) lo<:j^k 0^r$k Â L"- J l,<j$k J 0$r$k À L
&€<î(j) À€€(r) X€<^r)

£^ c iî®. ^Pend pas ̂  f.
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Pour chaque entier 1 ^ q $ k, soit N > 0 arbitraire. Pour chaque S, de ^(j)
0 $ j ^ k, on considère le sous-ensemble E de X. défini par

[n | > N lorsque q appartient à ( J l - , .,., Jl .)

|n | 4; N lorsque q appartient au complémentaire (Jl. ,, • • • , ^ ) *

Z est la réunion des ensembles disjoints E ; Pour majorer ||f|| , = I i^C11)!01.' k L kA(T ;o)) neZ
on majore sur chaque bloc E. par la méthode du théorème 8 :

î (u(n)|c | .< \ï
nfcÈ« 416,

i n»
.neZ" l!

P^———" P.< q q

avec la convention -que si j = 0, on remplace n, i,..., n« J , ainsi que le second
1 Jfacteur par 1. On choisit :

^1-ks e ( À , q )
N q = TT I I D,f I I 2 ^4 0,<r$k L

À€Ç(r)
On obtient par les majorations analogues

F a(À,JO-i
1 œ(n) | c 1 , C TT l l ^ f l l ^

n£E. " Lo$rî;k À L -11
' ÀeTO-)

ce qui donne le résultat. Par exemple,

r - l l f I I n ^ ^ TÎr - I I 1 ! ! 2 2 * Q '" o r 2 'L <1 ) " ^ 1 " L
^l

1.1(1 +1) 1(1 - 1 )
||f|| , ,< 2 C P 2 4 Pi P2 Q^ PI P2

A(T2; û))

à celles du théorème 8 :
(21-k) ^

—— û)a( —— 11^112$q^k 4 0^r<:k L
Àé^(r)

pour k = 2, en posant

'"•n -11'^..:' i^2 • " " „:- „?
i(i-i) i ( i+i)- i

R4 P2 PI' s4 Pi P2 2

——r—^T^^I'-
((PS)2 +(QR)2)^(|1|| ^id

(À,(^)

p(' )

L 2 ' 0 "

.^S2^
^^Qpl

3 . 3 . Les théorèmes 9 et 10 donnent lieu à des corollaires analogues au théorème 7,
lorsqu*on les applique à une fonction e111 où u est un nombre réel et f est à va-
leurs réelles. Toutefois alors qu'il n'y a pas d'hypothèse supplémentaire sur f à
ajouter à celles du théorème 8 pour obtenir le théorème 7, les propriétés de régu-
larité de e en plusieurs dimensions exigent des hypothèses de régularité supplé-
mentaires pour f. Pour simplifier, nous supposerons que toutes les dérivées par-
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tielles de f qui interviennent dans l'application des théorèmes 9 et 10 à e111

sont continues. On a :

Théorème 9' : Soit k .̂ 1, q ^ 1 deux entiers, u une application continue paire de

R dans QL, +00 [ croissante sur R et telle que pour _un e > 0, x ^ œ(x)
i,

soit décroissante lorsque x est assez grand» Soit f une fonction sur R , de classe

C ji valeurs réelles, 2ir- périodique en chaque variable. Alors f appartient a_
A(T ;œ( |n| ))^ pour tout u réel, on a :

inf k/2

||e î| , $ C(l + |u| o)(u))Aa^dni)) ^ ^
où C ne dépend que des normes dans L (T ) des dérivées partielles de f d'ordre

inférieur ou égal Ji 2q.

Remarque : La majoration est encore valable en prenant u dans Z, lorsque au lieu de

supposer f , Zn-périodique en chaque variable, on fait cette hypothèse sur e •

Ce théorème 9' est une application immédiate du théorème 9.

Il est facile de montrer à partir du théorème 9' que si (A) a une croissance assez
1/2"proche" de celle d'une puissance paire de x, A(T; l+|n| oû(n)) opère dans

AOT^dnD) :

Théorème 9" : Soit k $ 1, H $, 1 deux entiers, œ une application cont inue paire
de_ R dans ("Ï, +00 [ telle que x a) (x) soit croissant et, pour _un_ e > 0,

x (jû(x) décroissant lorsque x > 0 est assez grand» Alors pour toute
^

fonction f appartenant J a A ( l T ; û » ( ( n | ) ) , Ja valeurs réelles et pour tout nombre réel

u, on ji :

He^H , < C(l + lul^u))
Ad^œdnl ) )

où C ne dépend pas de u.

On remarque que toute fonction if de A(T ; o)( n | ) ) est de classe C et en posant

TO-(x) = ^ ( x V d + l x l 2 ^ ) on a :

11^11 k ^ C l l ^ h + 11^11 k l
A d ^ ^ l n l ) ) i I/ Ad' îurdnD)

où A désigne la puissance 9, -ième du Laplacien, et C, ne dépend pas de <P . Donc

lle^H ^ , , . < C , ( 1 + luI^lle^H ^
Ad- îœÇlnD) Ad"; w(|n|))

où C^ ne dépend pas de u. w vérifie les hypothèses du théorème 9' relatives à
2tq = 8. , f étant de classe C on a donc

Ile1^!] $ C. (1 + |u|172 ûr(u)) d'où le résultat.
Acr^lni)) J

Les restrictions sur le poids œ ne sont pas nécessaires : Lorsque œ(x) = l + j x ) 0 1

le théorème 9" s'applique si a^ k/2 + 4 , mais on peut obtenir un résultat meilleur
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par une méthode directe :

Théorème 9 "' : Soit k ^ 1 entier. Pour tout a supérieur ou égal _au plus petit entier
pair > k/2, pour toute fonction f je A(T ; 1+|n[ ) a_ valeurs réelles et_ pour tout

nombre réel u, on ji :

He^l , ,.< C(l. lu^2^)
A(Tk;l+|n|a)

ou_ C j^e dépend pas je u.

Soit q > 1 le plus grand entier tel que ex = 2q + 0 avec 0 <: (3 < 2, on a :

(1) Ile11^ ^ - < C,(l. H^lle^H ^
A^î l+ln)0 1) 1 Ad'î l+lnl3)

k i i ^ 3Lemme : Soit 0 ^ a- < a^ < a- et ^ une fonction de A(T ;1+|n| ) on a :

F i (a,.-(x«)/(a.,-a,)
M fc , ,a, ^ hll k , ,aJ 3 2 3 '

Ad";! + |n| 2 ) L Ad^l+lnl 1^ ^^^

f̂ '̂ r 1(a^-a,)/(a.-a-)
||tf|| 3 1

l 1"" Te i ify»L^^^T^H^)-1

Ceci résulte de l'inégalité de Holder : ——

j/i-j ri-2 < ̂  i.i'.]-3-'2'"̂  ̂ i.ji.i-3]*-2-''"1 '̂
On utilise ce lemme avec a, = 0, a« = P, a, = 2 , f = e111 • Puisque f est de

9n
classe C avec 2q > k/2, le théorème 9* entraîne en prenant le poids identique à 1:

ll611^ II i, ^ C.,(l+|u|1^2 ) où C« ne dépend pas de u et
Ad") z z

ll^llAd^lnl2) ^ ^(l.lul^lle^ll^^ , C,(l . |u|<k/2)+2 )

Compte tenu de (1) le lemme entraîne alors le résultat.

3.4. Dans le cas où le poids est un produit tensoriel, l*analogue du théorème 9*

est de démonstration plus délicate. Par ailleurs les hypothèses de régularité sur f
sont plus restrictives que dans le cas précédent : l'application du théorème qui
suit au poids identique à 1 considéré comme un produit tensoriel, suppose f de
classe C alors que d'après le théorème 9' il suffit que f soit de classe C^ avec
p > k/2 pair.

Théorème 11 : Soit k ^ 2 entier, et_ pour tout entier 1 ^ j ^ k _un entier p ^ 1 et

une application œ. continue paire je R dans [l, +°o F croissante sur R eJL_ telle que

pour _un e. > 0, x ^ ^ a) (x) soit décroissant lorsque x est assez grand.

Soit f une fonction sur R je classe Cp avec p = p- + ... + p, , ̂  valeurs réelles,
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2TT- périodique en chaque variable. Alors f appartient a_ A(T ;oû(n)) avec
œCn- , , . . . ,n, ) = 1 T œ . ( n . ) et pour tout u réel on a :

1 k Uj$k J J — — — — — — ——————

s< C(l + luj^2 TT ^(u))iuf,
A(T ;œ(n ) ) 1<<J <.k

ïZ^k,.ou_ C jie^ dépend que des normes dans L (T ) des dérivées partielles de_ f d'ordre
inférieur ou égal Ji p.

Remarque :La majoration est encore valable en prenant u dans Z, lorsque au lieu de
supposer f 2Tr-périodique en chaque variable, on fait cette hypothèse sur e •

II suffit de démontrer le théorème en supposant qu'aucune des k dérivées partiel-
les premières 9f/9t^ n'est identiquement nulle. En effet, s'il n'en est pas ainsi.
on est ramené à une fonction dépendant de k' variables avec 0 ̂  k' < k, pour la-

k' kquelle la majoration relative à T entraîne à fortiori celle relative à T .

Montrons par récurrence sur l'entier j , 1 •$ j ^ k, qu'un produit de puissances
> PC P Q

positives de j dérivées partielles premières de f , |8f/9t^ | ^ . . . [ a f / S t | J , ne

peut être alors identiquement nul. Pour j=l c'est l'hypothèse, supposons la propri-
été établie pour j dérivées partielles et supposons |9f/9t^ | ^ . . [ a f / S t . | J-'-1

k J ̂ "identiquement nul. Soit A 1 ouvert de T défini par

| 9 f / 9 t o ^ 01... | 9 f /9 t | j

~1 \
et A' son complémentaire. Dans A, qui n'est pas vide d'après l'hypothèse de récur-
rence, 3f/ 3t,rence, 3f/ 9 t . est identiquement nul donc la restriction de f à A ne dépend&j+l * Pj^ P. -
pas de t^ . La fonction |3f/3t | 1 . . . |9f/3tp | J est identiquement nullej+1 ~1 ~j ^
dans A' qui n'est pas vide (sinon 3f/9t, serait nul dans T ) et ne dépend pas de^i+l -i'j+1 ^

« dans A, elle devrait donc être identiquement nulle dans T contrairement à
lypothèse de récurrence.['i
Il résulte de cette remarque que pour tout entier 0 $ j ̂  k et tout Jl de € ( j )

(notations du théorème 10)

llD^e1^)!! . |u|
~ L-(T)

lorsque ( u | tend vers l ' infini.

II reste à évaluer

9f
9t,

3f
9t, L2^)

1.0) = 21-k C T ( j ) pour 1 ^ j $ k avec o(j) = ^
0^r<:k
ÀÊ^(r)

(p + . . .+P, ) e ( À , j )

et I^i) = ï (p^ +...+ p^ )a(À,Jl) pour ^ dans € (j ) , 0 ,< j $ k.
À6<etr) 1 r
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1. Cherchons les coefficients a(q , j ) de p dans o( j ) :

o(j) = ^ a (q , j )p .
l.<q^k q

En comptant le nombre de termes où p figure, on a :

c x ( j . j ) = 1 + (k^) 4- (k^ l)+... + (^ ) = 21'"1 .

q étant fixé, différent de j , on considère les termes où p figure en affectant

du signe + ceux où p ne figure pas, et du signe - ceux où p ne figure pas, on a:

a(.,J) - 1 . [(f) - l] . [(f) - (-2)] ..... [0 - (^)] - 1 = 0 .

k—l
Donc o( j ) = 2 p. et I , ( j ) = 1 pour tout 1 ^ j ^ k.

2. On met a ( À , A ) sous la forme :

a (À.JO = 2k ^ ^Sli3l + b ( À , j Q , avec
l$q$k Pq

b ( À , J O = -21~k ]: £ ( À , J I ) si À ^ i et b(J l , J l ) = 1 - 21•~kj .
l^J q

Posons l ' C J l ) = ^ (p + ... + p )b (À , iO ,
- Q,$r$k ^ Àr

À€^(r)

on a 1^0) = (p^ + ... + p )-21~k ]; (p + ... + p ) ^ c ( À , A ) = 0
1 j O^r^k 1 r l.-$q^j 4

À f c ^ ( r )
car ^ (p + ... + p ) e ( À , J l ) = 2k~lp d'après 1.

Owk ''1 \ q ^q
Àé^r)

Donc I.(jl) = 1 W - 1*0) = 2 K ^ — ^ (p + ... + p ) e ( À , q )
l$q<k pq Owk Àl r

^&%r)
d'où I«(JO = k/2 , ce qui achève la démonstration du théorème 11.

Les hypothèses à faire sur œ pour obtenir l'analogue du théorème 9* sont plus
délicates, elles expriment que les ( D . , 1 ^ j <: k, ont des croissances "uniformé-

ment proches" de celles de k puissances entières de x :

Théorème 1 1 ' : Soit k ï 2 entier, j^t pour tout entier 1 ^ j ^ k, des entiers Jl.^1,
p. $1 avec H . ^ ^ p , une application œ. oontinue paire ^e R dans (jL, +00 ̂

J ^ l^r.<k J -p.^.+TÎT^+e.
telle que x J œ. (x) soit croissant et, pour u n e . > 0 , x co. (x) dé-J J j —
croissant lorsque x > 0 est assez grand. Alors pour toute fonction f appartenant

a_ A(T ; ai) ^ valeurs réelles, avec (jû(n) = ~ ] [ ~ œ. (n.) , et^ pour tout nombre réel
u , ^ j > = ^J^ 3 J ———

He^fl ï C(l + lu l^ 2 TT ",<"))
Ad-ito) l^j.çk -'

où C ne dépend pas de u.
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Posons w(n) = œ(n) ~ | T —————^— et montrons d'abord que
l^k l+ |n^ | J

(1) lle^H , -< C,(l. H^^SlIe^ll ,
Ad^œ) Ad^w)

Soit jl = inf î,, et Jl. = q.fc + r. , q. et r. entiers q ^ 1, 0 ^ r. ^ Jl-1
l̂ j<:k J J J J J J J J

k aToute fonction «^ de A(T ;o)) est de classe C et chaque dérivée partielle d ordre

À ^ A , O/ât.)^), appartient à A^ ; oû/ ( l+ |n |À)) et

l l < f l l fc ^ ^ r i l ^ l l 2 + l l1^" k À 1Ad^o)) "L L2 ât^ A(Tk ;a)/( l+|n ?) J

où C^ ne dépend pas de ^ . Utilisons ceci avec <P = e111 et la dérivation (-—) ,
z i

. lle^H , . C.d . lu l ^ l l e^H ,
Ad";^) Ad^îoi/Cl+ln^]"))

où C^ ne dépend pas de u. Par itération, on obtient:

Ile^l ^ .< C,(l. H^lle^H ^
Ad";^ • Ad1', œ/d+ln^l"))

et en utilisant la dérivation ( —3- ) :
9t!

Ile^lj ^ , C.d.lulSlIe^ll ^ .,
Ad";^) Ad ;œ /(l+]n^| 1))

On obtient (1) en réitérant ce procédé pour He111^ î, relativement
A d ^ î œ / d + l n ^ j L)

à la variable t« etc...

ta- vérifie les hypothèses du théorème 11 relatives à (p,, ..., p , ) et puisque f

est de classe C l * * ' ^k on a :

(2) l le^H , , C,(l. [ul^2 TT —— ï———)
Ad îffl) ld^ 1 + |u| J

(1) et (2) donnent le résultat.
a.

Remarque : Dans le cas particulier où o).(x) = 1 + |x[ J , 1 ̂  j ^ k, soit

a. = Jl. + 8. où t. est la partie entière de a, et 0 ^ g. < l. Soit q,

0 $ q ^ k, le nombre de termes tels que 0 ^ 3. < 1/2. Pour un tel terme, on choi-

sit p. = 1 , pour les autres p. = 2. En définitive le théorème 11' s'applique pour

a. ^2k - q , 1 ^ j $ k. En particulier, si q = k, le théorème s'applique pour

a. $ k. Or, on peut montrer directement que le même résultat a lieu si les a. ont
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la même partie fractionnaire B , 0 ^ 6 < 1 avec a. ^ k.

En effet , d'après la démonstration du théorème 11*

(1) lle^H , .<C, ( 1 . u^^Sle^ll k . .
ACTîa)) 1 AVT îw/

D'après le lemme cité à propos du théorème 9*', on a :
1 _ Q

/^\ i l i u fn i i i u f i i i i iufn<2) ||e I I ^ .< ||e I I ||e || , k. , , .
ACr'îw) Ad") Ml ' i ln! • • • Y^

^
Si a. ,̂ k, 1 ^ j ^ k, f est de classe C , donc :

lle^H , ,C, (1+ lu^ 2 ) et lle^H , <C,(1+ |u 1^1
Ad'") " Ad^îl+ln^.-nJ) " AÇT^

d'où le résultat grâce à (2) et (1).

Cette démonstration vaut encore si certaines parties fractionnaires des a. sont
nulles, les autres étant égales à un même nombre g .

Un corollaire des théorèmes 7' , 9" et 1 1 * est qu'il existe des fonctions définies
sur P., non analytiques qui opèrent dans A(T ; o ) ( | n | ) ) (pour les théorèmes 7' et 9")

1-
ou dans A(T ;œ) (pour le théorème 11') sous les hypothèses faites sur œ* N. LeUanc
a démontré ce résultat |26J , avec des hypothèses beaucoup plus faibles sur oo ( en
particulier (D peut avoir une croissance arbitrairement lente pourvu que
lim sup (jû(n) = +00 ) :
| n | -> +00

Théorème (N. Leblanc) : Si œ est zin poids tel que

li^ tc^W. = o et_ lim sup -J^t£^ = Q
|->+00 n N-^+oo | n | , | p | ^ N a)(n)œ(p)

jj. existe un poids Î2 tel que A(T ;Î2 ) contient des fonctions non analytiques e^_
opère dans A ( T ; a ) ) .

La méthode s'adapte pour A(t ; o ) ) , œ étant un poids très général sur Z (communi-
cation verbale).

Lorsque k = 1 et a)(x) = 1 + [ x l 0 , avec a < 1, N. Leblanc montre que îî(x) =l+|x|
avec g > 1 + l/2a , convient et c'est le meilleur résultat possible d'après un thé-
orème de J.-P. Kahane ÇlJ. On a déjà signalé que le meilleur résultat possible
pour a ̂  1 est & = a + 1/2 .

4 . 1 . Nous allons montrer que les croissances de He111 | | données par les théorèmes
9* et 11 sont les meilleurs possibles lorsque f est assez régulière et de Hessien
(déterminant de la matrice ( 9 f / 9 t . 9 t ) ) non identiquement nul. Pour le théorème
7 c'est la conséquence du théorème de Katznelson cité en 2 . 3 . Nous en établirons
l'analogue en plusieurs dimensions.
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Lorsque a) = 1, c'est une conséquence de résultats de W. Littman [28"1 complétant

ceux de C. Herz 0.7] et E. Hlawka [l9~[ relatifs à la transformée de Fourier d'une
"" k+1mesure portée par le bord d'un compact de R (supposé convexe par C. Herz) le

résultat utilisé ici est

k+1Théorème (W. Littman - C. Herz) : Soit C un compact de R dont J_e bord 9C est

une sous-variété de_ classe C111, o^ m est ^a_ partie enttière de_ k/2 + 2, de_ courbure

gausienne strictement positive. Alors la transformée de Fourier o(t) de la mesure———— — ———————— — _———j^ -— — ————
a de masse finie uniformément répartie sur 9C est 0( |t | ) lorsque |t | ^+00.

La conséquence -implicite- est :
^

Théorème 12 : Soit f une fonction sur R ^ valeuis réelles, 2-iï-périodique en chaque

variable. Supposons qu'il existe m ouvert de_ R sur lequel f soit de_ classe C111 , m

partie entière de k/2 + 2, et supposons que le Hessien de f ne soit pas identique-

ment nul dans l'ouvert. Alors pour tout nombre réel u, on a_

Ile^ll , >. Clul^2

Ad")
où C > 0 ne dépend pas de u.

_i,
On-peut supposer qu il existe un ouvert 1 de J^-TT + a,7r - aj , avec 0 < a < TT,

1,1. -i
sur lequel le Hessien H ( f ) vérifie H ( f ) ^ p > 0. Soit S la surface de R définie

pour tout point ^ i » • • • » t^ de ^ P^ l'équation

Sc+i' i(t!' • • • • ^ •
C'est une propriété connue de géométrie différentielle qui résulte des définitions

que la courbure gaussienne de S est égale au Hessien de f , à un coefficient positif

près (voir par exemple Hicks [l8] ). On peut alors prolonger S en une sous-variété

9C de classe C , à courbure gaussienne strictement positive, frontière d'un com-
lc+1

pact C de R .

Soit s= (sp ..., a^»8^) » t = ( t ^» • • • » \f t^i ) deux points courants de
R , et o(t) la mesure de masse 1, uniformément répartie sur 9C, on a

5(s) = f e"15^ o(t) = O^s)"1'72) lorsque |s| -^ +°° .
^ dC

oo k+1Soit <î> une fonction C sur R à valeurs positives ou nulles, à support compact

contenu dans un cylindre 1 x j où J est un intervalle de R , tel que l'intersection

de 1 x J avec 9C se réduise à un ouvert non vide de S, sur lequel <î> n'est pas
identiquement nul.

Considérons la mesure y = $0- portée par S. H et $ désignant les transformées de

Fourier de p et <î> ,$ étant une fonction C00 à décroissance rapide à l 'infini, il est
clair que

(1) p(s) = ( $ » 5)(s) = Odsl"^2) lorsque |s| ^ +00 .
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En utilisant le paramétrage naturel de S , y s'exprime comme une intégrale sur I.

Soit r .. ot1/2».<-^.;[i.^i^i2]
où N est le vecteur unitaire normal à la surface S dirigé vers l'extérieur de C, et

^k+1 ^ vecteur unitaire relatif à la dernière coordonnée du repère canonique de

R^1. On a !

(2) ;Ks,,...,s^,s^) =,J e- l̂̂ -^k^ e-is^lf<tl'•••'tk)^,..,t,)dt
^ $où 'F ( t , , . . . , t , ) est la lecture de la restriction à S de ———— , dans le paramé-

trage ( t - , . . . , t , ) . f est une fonction de classe C"1 de signe constant, non iden-

tiquement nulle, à support compact contenu dans I.

Considérons e 'F comme une pseudomesure élément du dual PM(T ) de A(T ) ,

D'après (1) et (2) avec s, - = u, on a :

lle-^H , , C, M-^2

pMd")
où C, ne dépend pas de u. Appliquons cette pseudomesure à e

|<e iu f.. e^ > |= | Ht)dt| .< C, luI^He^l, ,^ e^ > |= | f Ht)dt| ,< C^ H^2

'i i Ad")
d'où le résultat.

Remarque : Par une méthode directe toute différente, N. Leblanc démontre le théo-

rème 12 avec des hypothèses plus faibles sur f (communication verbale). Toutefois

la méthode ici présentée a un intérêt en elle-même.

A partir du théorème 12, on peut obtenir une minoration de [[e (| , pour
k Ad";^)

un poids œ sur Z assez général. Pour simplifier on se limitera aux cas où le

poids est soit radial croissant, soit produit tensoriel de k poids paires croissant

sur R

Théorème 13 : Soit ai une application continue paire âe_ R dans (j., +<» [_ croissante

sur R et telle que pour tout r > 0 fixé, œ(rx) = 0((A)(x)) lorsque x r^ +°° . Soit-
f une fonction sur R 2iT-périodique en chaque variable, a_ valeurs réelles, de

classe G"1, m partie entière d^ k/2 + 2 , sur un ouvert de_ R ou le_ Hessien die^ f n'est

pas ident iquement nul. Alors pour tout nombre réel u, on _a :

H iufn -i ) k / 2 , ve I I ^ C |u | œ(u)
A C r î œ d n ] ) )

où C > 0 ne dépend pas de u.

Soit e11^^ = I L, c (^G1^ • D'après le théorème 12
n^

(1) ^ k^m^^ ^ ^H où c! ne ^P6^ P85 de u-
m62
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Pour r > 0, appliquons l'inégalité de Schwarz avec V , |c |2 = 1 :
"_k ' m 'méZ'

(2) i i ^ , ISnl ^ ̂ ^ + I1"11! ) où C« est une constante numérique.
|m|$r|u|

C, 2/k
En choisissant r assez petit, par exemple r $ ——— , on voit d'après (1)

2C,

et (2) que : v i i i i k /2
Z |c I ,̂ C < - | u | où C^ > 0 ne dépend pas de u^ , i 1^1 ^ ^H où C- > 0 ne dépend pas de u .

>r u .m | > r | u | lu -) J

En utilisant les hypothèses sur a) on voit que

, ,? . IV^I^I111^ ^ t^M) I |c (u ) | ^Clul1'72^) .
|m|>ru |m|>ru

d'où le résultat.

Dans le cas- où le poids est un produit tensoriel, la démonstration est plus déli-

cate :

Théorème 14 : Soit k ^ 2 entier, e^ pour tout entier 1 ^ j < k, une application œ.

continue paire de_ R dans [l, +00 [ , croissante sur R'" et_ telle que pour tout r > 0
fixé» ^j(rx) = 0(œ(x)) lorsque x -> +00 . Soit f une fonction sur t^, a_ valeurs

réelles, 27T-périodique en, chaque variable, de^ classe C1^"1. On suppose de plus ^ue
f ^est. de. classe C"1, m partie entière de_ k/2 + 2, sur jm ouvert de^ ̂  ou_ Jje Hessien
de. f ntest Pas identiquement nul. Alors œ étant J_e^ poids sur Z^-, o)(n) = ~ \ f œ. (n.)

£!! a. PO111" tout nombre réel u : ^J ̂

"^"'l'Ad11;.) > c^k/2 TT "j(")
l$j$k J

où C > 0 _ne^ dépend pas de u.

Soit e = ^ c^(u) e1"1 . Pour r > 0 soit X(r) le sous-ensemble de i^ défini
mé2

par |m^ | ^ r|u| pour l^j^k, et Y(r.j) le sous-ensemble défini par m | ^ r|u|. Les

sous-ensembles X(r) et Y(r,j) constituent un recouvrement (non disjoint) de ^ donc

(1) 1^^^^- ̂  U^^-
Pour tout entier 1 $ q < k-1. soit i = ( i^, ..., i ) un élément de l'ensemble

?(q) des combinaisons deqtermes extraits de (1, ..., k-1). Soit E le sous-ens

le des points m' = (m^, .... m^) de Z1'"1 défini par : |m^ | .> |u| lorsque h ai

tient à (J^, ..., fi, ) , |m^| ^ |u| sinon. On a d'après l'inégalité de Schwartz

f?(q) des combinaisons deqtermes extraits de (1, ..., k-1). Soit E le sous-ensem-

ble des points m' = (m^, .... m^) de Z1'"1 défini par : |m^ | .> |u| lorsque h appar-

^-Jc. i^fvv^ ^TTi^^2!1-2^^rijv-^ c i ^ ^ r . y -i^n.^iuii^
m e L -i"62 1 q -1 L i p ^ l u l p Jm^E -• L^y ^ ^ m • J L |p |> |u | p

|ïr|u

0" Ll/ ">,- -.. -.i2]"2 • * ̂ —^ "'"'^< cl"tl°lt)LI/IV-,^ • « .̂ —^ ̂ ll̂  v1^
1 q
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où C, ne dépend pas de u. Donc,

1/2, ,k/2
1 M = ï S^d+r^lul^2)

méY(r,k) 0^q$k-l
^ ^(q)

où C« ne dépend pas de u (on fait la convention habituelle pour q = 0) , Par une
démonstration analoque pour tout 1 ,$ j ^ k , on a :

. r^lul^2

D'après le théorème 12, on a :

<2) I cj ^(l.r^lul1^) .
mfeY(r,j) m 2

.I/I-.I^H"2

C ,2
ou C- > 0 ne dépend pas de u. En choisissant r assez petit, par exemple r ^ —-
on tire de (1), (2), (3) : 2

^ |c | ^ C , | u | où C. > 0 ne dépend pas de u,
mêX(r) m n '

Utilisant les hypothèses sur œ on a :

1 l^|œ(m) >, C 1 T œ (ru)1 ^ |c | ,
méX(r) m -l^j^k J J m€X(r) m

d'où le résultat.

4.2 . Une application immédiate du tûéorème de Katznelson est de caratériser les
2homomorphismes de classe C de A(T; œ) dans lui-même : ce sont des applications

x»——)-NX + x^ où N est entier (si T ^ R/2-iïZ). Il est facile de caractériser à

l'aide du théorème 13, les homomorphismes de classe C de A(T ; o ) ( | n | ) ) dans lui-
même : on ne trouve que les applications affines évidentes.

Théorème 15 : Soit a) une application continue paire jie R dans 11, +<» [ croissante
sur R et telle que pour tout r > 0 fixé, œ(rx) = 0(œ(x)) lorsque x ^ +00 . Soit

f = ( f^ , ..., f^) une application âe^ R dans lui-même de classe C , telle que

F »—> F ( f ) soit une application linéaire de A^; œ( |n |)) dans lui-même.

Alors f est une application affine dont la partie linéaire _a une matrice a_ coef-
ficients entiers (sj_ T^ R k / (27TZ) k) .

D'après l'hypothèse et le théorème du graphe fermé, l'application linéaire
^ •—^ F( f ) est continue, donc pour 1 $ j .$ k et tout m de Z on a :

imf.
<1) I l e ^l , .< C œ(m)

A ( T ; œ ( | n | ) )
où C né dépend pas de m.
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q étant un entier égal à 1 ou 2, fixons un groupe de k-q coordonnées parmi

(t^, ..., t^), la restriction de f. est une fonction g. sur R01 et

inif. img.
Ile j!! ^ , , ^||e ^ | |

A (T ;o ) ( | n | ) ) Ad^œC |n |))
Pour q == 1, d'après le théorème de Katznelson, si la dérivée seconde de g n'est
pas identiquement nulle, on a :

img
Ile ^ 1 1 >, Cjml172^)

A(T;œ) i

où C, ne dépend pas de m.
9^.

(1) impose donc que toutes les dérivées partielles secondes de la forme ——-^ ,
8t-

1 < h ^ k, sont identiquement nuelles. Il est facile d'en déduire, en utilisant les

dérivations au sens des distributions, que f . a nécessairement la forme :

^o + ï at x^ • • • x^ où A = ( t , ..., Z ) est une combinaison de q

A^q)
termes extraits de (1, ..., k) , et a , a, des constantes. Puisqu'en fait f est de

00

classe C on peut appliquer le théorème 13 à g avec q = 2 : si le Hessien de g.
n'est pas identiquement nul, on a :

img
I l e j!! , ^ Cjml^dn)

Ad^œdnl)/ 2

où C^ ne dépend pas de m - (1) impose donc que le Hessien de g, soit identiquement

nul ce qui entraîne que toutes les dérivées partielles ^î. /9t 9t sont iden-
j ^ ^

tiquement nulles -. f . est linéaire pour U j $ k , d'où le résultat.

Remarquons qu'on serait conduit à supposer f de classe C si au lieu d'utiliser

le théorème de Katznelson pour q = 1, on utilisait le théorème 13 pour q = 1 et 2.

L'hypothèse de régularité sur f est superflue lorsque œ(x) ^ 1 + |x|2 .

La caractérisation à l'aide du théorème 14 des homomorphismes assez réguliers de

A(T ;(ii) lorsque œ(n) = TT ^(n.) est plus délicate. Il faudra supposer l'homo-
3 1 ^ 1 < kmorphisme de classe C . J s Un homomorphisme naturel est l'application affine

f (t..,...,!,) = ^ a(j,^)t + b où a(j,jQ est entier et nul si t est différent
J UUk J

de j et lim sup œ.(x) = + °o , la vérification est immédiate et fait intervenir la
x -> +œ

matrice transposée de ( a ( j , A ) ) . Le résultat est qu'il n 'y a pas d'autre homomor-
phisme de classe C .

Théorème 16 : Soit k >^ 2 entier, jet^ pour tout entier 1 <: j < k, une application œ.
continue, paire de_ R dans [j., +00 j^ , croissante sur R"*" et_ telle que pour tout r > 0
fixé œ(rx) = 0(o)(x)) lorsque x -^ +°o . Soit f = (f ..,, f ) une application ^e
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3 k -sclasse C de R dans lui-même telle que F »—^- F(f) soit une application linéaire de

A(T ;co) dans lui-même avec <jû(n) = " | | ~ a), (n.) . Alors f est une application affine
l^J$k J J

f (t,, ..., t ) = ^ a ( j , A ) t + b , 1 .$ j ^ k
3 L k UJ^k " j

w_ a ( j , JO est entier (sj_ T^ ^ Rk/(2•iï2)k) nul lorsque t est différent de j et_

lim eu., (x) = +00 .
X-^+oo Jc

&[i particulier, ^J_ aucun œ. n'est borné, f . ( t ) = N. t + b. , 1 ^ j .< k w_ N est

entier, b. un nombre réel quelconque.

D'après l'hypothèse et le théorème du graphe fermé, l'application F(——> F( f ) est

continue et pour tout j et tout m de Z, on a :
imf

(1) ||e ' I I . ^ Cœ (m)
A ( T ; œ ) J

q étant un entier 1 ^ q ^ k, fixons un groupe de k-q coordonnées parmi ( t - , . , . , t,),

la restriction de f . est une fonction g, sur R - dépendant des q coordonnées restan-

tes (t , ..., t ). Considérons le poids sur 2e1 tr(n) = co (n- ) . . . œ» (n ), on a :
1 q imf. img. x q

Ile ^1 ^ > ||e ^l
A ( T ; œ ) Ad^w)

On se limite à q = 1 ou 2. D'après le théorème 14, si le Hessien de g. n'est pas

identiquement nul, on a :

(2) Ile m ^1 - ï C^m'l^2 o^ (m) ... o^ (m)
ACr^nr) 1 q

où C- > 0 ne dépend pas de u. Alors, d'après (1), le Hessien de g. est identique-
2 2 " ^ment nul. Prenons (q=l, ^ i ^ j ) » ceci montre que 9 f . / 9t. est identiquement nul,

puis en prenant (q=2, A ,= j , ^=h^j) on voit que 9 f . J ' à t 9t est immédiatement nul,

donc f . est de la forme

r̂ • • • • ̂  = a ï t î + ^
3 k-1où A ne dépend pas de t. et est de classe C sur R , et a. est entier,

imf imiy
Ainsi : ||e J || = œ. (m â.)||e J || , - où w est le poids sur 2

AOrîa)) j j ACT——ÎTO. ) j

w. (n) = 1 [ ' ^^h^ » on a ^onc :
J lî:h$k

hîÉj imf im^
(3) ||e ^l > C 2 œ (m) ||e j ||

Ad";^) z J Ad1';^)
où C« > 0 ne dépend que de (a , a) .) .

Pour tout entier q, 1 ^ q <: k-1, fixons un groupe de k-q-1 coordonnées parmi les
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(k-1) coordonnées autres que t., la restriction de ^. est une fonction i^. sur Rq

(dépendant des coordonnées (t^,.., • • • > tj^ )) et on a :
ci -

imif. lm^.»
W Ile ^l ^ ^ | |e ^1

Ad";^) Ad^wp

où w' est le poids sur ^ : wî (n) = w, (n,) ... w-o (n ) .j j ^ i ^ q

Pour q == 1 ou 2, le théorème 14 supplique. Si le Hessien de ^. n'est pas iden-

tiquement nul, on a : ,
irnip ,„

(5) | |e J II ^ C Iml^2 a) (m) ... œ (m) .
Ad^) 3 ^ 1 \

D'après (1), (3), (4), (5) le Hessien de ^ est donc identiquement nul. En choi-
2 2sissant q = 1, on voit que 3 *(>/ 3t est identiquement nul pour 1 .$ A ^ k, puis

- ^ 2choisissant q = 2, on voit qu'il en est de même pour 3 'P. /StpSt . . C'est donc que

tf, est linéaire. En définitive

f (t .... t ) = ^ a ( j , A ) t + b pour 1 ^ j î: k
J i K W$k Jv J

où a ( j , A ) est entier et b. réel quelconque. (1) entraîne que a ( j , JO est nul si t

est différent de j et lim a)..(x) == +ro • Remarquons que l'hypothèse de régularité
x-^-œ ~ 3

sur f est superflue lorsque o).(x) > 1 + j x j pour 1 $ j < k.

k r "iLorsque le poids sur 2 est identique à 1, le théorème de Beurling et Helson [2j

assure le résultat sans hypothèses sur la régularité de l'homomorphisme. Par une

méthode différente de celle de Beurling et Helson, N. Leblanc a démontré dans J26],

qu'il en est de même en dimension k = 1 lorsque le poids a la forme œ(x) = 1 + I X 1 0 1 ,

a > 0.

Pour étudier les homomorphismes de A(R ; ù i ) ( | t [ ) ) (resp. A(R ;œ)) dans lui-même, où

ai est un poids vérifiant les hypothèses du théorème 15 (resp, 16), nous utiliserons

une version renforcée des théorèmes 15 et 16, exprimant le fait qu'il n 'y a pas

d'homomorphismes locaux autre que les homomorphismes naturels :

Théorème 15*: (resp. 16') : avec les hypothèses du_ théorème 15 (resp. 16) sur J^

poids o> , soit M une fonction C°° sur T non identiquement nulle, soit f = ( f - , ..,f,)—— ^ ———— ———— ^ K
une application de classe C (resp. C ) de R dans lui-même, telle que F »—*• MF(f)

soit une application linéaire àe_ A(T ; (jû( |n |)) (resp. A(T ;a))) dans lui-même.
le k k kAlors prenant T ^ R /(27r2) et considérant M comme fonction sur R , 2Tr-périodi-

que en chaque variable, f ji la forme indiquée par le théorème 15 (resp. 16) sur un

voisinage du support de M. Chaque coefficient a ( j , A ) non nul, peut être un nombre

réel quelconque j>J_ J_a portion du_ support de_ M contenue dans le_ pavé [ -n, +71} est

contenue dans une bande -a. ^ t $ a. avec 0 < a, < TT •

Sinon a( j , J l ) doit être entier.
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Nous ferons d'abord deux remarques
i,

1. Soit M une fonction continue sur T , non identiquement nulle. Les hypothèses sur
f étant celles du théorème 12, on a la minoration :

llMe^H , .Clu^2

Ad")
où u est réel et C > 0 ne dépend pas de u.

Il suffit pour le voir d'appliquer la pseudomesure e~111 ^ (notations de la dé-
monstration du théorème 12) à la fonction PMe111 , où P est une fonction de A^)
choisi de façon que

[ , ^ ( t )P( t )M(t )d t ^ 0 .
•'R"

On a :

| < e-^^PMe^ > |= | f ^(t)P(t)M(t)dt| ^ cju \^21| PMe^ || ,
R A(T )

d'où le résultat puisque IjPMe1^!] .< |[ p|| HMe3-^]! , .
Ad") Ad") Ad )

2. Il résulte de la remarque 1 que les minorations des théorèmes 13 et 14 sont

encore valables pour [[Me111 ||. où 'M satisfait à l'hypothèse de la remarque 1 et est
k-1de plus de classe C pour la minoration correspondant à celle du théorème 14. Les

démonstrations sont analogues à celles des théorèmes 13 et 14 en utilisant la série
de Fourier de Me111 au lieu de celle de e11^.

L'hypothèse du théorème 15' (resp. 16') entraîne d'après le théorème du graphe
fermé que pour tout 1 .$ j ^ k, on a

imf
||Me I I 1. < Cœ(m) pour le théorème 15'

A ( T ; œ ( | n | ) )
imf.

(1) ||Me ' J I I .< C œ. (m) pour le théorème 16'
Ad ;o)) J

où C ne dépend pas de m.

La démonstration du théorème 15' se poursuit de façon analogue à celle du théorè-
me 15 en utilisant la remarque 2.

Pour le théorème 16' c'est un peu plus délicat. On montre comme au théorème 16
que sur un voisinage du support de M, f . a la forme

f^, .... t^) =a^ + ^

où a, est une constante et ^ ne dépend pas de t. et est de classe C3 sur R^1 *

Pour q entier, 1 <: q ^ k, fixons parmi les coordonnées autres que t . , un groupe

de k-q-1 coordonnées. Il reste q+1 coordonnées libres (t , t. , ..., t ). Soit P
1 a

(resp. ip ) la restriction ainsi définie de M (resp. 4?. ) à T^1 (resp. T^.

En changeant les notations des points courants, soit :



imip (y, , . . . ,y )
e J q ^r-^)' J_ -p,61——7

PÊ?

^ nÊzq

Posons Q(y^, .... y^) = ^ J P(x, y^, ..., y^) dx . on a

imi^

"• '"^ - J/ ' -1
D'après les hypothèses et la remarque 1, lorsque q = 1 ou 2, si le Hessien de ^
n'est pas identiquement nul, on a donc :

(2) L l-o.nl >- c^q/2o,n ' > "I1
n^

où C, > 0 ne dépend pas de m. On a :
ima x imip (y) i(p+ma.)x .

e J e j P(x.y) = ^ c e J e1117

P»np€Z
néZ^

donc en supposant ma. entier,

ima x imip (y)
I I e e P(x.y)| | ^ = j: [c | œ ( p + m a ) .

Aa^^œ.Cp)) p€Z p*n J -1

nêZ^
Cette quantité est supérieure à :

(3) J^q 1%,J ^(ma^) >. C^ m^ (m)

d'après (2), où C^ > 0 ne dépend pas de m. Cette majoration vaut encore si ma.

n'est pas entier (on décompose ma en sa partie entière N et le reste a , on pro-
ictX

longe e en dehors du support de M en une fonction de A(T;O) ) partout différent

de zéro. On conclut facilement sous l'hypothèse supplémentaire que AÇT^^ÎO) . (p))

est une algèbre de Banach, c'est-à-dire a) (p^+p^) ^< C œ. (p? o).(p^) pour tout cou
pie (p^, p^) de Z2 .

inif. ima. x im^. (y)
Puisque ||Me J || ^ ||e J e J P(x,y) ||

Ad'îœ) Ad^1;^?))
(1) entraîne compte-tenu de la minoration (3) que le Hessien de ^ est identique-
ment nul. Prenant (q = 1 , J^ = A) on voit que les k dérivées partielles secondes

9 4 - / 8 t^ » 1 ^ ^ $ k, sont identiquemen nulles. Puis prenant q = 2, Jl = Jl ,
^ = h , on voit que toutes les dérivées partielles secondes S^./ât 8t sont

identiquement nulles. Donc ^. est linéaire, ainsi que f . :

f . ( t ^ , ..., t ) = ^ a ( j . JOt + b .
J UJl$k ~ J

So i tM( t )= I c^.ona ^ i ^ rn^ma(j,.)]t
n€z Me ^ V c e ̂ ^

n^ n
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et lorsque chaque quantité ma( j , JO est un entier

imf
l|Me ^l = l |c | rT œ (n +ma( j ,JO)

A(T ;œ) ne2 l^Jl$k

^ kol TT ^ (ma(j.JO) .
l̂ Jl̂ k

Comme plus haut cette minoration vaut encore à une constante multiplicative près

indépendante de m, lorsque m a ( j , A ) est quelconque. Ceci entraîne d'après (1) que

a( j , JO = 0 si H est différent de j et lim ( jûp(x) = +°o . La discussion du caractère

entier ou non de a( j ,A) ' repose sur des considérations évidentes de prolongement

2'iï-périodique en chaque variable de f . , 1 ^ j .$ k.
^

II est alors facile d'obtenir la version adaptée aux homomrophismes de A(R ;œ) î

Théorème 15" : (resp. 16") : Soit M une fonction C00 sur R a_ support compact non

identiquement nulle» Avec les hypothèses du théorème 15 (resp. 16) sur le poids a) ,
k 2 3soit f = ( f , , ..., f,.) une application de R dans lui-même de classe C (resp. C )

telle que F t——> MF(f) soit une application linéaire de_ A^; œ ( | t | ) ) (resp. A(R1^))

dans lui-même.

Alors dans un voisinage du support de. î\ f _a la forme indiquée par le théorème 15

(resp. 16) où les coefficients a(j ,Jl) non nuls sont réels quelconques.

Choisissons une constante r > 0 pour que le support de M(rt) soit contenu dans

E] -TT, + 7 r [ ] . Soit G une fonction quelconque de A(T ; o ) ( | n | ) ) (resp. A(T ;o)) ) avec
k k "1 kT ûf R /(2îrS?) . f étant bornée sur m voisinage du support de M, choisissons une

constante À > 0 telle que sur ce voisinage on ait

À | f | $ a < TT .
i,

Soit P (resp. if) la fonction sur T définie par prolongement périodique à partir
^

de la fonction définie sur R M ( r t ) (resp, M ( r t ) G ( À f ( r t ) ) . En remarquant qu'il exis-

te une fonction F de A(B. ; œ ( | t | ) ) (resp. A(R »( jû ) ) qui coïncide avec G sur l'inter-

valle ['-a, +a J , on a :

M ( r t ) G ( À f ( r t ) ) = M ( r t ) F ( À f ( r t ) )
•i,

et d'après l'hypothèse, cette dernière fonction appartient à A(R ; o ) ( | t | ) ) (resp.

A(Rk ;œ)), donc,
^(t) = P ( t ) G ( À f ( r t ) )

appartient à A(T ;o) ( |n | ) ) (resp. A(T ;œ)) et d'après le théorème 15' (resp. 16'),

sur un voisinage su support de P, À f ( r t ) a la forme indiquée par les théorèmes 15

(resp. 16) où les coefficients sont des nombres réels quelconques. D'où la conclu-

sion.
2 3Un corollaire immédiat est que les homomorphismes de classe C (resp.C ) de
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le leA(R » ( j j ( | ^ | ) ) (resp. A(R ;o))) sont les seuls homomorphismes naturels.

L'hypothèse de régularité de l'homomorphisme est superflue si ^ ( | t | ) ^ 1 + |t|
(resp. œ ( | t . | ) ^ 1 + |t |3 pour 1 <$ j < k) .

5.1. Nous pouvons appliquer les résultats des paragraphes 3 et 4 aux espaces de

transformées de Hankel3t(v-, ...,v ; 1 ; o») noté simplement "^(^p • • •^g î ^
(voir chap. 1.4.) et plus particulièrement aux espaces de fonctions multiradiales
(^(k,, ..., k ;o) ) de A^ÎO)) (voir chap. III. 1.2). Nous ferons au préalable
quelques remarques :

•^
1. Soit M une fonction définie sur T . Pour chaque théorème du paragraphe 3 don-
nant une majoration de ||e || il est immédiat de donner une condition de régulari-
té sur M suffisante pour que la même majoration soit valable pour ||Me || . Ces

œ
conditions sont remplies à fortiori lorsque M est de classe C

'2. Soit a) un poids de îî(q) (notations du paragraphe 1). Si F opère dans AÇT 4 ;^) ,
elle opère localement dans A(R-;O)) dans le sans suivant ; Pour tout fonction M C
à support compact dans R4 , pour toute fonction f appartenant à A^^^) à valeurs
réelles, MF(f) appartient à A(Rqî œ) .

En effet , choisissant une constante r > 0 pour que le support de M(rt) soit
contenu dans ]-IT, •+• TT [ • Soit Q une fonction C à support compact contenu dans

H-TT , +"iïQ4 et égale à 1 sur un voisinage du support de M(r t ) . Soit P (resp.*^
la fonction-:sur T définie par prolongement périodique à partir de la fonction
M(rt) (resp. M( r t )F (Q( t ) f ( r t ) ) ) . D'après l'hypothèse et la remarque 1, <f appartie
à Ad4; a). Donc la fonction sur V^ M(r t )F ( f ( r t ) ) appartient à A(Rq;u^), il en est
donc de même pour M ( t ) F ( f ( t ) ) .

3. Le résultat global est en général faux :
Si_ F opère dans A(r4; ̂ , F n'opère pas em général dans A(Rq;a)) .

Ceci résulte, d'après une remarque de N. Leblanc ([26] p. 12), des travaux de
Y. Katznelson, [24], par exemple il existe CE s fonctions F C°° , telles que F(0)=0,
qui n'opèrent pas dans A(R; 1 + |x|). Toutefois, si F opère dans A^^O)) et est
identiquement nulle dans un voisinage de 0, il est clair que F opère dans A(R*;O))
car alors seule intervient la restriction de f à un compact de R4.

Nous allons démontrer en application de ces remarques et du théorème 11' :

Théorème 17 : Soit q ^ 1 un entier, et pour tout entier 1 ^ j <: q, un nombre réel
\). ï -1/2, une application œ. continue paire d^ R dans []l, 4oo f croissante sur R ,
possédant les propriétés suivantes :

^
1. a). (x + y) < C ^ . (x )û) . (y ) pour tout couple (x,y) de R

2. JH existe des entiers A . ^ 1, p. ^ 1 avec t » ^ p tels que
3 J j l$n<q n
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-A.+v +1/2 ~p^~ j li+v^+:*•+£jx J J ^.(x) soit croissant, et pour un e. > 0 x - J J œ. (x) decrois-
J J j ——————

sant, lorsque x > 0 est assez grand. Soit œ le_ poids sur R4 œ(t) = 1 |" œ . ( t . ) , et_
l.<J$q J J ~

Î2 le poids sur R ,
—•K-————— ^ V.+1/2

Î2(x) = (1 + I x ] ) 4 7 2 TT (1 + |x|) J o) .(x) .
l.<J$q J

A(R;n) opère localement dans ^(v-, ...,\; ; a)) dans le sens suivant : pour toute
fonction M de_ % ( l]o, + °o[ q) , F de^ A(R; î2 ) , f a_ valeurs réelles de_

^(v^, . . . ,v ; œ) MF(f) appartient à ^(\^. ..., v ; œ).

Les hypothèses sur œ entraînent que les théorèmes I* et II* (chap. 1.4.) s'appli-

quent. Le support de M étant compact, choisissons une constante r > 0 pour que le

support de M(r t ) soit contenu dans []o, TT ["! . Soit Q une fonction C°° sur R^ à

support ccmpact contenu dans JO, TT [l , à valeurs réelles inférieures ou égales

à 1 et égale à 1 sur un voisinage du support de M(r t ) . On peut prolonger par pério-

dicité M(rt ) et, pour toute fonction f de *^(\^, , ..., v ; a)) , Q ( t ) f ( r t ) en fonc-
tions P, i f ; définies sur Ie1 ^ t^^-n?)^

Le théorème I* entraîne que Q ( t ) f ( r t ) appartient à A^îw) avec
V.+1/2

nr ( t^, . . . , t ) = | f (1 + |t |) J œ . ( t . ) donc ^ appartient à AÇT^ w). On ap-
4 l$j$q J J J

plique alors le théorème 14, compte tenu de la remarque 1: pour toute fonction F

de A(R;Sî) PF(^) appartient à ACT4;^) si la fonction f est à valeurs réelles. Donc

la fonction M ( r t ) F ( f ( r t ) ) définie air.R4 appartient à ACR4;»-) et d'après le théorè-
me II', à -^C^, ..., v ; œ).

En particulier, lorsque \)_ = (k -2)/2 , k. >, 1 entier pour 1 ^ j ^ q, on a avec
les notations du paragraphe 1 :

Corollaire : Soit k = k^ + ... + k une somme de_ q entiers k ^ 1. Soit œ _un_ poids

appartenant a_ ^0^> • •., k ). Supposons que pour 1 $ j $ q œî soit tel qu'il
-t.+(k~-T)72

existe des entiers ^ ^ 1, p^ 1, avec ^ ^ ^ p^, x J J ^(x) crois-

ait, et pour un e > 0, x ^ A j+ ( k j / 2 ) + £ j o)*(x) "décroissant lorsque x > 0 w_
assez grand.

POSOHS "(x) = (1 + \^\)^ TT œ*(x). A(R;^) opère localement (au sens du
l^k J ———————— — — — — —

théorème 17) dans (^(k^, ..., k ; a)) espace des fonctions multiradiales de type
(k^, . . . , k ) de ACR^ œ).

Lorsque œ est identique à 1, on a un résultat plus fort en utilisant les remar-
ques faites en complément au théorème 11' :

Théorème 18 : Soit k = k^+ ... + k une sovame de_ q entiers k. >, 1, Sj_ pour tout
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k/21 ^ j $ q, k. > 2q+l, alors A(R; 1 + |x| ) opère localement dans (/^(k. , » . . , k )

espace des fonctions multiradiales de type (k-, ..., k ) de_ A(R ) dans le sens que
pour toute fonction M de â)( ]o, +">[] ) F de A(R; 1 + jx^ ), f a_ valeurs réelles
de^(k^ , ..., k ) ; M ^ t ^ l , ..., \tw | ) F ( f ( t ) ) appartient à (^(k^, ..., k . ) .

Ce résultat est à rapprocher de l'estimation He111 || ^ C(l + |u| ) valable
A(T k)

lorsque f est à valeurs réelles, de classe C où p est pair et p > k/2. Une fonc-

tion f de (^(k,, • • • y k ) est en général seulement de classe C avec

9. = Inf (k,- l) /2 , le théorème 18 est donc plus fort. En particulier, lorsque q =1:
lî^q 3

ik /2Corollaire : A(R ; 1 + |x | ) opère localement dans (RaW espace des fonctions

radiales de_ A(V^), pour k ^ 3.

Les résultats de N* Leblanc, [2ôJ, signalés en complément au théorème 11* entraî-

nent à l'aide des théorèmes I* et II* :

1. Le résultat général suivant : il existe CES fonctions définies sur R, non analy-

tiques, qui opèrent localement dans ^(v ; oj) si œ appartient à Çî (1) et

lim x o)(x) = +°° . Sous des conditions analogues pour chaque œ. , le résultat
x->+œ J

s'étend à ^(v-, ..., \> ; (jû).

2. La meilleure condition sur îî pour que A(R; Ci ) opère localement dans ^ê(\^; 1)

(voir (^26^ page 5). En particulier les fonctions de A(R; 1 + I X J 8 ) avec a > 2, opè-

rent localement dans *^(0;1) = <R»(2) algèbre des fonctions radiales de A(R ), ce qui

complète le corollaire du théorème 18.

3. N. Leblanc donne aussi, [26J page 6, une méthode pour obtenir des résultats
globaux : il existe des fonctions différentiables qui opèrent (globalement) dans

^
^(v;l). Par exemple, les fonctions F définies sur CL, de dasse C , telles que

F(0) = 0, opèrent dans U(1/2 ; 1) = <^(3).

T,
5.2. Alors que l'algèbre ^>(k) des fonctions radiales de A(R ) a des propriétés de

1ç

calcul symbolique très différentes de celles de A(R ), nous allons voir la parenté
des réponses au problème des homomorphismes,

Le résultat suivant, conséquence facile des théorèmes I', II' (chapitre 1.4) et
3 216" (paragraphe 4) donne la structure des"'homomorphismes locaux" de classe C (C

si q = 1) de "^(v-, .., v ; œ) dans lui-même;

Théorème 19 : Soit q ^ 1 entier et pour tout entier 1 ^ j ^ q» un nombre réel

v. >.. -1/2 , une application œ. continue paire de R dans j l , +°° [_ possédant les pro-

priétés suivantes ;
1. a), est croissante à croissance lente sur R ej^ pour tout r > 0 fixé,

a).(rx) = 0(œ(x)) lorsque x -> + °° .
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2. œ. (x+y) ^ C (i). (x)œ. (y) pour tout couple (x,y) de [R'1"] . Soit M une fonction C°°j j j ——,q—— ———— — i- -^ ——— —— ——————
J| support compact dans NO, + O OL » non ident iquement nulle. Soit f une application
de classe C (ou C sj^ q a* 1) de_ FR J - dans R^, telle que 1 * image par £ du support

0
——— ——— —»—_ —

de M, soit contenue dans 0, +«{ , e^_ telle que F t——> MF(f) soit une application

linéaire de ^(v,, ..., \) ; œ) dans lui-même »

Alors sur un voisinage du support de ̂  f est une application affine : pour

1 < J ^ q, f^ti» • • • > t ) = Y a(j,jQt + b où a(j; ) est nul lorsque t ^ j .
J i q L$ZiÇq ~ ^ '•— —— —— ————

sauf si \ > = -1/2 et lim (jûn(x) < +00 ,———— A —x-^» A ^

Posons w(t) = "TT (1 • • • l ^ l ) œ . ( t . ) , pour toute fonction G de ACR^ u) il
UJ^q j J J

existe, d'après le théorème II'1, une fonction F de %>(\^i, ..., v ; œ) qui coïncide
avec G sur un voisinage de limage par f du support de M. Donc MG(f) = MF(f) ap-

partient, d*après l'hypothèse, à î^(v,, ..., v ; œ) donc, d'après le théorème I',

à ACR^ w). Le résultat est alors conséquence du théorème 16" (ou 15" si q = 1).

L'hypothèse de régularité de^ f est superfiée si^ pour 1, < j ^ k
V,+ 1 /2 1 / 9 0

(1 +| t |) J œ (t .) ^ C(l + |t. I") , ou pour q = 1 si ( l + l t ] ) ^ i/ o)(t) >,C(l+|t|6.

Un cas particulier du théorème 19 est la structure des homomorphismes locaux de
classe C (C si q = 1) de (R?(k-, ..., k ; œ) algèbre des fonctions multiradiales
de type (kp ..., k ) de AÇR^.

En corollaire immédiat du théorème 19 on obtient les isomorphismes de

^(v-, • • « , v ; œ ) sur lui-même correspondant à un homéomorphisme f de [R J sur
lui-même de classe C3 (C2 si q = 1).

Corollaire : Ifo isomorphisme F »—> F(f) d^ ^(v,, . •., v î œ ) sur lui-même,
correspondant a_ une application f de O^'J^ dans lui-même de_ classe C (C _sJ^ q=l)
est tel que pour 1 <: j .$ q î,(t., ..., t ) = a.t avec a. > 0.

0 0

En particulier, ce corollaire montre que tout isomorphisme de classe C (C si
q=l) de (%(k-, • • • k ; œ ) sur lui-même (.espace des fonctions multiradiales de

le letype (k-, ..., k ) de A(R î œ ) ) , se prolonge en un isomorphisme de A(R ; œ) sur
lui-même.

Notons, par exemple, que l'hypothèse de régularité est superflue pour les isomor-
phismes de ^(k), lorsque k ^ 5»

Pour k = 1, 2, 3, 4 les isomorphismes de (%» (k) sont aussi les seules.applica-

tions F »—>• F(f) avec f(x) = ax , a > 0. Pour k = 1 c'est la théorème de Beurling
et Helson (pour les fonctions paires de A(R))« Pour k = 2,3,4, c'est un cas par-

ticulier du résultat obtenu en remplaçant, dans la démonstration du théorème 19

(pour q = 1) le théorème 15" par le résultat de N. Leblanc sur les homomorphismes
de A(T ; 1 + |n | a) , a > 0 dans lui-même.
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Théorème 20 (N. Leblanc, plus les théo. 1 et II) : les isomorphismes de ^(\;;1+ \•K\a^

\; ^ -1/2, a > 0 sont les applications F i——> F(f) avec f(x) = ax , a > O»

La détermination des isomorphismes globaux de ̂ (v,, • • . , \) » œ) sur lui-même, ne

fait pas intervenir la structure globale de 'A6(v-, ..., \) ;œ ) mais seulement la

5 -i i l̂
structure locale sur 0, +oo [ (!. Il en est autrement pour la détermination des

homomorphismes globaux de ^(v,, • • • » v> ;(jû )' dans lui-même. On peut conjecturer

qu'il n 'y a pas d^utres homomorphismes globaux en dehors de l'homomorphisme tri-

vial F t—> 0, que les isomorphismes globaux* Nous ne savons malheureusement le

démontrer qu'avec de fortes restrictions sur le poids œ, et comme précédemment

l'hypothèse que f est de classe C (ou C si q = 1).

Il résulte du théorème 19 qu'un tel homomorphisme global correspond à des coeffi-

cients (a( j , J l ) , b . ) positifs ou nuls. Nous ferons l'hypothèse supplémentaire
3 v .+ 1/2

(«) Si q >. 2, on a pour tout 1 < j ^ q , lim x J œ.(x) = + oo .
x-)>+<» J

L'application f est alors de la forme

f (t^, ..., t ) = a t + b , a ^ 0, b, ^ 0 pour tout 1 $ j ^ q.

Puisque toute fonction F de ^(v,, ... ,v ; œ ) tend vers zéro lorsque [ t | tend

vers l'infini, on a nécessairement a.> 0 pour tout 1 $ j ^ q* Nous allons voir,

qu'avec une forte restriction sur le poids œ , les translations n'opèrent pas dans

*^(v,, ..., \> ; a) ) c'est-à-dire que la fonction F(t+b) n'appartient à

W\»,, ..., v ; (A) ) pour toute fonction F de cet espace que si b- = ..» = b = 0 .

Il suffit de le démontrer pour q = l,car on peut choisir la fonction F de

^(v,, ..., v ; œ) , q ^ 2, sous la forme :

F(t) = TT F (t )
l.<J$q J J

où F. appartient à ^(^.; ai.) pour 1 .$ j < q.

D'après le théorème I, ceci reviendrait à démontrer : , ,„\>+ 1/2
Conjecture 21 : II existe une fonction de A(T; w) , w(x) = (1 + |x|) œ(x),

qui sur un voisinage de zéro dans R , ne coïncide pas avec une fonction de îK(v;œ).

On a montré dans l'appendice du chapitre I, que dans le cas \) = p + 1/2 (p ^ -1

entier) toute fonction paire de A(T; w) coïncide sur un voisinage de zéro dans R ,

avec une fonction de ^(v ; œ), et on peut conjecturer ce résultat dans le cas géné-

ral. On peut donc préciser la conjecture 21 en se limitant aux fonctions impaires

de A(T; w).
_2

Lorsque lim inf x o)(x) > 0 il est facile de vérifier que toute fonction F de
x->+oo ^

M(v; (A) ) est de classe C sur [0, +<»[J et que F'(0) = 0. En effet , on a ;

F(x) = f (xy^J^^y^^^Wdy
' o
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avec ||F|| = [ y2^1^) h> (y) |dy < +00
Wv,œ) •'o

or — ((xy) ^J (xy)) = y(xy) ^J , i ( xy ) , donc l'hypothèse sur a) entraîne que F est
dX - \) V+i

de classe C sur [0, +00 [ , sa dérivée étant

F'(x) = x f (xy)^"1 J^^(xy)y^+3LÇ(y)dy.

Ce qui prouve dans ce cas la conjecture :

Proposition 22 : Soit a) une application continues deR dans ["1, +œ [_ , telle que

lim x o)(x) > 0, alors les translations n'opèrent pas dans ̂  (\) ; (j^).
x->+oo

D'où :

Théorème 23 : Sous les hypothèses du théorème 19, et de plus lim inf x œ . ( x ) > 0—————— ——— —— —--*————— — —————— —— — ji—— x -»-+oo j
pour tout 1 ^ j < q, tout homomorphisme de ^(\»i» .. • ,v î œ ) dans lui-même de la

3 4
forme F \—> F ( f ) où f est de classe C si q ^ 2, sans hypothèse sur f si q = 1,

correspond a_ une application

f (t^, ..., t ) = a.t. a. > 0, pour tout 1 «< j -< q .

En particulier :

Corollaire : Avec les hypothèses du théorème 19 sur le poids œ et de plus
lim x o)(x) > 0, les homomo rph i sme s de ^(v ; œ) sont les seuls isomorphismes

F(x) »———> F(ax) ; a > 0.

La conjecture 21 peut être démontré dans un autre cas. particulier intéressant,

celui où ^= -1/2 .

^(^îco) s'identifie alors au sous-espace des fonctions paires de A(R ; œ) la

conjecture revient à démontrer :

Théorème 24 : Soit œ une application continue paire croissante sur R , de R dan?

[l, +°o [_ , il existe une fonction F d^_ A(T;œ ) telle que J_a fonction G, 2 TT-pério-

dique, paire, égale s_ F sur l'intervalle [0,7rJ n'appartient pas à A(ï;co)

(T ^ R/2TTZ).

Pour œ = 1, c'est un résultat classique de J.P. Kahane [20J dont nous suivons la

méthode : Soit 9 la fonction 2TT-périodique égale à |x[ sur l'intervalle [-T, +7rJ .

Si la conclusion du théorème 24 est fausse pour toute fonction f de A(T; œ) la

fonction f o 9 doit appartenir à A(T; œ ) » et d'après le théorème du graphe fermé,

pour tout entier n on devrait avoir

ll^llAd;») < CM<n) •

ce qui contredit un calcul direct :

Lemme 25 : Avec les hypothèses du théorème 24 sur œ , la fonction 2-iï-périodique

égale Ja |x| sur l'intervalle f—rr, +71} est telle que :
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Ile1119!! >, C o)(n)log|n|
A(T,O))

pour tout entier n, |n| ^ 4, j?u_ C > 0 est une constante. De plus s'il existe un

nombre réel a, 0 $: a < 1, tel que x ^(x) décroit lorsque x > 0 est assez grand

on a
C^œ(n)Log|n| .< ||e111 11^.^ ^ C^ œ(n)log|n|

pour tout entier n, |n| ^ 4 , C^ e^ C^ étant des constantes strictement positives.

(La seconde partie du lemme servira utiérieurement). On a : e1116^' ^ c e1^
l+7T in9(x) -ipx . . , . P^ p1 f 7T in9(x) -ipx , , , +

_ = ^— e e - dx, donc pour p y - n
_ 7T

[A + ï^pj et Si = ^n ° 1/2 •

avec ^ = 2^ J_^ e e

(-l)n•p-l r-j-*-i
^ = 2i " |,?p + ï^p^ et ^ = ^n = 1/2 •

Supposons n > 0, on a donc :

II "^(^H V 1 1 / \ o)(n) '?°°r 1 1 1lle "Ad;.)= pL l'pi"^? —Jibr - ̂ ^ J
d'où la première partie du lemme.

Pour la seconde partie, on a (n > 0) :

Ile111900 H î ^)^^sl y JL+JL^^dûl y p°[jL.-^_1
T |p|<n "-P "^ ^n" p;n LP-" P^ JT |p|<n "-P ^P ^n" p>n LP-" P^

Un calcul élémentaire (développement en série entière en — et intégration terme à
terme) montre que, pour a < 1 (et n assez grand)

r 4-^ —i <^^ ^[^ -x^n] d^Cn^ognJn+l L^11 ^"J

d'où la seconde partie du lemme.

6. Soit k une somme de q entiers k. ^ 1 , 1 < j ^ q , et t = (t^\ .,., t^) la

décomposition canonique d'un vecteur t de B^ = R 1 x ... x R q. Nous allons étudier

le problème de la synthèse pour la sous-variété S(k-, ..., k ) définie par les q.
équations

I t 0 ^ = a^ > 0 1 $ J $ q,

relativement à l'algèbre A(Rk; "rT^dt^l) où chaque poids œ, appartient à iï (1)

(notation du paragraphe 1.) : la fermeture de l'idéal des fonctions nulles au voi-

sinage de S(k^, ..., k ) est-elle l'idéal des fonctions nulles sur S(k-,...,k ) ?

Il nous faut d'abord étudier le problème de la synthèse pour un point de

]0, +o°[ relativement à l'agêbre ,̂(v , ..., v ; œ).

Théorème 26 : Soit pour tout 1 ^ j ^ . q , \) >„ -1/2 et_ a), un poids appartenant à
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" o < 1 ) - V . - 1 / 2 r -q
S'il existe j tel que lim inf x J œ. (x) > 0, alors tout point die ]o, +°°[_

X^+œ J L-

est de non synthèse pour "^(v, , .. ., \) ; œ ) .

jai pour tout j, JJ_ existe a. > 1 et_ _un entier p ^ 1 tel que

v - 1/2 - -,a
lim sup x J (log x)(log) (x) . . .(log) (x) (log) (x) J œ.(x) < + co

X-H-œ " Pj-1 - Pj J J

1 " 1 Cl
(où (log) désigne log itéré p fois), alors tout point de^ 1 0, +°°[ est de syn-

thèse pour Ï((v, , . .., v ; œ) .

D'après les théorèmes I' et II' le problème est celui de la synthèse d 'un point

dans Ad'1; TD-) avec œ(x) = Tf (1 + IxJ)^ 1/2 o) . (x . ) .
l$J<q J J J

La première partie résulte de ce que pour toute fonction f (x- , , • • • , x ) de

A(T ; TD-) , T— est une fonction continue.
j

Pour la seconde partie, soit X l'espace des pseudo-mesures, dual de A Ç T " ; ® - ) .

Une pseudomesure portée par m point ne peut être qu'une combinaison linéaire finie

de dérivées d'ordre quelconque de nasses ponctuelles portées par ce point. Or,

A(T ; w ) contient, sous l'hypothèse faite, une fonction qui en ce point, n'est

dérivable dans aucune direction : par exemple une fcnction linéaire par morceaux

ayant ce point pour point anguleux. On choisit cette fonction sous la forme

f , (x , ) • • • f (x ) , chaque f , étant linéaire par morceaux en une variable. Le coef-

ficient de Fourier c d'ordre n d'une fonction linéaire par morceaux en une varia-
—7

blé, est 0 ( |n | ) lorsque |n| -> +°o , en conséquence f . appartient à
\^ .+ 1/2 J

A(T ; (1 + |x | ) J œ . ( x ) ) pour 1 $ j $ q. Ainsi toute pseudomesure T portée par

un point, est une masse ponctuelle en ce point et pour toute fonction f de ACTiîw)

nulle en ce point le produit scalaire <T, f > est nul. Par dualité ceci entraîne

que f est limite dans A ( T - ; -nr) d'une suite de fonctions f nulles dans un voisina-n
ge du point.

On pourrait étudier le problème de la synthèse pour un point de la frontière de

JJR ] les résultats sont malheureusement incomplets. On a, par exemple :

Théorème 27 : Soit pour tout 1 $ j ^ q, v . >^ -1/2 e^_ œ. _un poids appartenant a_

yn.
S'il existe j tel que lim inf x oj. (x) > 0, alors tout point de F^l01 est de—•—— ————— —— -"— x-^+00 j ——•— ——•— -———— — i - ,' —— —i—

non synthèse pour ^(v, , ..., \) ; a) ).

Si pour tout j , lim^nf x œ. (x) = 0, l'origine est ^m ensemble jie synthèse pour
â^Ç\)-, ..., v ; (jj).

La première partie résulte de ce que sous l'hypothèse indiquée toute fonction F

de ^ (\^, ..., \; ; œ ) est telle que 9 F/8x. est continue dans [R"^ (il ne
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suffit pas de savoir que 9F/9x. est continue car 9F/9x. est nul pour x. = 0 ) .

La seconde partie résulte de ce qu'un élément T du dual de ^>(v,, • • • > \) » œ) ,

porté par l'origine, est nécessairement une masse ponctuelle: en effet , d'après le

théorème 1 de l'appendice du chapitre I, il existe une fonction F de ^(v-, , • • ,\^ ;o))

qui n'est dérivable à l'origine dans aucune direction : on prend F (x , , . . . , x ) =

' f (x- ) ... f (x ) où f est la fonction construite dans le théorème cité telle que
U,^ ItW^O)! , , ̂
x-^0 x

En application du théorème 26, nous pouvons donner le :

Théorème 28 : Soit pour tout 1 $ j ^ q, un entier k. ^ l» œ. un poids appartenantj j __-—
a Î2 (1). Soit S(k,, ..., k ) la sous-variété de R , k = k- + ... + k , définie par

les équations | t [ = a. > 0 , 1 ^ j < k , ou_ t = (t , ..., t q ) est la. décom-
^ k^ k-,

position canonique d un. vecteur de R x . • . xR 4 .
(kj-3)/2

A'..1! existe j tel que lim inf x o^ (x)>0, alors S(k, , ..., k ) est un en-

semble de non synthèse pour A(R ; 1 f œ . ( | t | ) ) ._ - ^^ j

Si pour tout j , U existe a. > 1 et un entier p, ^ 1 tel que

(k.-3)/2 r -,a.
lim sup x J (log x)( log) .(x) . . . ( log) ( x ) ( l o g ) (x) ^.(x) < +œ

x-^+°o ^ Pj-l L Pj J J

((log) est itéré p fois), alors S(k,, • . * » k ) est un ensemble de synthèse pour

ACR"; YT ^(li^D).
1'<1S<1 J ,. -

La première partie qui généralise le contre exemple de L.Schwartz |33j correspon-

dant à q = l , k = 3 , œ = l , résulte immédiatement de la partie correspondante du

théorème 26 car si on peut approcher une fonction f de tfl»(k, , * . * , k , a) ) nulle

sur S(k,, ..., k ) par une suite de fonctions f de A^; " | f œ . ( | t ^ [ ) ) nulles
l^J ^çi

au voisinage de S(k- , ..., k ) on peut aussi approcher f par la suite de fonctions

de (^»(k,, ..., k ; a)) nulles au voisinage de S(k-, .,., k ) :

g - (x ) = [ f (a(x))do .
•'SO(k-) k ... X S0(k )1 q

La seconde partie généralise le théorème de C» Herz [}-^] » correspondant à q=l,

k=2, œ=l. La démonstration est une adaptation facile de celle que N. Varopoulos

donne dans . [39J , du théorème de C. Herz : on montre (en remplaçant S0(k) par

SO(k-) x ... x S0(k ) que l'idéal des fonctions nulles sur S(k- , .... k ) est en-

gendré par l'idéal des fonctions multiradiales nulles sur S(k,, ..., k ).

On a en particulier le :

Corollaire : Un cercle dans R est un ensemble de synthèse pour 1'algèbre

A(R ; 1 + |x|01) si et seulement si a < 1/2 .
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CHAPITRE IV
Fonctions de A(R ) constantes sur des surfaces

polyédrales homothétiques

1. Sous-algèbre définie par une relation d'équivalence à classes homothétiques.

Soit E un fermé du groupe G=R ou T̂  A(E) l'algèbre de Banach des restrictions
à E des fonctions d e . A ( G ) la norme d'un élément f de A(E) étant la borne inférieure
des normes des prolongements de f en éléments de A ( G ) .

Soit ̂  une relation d'équivalence sur E dont les classes sont des fermés, et
A^o(E) la sous-algèbre fermée de A(E) des fonctions qui prennent une valeur constan-
te sur chaque classe de ̂  (on dira "qui respectent ^ " ) .

Soit S une sous-variété de classe C° de dimension k-1, de l'espace euclidien de
dimension k. Nous supposerons que S est étoile par rapport à un point ̂  du complé-
mentaire dans le sens que toute demi-droite issue de ̂  coupe S en un point et un
seul à distance finie. A un tel couple ( S , S^) on associe une relation d'équivalen-
ce ̂ dont les classes sont les homothétiques de S dans les homothéties de centre ̂
de rapport positif. Prenons Î2 pour origine 0 des coordonnées dans l'espace eucli-
dien identifié à ̂  , à (% est associée l'application r : R^-————> R4' , positivement
homogène de degré un, qui à tout vecteur t de R fait correspondre le rapport d'ho-
mothétie r( t ) qui transforme S en l'homothétique de S passant par l'extrémité M du
vecteur OM = t : pour t ̂  Q, P étant l'unique intersection de la demi-droite OM
avec S, on a

r(t) = J)^11 , et pour t = 0 . r(o) = 0 .
HO? Il

lc+1La fonction z = r(t) a pour graphe dans R un cône ayant pour sommet 0 et dont
les génératrices s'appuient sur la variété translatée de S par la translation +1
parallèle à l'axe Oz. (Ici et dans la suite, "cône" est pris dans le sens "cône
positif" c'est-à-dire globalement stable par les homothéties ayant pour centre le
sommet du^.cône et un rapport positif).

Soit E une "couronne" définie par les inégalités
(1) 0 < a $ r(t) ^ b < +°o .

A toute fonction f de Ao(E) correspond une fonction F continue sur [ a , bl telle que
f(t) = F(x) lorsque r(t) = x. Donc A^(E) s'identifie à l'algèbre des fonctions F
continues sur [ a , b] telles que F o r appartienne à A(E) . On dira que F est le

"profil" de la fonction f = F o r, et on notera A ^ ( j a , b J ) - o ù A lorsqu'il n'y
aura pas d'ambiguïté - l'algèbre des profils muni par transport de structure, de la
structure d'algèbre de Banach de A^E).
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1-
La restriction d'une fonction de A(R ) à un sous-espace vectoriel de dimension un
appartenant à A((0 , on a donc l'inclusion

A^(|a. b] ) C A ( [ a , bj)

où le second espace est l'algèbre des restrictions à [a , b] de A ( R ) . Le spectre
de A ^ ( f a , bj) n'est pas nécessairement l'intervalle [ a , b~| : on peut donner, [ 8 ] ,0(3 -*
des exemples simples en dimension k ̂  4, de surface S pour laquelle A-,(E) est ré-
duite aux constantes. Il est raisonnable de conjecturer qu'il en est ainsi lorsque
la fonction r n'appartient pas localement à A(P. ) dans le complémentaire de l'ori-
gine, c'est-à-dire lorsque S n'est pas assez régulière.
Dans le cas contraire, il est facile de montrer :

Proposition : Lorsque r appartient J| A ( E ) , E étant une couronne compacte, l'algèbre
A^(E) a pour spectre l'intervalle [a, bj .

.En effet, l'algèbre A/, ( [ a , b^) est autoadjointe, la fonction x t—> x appar-
tient à l'algèbre et sépare les points de [ji, b] , enfin si F appartient à A et ne
prend pas la valeur À sur f a , b ] , alors F/(À-F) appartient aussi à A ( car
For/(À-For) appartient à A ( E ) ) .

Le spectre de A est alors l'intervalle fa, bj d'après une propriété classique
des algêbres de Banach de fonctions continues sur un compact. (Voir par exemple L.
Loomis [29j , pages 54-55).

L'appartenance de f = For à A(E) est une propriété locale, dans le sens que si
une fonction continue sur E, coïncide au voisinage de chaque point de E ( y compris.
éventuellement le point à l'infini) avec une fonction de A ( E ) , alors elle appartient
elle-même à A(E) (propriété classique de Wiener). En conséquence l'appartenance de
F à l'algèbre des profils A^( [ a , bj) est une propriété locale, dans le sens que
si une fonction continue sur fa, bj coïncide au voisinage de chaque point de j"a,b'1
avec une fonction de A^ ( j a , b~f ) , elle appartient elle-même à cet espace.

L'étude du comportement au voisinage de zéro et de l'infini des fonctions de
A-n ( J O , +00^) présente des difficultés supplémentaires (cf. le cas où S est une sphè-
re, appendice du chapitre I ) . Aussi nous limiterons, sauf précision explicite, au
cas où 0 < a < b < +°° .

kNous supposerons désormais que r appartient localement à A(R ) dans le complémen-
taire de. l'origine, ce qui se traduit en termes de régularité de la sous-variété S.
L'intervalle compact [a , bj peut être supposé par homothétie, contenu dans ^0, iiT

et en prenant pour modèle du tore t l'intervalle [—n-, +-iï] , on peut considérer A
comme une algèbre de Banach formée des restrictions à [ a , b] d'une classe de séries
de Fourier absolument convergentes :
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F(x) = ï a^ ê
n^Z

munie d'une topologie plus fine que celle de A ( | a ,b^)*

Soit œ une application de 2 dans [l, + ooT", on a d'après le théorème du graphe

fermé la proposition :

Proposition : A ( [a, bj ; a)) est topo logiquement inclus dans A sj_ et_ seulement JJL

lim supQœdOj-^le""-!! < +» . —

n-H-oo

Corollaire : Si S est assez régulière pour que ||e I L ^ F t sc)lt a. croissance lente,
l'algèbre A(O(E) est régulière .

Remarque : Lorsque ||e IL ('F'» est a crolssance lente, il est facile de montrer que
le spectre de l'algèbre A = ^([a '» •^f ) est fa*, +°o [ (pour a' = 0 on suppose de
plus que r appartient à A(R ) au voisinage de l'origine). On considère l'algèbre
<\i .— . -
A des fonctions continues sur [a', + œ j _ u { + o o } de la forme À + F où À est une cons-

tante quelconque et F une fonction quelconque de A (on a F(+œ) = 0). Par hypothèse

A contient les fonctions indéfiniment différentiables à support compact ce qui per-
- ^

met de montrer que A sépare les points de [a', +<»[ u {+<»} . Le spectre de A est

donc Fa', + < » r u { + o o } e t on en déduit aisément que le spectre de A est [ a ' , +°°[ .

Il est facile de donner des conditions de régularité suffisantes sur S pour as-

surer la croissance lente de [|e IL/T.^ en particulier d'après le th. 9 ' , chap.A\L/
III.3. (appliqué avec un poids a) = 1 ) .

Proposition : Sj_ S est une sous-variété âe_ classe G"1 , m pair > k/2 , A ( [a, b1 )

est une algèbre régulière de_ spectre |a, b] avec les inclusions :

A([a, b j ; 1 + [nl^2) -^ A^[a, b ]) c^ A( |a, b]) .

La majoration . , ,_
lle^H ,< C(l . In^2 )

A'(E)

(où C ne dépend pas de n) qui entraîne ce résultat n'est pas la meilleure possible

comme le montre le cas où S est la sphère, en effet . A/, (Fa, b1 ) est alors isomor-

phe à A(r<a , b1 ; 1 + |n| ) ce qui entraîne en particulier l'existence de

constantes C, , C^ > 0 indépendantes de n telles que :

C,(l. l^72) .He^ll ^C,(l. In^-^2)
A(E) 2

(ce que l'on note Ile1111'^ ^ |n | ̂ 1) /2) .

Lorsqu'il existe un ouvert de S de classe suffisante (C111 où m est la partie en-

tière de k/2 + 2) le théorème 12 chap. III.4.1. (avec la remarque 1 qui suit l'é-

noncé des th. 15' et 16') ne s'applique pas à la minoration de He1111" || , v car le
Hessien de r est identiquement nul (sur l 'ouvert).
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Mais il est facile de montrer que ; .

Proposition : S'il existe un ouvert de S de classe C , m partie entière de

(k-l)/2 + 2 , alors Ile1111"!!^^ ^ C^^'1^2 o^ C > 0 ne dépend pas de n.

Corollaire : Soit œ une application de_ ï dans j l , +°°Q » sj_ A( fa» bj) ; œ) est

topologiquement inclus dans A.,( [a, b j ) 011 jl nécessairement
, ,_ / ' i f_i \ / • ) v^

lim^inf |n[ ' / / œ(n) > 0.

kSoit Î2 l'intérieur d'un cône de R de sommet 0 dans lequel la fonction r est de

classe C • Considérons un hyperplan H de R ne contenant pas l'origine et dont I*

intersection avec n est non vide, supposons H défini par exemple par l'équation

t! - 1 -
Soit tf(u.., ..., u^ i ) la lecture de la restriction de r à H, dans un paramétrage

linéaire de H, identifiant H à R '̂"1. On a évidemment :

1̂1 .< I l e1111'!!
A ( E O H )

e $ e A(E)

Par ailleurs, il est clair que le Hessien de ip n'est pas identiquement nul dans
Sî 0 H, le théorème 12 (avec le remarque citée) s'applique alors à la fonction lp

donc l l f i ^ l A C E Û H ) ^ C^^"^/2 où C > 0 ne dépend pas de n.

Y. Domar ["7J, a récemment élucidé la structure de l'algèbre Ag.(E) lorsque la
sous-variété S appartient à la classe (Z) des surfaces suffisamment régulières

dont la courbure gaussienne est finie et différente de zéro en tout point*

Le résultat, remarquable, est que la situation est la même quel que soit la for-

me particulière de S dans la dasse (Z) :
Théorème (Y. Domar) : Pour toute relation ^a associée à une surface S de la classe

(E) , l'algèbre A^( [a, bj) des profils de A.o(E), coïncide localement sur "|a, b \_
avec l'algèbre A(T; 1 + \n\^~1^2).

En particulier, ceci entraîne ll®1^!!^^) ^ H^"072 .

Remarque : Le résultat global, égalité de ^(O^f8» ^1 ) avec l'algèbre de restric-
tions A([a, b] ; 1 + |n| ) » reste, semble-t-il, une conjecture.

i,
Plus généralement, soit f une application continue de R dans R telle que chaque

i-
sous-variété de R d'équation f ( t ) = cte soit compacte. Soit E la couronne définie

par -°° < a < f ( t ) < -b < +°° et (R? la relation d'équivalence dont les classes sont
les sous-variétés précédentes. L'algèbre A^o(E) est isomorphe à l'algèbre A des
fonctions F continues sur [a, bj telles que F o f appartienne à A(E) . Si f appar-

tient à A(E) le spectre de A est [a, bj • Lorsque f est de classe suffisante au

voisinage de E avec m Hessien non identiquement nul sur E, [je111 [L/,-,^ |n| mais
— / V 2cette évaluation ne suffit pas pour décrire A : par exemple pour f ( t ) = L t. ,

•••^Jv^ J

il existe des fonctions de F appartenant à A sans appartenir à
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A ( [ a , bj; 1 + | n | ) qui est la meilleure algèbre à poids inclue dans A . Suppo-
sons qu'il existe une application <î> de R dans lui-même assez régulière, et telle
que g =<î> o f ait un Hessien identiquement nul sur E - ceci revient à supposer que

T̂

les classes de ̂ >sont les sections par les hyperplans parallèles à R d'une surfa-
k+1ce dêveloppable de R -. C'est par exemple le cas lorsque f est une fonction po-

sitivement homogène de degré a ̂  0. La structure de l'algèbre A précédente, ou de
A^(E) s'obtient en étudiant l'algèbre isomorphe A' des fonctions G continues sur
un intervalle [ a ' , b'J telles que G o g appartienne à A ( E ) .

Y. Domar démontre que si f est une application assez régulière de R dans R, de
Hessien identiquement nul, telle que chaque sous-variété d'équation f ( t ) = c
soit compacte avec une courbure gaussienne partout finie ,et différente de zéro,
alors pour -°° < a < b < +°° , A coïncide localement sur 1a, b [ avec
A(R ; 1 + Ixl^-^72) et en particulier H e ^ L , , „ |n | ('k-l)/2'. Ce résultatA^L;
complète le th. 12 du chap. III. 4. et montre que la majoration de Ne | | . . don-A(E)
née par le th. 9 ' n'est pas précise lorsque le Hessien de f est identiquement nul.

Les résultats de Y. Domar permettent d'étendre au cas où S appartient à la clas-
se (Z ) les résultats locaux concernant le calcul symbolique et les endomorphismes
de A(^(R ) obtenus au chap. III.5.En particulier, les seuls automorphismes de
A-OR. ) correspondent aux homothéties de centre 0 de R .

2. En opposition au cas régulier, nous prenons maintenant pour surface S une sous-
variété de dimension k-1 de classe C ° , linéaire par morceaux. L'hypothèse qu'elle
est étoilée par rapport à un point du complémentaire équivaut à supposer que S est
le bord d'un ouvert connexe dont la fermeture est un polyèdre compact P ( S ) . En
dimension k ̂  3 il pourrait y avoir un nombre fini arbitraire d'arêtes (sous-va-
riété linéaire de S de dimension 1) partant d'un sommet de S (composante réduite à
un point du bord d'une arête). Nous excluons ce cas, en limitant l'étude au cas où
de chaque somme partent des arêtes en nombre égal à la dimension k de l'espace am-
biant : on dira que S est de "type minimal" et on désignera pas (^) la classe
ainsi définie de surfaces polyèdrales . La fonction r associée à une surface poly-
édrale S a pour graphe, dans l'espace R + , un cône de sommet 0 formé d'un nombre
fini arbitraire de "facettes" sous-variétés linéaires de dimension k.

Soit E une "couronne polyédrale " définie par :
( 1 ) 0 < a < r ( t ) < b < +°°

II n'est pas évident, à priori, que A^(E) contient des fonctions non constantes,
ni que r appartient' localement à A(Rk) : cette propriété sera démontrée plus loin
(th. 5 ) .

Nous montrerons la propriété analogue à celle démontrée par Y. Domar pour la
classe ( Z ) : les profils des fonctions de A^(E) sont localement les mêmes sur]a, b[
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lorsque S varie dans la classe ( ' S ' ) . Ce sont les fonctions qui appartiennent loca-
lement sur ] a , b [ à A ( T ; (log | n | ) ) (ceci par abus de notations, le poids con-
venable étant n'importe quelle application paire de î dans fl, + ° ° [ telle que, à
l'infini œ(n) ^ ( l o g | n | ) ) . Mais nous verrons que l'inclusion de l'algèbre de
restrictions A ( [ a , b] ; (log | n | ) ~ ) dans l'algèbre des profils A « ( [ a , b j ) est
stricte , ce qui signifie qu'il existe des fonctions de A(E) qui respectent^ sur
E et dont aucun prolongement en fonction de A(R ) ne respecte d^ dans l'espace en-
tier. •i^
Soit Î2 un cône fermé de sommet 0, dans R , contenant en son intérieur un seul

des sommets de S.
Proposition 1 : Lorsqu'on fait varier S ,1e sommet de^ S choisi, JLe cSne ̂  autour
du sommet choisi, il n'y ja que deux espaces de profils, isomorphes entre eux,pour
les algèbres A^(E H Î2), correspondant respectivement aux cas w_ P ( S ) 0 îî est
convexe ou non.

Soit S la surface polyédrale bord d'un cube de R définie par l'équation :

sup 1 1 . | = 1
Uj<k J

Montrons par récurrence sur la dimension k que l'algèbre A.ç (E û îî ) ne dépendu^o o o
pas du cône ̂  contenant en son intérieur un seul sommet A de S :

Lorsque k, = 2, une fonction f de A^ (E 0 ^ ) ne dépend que d'une coordonnée dans
le complémentaire de la droite OA, et donc il existe un prolongement de f dans

0

A(R ) respectant la relation ^ dans tout cône îî' contenant îî , et ne contenant
que le sommet A de S. Les algèbres de Banach A/n (E 0 fi ) et Ar> (E 0 î î ' ) ont

v<>o o o <?<^ o o
donc même espace de profils.

Pour k >, 3, une fonction f de A^ (E 0 Ci ) au voisinage d'un point M de S n E
'̂ 0 ° o o

différent de A, dépend au plus de k-1 coordonnées en lesquelles c'est une fonction
k-1

appartenant localement à A(R ) respectant une relation (Ry (k-1) associée à uno
cube S^(k-l) dans un cône ^(k-1). Par hypothèse de récurrence la fonction en
(k-1) coordonnées se prolonge dans un voisinage de E 0 0 (k-1) en respectant la
relation ^(k-1). Donc la fonction f se prolonge dans tout cône îî' contenant îî
et ne contenant que le sommet A de S, en une fonction de A^1^) respectant la rela-



106 CHAPITRE iv

tion ^ dans E f\ Î2' . Les algèbres de Banach Ao (E 0 Sî') et A,p (E 0 Î2 ) ont
0 0 0 ""O 0 0 WQ 0 0

donc même espace de profils A( [a , bj ).

Pour démontrer la proposition 1, distinguons deux cas :

1er cas ; L'intersection du polyèdre P(S) et du cône Î2 est convexe. Il existe

un isomorphisme linéaire À deK sur lui-même laissant fixe l'origine et appli-

quant E 0 iï sur E 0 Ci où E est une couronne cubique et îî un cône fermé de- o o o * o
sommet 0 contenant en son intérieur un seul des sommets du cube S . L'automorphis-

me f 1——> f o S, de A(R ) induit un isomorphisme des algèbres de Banach

V (E 0 Sî ) et Ap(E 0 !î) préservant l'espace des profils.
o
2ème cas L'intersection de P(S) et de îî n'est pas convexe. On peut trouver un

isomorphisme linéaire de R sur lii-même laissant fixe l'origine et appliquant
a. /v/ ^ k

E 0 Î2 sur E 0 Î2 où E est le fermé de ^ défini par : a <: inf |t | ^ b, tî unoUj$k^ •«•<»j ̂  r +nk
cône fermé de sommet 0 tel que Î2 — {0} soit contenue dans l'intérieur de JR J
et contienne dans son intérieur le point de coordonnées t- = t« = . . . = t, =
L'espace des profils de A ̂  (E 0 Î2) est ainsi identique à l'espace A ( [ a , b] )

t k = l •

des fonctions G continues sur [a, b] telles que G( inf | t . | ) appartienne à
^ ^ 1/4 ̂v Jl$j^k J

^
(E 0 îî ) que l'espace A ne dépend

A( E^n ^).

On voit, comme pour l'espace des profils de A.
<\, '

pas du cône particulier Sî .

Par ailleurs ilPar ailleurs il est clair que A ( [a, bj ) est isomorphe à A^, (E 0 Çî ), car une
'\» ^ o-' - - inf - - - - - - -fonction qui ne dépend que de

ne dépend que de

t. dans
l<j$k

E H îî est aussi une fonction quio o

sup (a - t.) où a est choisi assez grand.
UJ^k j

^
Remarque : Les espaces A([a, b] ) et A ( [a , b]) sont isomorphes, mais à priori

'\i
différents : A se déduit de A par le changement de variable x »—^(a+b-x) .

Nous verrons plus loin (th. 15) que localement sur ] a , b[ , A est formé des fonc-
tions appartenant à A ( T ; [log | n | ] ) , espace invariant par le changement de
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^
variable précédent. Il en résulte que A et ,A coïncident localement sur ta, b |" .
Le résultat global reste un problème ouvert,

II est facile de montrer ensuite :

Proposition 2 : Lorsque le_ polyèdre P(S) est convexe, les algèbre s A (E n ^) et

^W ont 1e. mem^ espace de profils.

A toute fonction f de A^,(E 0 îî) correspond une fonction F continue sur fa, b]

telle que f ( t ) = F( r ( t ) ) dans E û îî. Montrons que F o r appartient à A(E) . Pour
T.

cela considérons un recouvrement de R - {0} par n cônes ouverts Ç î . , j= l , . . . ,n

de centre 0 tel que chaque cône fermé Q. contienne un seul des sommets de S, et

soit a _ , j = 1, ..., n , une partition C°° de l'unité sur un voisinage E* de E,
* *subordonnée au recouvrement de E partes ouverts E 0 îî. . D'après la proposition

1 et l'hypothèse F o r appartient à A ^(E t\ ?L ) et donc la fonction a,. F o r qui

a son support dans Q appartient à A(E) . En conséquence il en est de même pour la
fonction For qui est égale sur E à ^ a..For .

Uj$n j

Soit ( /?^) (resp. (Ç^)) la classe des surfaces S pour lesquelles le polyèdre

P(S) est convexe (resp. non convexe). Les propositions 1 et 2 entraînent donc :

Théorème 3 : Les algèbres A^(E) ont le même espace de_ profils, lorsque d^est une

relation associée à une surface quelconque de la classe (^ ) (resp. ( 'V ) ) , E— — ——i—— c ——c- ne
étant une couronne compacte dans R - {0}, d'épaisseur fa, b] , associée à <%,.

L'espace des profils correspondant à la classe ( ? ) est formé du sous-espace

des profils correspondant a_ la_ classe (^? ), globalement stable par J_e changement
je variable x t———»• (a+b-x) .

Pour obtenir la seconde partie du théorème il suffit de remarquer que, avec les

notations de la proposition 1, l'espace des profils correspondant à la classe (<? )
. . . c

est A ([^a, bj) et celui correspondant à la classe (^ ) est l'intersection
A ([a. bj) 0 X([a, b] ).

Remarquons que, à posteriori, cette intersection est non vide et contient
A( |a . b j ; (loginl)1 '"1).

3. Prenons pour modèle de î^, le cube [-TT, +1̂  de t^-, une fonction définie sur
k le

T s identifie à une fonction sur R , 2-iï-périodique en chaque variable. Soit (R?

la relation d'équivalence sur T dont les classes module ^•iïZJ1^ sont les surfaces

des cubes homothétiques du cube [-TT, +7r] dans les homothéties de centre 0 et de
rapport r, 0 ^ r ^ TT. Nous nous proposons d'étudier la sous-algèbre fermée A(<» (T^

de A(T ) des fonctions constantes sur chaque classe de <R? , Sa connaissance en-

traînera en particulier celle des algèbres A (E) définies en 2.

A^ (T ) est isomorphe à l'algèbre des "profils", A , des fonctions continues F

définies sur |o, irj telles que For appartienne à A^) avec
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r(t) = sup |t | pour 1 1 | ç ^ . J = 1, .. •, n .
^J$k j j

A est évidemment contenue dans l'algèbre A°(T) des fonctions paires 2TT-périodiques

à séries de Fourier absolument convergentes qu'on peut considérer comme des séries

de cosinus :
F(x) = ^ a cos nx , ^ |a | < +<» .

n$0 n^O n

Nous allons préciser dans la suite cette inclusion.

3.1. Calcul des coefficients de Fourier c , p =(p,, ..., p.) point de 2\ d'une

fonction f = For de A., (T^.
Ot-o

Soit pour q = 1, ..., k, A (resp. A') le sous- ensemble de T^ défini par

r(t) = t (resp. r(t) = -t ). T est la réunion des fermés contigus U (A UA').

Au coefficient (2ïï)'~k près on a : l^q^k

c = [ , f^e'^dt = ^ 1 + I' avec
p ^ l-<q^k q q

1 = f f^e-^dt = F FC^e-^rrT r e^dyt dx
4 ^ Jo ' - j ^q- ' -x J

1 , = f fCDe-^dt = F We^ ['17 r e-^J^yl dx .
q !^ ^ ^^^x J

Soit J un sous-ensemble non vide de {1, ..., k}, on dira que p est de "type J"

si p. ^ 0 lorsque j appartient à J et p = 0 sinon.

Posons w = TT P. et h = k - card J (donc 0 $. h ^ k-1).
p j£J J

Soit D l'ensemble à deux éléments {+1 , +1} et D" l'ensemble des 211 éléments

formés d'une suite de n nombres dont chacun est égal à t 1. Lorsque q appartient

à J, soit J = J - {q} , un calcul facile montre que :

, ̂ -(k-h-1) -1 ^ ̂  f^x^e "^jL^^ ̂
q ^k-h-1 j€J^ j Jo

où (e.j).^ est un élément quelconque de D ~ ~ , et

"^V ï 'jPj^

I, = (-i)-^-11-1^^1 , ^ ,(TT c.) ^(-l)k-h-l(2x)hF(x)e Jejq d.
4 4 D i JÊJ J •'o

Soit G la fonction définie sur |-ïï, +Tr|- {0} par :

G(x) = F(x) pour 0 < x < TT, G(x) = (-D^FC-x) pour -iï^x<0

G est le prolongement de F par imparité (resp. parité) lorsque la dimension k est

paire (resp. impaire). Lorsque k est impair, G se prolonge en une fonction de
k i~ i

A(T ) sur l'intervalle [_-îr, +TTJ . Lorsque k est impair l'origine 0 est un point de
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discontinuité de première espèce pour la fonction G sauf si F(0) = 0 ce que l'on
peut supposer quite à retrancher de f une constante, mais G n'est pas, à priori,
une fonction de A(T).

L'expression de 1 + 1 ' est à l'aide de G :
q q -i(P^I ^Pj)-

I.r^-i)-^^-1 I (TTs.^x^e jçjq dx
q q q k-h-1 j€J j •'-TT

donc ^ -i( ^ ^Pi^
i 1 +1' = (-i)^-11-1^)-1 ^ ( ——c.)[ (2x)hG(x)e j€J dx .

qCJ q q k-h jeJ J J-TT

Lorsque q n'appartient pas à J, un calcul analogue montre que
-i( ï ^PI^

I .1. , (-i)1--1,-1 ^ (FTs,) (2x)h-lG(x)e ^ dx
q q pk-h jtJ -' i-v

donc,

(1) e-C-i)-^^11-1.-1 î (^^^(^rhx^-ix^^pne '^^^^dx.
p pk-h j€J J •'-TT ~ J J J 3

Dans le cas particulier où la fonction G est à variation bornée, soit dG(x) la
mesure de Stieltjes associée, l'intégrale du second membre devient après intégra-
tion par parties, en posant À = ^ £.iP. :

j€J J J

/ - . À h — , <. r- / ,^k--hi f h —iÀx ,-, x(-1) TT F(TT) [J. + (-1) J - x e dG(x) .
•'-TT

Mais la quantité A = ^ ( T^'e/X-l)'^ Açir) [l + (-l)1^"11] est nulle .
^k-h jej J

En effet, toutes les combinaisons ^ £ .P . ont la parité de ^ p. , donc
j £J J j j€J J

A = (-^ Ac^ri + (-l)1'"11] i ( TT-) = 0
^-h j 6 J ^

(car le dernier facteur est nul).
Donc, lorsque G est à variation bornée :

-i( î e p )x
(2) c = -(-i)-<k-h)2h-Vl î (TTc,) x^ ^£J 3 dG(x) .

P ^k-h jéj j •'-TT

Lorsque J = {1, • • • » k} , h = 0, la formule (1) devient

(3) c p = iS2-̂  1 ( T T ^ ) ( 1 G P ) G ( i c p )
p ^ ''l*"^ k Kjçk J l^j$k J •J l^j^k J J

où G(n), n 6 Ï sont les coefficients de Fourier de la fonction G.

3.2 Lemme 4. Pour k ^ 1, entier, e^ n entier quelconque
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S(n;k) = ^ ————— est équivalent à — — (log|n|) lorsque
p^...+p^n |pr..pj |n|

PI...P^O

|n | —>- +00 .

Soit f(x) la fonction 27r-périod^que égale à 2 log ( —————— ) pour 0 < x < îv
2 sin x/2

elle est sommable et sa série de Fourier est

f(x) ^ 2 ï ^- cospx = 5: ——e^ .
p^l p p<Z - {0} |P|

La série de Fourier de [^(^l est donc:

[^(x)]1^ ^ S(0;k) + 2 ^ S(n;k) cos nx .
n^l

Ainsi pour n ^ 0 ,

S(n;k) = ^- j^ [log( ̂ ^ )] cos nx dx •

—kSoit a , = ïï2 S(n,k), une intégration par parties donnen , K . -ir r71' r~ i --]k—i
Vk = 2n j^ [log( 2 sin x/2 )| cotg t sin nx dx •

0 r i n1^1
La dérivée de la fonction iy(x) = log(-^——:——-p. ) sur l^ntervalle 0 < x ^ TT

i / ^ (k-1) F 1 J^2 2 x 1 F, 1 .l1^"1 1^(x) = - ̂ ^ l̂og^-^-^) [ cotg ^ - ̂  ^og(^^^^) [ -^^

LP est positive et décroissante sur l'intervalle 0 < x ^ T •

Posons a , = u - + v , avecn,k n,k n,k

"n.k = In J ^(x) sin nx dx et Vk = In f , ̂ (x) sin nx dx •* •'o f •'•iï/n

II existe (d'après le seconde formule de la moyenne) un nombre Ç, — < E, < -3- tel

que : r/3 r^ i
i^(x) cos nx dx = 4>(-) sin nx dx = - ^(-"-) F -1 - cos nÇ | .

i / J / n n '—•"iï/n •"iï/n

D'autre part,
rîT rTï

^f(x) cos nx dx = - - ^(J-) + - ^'(x) cos nx dx .J / o n j n j / ^;Tr/3 ^k-i •'TT/3

Or, 4>(-^) = log(2-sï—772n' ^ cotg'2'^ est êq111^161^ (au sens strict) à

o r"' "7k—l i> 1 1 1
—n log n Jorsque |n| ^ +°0 . Donc v , = 0(—— [log|n|]| ' ) lorsque |n| -^ +00.

7r l- J n» |n| '
Par ailleurs, pour 0 < x $ •iï/n, on a cotg (x/2) sin nx $ (-iï/2)n, donc

, fiï/n r- n, -k-iï - / TT s, k-1 ,
"n,k -î T ^ ^og( 2; )] dx-



rr- €"- - CL- ik-- • Hfh il"-.-» M"....
^ ',__-——^çn——-—"'T

| — + ( - 1 ) (k-l)!

donc' "n.k < ̂  [̂  t]^ 0(-^ |log n^-2). ~^~~~~

Ainsi S(n;k) = o(-^[logMJ1'-1) lorsque |n| ^+» .

Pour la minoration, décomposons l'intervalle 0 < x î ^ en intervalles de la forme

'^"^n • I î ^"squ'â la plus grande valeur possible q^ de q. On sait déjà que
fTT

c<
, C-iï

2n' J ^ ^(x) cos nx dx = 0( -3-^- ) lorsque [n| ^ + co . on
% n 71 II1!

rq — ^9/,Ai\i . -
'"o^.^ . . . . . f<2q+l^ ( •

^ ^v../ ^.^
0 " 4>(x) cos nx dx = ^ J ^+ " ^ç(x) - ^(x^ )1sin nx dx

^

ou la somme du second membre s'obtient en regroupant les intégrales sur deux in-

tervalles consécutifs. Chaque terme du second membre est positif car la fonction

l'(x) = >p(x) -y(x + ^ ) est décroissante sur l'intervalle 0 < x < q ^ puisque ^'

est croissante dans l'intervalle 0 < x < -"• . Donc on a : ° "
7T 3

|̂ (x) - ̂  + ̂  sin nx dx ̂  |:-f(̂ ) - ^(^)] ,

or' ̂  - ̂  s [^T7^ )]"-. i, - h(rsrar -g,
est équivalent à l"i [loginl^-1 lorsque |n| . . «. ce qui achève la démonstra-
tion.

3.3. Nous pouvons maintenant démontrer

Théorème 5 : .La fonction r(t) = ̂  |t^| ^our \^\ ,< .. 1 ,< j ^ k, appartient a

A(Tk) -etL l181" "'-l'Adk) <^2- IÎ ÎL^) £2ifa"iSâlenlà (loginl)^1 ^our
|n| -- + », lorsque k est pair (resp. impair).

Soit F la fonction sin nx (resp. cos nx) lorsque k est pair (resp. impair) la

fonction G associée (notations de 3.1.) a la même expression que F, et ses coeffi-

cients de Fourier G(q) sont nuls sauf pour q = ±n et alors G(în) = t 1/2 .

Soit Pj l'ensemble des points de ^ de type J, montrons que pour tout J

pjp S' ° "«^eN) ~ > l°"q"e |n| -<• +« où les Cp sont lés coefficients de For.
J

Utilisons l'expression de Cp valable lorsque G est à variation bornée ((2).3.1.)
ce qui est le cas : ./ y „

(i) ^ » -(-i)-œ-^-yi ; ̂ ) f -h e" ^J£jpj dc(x).
pk-h jej 3 î-,

Remarquons que étant donné un choix (^) dans D11-11, la somme i|c | étendue aux
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points p de P. pour lesquels ^ e.p. == n , est majoré câpres (1), à un facteur
J -^j J J

indépendant de n près par: -

° 1 JL

JjW" 1-1
et d'après le lemme 4, cette expression est 0([log|n|] ) lorsque |n| -»•+œ .

riT , .,
La fonction de À , x e~1 ^G^x), est à un coefficient constant près la dérivée

d'ordre h de la fonction
6 ( À ) = F e'^dGÇx).

•'—iï
Lorsque k est pair

e ( À ) = n [ e'^cos nx dx = (-l^n sinÀ-n \—— - -]— pour À ^ t n| | n""" A n^A
^-7T L. J

et e(î n) = n-iï .

Lorsque k est impair

e ( À ) = -nf e^^sin nx dx = -iC-l)" n sin ÀTT -1- - -1- pour \^ t nj n+ À n— À; -TT L J

et 6(n) = -ni-iï , 9(-n) = ni-n .
Il est clair que lorsque À est un entier différent de ^n , |n+À| < |n+Àq|et
|n-À | ̂ In-À^pour tout q ^ 1 et toute dérivée d'ordre h ^ 0 de 9 est telle que

(2) 1900 ( X ) [ ,< C |n | (— ] —+— l —)
|n+À| |n~À|

où C ne dépend que de h.

Soit p un point de P- tel que chaque combinaison ^ e.p. soit différente de în,

d'après (1) et (2) , |e | est majoré, à un facteur indépendant de n et p près, par

^L ï i
H pk-h |n - ^ £^ pj|

Le calcul de la somme ^ |c | étendu aux points analogues de P- peut se faire en
intervertissant l'ordre des sommations :

^1 = ̂ '"IJz-M^T < ^M)-^"!^-)
j t J J

en remarquant que pour h = 0, c est nul si chaque combinaison ^ e .Pi est dif-p ^^-i
férente de IH^ ceci achève de démontrer que ||For|| , = 0([log|n|] ) lorsque

A(Tk) ^
[n | -^ + oo . pour la minoration, considérons l'hyperplan H de (R d'équation

- ^ - x. = n , P désignant les points de ï tels que p, ... p. ^ 0, considérons le

sous-ensemble E de H H P des points n'appartenant à aucun autre hyperplan d'équa-

tion ^ e .p . = ^i et F le complémentaire dé E dans H O P . Lorsque p appartient
1 ^ - ^T, J J

à F, iî-existe un entier q, 1 ^ q $ k-1, et une partition { j,, • • • , j } ,
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^ -^q+1' '"' ̂  de { 1» • • • * k} tels q"6

p + ... + p - (p + ... + p ) = n -
J! \ W ^

p + ... + p + (p + ... + p ) = n
J! -'q -'q+1 -'q

donc p + ... + p = n et p + • • • + ? . = 0
•'1 ^ ^+1 ^

Soit C la somme ^ ,_———^——— . étendue aux points de R^ tels que

^+1"*' ^
p + ... + p = 0 et p . . . p . ^ 0 , on a clairement
'q+l ^ Jq+1 \

<3) 1 I-D——L——^ ^ C S(n;q) .
pfeF ' P I ' - - Rk ' '

D'autre part, lorsque p appartient à E, |c | = -i—Ln-1——i donc
v i i i i v i p i P r ' - P k lï l^ l = l"! 1 |p———p-T et. 1 k

peE p péE i P r - - P k 1

P € E cp ~ n Lp^np I P r - - P k l ' pL IPr-Pkl- l
donc d'après (3) , i -

ï I e 1 ^ l11! S(n;k) - C S(n;q)
pÊE p ••-

ce qui achève la démonstration d'après le lemme 4 (car q f k-1).

Une conséquence facile du théorème 5 est :

Proposition 6 : Lorsque |n| - ^ + 0 0 ,

î. k jest jga^r : ||cosnr|| = 0([log|n[]k)
ACD

si k est impair : || sin nr|| = 0( [loginl]1').
A(r )

On considère T comme le sous-espace de t + obtenu en annulant la dernière coor-

donnée. On a ^(ti.---.^) = rk+l( t l>•••»t^ ,0) où r^ désigne la fonction
sup 11. | . On a :

l$Kk llt^,. I l - llf^ I In1" ,̂̂  < iî iii,,,».,,
et on applique le -«théorème 5 en dimension k+1.

La comparaison de ||sin nr|| et ||cos nr[| peut être précisée, le ré-
Ad1') Ad1')

sultat est malheureusement incomplet :

Théorème 7 : (login])^1 » OdIc^llAd1^ ^rsque |n[ -. +"o . pour k = 2,

1 1 e ^Ad2) .^ll^8111"!! o sont équivalents à (log|n|)2.
A(T )

Reprenons les notations du théorème 5, avec F(x) = e11 .̂ La fonction associée G
est définie par

G(x) = e1113" pour 0 < x $ TT et G(x) = (-l)1'"1 e"1^ pour -TT .̂  x < 0.
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i \
Soit 9 (À) = e^dGCx) , 6 (n) = iirn , 9 (-n) = (-1) i7rn et pour

À ^ ±n - i(n-À)-iï i(n+À)-iï -,
9 ( À ) = n ———————1 +(-l)k e————————1

| n - A n + À |

Si p est un point de E (voir fin de la cÉmonstration du th. 5), pour les combinai-

sons autres que ± ^ p . , on a 9( ^ e ,P . ) = 0, donc [c | = i——Lnj——r et on
l<i<k - l<i<k J J p IP-r''Pi,lr i i ^"i r 1 -^Jv^- k-i i K

a vu que ^ [ c | = |n| ^ |—————i ^ (log|n[) lorsque |n| -> +00
péE P peE IP r -Pk l

Soit p un point du sous-ensemble P de P pour lesquels aucune combinaison ^ £.P.i
0 l^k J j

n'est égale à ^y on a (comme toujours à un facteur indépendant de n et p près)

——— I (TT e. ) ——-^
P P l - ' - P k k l<Kk j n ~ ^ ^ P i1 k ^k ^J^ i^^ J J

Lorsque k = 2, un calcul facile montre que

^ |c | ^ C ( l o g | n [ ) lorsque |n| -> + oo .

P^o

3.4. a) étant une application paire de 2 dans [l, +œ| , désignons par A^Tîtjû)

(resp. A (T;œ)) le sous-espace de A(T; œ) des séries de cosinus (resp. de sinus):

f(x) = ^ a cos nx avec ^ |a | oû(n) < +00
n^o n$o

(resp. f (x) = ^ a sin nx avec T |a | œ(n) < + oo ).
n^l n n^l n

(Lorsque œ = 1 on note simplement A°(T), AS (T)) E étant un fermé de T l'espace

des restrictions à E des fonctions de A^T;^) (resp. A^Tîa))) est noté A^E; œ)

(resp. A^E;^).

En application immédiate des théorèmes 5, 6, 7, à l'aide du théorème du graphe
fermé, on a :

Proposition 8 : a) Lorsque k est pair (resp. impair) A^JO,'?!] ; œ) (resp.

A^IO.TrJ ; (A))) est inclus dans l'algèbre des profils A(['0,ïï"[) àe_ A^ (T^ sj_ et_
seulement si lim inf.- a} ^LI > 0.
——————— — n^+oo ^g ̂ K L

b) A([o,7r]; a) ) est inclus dans A(["0, 7^]) ^ lim inf—al^1— > 0 e^ n^ l'est pas
œ(n) ' n'++oo (log n)

s l̂im inf———a^^ = 0 .
n->+oo (log n)

La partie b) n'est malheureusement pas précise sauf pour k = 2 :

Proposition 8' : A^^-iï] ; a)) (resp. A^JO^] ; œ )) est inclus dans l'algèbre
des profils de A^ (T2) si et seulement si lim inf -S -̂ î> 0 (resp.—— ————— — ^ — —— —————— — ^ log n ——i-
lim inf œ(n) ,o >0).
^oo ^ê n )2
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Pour préciser la portée des propositions 8 et 8*, remarquons que, en désignant

^ar ^o ^ C 0 » ^ » œ) le sous-espace des fonctions nulles à l'origine de A^ [0,71]) ;o)) ,
on a , avec l'abus de notation habituel concernant le poids :

(1) A^IO.TTJ ) ; (login^ ^ A^IO.TT] ;(log In])1'"1 )

(2) A^(|0,7T] ; (log H)^ S A'dO^I î ^ê H)1''1 ) •

(1) est une conséquence directe du lemme 25, chapitre III; (2) en utilise une for-

me plus générale, extension facile d'un résultat classique dû à J.-P. Kahane [20~| :

Lemme 9 : Soit œ une application paire d^ ï dans fl, +00] telle que pour n > 0

assez grand, (jo(n) soit croissant et_ n'^Cn) décroissant, pour _un nombre réel a,
0 $ a < 1.

Alors toute fonction f, réelle linéaire par morceaux continue sur T, appartient
_a A(T;œ) et_ He111 ll^/y.^) = 0(œ(n) log|n|) lorsque |n| - ^ + 0 0 .

Dans le cas particulier où f est la fonction f(x) = ax pour -TT $ x $ 0, f(x)=bx
pour 0 .< x $ TT, b+a étant un entier pair différent de zéro, les coefficients de

Fourier de la fonction e111 sont, lorsque l'entier p est différent de na et nb

^ p = f—1—— - ——1—— 1 [(-l)^1 sin naTT + id+C-DP^cos na 7r) |ï - ^nb - p na - p J L- J

(et si p .na ou nb c^ - . - ̂ ^ [(-1)P e-1113"-l])

on démontre alors comme dans ]e cas particulier du lemme 25, chapitre III, que

||e H A C T * ) ^ œ(n)log|n[ lorsque |n| ^ +00 .

Il n'est pas possible d'obtenir comme dans le cas œ = 1, la minoration pour toute

fonction linéaire par morceaux (car si g est une fonction linéaire sur un inter-

valle I, ||e HA(I) ^ ^(ï1))* Mais la majoration générale s'obtient sans diffi-
culté : Si f a un seul point anguleux à l'origine sur un intervalle fermé 1 voisi-

nage de l'origine, on considère A(I ;œ ) comme algèbre des restrictions de A(R ; œ).
Ainsi p o u r À ^ 0. réel fixé. || e11^00^^ ^ est équivalent à Ile111^30!!^.

et on choisit À de sorte que le prolongement par linéarité de f (Àx) en dehors de 1
s?it«une fonction f Gûiitï-nue sur T, et d'après le début de la démonstration

I I A(T; œ) ^ ù)(n)log|n | donc He11^ ||^.^ = 0(o)(n)log|n|) lorsque |n| -^+°o .Ile

Par étude locale d'une fonction f, linéaire par morceaux continue sur T, au voi-
sinage de chaque point anguleux, et par recollement on a donc He 1^]]
0 ( o j ( n ) l o g | n | ) . A ( T ; O ) )

La proposition 8 se simplifie évidemment lorsque au lieu de considérer l'algèbreK
[T ) on considère l'algèbre de restrictions à une couronne E définie par\/

0 < a ^ r( t) < b < TT car il est immédiat de voir que (si co est à croissance lent^

les espaces A^a.b] ; a)) . A^ [a,b] ; œ) , A([a. b] ; œ ) coïncident lorsque
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0 < a < b < TT.

D'après les résultats du paragraphe 2, .et comte tenu de ce que l'espace

A([a, b j ; a) ) est globalement invariant par l'application x(—»- (a+b-x), nous

pouvons énoncer le résultat valable pour toute algèbre A (E) où <^ est une relation
9\j

d'équivalence associée à une surface polyêdrale S quelconque de ('? ) et E la
i,

couronne 0 < a ^ r(t) $ h < +00 dans R :

Théorème 10 : Soit œ une application paire de 2 dans 11, +oo [ , JLa condition né-

cessaire et suffisante pour que A( (a, b^[ ; 00) soit inclus dans l'algèbre des pro-

fils de A (E) est que :
lim inf ———{^——,
|n|-> +oo (log|n|)"1

4« Un problème délicat est de savoir si l'inclusion est stricte ou si l'algèbre

A^(E) est isomorphe à l'algèbre de restrictions A([a,b] ; (log|n | )k''l) . Nous allons

en voir dans la suite, quelques aspects.

Considérons l'application a) de f dans [l, +00)'" définie par a)(n.pn«)=l+riog |n- |]01

où a ^ 0 est un entier. Soit A ^ ( T ;ob) l'algèbre des fonctions de AÇT2;^) respec-
tant la relation d'équivalence fia • Nous allons montrer :

Lemme 11 : Soit ^ une application cont inue impaire de R dans lui-même, sommable par

rapport à la mesure [log.|x [j "dx telle que pour x > 0 assez grand :

i) xtÇ(x) décroît ^t tend vers zéro Ji l'infini,
ii) x^(x) lloglxlj01'*"1 tend vers zéro à l'infini,

iii) JLl existe jun nombre £ , 1 < P < 2, tel que x ^(x) est croissant, et_ soit
F(x) = ^ ^(n) sin nx.

n l̂
Alors la fonction F(sup(|tJ , |tJ)) appartient a_ A(T ;o)).

Par exemple, une fonction égale à —re———ry, y >a+l, lorsque x > 0 est assez
grand, convient.

Pour la démonstration du lemme nous reprenons dans le cas particulier k = 2, les
notations et les résultats du paragraphe 3.1.

1. Lorsque p = (p-, p«) appartient au sous-ensemble P de 2 , tel que pip-, ^ 0, le

coefficient de Fourier c de la fonction For est à un facteur indépendant de p

'p' piiT L ̂ 2^1^ - <p^p2>tr<p^p2) J •
Posons P^P^ = x, P^-P^ ss y» on a c = —^—^ x»^(x) - y^(y) . Pour montrer que

* x -y -'
la somme ^ |c ||log^|pj ̂  est finie il est équivalent de montrer que l'inté-

pteP * '
grale
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x^(x) - Y^(y) ^(^a ̂  dy est finie.
•'D ' x - y

D étant le domaine de R définie par 0 ,$ y <: x-1 .

Choisissons un nombre réel À , 0 < À < 1, ec soit D, le domaine défini par
0 < y ^À(x-1). On a (en supposant ^ positif sur Ct^) :

I! = f f 2tlî(x)-2[108<x+yr dx dy ^r^Lieg 2x^a(fÀ(x ' ' l ) 2|-d^ ) dx
^D^ x - y •'1 ^o x -y

qui est fini car f x 2x-d2• = log Mî±i1^- est borné.
-'o x"-y x(l-A}+À

Soit 1̂  = yt^ y ^log(x•^y)]otdx dy, choisissons un nombre y réel 0 < y < 1,

^ x "y '
x [log x] est décroissant pour x ^ 1, donc il existe une constante C telle que
dans D on ait

[log(x^y)r < C I1 + 10^ y^ xY . donc
(l+y)Y

1̂  .< cF ^(y)(l+log^y) ———— (f^ xV f—— - — — 1 dx ) dy .•'o + (i+y)^ •'(y^+i L^y ^y J
Un développement en série entière en y/x de ( -]— - —— ) et une intégration ter-x—y x+y
me a terme (possible car 0 < À < 1) montre que :

c+oo
xy (—^ ~ ̂ )dx ^ c^ ( l + Ï )Y» donc ^ est f^ie.J (y/À)+l ^ x y 1 À 2

II reste à montrer que :

y^ -x^(x) ^g^y)-ja ̂  ̂  ^, ̂ ^^I =
•'D-D^ 1 x - y-

Dans D-D, on a pour x ^ 2

(1) log x(l + -i ) < log (x+y) ^ log y(l+ ^ )

et puisque xy(x) décroit pour x > 0 assez grand ,

|y^(y) - x < p ( x ) | = y^(y) - x^f(x).
<»

Pour tout T > 0, soit A^, la portion de D-D^ définie par x ^ T, on va montrer que

I- = est bornée lorsque T -> + ».
TD* après t l )» on a :

IT ^ JL LS^rlog+y + log(l + l)r " T^Llog x + log(l + ̂ ^dy'
Considérons, pour a ^1, les termes

A = f f 2x^x)[log xj0-1 dx dy ^^(^riog 2xj a-1 log(2x-l) dx
•' •' D x -y î l

r+co

»?w
•'D x^-y" ~ ~ Jl
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et B = f f -2^ [log ]̂"-^ dy - [ °f(y)[log^]a-llog(2y-l)dy
•"' D x -y •'o

qui sont finis, pour montrer que !„, est bornée il suffit de montrer que

~2———2 ty*?W l^-Qg+yj - x<f>(x) [log xj^dx dy est borné.
x - y^ji^-y-

Posons ^(x) = »f(x)[log x]", J ,̂ = K ,̂ - L ,̂ avec

K ^ = f f 2v^^,^ ^ f f Ix^).^^ on a :
•'•'^ x -y - J j ^ x -y

KT = | ip(y)log(^^(2y-H))dy + J ^ ^(y) log(j^ (2y+l))dy

^T4= ^ ̂ l^ ̂ y-^-^^-
Posons J = P + Q + R + S avec

p = i[ ̂ )log(^^ (2y.l)dy , Q - ̂ -^l^l „

R = C-n^^108^ ̂  ̂ )dy s = IL^10^^^"7-1"^ •
Q converge vers une limite finie lorsque T ->- +00 . Pour tout y > 0 *f(x) [log x]y

décroit et tend vers zéro lorsque x > 0 est assez grand donc

|s | < C ^(T-l) [l+log(2T-l)Jtend vers zéro lorsque T-^+œ . Il reste à vérifier quç
rT-1

R* = ip(y) log(——-)dy est borné lorsque T ->• + oo ,'T+y^(T-l)

or •^——^ ^ ̂  < 1 donc | log ̂ - | ^ log(2T-l) et [ R 1 | $CTi^(À(T-l)) log(2T-l)

tend vers zéro d'après l'hypothèse.

2. Il reste à montrer que T c n P^ê Pi I']01 < +00

p^€Z-{0} t5!*0 L + 1

Appliquons la formule générale (1) de 3.1., à un coefficient indépendant de p prè$^

on a : FTT r- -ip,x ip x -ipiX ip x n
^.O'^j^" [e - e -Ve .e ^Jdx

d'où (en posant p-, = q) ;

^,0 - ? ̂  - ĵ,̂ -̂ "'1 [À + ÀJ ̂  • ou^-^l^^^}^'
^ ,0= ^>((q) -4.(-1)1 ^ (-1)° ^-i .

' n?t±q •

On doit montrer que T flog |q|]°'| Y (-1)° -Ï^2i| < +« .
qé2-{0} + ft^q n~q
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On décompose, par exemple, pour q > 0 :

ï (-1)11 $1 = I + î ^ ï
n ^ q n^-q-1 -q+Un^q-1 n^q+1

Puisque ^ (x) décroit pour x > 0 assez grand, on a :

S^q) = X̂  (_^n ^n). ^ ^^ ^ ̂  ^ ^ ^n ̂  ^ ̂ ^ ^
n^q-1 'n^q+1

Soit 83 (q) =
-q+l^n^q-1

n
^-/-"^••"À-À'

n-q

On
53 (q) ^ Clp(q-l) + V

Un^-
(2n-l)M>(2n-l) 2n lf(2n)

" q^An2q2-^-!)2
donc

83 (q) ^ C<f(q-l) + S^(q) + S^(q) avec

V^ = 1 Q_-,(2n-l)tf(2n-l)( 9 9 9 9"
q-^n" qz-(2n-l)z1.<Wlv 2

S (a) = T (2n-l) ̂ (2n-l) -2n >f(2n)
5 "l̂ ^- q 2 - 4 n 2 .

S^(q) est majoré par l*intégrale
•q-1 ^-^-^«'-"•r^, 2 2.2(q -x )

La croissance de x iP(x) entraîne que

fq-1 9.22x lPCx') R f4"1 9^-"^ o/ i \2
^^2 ^ (q-D^-Df ^T-I 2 dx ^ 2S^1L2 ^-^ •

•q-1 2x2-^

(q-x-)- Jl (a2-xz^ ( '9^-1^2•'1 (q-x") (q -xT (2q-ir

S,(q) est majoré par l'intégrale :

rq-2 ,
S^Cq) ^ C x^(x) (——^——-

•'1 ' q2-(x+l)2 2 2q - x
) dx , donc

S^ (q) ^< CCq^)^ f(q-2)
rq-2

x^-1 q^Cx.l)2 2 2q -x
) dx .

On voit facilement par développement en série entière et intégration terme à terme
que cette dernière intégrale est 0(-3- ) lorsque q -^ + oo.

q
Le cas q < 0 se traite de façon analogue et la sommabilité de ^»(x) par rapport

à la mesure (logjx|01) dx achève la démonstration du lemme .

Un corollaire immédiat est :

Corollaire : _IJ_ existe une fonction F continue sur [o, -rr] nulle a_ l'origine telle

^ue F ( sup ( | t J ; | t ^ | ) ) appartient à A(T2) sans que F appartienne à A3 ( fo,^; log|n| ).

Il suffit de choisir la fonction F(x) = Y ^in nx avec 1 < Y < 2" n [log n j r ï 's, »

F(sup( | tJ , | t^| ) appartientà A(T ) sans que F appartienne à A^ [o,Tr] ;log |n | ) .



120 CHAPITRE IV

Remarque : Toutefois, sur tout intervalle compact [a, b] de JO, TrF , cette fonc-

tion F est de classe C car la série V cos nx converge uniformément sur
n>2 (^ê n) n/9t

[a, b]. Donc F appartient sur [a, bj à 'A( [a, b] ; 1 + \n\' ' / £ ) pour tout e,

tel que 0 < e < 1/2 (voir th. 8, ch. III) et à fortiori à A([a,b]; log |n|). C'est

au voisinage de 0 et de TT que F n'appartient pas à A(r ; log |n|). On pourrait
T-

penser que la situation est analogue à celle des fonctions radiales de A(R ) qui

dans le complémentaire de l'origine ont un profil régulier, appartenant localement

à A(T ; 1 + |n| ) alors que ce n'est pas en général le cas au voisinage de

l'origine (voir appendice du ch. I). Nous allons voir qu'il n'en est rien.

Théorème 12 : L'algèbre Ay (E) ou_ E est J_a couronne de T^ définie par

0 < a ^-supjt. | ^ b < TT , n'est pas isomorphe a_ A([a, b~} ; (log n) ~ ).

Soit E,, la couronne de T définie par 0 < a $ sup [t |.$ b < ir. Considérons

l'injection continue l^J^

A([a, b] ; (login^"2) ———> ^\--i> (k ^ 2)

qui à la fonction F(x) fait correspondre la fonction F( sup |t |), elle se pro-
l$j$k-l j

longe en une injection continue (voir A. Grothendieck [10] ),

X = A([a , bj; (loginl)^2) ê A( [a, b]) ^ A(E^) ®À([a , b])= A(E^ x [a. b] )

qui à f(x,y) fait correspondre la fonction f ( sup |t.| , t, ).
l<:j$k-l j

A une fonction qui respecte (% sur [a, bj x [a, bj , correspond une fonction de

A(E^^ x [a, bj) qui respecte (̂  sur E , , x [a, b] . Soit $(sup(|x| , |y|)) la

fonction de X, son image est la fonction g définie dans E, -x[a,b^ :g(t)=$(sup |t |).
Uj^k J

Considérons la fonction F(x) = ^ sln nx avec k-1 < y ^ k , d'après le
n^2 n(log n)Y ^

lemme 11, F(sup(|x|, |y|)) appartient à A(T ; (log |n|) ) (8 A(T) .

Considérons la fonction $(x) définie sur l'intervalle a .< x ^ b par

$(x) = F(x + TT - b). Sur le sous-ensemble [a, bj x [a, b] de T la fonction

$(sup( |x|, |y| )) = F(sup(x+TT-b , y+Tr-b)) appartient donc à

A([a, bj ;(log |n|) ) ®A( [a , b] ) et donc $( sup |t.|) appartient à
lv<J^k J

A(E^_^ x [a, b [ ) . Mais d'après la remarque qui précède l'énoncé du théorème, F est

de classe C sur l'intervalle ouvert ]0, TT^ , donc $ est de classe C au voisina-

ge du point a, il en résulte à fortiori, que au voisinage de ce point $ est un

profil de fonctions de A^(T ) pour tout N. Donc ^dsup. |t.|) se prolonge en une

fonction de A(o(E,).

Mais puique F n'appartient pas à A(T; (log |n|) ~ ) au voisinage de x = TT, $

n'appartient pas à cet espace au voisinage de x = b, c'est dire que <î> n'appartient

pas à A([a, b] ; (log M)1'"1).
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On peut donc compléter le théorème 10, on a en regroupant les résultats :

Théorème 13 : Soit ^9 une relation d'équivalence dans F associée à une surface

polyèdrale de (^9 ), E une couronne compacte disjointe A l'origine associée» Soit
œ une application paire de_ 2 dans \\, +°° [ JLa condition nécessaire et_ suffisante

pour que l'algèbre des profils je A(^(E) cont ienne une algèbre de_ restriction de
A(I;œ) es^ que lim inf - :—— ( À ) ( n ) , > 0 e^ l'inclusion de l'algèbre de restric-

H-^7 , i&oglnl j ~—————
tions de A(T ; (log |n|) ) est stricte lorsque la surface est _Le bord d'un po-

lyèdre convexe »

Remarques : 1. Le problème de l'inclusion reste ouvert pour une surface bord d'un

polyèdrale non convexe (classe (^?^))(on pourrait chercher si la fonction

V(x) = <Ka+b-x) = ^ (-1)11 sin ̂ -^ est encore un profil de A. (E,)).
n^2 n(log n)Y ^o k

2. Pour la classe (^ ^ ) , l'inclusion est mise en défaut au voisinage de la compo-

sante connexe "extérieure" du bord de la couronne E. Le problème de la mettre en

défaut au voisinage de la composante connexe "intérieure" du bord de E reste ou-
vert. On voit facilement,.par la méthode du théorème 12, que la fonction

9(x) = F(x-a) = ^ sin (x-a) ^ ̂  profil de Ap (la, bl^. On est conduit
n$.2 n(log n)Y "o L ^ -

a. un problème plus fort : prolonger une fonction de A ([a, b| ) respectant ^ dans

le "coin" |_a, bj , en une fonction de A ( E , ) respectant (% dans toute la couronne
E, . C'est justement au bord "intérieur" qu'est la difficulté.

Ce résultat suggère le problème suivant : reprenons le cas général du paragraphe

1,^, étant une relation d'équivalence sur R associée à une surface S convenable,

E étant une couronne associée définie par 0 < a ^ r(t) ^ b < + °o , existe-t-il

un prolongement de chaque fonction f de A^(E) dans une algèbre A^(E') où E' est une
couronne plus grande correspondant à un intervalle Fa', b'"] avec 0<a'<a<b<b'<+œ?

Soit A^([a. b]) l'algèbre des profils de A^(E), ce problème équivaut à savoir

si A^(|a, h]) est isomorphe à l'algèbre quotient de A^([a ' ,b ' ' J) par l'idéal des
fonctions nulles sur [a, b] .

Lorsqu'il existe un poids w pour lequel A^(E) est isomorphe à une algèbre de
restrictions de A(T;(jo) la réponse est évidemment positive. C'est la cas lorsque %
est associée à la sphère, le problème semble ouvert pour une surface de la classe

régulière (E) . Nous allons voir que la réponse est négative lorsque % est associée
au bord d'un polyèdre convexe (classe (^ )) .

5. Il est intéressant de comparer les résultats des paragraphes précédents à ceux

que l'on obtient pour des relations d'équivalence d'un type différent de celles

définies en 1, et qui sont, en quelque sorte, le cas limite où le centre d'homothé-
tie des classes est rejeté à l 'infini, -ç
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k-1Pour k ^ 2 entier, soit B un compact de R .̂ Considérons le cylindre B x R de
i,

R et S l'intersection de ce cylindre avecune surface (sous-variété de dimension

k-1) de (^ d'équation / .
\ = ^l» "•' ^-V

f étant de classe C dans un voisinage de B.

On considère la relation d'équivalence ̂  dans B x R dont les classes sont les

translatées S,, - œ < À <+°o définies par

t ^ = f(t^, ..., t^) + A .

Soit E la "tranche d'épaisseur [a, b")" du cylindre B x R définie par

a«\- f(t!' • • • • V^ -< b •

On se limite au cas où a et b sont finis. A^o(E) désigne la sous-algèbre fermée de

l'algèbre de restrictions A(E) des fonctions qui respectent <S\j sur E, Ag.(E) est

isomorphe à l'algèbre des'profils" A = ^^[^9 b] ) des fonctions F continues sur

[a, b] telles que F(t, - f ( t , , ..., t , - ) ) appartienne à A(E) . La restriction

d'une telle fonction au segment de droite obtenu en fixant (t , , • • » , ^-i) d01^
appartenir à l'algèbre de restrictions de A(R) ; donc A est inclus dans A([a , bj) .

L'étude locale sur ja, b [̂  de A est très simple.

Proposition 14 : Les fonctions de A Ji support compact dans |̂ a, b [̂  sont celles de
l'algèbre de restrictions A ( j a, b'] ; œ) avec œ (n) = 1 1 e 1 1 . /-. ^ .

Soit F le profil, à support dans ~\a, b[^ , d'une fonction g de A(E) . Soit (f la

transformée de Four 1er réciproque de F, on a :
r+œ -ixt ixf(t ,....t ,)

(1) F(t^ - f ( t ^ , ..., t^_p) = e k e i k i 4>(x) dx .

D'autre part, soit y la transformée de Fourier réciproque d'un prolongement de g :
r+°o-ixt r - i ( u t ^ - . . . + i L t )

(2) g(t) = j^e ^ j^ e ^ 1 k 1 y(u,.....u^,x)du,...du^)dx.

D'après (1) et (2) on a polir tous les points x de R et (t,, ..., t ,_, ) de B :

ixf( t , , . . . , t )
(13) e L k i ^(x) =

f -^^^•••^k-l^-P , - ,
k-1 e y("l---^-l. x)du^...du^ .

K.

k—1Le second membre est pour x fixé, une fonction de A(R ) donc le premier membre

appartient.pour tout x à A(B) et :
r+« ixf(t , , . . . , t ) t
j 1^ HA(B) \^\dx < J k lY^i*---^-!*30!0111!---^-! dx < +w

ainsi F appartient à A([a, b]; œ). Inversement cette algèbre-est contenue dans A

car d'après (1) on a : r+°o ixf(t- , . . . , t , - )
||F(^-f(t^,...,t^))||^<j_Jle ^HACB) l^l d x -
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k—1Prenons pour B un pavé de R et pour f une fonction linéaire par morceaux sur B
qui n'est linéaire en aucune variable. On suppose en outre que f est de "type
minimal" dans le sens que de chaque sommet de 1 surface polyédrale S partent k
arêtes.
Supposons que S contienne un seul sommet se projetant dans l'intérieur de B , l'o-
rigine des coordonnées étant sur la verticale de ce sommet et strictement au-des-
sous de l'intersection de E avec cette verticale ( i . e . 0 < f ( 0 , . . . , 0 ) + a <
f ( 0 , . . . , 0 ) + b ) .

Soit Î2 un cône fermé de sommet 0 contenant dans son intérieur la demi-droite
ouverte d'équation t, > 0, et tel que Ertîî soit contenu dans l'intérieur du cylin-
dre B x R . , |

Soit 4^î' la relation d'équivalence associée d'après le paragraphe 2, à la surfa-
ce S H îî. Il est clair que les àlgèbres A^ (E 0 îî) et A,o , (E f\ Sî) sont identiques.
On vérifie de façon élémentaire, en supposant par exemple que la k-ième coordonnée
du sommet S est égale à 1, que les profils de A^(E F\ îî) (resp. A/y (E H Î2)) sont
des fonctions continues sur [a, b'] (resp. [l+a , 1 + b~j ) qui se correspondent pa
les translations Ï 1 . La proposition 15 entraîne alors clairement que l'algèbre
des profils A([o, ir] ) de A/o (T ) est formée localement surjo,7r[ ' des fonc-
tions d'une algèbre à poids A(T;O)) où œ est une application paire de Z dans (l,+00

et que pour 0 < a < b < ir, A ([a» bj) contient A( [a, b] ; œ) • Alors d'après le
théorème 10 on a nécessairement

o)(n) ^ (log H)1^1

Ainsi la structure locale des profils est précisée. En regroupant ce résultat avec
ceux du théorème 13 on a :

1.
Théorème 15 : Soit^èune relation d'équivalence dans R associée ji une surface po-

lyédrale ^ (^), E une 'couronne compacte associée, d'épaisseur [̂  a, b J dis-
jointe de l'origine.
^•* LAlgèbre de restrictions A([a ,bj ; ( l o g j n | ) ) est contenue dans 1'algèbre des
profils des fonctions de A^ (E) et ré c iproquement tout profil appartient locale-
ment sur ]a, b[' a_ A(T ;(log| nl)1^"1).

2. Lorsque la surface associée est le^ bord d'un polyèdre convexe, JJ_ existe des
1,

fonctions de A^}(E) dont aucun prolongement dans A^R ) ne respecte (M, .
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La seconde partie, qui est conséquence de la première et du théorème 12 montre
une propriété toute différente de ce qui a lieu lorsque la relation % est asso-
ciée à une sphère S. Nous en noterons deux corollaires :
Corollaire 1 : Lorsque la relation g\g est associée au bord d'un polyèdre convexe
soit E * une couronne compacte disjointe de 1'origine, et voisinage d'une couronne
E (E ̂ t E' étant associées a_ (S^ ) • L'algèbre A^»(E) n'est pas _le quotient jie_ l'al-
gèbre A ̂ (E ' ) par l'idéal _de A ̂ (E ' ) formé des fonctions nulles sur E.
Corollaire 2 : Soit o une mesure de Radon de masse totale 1, portée par une surfa-
ce S appartenant a_ la classe (^ ) . Considérons l'application linéaire qui a_ une

k c
fonction f continue sur R fait correspondre la fonction f respectant <%, , dont
le profil est pour 0 <: r < +<»

F(r) = f(ru-, . . . , r u . ) doJs
où le point ( u - , . . . , u , ) décrit S.—— — ——— ^ j^ ———_
L'application f <——> f n'est pas un endomorphisme linéaire de A(R )
Remarques : 1. On a déjà signalé en remarque au théorème 13, les problèmes ouverts
de l'analogue de la seconde partie lorsque le polyèdre P(S) n'est pas convexe, et
du rôle particulier joué par la composante connexe "extérieure" du bord de E,
lorsque P(S) est convexe. Ces problèmes sont liés : si la propriété de la seconde
partie avait lieu pour toute surface de la classe ( r ? ) , alors les deux composantes
connexes du bord de E joueraient leœme rôle : l'appartenance locale des profils
à A(T ; ( l o g j n | ) ) à l'intérieur de E, pourrait être mise en défaut simultanément
au voisinage des deux composantes connexes du bord de E.
Inversement, si lorsque P(S) est convexe, tout profil avait la régularité de
A(r ; ( l o g j n j ) ) au voisinage de la composante connexe "intérieure" du bord de E,
alors pour toute surface bord d'un polyèdre non convexe (classe (^ ) ) l'espace
des profils de l'algèbre A (E) serait 1'algèbre des restrictions A ( [ a , b ] ; ( l o g | n | ^ " " 1 )
(E étant une couronne compacte disjointe de l'origine, d'épaisseur fa, b] ) . On
aurait alors la propriété contraire à celle du corollaire 1.
2. En dimension k=2, la première partie ne nécessite pas l'étude faite en 3 ; il
suffit de la proposition 14, l'évaluation He111 |L/-r\ ̂  log | n | lorsque f est
linéaire par morceaux sur un intervalle compact 1 de R, est en effet un résultat
classique de J.-P. Kahane [lôj. La méthode du paragraphe 3 semble en revanche na-
turelle pour obtenir la conséquence du théorème 13 et de la proposition 14 :

Théorème 16 : Soit f une fonction linéaire par morceaux sur ̂ m pavé E de_ T , qui
n'est linéaire en aucune variable et de "type minimal" alors Ile111 | L / ^^(log | n | r' A ^ E ^
lorsque | n | -> + w .

L'hypothèse de minimalité semble artificielle, mais sa suppression reste une con-
jecture.
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6 . Nous terminerons par une application de la première partie du théorème 15.
k ^Soit h un homéomorphisme de R sur lui-même, positivement homogène de degré 1

+ k.(c'est-à-dire que h ( À t ) = Àh(t) pour tout À de R et tout t de R ) .
L'automorphisme H : f i—> foh de l'algèbre uniforme des fonctions continues sur
k kR se restreint en un automorphisme de A(R ) si et seulement si h est linéaire

mais le théorème 15 et le théorème de Y. Domar signalé au paragraphe 1 montre que
dans certains cas H se restreint en isomorphismes locaux entre certaines sous-al-
gèbres fermées de A^) :

k ^Théorème 17 : Soit h un homëomorphisme linéaire par morceaux de P. sur lui-même
(préservant l'origine). Pour toute relation d^équivalence S^j associée a_ une surface
polyëdrale S de (/? ) telle que 1'image réciproque h (S) appartienne aussi a_

( ^ ? ) , si f appartient à A/? (R ) , foh appartient localement a_ A(R ) dans le complé-
mentaire de l'origine»

En effet, soit r la fonction positivement homogène de degré 1 associée à <R» et E
la couronne définie par 0 < a < r ( t ) < b < +°o . Le profil F d'une fonction f de
Ao(E ) a une régularité locale sur J O , +°°1_ qui ne dépend pas de la relation parti-
culière ̂  . La fonction positivement homogène de degré 1 associée à h ( S ) est
p = r o h. Donc F o p= f ° h appartient localement dans le complémentaire de
l'origine à l'algèbre A (t^) , où h" 1 (^7) est la relation d'équivalence as-
sociêeàh'^S). h (<0

Remarque : II est clair qu'en dimension 2, tout homéomorphisme linéaire par mor-
9ceaux de IR. sur lui-même, conserve globalement la classe ( ^ ) et la restriction du

théorème est alors superflue.
Un cas très différent d'application h possédant une propriété analogue est four-

ni par le résultat de Y . . Domar :
T,

Théorème 17' : (Domar) : Soit h un homéomosphisme de R sur lui-même, de classei-
suffisante dans R -{0} , positivement homogène de degré 1, ayant son jacobieni-
partout différent de zéro dans P. - { 0 } . Pour toute relation d'équivalence <fc-' - ' ' 1 ,
associée à une surface de la classe ( Z ) , si f appartient a_ A „ , (R ) , foh appar-
tient Ji A(R ) localement dans _1̂  complémentaire de_ l'origine.

La démonstration est analogue à celle du théorème 17.
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Appendice

Sur quelques différences de calcul symbolique

par fonctions paires et impaires dans A(T )

Soit G un groupe abélien compact, A(G) l'algèbre de groupe correspondante. Pour

toute fonction f de A(G), à valeurs réelles, notons a, (3 , y les applications de

2 dans R définies par :

a(n) = ||sin nf \\^ . g(n) = ||cos nf || ̂  , v(n) = ||einf: \\ ̂  .

(Lorsque |n| est supérieur à un entier n | dépendant de f , a(n) et @(n) sont su-
périeurs ou égaux à 1)•

Pour toute application œ de Z dans ["1, +œ[ , considérons les espaces A^TÎO)),

A^T;^), A(T;(jû) (paragraphe 3.4., chap. IV). On a évidemment :

Proposition : Soit f une fonction àe_ A(G) a_ valeurs réelles. Pour toute fonction

F ^de A^Tîœ) (resp. A°(T;œ) , A(T;œ)) Fof appartient à A(G) si et seulement si

lim inf ^- >0 (resp. lim inf ^- > 0 . lim inf ^- > 0 ).
|n|^oo ^ ——" |n|^œ ^ Inl^co ^

Lorsque, pour |n| assez grand, a/(3 reste compris entre deux constantes stricte-

ment positives, c'est-à-dire a(n) ^ @(n) (et alors a(n) ^ @(n) ^ y ( n ) ) , il n 'y a

pas de différence de calcul symbolique par fonctions paires ou impaires, dans le

sens que A (T;y) , A (T ;v )» A(T;y) sont les meilleurs espaces à poids qui opèrent
sur f.

Si lim inf aw = 0 ou bien lim sup aw = +00 il en est autrement : les
|n|^+œ e(n) |n|->+oo e(n)

conditions de régularité nécessaires et suffisantes pour le calcul symbolique pair
et le calcul symbolique impair de f ne sont pas les mêmes.

A priori cette situation peut se produire en particulier si l'une des applica-

tions (a,6) est bornée, l 'autre ne l'étant pas.

Il n'est, en fait, pas possible que a soit borné sans que (3 le soit aussi :

Proposition 1 : Soit f une fonction de_ A(G)_a valeurs réelles, ||sin n f | | , . estL ^ . ^ -^—»—— A\G^
borné> si et seulement si ||e IL^ est ^orne ce q111 entraîne donc que ||cos nf|| ,.
est aussi borné et f est une application linéaire affine sur chaque composante

connexe de_ G.

La démonstration est immédiate : cos 2nf = 1 - 2 sin nf , donc |[e ^IL,/-,^ 0(1)/^ . i \ . £ A\.G,/
eC par suite H e ' / HACG) = 0^ ' ^ceci vaut P01-11" toute algèbre de Banach à uni-
té avec involution). La structure de f est alors conséquence du théorème de P.-J.

Cohen sur les homomorphismes d'algèbre de groupe [ô] (ici F {-> Fof est un homomor-
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phisme de A(T) dans A(G)) . La situation est toute différente si on fait l'hypo-

thèse que 0 est borné. Limitons nous au cas où G = T :
^

Théorème 2 : Soit f une fonction a_ valeurs réelles appartenant J[ A(T ), k ^ 1, le_

modèle de T étant: _Le cube ["-TT , +7r] de R . f[cos n f | L / _ k s est borné sji_ et_ seule-

ment si :

-lorsque k = 1 : f est linéaire par morceaux, Ji pentes de\aleur absolue entière

constante, les points anguleux du graphe ( y = f(x) ) étant situés sur des niveaux

y = pir , p entier.

-lorsque k = 2 : f ne dépend que d'une coordonnée ^n laquelle c'est une fonction

du tyj>e précédent.

1) Soit ^ la classe des fonctions f telles que || cos n f | | , k ^ = 0(1). Pour toute
' ' lr

f de ^ et p é Sf, f + pïï appartient à le • Considérons le fermé E de [—n-,+'iï] sur

lequel f prend la valeur 0 module ir. Soit Cl une composante connexe du complémen-

taire de E et Q un ouvert connexe dont la fermeture 0 est contenue dans !î .o
f ( ®r ) = K est un compact contenu dans un intervalle fermé J de Jo, TT [^(module ir).

c kPar hypothèse pour toute fonction ^ de A (T), s^of appartient à A(T ) , mais puis-

que J est un intervalle fermé contenu dans ^0, 7r(^ , pour toute fonction ^ de A(t)

il existe une fonction <p de A (T) telle que les restrictions de ip et ^ à J coïnci-

dent, et ainsi ipof appartient à A((?) pour toute fonction ^ de A(T) . D'après une

extension du théorème de P.J» Cohen (ô] , ceci entraîne que f est linéaire sur ff
_ Tç

donc sur îî . Par ailleurs la continuité de f sur T et la définition de E entraî-. o
ne que si k ^ 2 , îî est nécessairement de la forme ja , b^ x T , où \JSL, b] est

contenu dans j — r r , +TrJ , et que sur [a, b | x T , f ne dépend que de la coordon-

née relative à [a, b] , est linéaire et f(a) = f (b) = 0 module TT. En conséquence

sur T tout entier, f ne dépend que d'une coordonnée (que l'on peut supposer être

la première) f (x- , , ..., x,) = f (x - ) . On est donc ramené au cas k = 1.

2) k est désormais égal à.l. D'après (1) on sait que f est linéaire sur chaque

intervalle ouvert du complémentaire de E . La continuité de f et la définition de

E entraîne alors que E ne peut contenir de suites ayant un point d'accumulation;

L ^st donc formé d'un nombre fini de points et d'intervalles, f est linéaire par

morceaux, les points anguleux du graphe (y = f (x)) se trouvant sur des niveaux

y = p7r , pé Z .

3) Soit M(x , pir) un point anguleux du graphe de f . Soit 1 un intervalle voisinage

de x dans T, ne contenant aucun autre point anguleux, et soit f la fonction pro-

longée par linéarité sur R, en dehors de I. Par translation sur la fonction et la

variable on peut supposer que M est à l'origine, et sans restriction on peut sup-

poser que f est la fonction définie sur iR par :

f (x) = -ax pour x ^ 0, f (x) = bx pour x ^ 0
avec 0 ^ a <: b < +œ.
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Nous allons montrer que nécessairement a == b et que la valeur commune est un en-

tier.
Pour toute fonctiontfde A^T), ifof coïncide sur 1 avec me fonction de A(T).
Supposons d'abord que (b-a) soit un entier pair. Soit f la fonction continue

sur R dont le graphe s'obtient par toutes les translations de vecteurs (k7r,k(b-a)Ti)
k £ Z, à partir du graphe de f* sur []-TT, TTJ . Pour toute fonction ^> de A°(T),
^ of** coïncide sur 1 avec une fonction de A(T), mais il en est de même au voisinage
des points * TT où f** a la même forme qu'au voisinage de 0. En conséquence sfof
est une fonction de A(T) et donc ||cos "^ILc-r) = °(1) lorsque n —> + <».

Calculons les coefficients de Fourier de cos nf :

c (n) = —— cos nt^x)^1133^ pour tout p é 2 .p 2ir J
•' -TT

On a lorsque p est différent de t an , t bn t

^ - [l - (-1)^-]^ - ̂ ) - [l - (-D^——]^ -^) •

Posons A = A(n.p) » ̂  + ̂  . B = B(n.p) = ̂  + ̂  . alors

4Tric = [l - (-l)P cos amr](A - B) - i(-l)P sin anîr(A + B) , d'oùp l, -i

16 -iï2 |c |2 = 2[l - (-D^os amr][A2 + B2 + 2(-l)p cos an7rAB] .
P
16 ̂  1 - p ,

n étant fixé, considérons le sous-ensemble E de 2 qui est l'ensemble des entiers
pairs (resp. impairs) lorsque an est plus proche d'un entier impair (resp. pair)
que d'un entier pair (resp. impair). Lorsque p appartient à E on a :

i^i > - g l | A | - | B |

Supposons a ^ b et choisissons p > bn , alors on a 0 < -B < -A et

<1) ï Ie?! ^ -^ < 1 -p^n: "pran^ ~ ( ï p^an "pïbn )

p>bn p>bn - - p>bn -
péE p6E péE

Par comparaison avec une intégrale, on voit facilement que lorsque n -»• + œ .

(2) Y ——— - ~1— ^ Log n
p>bn P"^ p+an

peE
et que :

1 . 1
^^n-P^-^)

pÊE

D'autre part, ||cos nf *|| / v = I Ie 1 = o(log n) donc ( 1 )» (2), (3) entraînent
v ; PCZ p

que : *

II cos nf [I . / - ,v ^ log n lorsque n -»• + »

ce qui est impossible, donc a = b . Mais alors, lorsque p est différent de t an ;

t bn, A et B sont égaux, et
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(-l)P
c = ———— A s in an ir.

p 2l,
Si a n'est pas entier, pour une suite infinie d'entiers n convenables,' on a:

|Cp(")| >/ ^-.|A|

et donc,
^^ÏB IIe08 ̂ "ll . . ï^-ï " °

1 l "-\1)
puisque T ——— + ——— ^ loe n •

p^an ^-P ^P gp^ian10" p " " ' ^ l
Ceci est impossible. C'est donc que la valeur commune de a et b est un entier.

4) Reste le cas où (b-a) est différent de zéro et d'un entier pair. Pour toute
fonction paire ̂  de A(T) et aussi bien de A(R) v^of* coïncide sur 1 avec une fonc-
tion de A(r) donc aussi avec une fonction de A(R) , Soit 4»la fonction paire de
A(T) : ^(t) = ^ a cos nt .

n^O n

Pour toute constante À réelle, la fonction paire

^(t) = ^ a cos À nt
n^O

coïncide sur tout compact de R avec une fonction paire de A ( R ) . En conséquence
^ f ° f coïncide sur 1 avec me fonction de A( t ) . Choisissons

^ 4( •K
alors la fonction g = Àf , est telle que t^og coïncide sur 1 avec une fonction
de A(T), chaque fois que ^ est une fonction paire de A(T). La différence des pen-
tes correspondant à g est b..-a = 2. D'après 3) ceci est impossible. Ceci achève
la démonstration du théorème.

Nous allons voir que, en dehors de la classe ^ , il n'est pas possible pour ur
fonction f linéaire par morceaux à valeurs réelles de_ A(T) que l'une des deux
quantités || sin nf||^/^ » || cos nf||^/y) soit négligeable devant l'autre.

Au préalable remarquons que la propriété des fonctions linéaires par morceaux

réelles ||e II^Cr) ^ ^ê \n\ lorsque |n| -^ +°° , n'entraîne pas que l'une des
deux quantités soit équivalente à log |n|. En effet , un corollaire facile du thé-
orème 2, est :

Corollaire : Soit f me fonction d^ A(T) a_ valeurs réelles, JL^ condition nécessaire
et suffisante pour que ||cos 2nf||^^. et ||sin (2n+l)f ||̂ ^ soient simultanément
bornés est que (f + ir/2/ soit une fonction de_ ]_a classe "€ .

Dans ce cas, on a simultanément :

lim inf -^ = 0 et lim sup -^ = +
|n|->+œ - 3(n) Inl^co ^n)

Démontrons maintenant :
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Théorème 3 : Soit f une fonction linéaire par morceaux à valeurs réelles continue

sur T. _Si_ l'une des deux quantités [| sin nf |L/y^ .et ||cos nf |L/,p'v est négligeable

devant l'autre lorsque |n -> +00 , c'est que f appartient à J_a classe tt .

1. Supposons d'abord que g(n) = ||cos n f | | , . soit négligeable devant

a(n) = ||sin nf||^^. Puisque [ [e111 ||^/y) ^ log|"| c'est donc que a(n) ^ log|n| et

6(n) = o(log | n [ ) lorsque |n| -^ + oo .

Soit M un Doint anguleux du graphe de f correspondant à une valeur f(x ) = c

différent de zéro module Tr,s'il en existe. On peut par translation supposer x =0.

Soit 1 un intervalle fermé voisinage de 0 dans T, ne contenant aucun point angu-

leux, et tel que f(I) = J soit contenu dans Jo, v\_ (module une translation

f ——^ f + qîr , q é Z). Par hypothèse pour toute fonction ^appartenant à /P(T;g),

^o f est une fonction de A(T). Mais pour toute fonction ip appartenant à A(T;3) il

existe î  appartenant à A (T;P) telle que les restrictions de »f et ip à J coïncident»

Donc i^of coïncide sur 1 avec une fonction de A(T) •

Soit g = f - c, pour toute fonction ^de A(T;g), ipog coïncide sur 1 avec une

fonction de A(T).

Soit g la fonction égale à g sur I, et prolongée sur fi par linéarité :

g (x) = ax pour x $: 0

g (x) = bx pour x ^ 0 •

Supposons (a+b) entier pair. Soit g la fonction continue dont le graphe s'ob-

tient par toutes les translations de vecteurs (k-n , k(a+b) TT) , k é. Z , à partir du

graphe de g sur [_- TT, ir] . Par hypothèse ^og coïncide sur 1 avec une fonction

de A(T) mais il en est encore évidemment de même au voisinage des points t TT

d'après la construction de g au voisinage de ces points. En conséquence ^)°g**

appartient à A(T) pour toute fonction ^ de A(T;O)). Ceci entraîne que :
. **

(1) Ile1118 |̂  = 0(@(n)) lorsque [n| -> +œ .

Or, on sait puisque g est linéaire par morceaux que
**

II elng IL(T) ^ log I 1 1 ! lorsque |n| ^ + °° ,

ce qui contredit (1 ) .

Si (a+b) est différent de zéro et d'un entier pair, on procède de façon analo-

gue à la partie 4) du théorème 2, en utilisant 1'isomorphisme local des espaces
^ r\,

A(T;e) et A(R; g), où 8 application de R dans [l, + œ [ e s t un prolongement continu

(par exemple linéaire) de la fonction 3 définie sur Z.

En définitive un point anguleux de f est nécessairement tel que f(x ) = qir .

Soit M(x^, f(x^) = q-iï ) un point anguleux. Par la translation f ——> f - q-n qui ne

change pas a(n) et 6(n), on peut supposer M placé en l'origine (0,0). On conclut
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comme dans les parties 3 et 4 du théorème ^, que M est nécessairement point de

"réflexion" avec pentes entières.

2. Supposons maintenant a(n) négligeable devant. (3(n), c'est-à-dire que

a(n) =o(log |n|) et &(n) ^ log |n| lorsque |n| -»- +œ . O n démontre comme dans

la première partie qu'il n 'y a pas de points anguleux correspondant à des valeurs

f (x ) différentes de zéro module TT. Supposant que f admet l'origine (0,0) pour

point anguleux, on construit f et f et on calcule directement ||sin nf || ./„,<.A\T)
qui est équivalent à log |n| si f n'est pas linéaire (voir lemme 25, chap. III ) ,

ceci sous l'hypothèse que (a+b) est un entier pair. Lorsque (a+b) est différent

d'un entier pair et de zéro, on procède comme en 4. en utilisant l'isomorphisme

local de A(T;a) avec A(R;a) . En définitive, il est donc impossible que la limite

de a(n) /&(n) si elle existe, soit nulle. Si elle existe c'est que a(n)^g(n)^log|n|

Un problème ouvert difficile est de savoir s'il existe une ' fonction réelle f de

A(T) non linéaire par morceaux pour laquelle a(n) et @(n) ne soient pas équiva-

lents. Par exemple est-il possible de trouver f telle que aucune des quantités

a(n) et 0(n) ne soient bornées, l'une restant négligeable devant l 'autre ?

Lorsque la croissance de ||e || est plus lente que |n|, précisément s'il existe

a , 0 <: a < 1, tel que n l̂e111 || soit décroissant, il est facile de montrer que

supposant 8(n) = 0(a(n)) (resp. a(n) = 0 (0(n) ) ) on a la limitation "-^^(log |n|)
û /• \ P \T1/

(resp. • / =0(log|n |)) pour la croissance du rapport. En effet , d'après le lemme

9 (3.4) toute fonction F de l'espace A^T; &(n) log |n|) (resp. A°(T;a(n)log|n| ))

coïncide sur [0,-iï] avec une fonction de A^Tî^n)) (resp. A ^ T î a Ç n ) ) , donc opère

sur f , ce qui entraîne que a(n) = 0(6(n)log|n | ) (resp.3(n)=0(a(n)log |n | ) ) . Par
2 2ailleurs, si f a une dérivée dans L (T) et est de classe C non linéaire sur un

intervalle, on peut montrer comme pour He111 || que a(n) ^ 3(n) ^ |n|

En dimension k ,̂ 2, il est aisé de construire des fonctions réelles appartenant

à A(T ) telles que aW et g(n) aient des rapidités de croissance différentes. Il

suffi t de choisir f . , 1 ^ j ^ k, d'une variable, dans la classe ^ et de prendre

f(t),-f^(tp.... .f^) .
Il est facile de vérifier que si k est pair

||sin nf|| ^ (log In])1'"1 et ||cos nf|| ^ (log \n\)}K•
Aon ACT)

si k est impair on échange sinus et cosinus.

Ce ne sont pas les seules, comme on l'a vu au paragraphe 3, chap. IV. Le problè-

me se pose de construire une fonction f non linéaire par morceaux et possédant

cette propriété.
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