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FONCTIONS ENTIERES A VALEURS
DANS UN CORPS DE NOMBRES

PAR MOHAMMED ABLY

RESUME. — Soit I un sous-groupe de rang maximal d’un corps de nombres k. On
montre qu’une fonction entiére, envoyant I' dans ’anneau des entiers d’une extension
finie de k, de croissance analytique et arithmétique faibles est un polynéme. Ce résultat
étend un théoréme bien connu de Pélya. On montre également que ce résultat est a
constante prés optimal.

ABSTRACT (Entire functions with values in a number field). — Let T' be a subgroup
of maximal rank in a number field k. We prove that any entire function on I' with
integer values in an finite extension of k which has slow analytic and arithmetic growth
is a polynomial. This extends the well-known Pélya’s theorem. We show also that this
result is optimal up to a constant.

1. Introduction

En 1915, G. Polya [7] montra grace & une méthode d’interpolation qu’'une
fonction entiére f vérifiant f(IN) C Z et dont la croissance est plus faible que
la fonction z — 2% est un polyndme.
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244 M. ABLY

En 1978, M. Waldschmidt [10] introduisit les méthodes de transcendance
dans ’étude des fonctions entiéres & valeurs entiéres et redémontra en particu-
lier une version non optimale du résultat de Pélya ci-dessus.

En développant la preuve de Waldschmidt, F. Gramain [4] améliora en 1980
les résultats antérieurs sur ’analogue du résultat de Pélya pour les entiers de
Gauss. Si K est un corps quadratique imaginaire et Zk ’anneau des entiers
de K, il montra qu’une fonction entiére f d’ordre de croissance < 2 de type
de croissance suffisamment petit en fonction du discriminant de K et vérifiant
f(Zk) C Zk est un polyndme.

Par ailleurs, d’aprés un résultat de P. Stéckel [8] que F. Gramain a étendu
dans [5], si S est une partie dénombrable de C (resp. R) et T une partie dense
dans C (resp. R), alors il existe une fonction entiére d’ordre de croissance
arbitrairement petit qui envoie S dans T'.

Dans le cadre général d’'un corps de nombres K, exceptés les cas K = Q
et K quadratique imaginaire, le groupe Zyk considéré plongé dans C est dense
dans R ou C selon que K est réel ou complexe. Alors, en dehors de ces cas
exceptionnels, vu le résultat de Stéckel, si f est une fonction entiére laissant
stable Zk, une hypothése de nature analytique portant sur la croissance de f
ne suffit pas pour montrer que f est algébrique.

Ce probléme a été traité dans [1] par une méthode d’interpolation polyno-
miale.

Dans ce texte, nous obtenons, en utilisant une méthode de transcendance
un résultat qui raffine et généralise les résultats antérieurs dans ce domaine.

Soient k un corps de nombres de degré n > 2 sur Q et K une extension
finie de k. Soient Zk ’anneau des entiers de K et Sk o, I’ensemble des places
archimédiennes de K. Pour v € Sk o, on note n, = 1 (resp. 2) si v est réelle
(resp. complexe) et o, un plongement associé a v.

Soit I un sous-groupe de k de rang n sur Z. On identifie I' (voir le paragraphe
2) & un réseau de R™ et on désigne par D(I') le déterminant de ce réseau. On

note v(T') = Wiw(r)’ ot I est la fonction Gamma d’Euler.

La norme euclidienne ||.|| sur R™ est définie sur I" via l'identification de T &
un réseau de R"™.

Si f est une fonction entiére, on note |f|; = sup|,i—g | f(2)|-

On obtient comme corollaire du théoréme 5.1 de ce texte, le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.1. — Soient k un corps de nombres de degré n > 2 sur Q et
K une extension finie de k que l’on considére plongée dans C par o,,. Soit T
un sous-groupe de k de rang n sur Z. Soient f une fonction entiére telle que
f(T) C Zx et (aw),eg, .. des nombres réels > 0 satisfaisant les conditions
sutvantes :
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FONCTIONS ENTIERES A VALEURS DANS UN CORPS DE NOMBRES 245

n(2-nyy) nnyay (T
(1) eTDm0  q, H er @ Q7
ne
VESK, 00
v#vo

. 1
(2) limsupg_, Ogﬁlf‘R < Qg

(3) pour tout v € Sk,c0 \ {vo} et tout nombre réel r assez grand,

max log o, (f(z))] < a,r™.
zel
[lz]| <r

Alors f est un polynome.

Si le corps K est quadratique, ce corollaire s’énonce selon que K est imagi-
naire ou réel de la maniére suivante :

COROLLAIRE 1.2. — Soient K un corps quadratique imaginaire que ’on consi-
dere plongé dans C et I' un sous-groupe de K de rang 2. Soit f une fonction
entiere telle que f(T') C Zk et satisfaisant la condition

log | f|r m

li .
Aot TR T 2D(D)e

Alors f est un polynoéme.

Ainsi, quand T est ’anneau des entiers de K, on retrouve le résultat de F.
Gramain cité ci-dessus.

COROLLAIRE 1.3. — Soient K un corps quadratique réel, que ’on considére
plongé dans C par o,, et I' un sous-groupe de K de rang 2. Soit o,, autre
plongement de K dans C. Soient f une fonction entiére telle que f(T') C Zk
et ag, ;. deux mombres réels positifs satisfaisant les conditions :

. 2D(TD)ay e 3
(1) ag exp( (ﬂ) ) < 5D(T)

. . lo
(ii) limsupgr_, o % < ap,
(iii) pour tout nombre réel r assez grand,

max log oy, (f(u))] < arr?.
uell
lull<r

Alors f est un polynome.

Dans le cas ol k est un corps cyclotomique premier, on obtient le corollaire
suivant :
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246 M. ABLY

COROLLAIRE 1.4. — Soit p un nombre premier # 2. Soient { une racine pri-
mitive piéme de 1 et K un corps de nombres contenant { que l’on considére
plongé dans C par o,,. On pose :

Soient f une fonction entiére telle que f(Z[(]) C Zk et (o) des

UESK,oo
nombres réels positifs satisfaisant les conditions :

.. . log f
(i) limsupgr_, Rplf‘lR < Qg s

(iii) pour tout v € Sk 0o \ {vo} et tout nombre réel r assez grand,

max yer log|o,(f(u))| < aprPL.
lul|<r

Alors f est un polynome.

D’autre part, le théoréme 5.2 (voir le paragraphe 5) montre que le théoréme
5.1 est & constante prés optimal. Une version simplifiée du théoréme 5.2 est le
corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.5. — Soient k un corps de nombres de degré n > 2 sur Q et
K une extension finie de k, non quadratique imaginaire, que l’on considére
plongée dans C par o,,. Soit T' un ordre de k. Alors, il existe une fonction
entiére non polynomiale f, une constante C = C(k,K,I") > v(@)
calculable et des nombres réels positifs (o)

effectivement

vESK o0 satisfaisant :

n(2—nug) g ey
e (i—Dnug Oty H e"@nuy < O

VESK, 00
v#vo

et tels que l’on ait les propriétés suivantes :
(i) f(T) C Zk,
log |f‘R

(i) Hmsupgr_ oo —gr 2 < Qo
(iii) pour tout v € Sk 0o \ {vo} et tout nombre réel r assez grand,

max log o, (f(2))| < a,r™.
TE
|zl <7

La preuve du théoréme 5.1 reléve d’une méthode de transcendance. On
montre selon une idée de F.Gramain qu’une fonction satisfaisant les condi-
tions du corollaire 1.1 vérifie des équations aux différences finies. Cela permet
de montrer qu’elle est de croissance suffisamment lente pour conclure qu’elle
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FONCTIONS ENTIERES A VALEURS DANS UN CORPS DE NOMBRES 247

est polynomiale. La partie analytique de la preuve est basée sur 'utilisation
des polynémes d’interpolation sur I'" étudiés dans la section 3 de ce texte.

Le plan de ce texte est le suivant : dans la section 2, on présente les notations
et les lemmes auxiliaires. Dans la section 3, on définit des polyndémes d’inter-
polation sur I'. Dans la section 4, on étudie les séries d’interpolation, selon
une base formée de polyndomes d’interpolation sur I', associées & une fonction
entiére. La section 5 est consacrée & la preuve des énoncés ci-dessus.

2. Notations et lemmes auxiliaires

On note Sk l’ensemble des places v de K normalisées de telle sorte qu’on
ait : si v est archimédienne, |z|, = |z| pour z € Q et si v est p-adique, |p|, = %.
On désigne par K, le complété de K pour la valeur absolue | |, et on pose :
n, = [Ky : Qy]. Ainsi, pour tout z € K\ {0}, on a la formule du produit :

HvESK |"L‘|:1LU =1

Pour v € Sk o, on considére, selon que v est réelle ou complexe, le plonge-
ment de k dans C associé & v ou I’'un des deux plongements conjugués associés
4 v qu’on note o, et pour = dans k, on pose :

(Re(av(x)), Im(o, (x))) si v est complexe
Xy =
oy () si v est réelle.
On désigne par z le vecteur (z,)ves, .. de R™ et par [|z|| la norme euclidienne
de ce vecteur.

Soit (71,...,7vn) une base de ' sur Z. On a : k = Q(~1, ..., vn)- Les vecteurs
Yo, forment une base de ’espace vectoriel R"™. Notons Rr le réseau
Zy +---+Zy deR"

Les matrices de changement de bases de I'" étant unimodulaires, la valeur
absolue du déterminant de (v e ’ln) ne dépend pas de la base de T choisie,
c’est le déterminant du réseau ®Rr. Notons D(T') ce déterminant.

Soient Dy le discriminant du corps k et o1,...,0, les n plongements de k
dans C. Par multilinéarité, on a :

|det(ai('yj)1§i’j§n)| = 25| det(ll, e ,ln)l

ou s désigne le nombre de places complexes de k.
Ainsi, dans le cas particulier ou I' est 'anneau des entiers de k, on a :
2
(2.1) |Dy| = (2°D(T))".
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248 M. ABLY

En identifiant C & R? par le morphisme z — (Re(z),Im(z)), on identifie
I'espace [],cs, .. kv & I'espace R™. Pour v € Sk o, on associe la projection

R" — k,

t —t,.

Dans ce paragraphe, si f et g sont deux fonctions réelles positives, on note
f < g ¢’il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de K et I" tel que pour
tout nombre réel x assez grand, on ait f(z) < Cg(z).

On utilisera aussi les symboles o et O de Landau.

Soit F' le domaine fondamental du réseau Rr relatif a la base (y RERS 1n).
On note F, le translaté de F' par le vecteur x de R™ et V(F) = D(I") son
volume. On pose § = max, ;cp ||t —t'||.

t#£t

On note B(0, R) la boule euclidienne fermée de centre 0 et de rayon R de
R™. Si IV est une partie de I', on note I'y, = ¢(I'') N B(0, R) \ {0}, ou ¢ est
I’isomorphisme de groupes

I'= Zi Zry; — Rr
DAY A,

Comme R est un réseau de R™, on a :

(2.2) Card(Tg) = v(T)R" + O(R™™1).

Le lemme suivant permet de ramener ’estimation asymptotique de cer-
taines sommes discrétes portant sur I'p & ’estimation de sommes continues

sur B(0, R).

LEMME 2.1. — Soit I'' une partie de T. Soit f : R™ — R une fonction locale-
ment intégrable au sens de Lebesgue.

Soient h et g : R™ — R des fonctions positives telles que la fonction g soit
localement intégrable au sens de Lebesgue et telles que les conditions suivantes
soient satisfaites

(2.3) Z h(z) = o(R")

z€ly

(2.4) /B(O,R+6) g(t)dt = o(R™).

(i) On suppose que pour tout z € I'y, pour presque (au sens de Lebesgue)
tout t € F,,

f(z) —h(z) < f(t) +9(t)
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et on suppose en plus que l'une des conditions suivantes est satisfaite

(2:5) / £Oldt = olR?)
B(O,R+5)\UIEF,R F,
(2.6) f est positive sur B(0, R + 9).
Alors on a :
> f@ D) / f(t)dt + o(R™).
wer, B(0,R+5)

(i) Réciproqguement, si pour tout x € 'y, pour presque tout t € Fy,

f(t) = g(t) < f(z) + h(z)
et si en plus la condition (2.5) est satisfaite, alors on a :
),
o f(t)dt < f(@) + o(R").
D(T') Jp(o,rts) w;
R
Démonstration. — (i) Pour z € I'z, on a :

/ dt< [ f)dt+ / g(t)dt + h(z) | dt.

x Fy

249

Comme la réunion (J,cr,, Fm est disjointe et (Jyeprs Fr C B(0,R + d), on

obtient

L 1
ZEZFIR f(@) < vy /UM,R . f(t)dt + V) /B(O’RH) g(t)dt
+ > h(z)

zely

Les conditions (2.3), (2.4), (2. 5) (ou (2.6)) étant satisfaites, on en déduit que

Y f@ 7 /B o F(t)dt + o(R™).

zely
(ii) Dans lautre sens, on a :

1 1
T, SO0 E g [ st

r z€ly,

+ ) h(z)

zely

< Y f(z)+o(R").

z€l,
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250 M. ABLY

Cette inégalité jointe a la condition (2.5) entraine

1
—_ Rn O
V(F) /Bm,m) < 2, fl@)+ o).

z€ly

L’objet du lemme suivant est de calculer [ B(O.R) log |zt_ﬂ |dt, pour un nombre
complexe z et une place complexe v. Le calcul de cette intégrale fait intervenir
la fonction réelle définie par :

do(x) = /0 ’ 1_(1;1’2)2@.

On pose : ¢g(1) = co(n).

LEMME 2.2. — Soient R > 0 un nombre réel, z # 0 un nombre compleze et v
une place complexe. Alors, on a :

(i) silzl = R, [y plog|552ldt = oy R™ (log 1 + co(n))
(i) 5 2] < B, (0.5 08 |5721dt = 1 R d0( 2)

Démonstration. — Notons V,,(p) le volume de la boule euclidienne de R™ de

rayon p. On a :
27 | ei0|
/ / pVn_2(v/R2 — p?)log podﬁ.

/B(O R)

La formule de Jensen ([9], 1.5.3) entraine

27
/ log |z — pe'®|df = 2 max(log |z|, log p).
0

Par conséquent, si |z| >R,ona:

/B(O,R)

= 2w/ VE = P)log] Cldp
0

1
|2|
= an/ 1-2%)"7 log - da.
ES R )

Si|z| <R,ona:
z—t l2l z
[ gl i =2n [ Ve (VEE= Py 10g ] Cldp
B(0,R) to 0 P

272 R n—2 |z]
e R"/ z(1—2%)"2 log ——dz.
I'(3) 0 Rz

n [z]
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Or, pour un nombre réel a > 0, on a :
(o7
n— 1 n
/ z(1-— x2)Tde =-(1-(1-0a%?2).
0 n
D’autre part, a I'aide d’une intégration par parties, on a :
« e 1 [*1-(1-2%% 1 n
—/ w(l—xQ)%logmdxzf/ Mdm—l—f((l—oﬁ)?—l)loga.

0 n Jo x n

Ainsi, en tenant compte de I'égalité 3T'(3) = I'(§ 4 1), on obtient :

) z—ty T3 |z|
si |z| > R, / log | |dt = R™(log = + ¢o(n)
et
. z—ty T3 |z|
si |z SR,/ log dt = = R"¢o(—=!
|2 0. | P | T +1) o( Z ™

Dans le cas ot v est réelle, pour avoir un énoncé analogue au précédent, on
introduit la fonction réelle définie par
F(ﬁ + 1) 1 n—1
b1(0) = 2 [ =47 oy
ValL(254) Jo
L’estimation de cette intégrale fait intervenir la fonction Béta d’Euler qui
est définie par

.'1?2 + y2
)dy.
y2

1
B(a,\) = / 21 —2)* ldz; a>0,A>0.
0

On rappelle que cette fonction est liée & la fonction Gamma par la formule
d’Euler ([3], p. 128) suivante

L(a)I'(A)
2. B(a,\) = ———=.
(27 (o 2) Fla+A)
On pose : ¢1(n) = ¢1(1).
LEMME 2.3. — Soient R > 0 un nombre réel, z # 0 un nombre complexe non

nul et v est une place réelle. Alors, on a :

1)

z—ty T |z|
log dt < —— R"$1(—)-
De plus, on a :
(i) silzsl <R, [y plog| 5 ldt < gy ca(n)R"

(ii) si 2| > R, fB(O,R) 10g|z;

v

be | dt < g B (e1(n) +log 12).
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(2) Si|z| > R, on a :

n
2

z—ty ™ |Z| 1
1 dt > R™ +log 2 — —— ).
/B(O,R) g | ty ldt r'(z+1) (Cl(n) o8 R n- 1)

Démonstration. — En utilisant le changement de variable ¢, — —t, quand
t, < 0, on obtient :

z—t, B 5 |22 — t,?]
(2.8) log | ldt = | Va1 (VR? —1t,?)log ——5—dt
B(0,R) ty 0 t

n-1 1 2 2,2

x5 N e
_ R [ (1—y?)" T log L= 14
(2l /0 (1-v7) 08 R2y? Y

Donc, on a :

n
2

z —ty ™ |z]
log | |dt < s B e(5)-

De plus, si |2| < R, on a : ¢>1(%) < ¢1(1), d’ou le résultat (i).
Si|z|>R,ona:

l2l |2

¢1( Ez

1— 21dy.

) < ¢1(1) + Alog

1
n— 1 n+1l1
1— g2 1d:7/ 1— dz = -B
/0( y)2y20( w)2w2x2(2,2)

et on déduit de (2.7) que A = 1. Ainsi on a le résultat (ii).
Silz| > R,ona:

/01(1—11)

|Z2 2,2

R%y?| |22| ! 2,21
Rigﬂdyz logﬁo(l—y)2dy+

2

1
n— ]._
+ / (1= 9" tog(+— )y
0

Afin de pouvoir comparer avec la majoration obtenue dans la premiére partie
de ce lemme, on remarque que
2
1+y

1 2n—1 1—y2 1 2n—1
/(l—y) 7 log(——5—)dy > /(1—y) 7 log(—
0 Yy 0 Yy

1 2
s 2
+/ (1—y%)"7 log(1 — ——)dy.
0

1+y?

)dy
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Or, pour un nombre réel = tel que 0 < x < 1, on a : log(1 — x) > =%, donc

1 2 1
n-1 2y n=3 n—1 3
1— g2 log(1 — dy > —2 1—¢? 2dy > —B(——, 2).
/0( y°) 7 log( 1+y2)y_ /0( y) T ydy2 —B(——,5)

Par conséquent, on déduit de (2.8) que :

n
2

Z—ty T P (e +1 n—1
/B(o,m g ty dt > (3 + I)Rn <Alog |R|+¢(1)_\/7§12“(4’:'2”))B( 2 ;)
D’apreés (2.7), on a :
reg+1) B(n—1,§): F(%‘l) _ 1 ‘
VAT(2) 7 2 2 ar(rE) -1
Ainsi, on obtient le résultat (2) du lemme. O

3. Polynémes d’interpolation

Dans ce paragraphe, nous allons exhiber une famille de polynémes d’interpo-
lation sur I' qui constitue une base de polynémes et montrer que ces polynémes
vérifient certaines estimations asymptotiques.

Le groupe T' étant dénombrable, on note (z;);en+ les éléments de I'\ {0}
rangés par norme euclidienne croissante puis par arguments en coordonnées
sphériques successifs croissants.

Considérons les polynomes de k[X] suivants :
X - ZT;

X

P(X)=1, PX)=]]
i<k

st k>1.

Pour une place archimédienne v de k, notons P ,(X) les polynéme de

0, (k)[X] suivants :
X —ziy
Pou(X) =1, Poo(X)= [ =05 k> 1,

Py
1<i<k R

Le polynéme Py, étant de degré k, la famille (Pj ,)xen forme une base de
polynomes de o, (k)[X] sur le corps o, (k).

Remarquons que, vu 'ordre défini sur I, on a :
{zi,1<i<k}={o e D\{0};|lzl| < llzell} \{zs;i > K, ||zl = l|lzel}
et d’aprés (2.2), on obtient :
(3.1) k= v(T)[lzk]|” + O(lzx[I" ).
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254 M. ABLY

Afin de donner un énoncé commun aux cas v complexe ou réelle, on note

¢o si v est complexe
wv = . .
¢1 si v est réelle

et on pose ¢,(n) = ¥,(1).

PROPOSITION 3.1. — Soient v une place archimédienne de k et z # 0 un
nombre complexe. Alors, on a les estimations asymptotiques, ot les restes
o(||zk||™) sont uniformes en z, suivantes :

(i) Si|z| = [lzx] + 6,

log | P, (2)| < v(T) (2l +6)" log(” Al

) + co(m)(T) [lze]|” + o(llz ")

(i) i |2| < ok + 9,

log | Py (2)] < v(T)||zk|| ‘/’”(n ||||+5

< co(m)v (D) ||z )" + ollzk]|"™)

) +olllzxl™)

(iii) Soient E > 1 une constante et z un nombre complexe tel que

|z| = E||xk||. Alors, siv est compleze, on a :
log | P ()] = v(T) (log E + e (m) ) " + ol ")
et si v est réelle, on a :

1 n n
1og |Pro(2)] 2 (T) (log B+ () — — ) aw" + o(lla ")

Démonstration. — Soient z un nombre complexe non nul et v une place archi-
médienne de k. Soient IV = T'\ {{x € I';z, = 2} U{0}} et f, : R® - R la
fonction définie par :

z2—1y
fz(t):10g| ¢

v

Ona:

{256 <k, wi # 23 =T, \ @i > &, 23] = [z},
donc
(3.2) Z f(z) = log | Py (2)| + Z fa(@i).

z€l
H%H ||wk||

Notons que, pour tout k assez grand et tout x € F||z o ona:
log ||, > —log ||z,
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FONCTIONS ENTIERES A VALEURS DANS UN CORPS DE NOMBRES 255

en effet ; soient (71,...,7,) une base de I sur Z et d un dénominateur commun
de v1,...,7vn. Alors, dz est un entier non nul de k et d’aprés la formule du
produit, on obtient

|$U|nv > d—[k:Q] H |{L‘w|_n“’ > d—[k:Q]kaan—[k:Q].

WE Sk, 00
wH#v

Si |z| < 2||zk||, on en déduit ’estimation

Y (@)l < llzil|" " log [l

i>k
lzill=llzx

Par ailleurs, si |z| > 2||zk||, alors pour tout z € T} on a f,(z) > 0.

llzxll?

Par suite, on déduit de (3.2) que

(3-3) log|Pe(z)| < D fo(@) +o(llex]™),

€L,

ot o(||zx]|™) est uniforme en z.

Pour un nombre complexe z tel que |z| = E||zk||, avec E une constante > 1,
on a :

-1
o @)l < k)" log |||
i>k
el Z ol

et dans ce cas on déduit de (3.2) I’égalité

(3.4) log |Pru(2)| = Y ful@)+olllzxll").
€L
Nous allons estimer errlR f-(z) pour R assez grand, a l'aide du lemme 2.1
appliqué aux fonctions suivantes :

). h(t) =log (1+ ).

[t]

L(t) =log (14+ ————
9:(t) og(+|z_tv|

Pour z e Iy et t € F,; \ {0} tel que ¢, # z, on a :
[to] |z — @

+ log < f2(8) + (=) + g2 (1)
|| |z =ty

La fonction h satisfait la condition (2.3) du lemme 2.1; en effet, si = vérifie
|z,| > 36, pour tout t € F, \ {0}, on a:

fz(m) < fz(t) + log

[to| > |20] — &6 > 26, |zo] = |ts] — 9,
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on en déduit que

1 1)
h(m)gi/ log (1 4+ ———)dt
le' V(F) JB+©0,r+s) ( Ito] —5)
rel R
|zy|>38

)
< (R+6)"log(1+ E)

ot B*(0,R+6) = B(0,R+ §)\{t € B(0, R+ 9);|t,| < 26}.
Par ailleurs, pour z € I''g, grace a la formule du produit, on obtient
log |z,| > —log R

et par suite
Z h(z) < Z log R < R" " log R.

zely zely
|z, <38 |z, ]<38

Ainsi, on a :

> h(z) = o(R").

zely
D’autre part, selon que |z| > 2(R+ §) ou |2| < 2(R+4),on a:

) B
/ g.(t)dt < / log(1 + —)dt < R"log (1+ —)
B(0,R+9) B(0,R+5) R R

ou
3(R+95) 5 5

/ g-(t)dt < R"™™ / p™tlog (14 =)dp < R"log (1+ ).
B(0,R+4) 0 P R

Donc on a :

/ g:(t)dt = o(R"™),
B(0,R+9)

ot o(R™) est uniforme en 2.
Par ailleurs, selon que |z| > 2(R + §) ou |z| < 2(R + §), la fonction f, est
positive sur B(0, R + §) ou on a l’estimation suivante :

/ £.0ld: < og R "
BORENU, ery o B(0,R+6)\B(0,R—0)

< R" 'logR

Donc la fonction f, satisfait la condition la condition (2.6) ou (2.5) du lemme
2.1. Alors, grace a la partie (i) du lemme 2.1, on obtient

1 n
(3.5) Z fz(x) < D(F)/B(O,R+6) fZ(t) +0(R )’

z€ly

ot o(R™) est uniforme en z.
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Soit z un nombre complexe tel que |z| = ER, avec E > 1 un réel indépendant
de R. Pour z € I"g et t € F,; \ {0}, on a 'inégalité dans 'autre sens

b oy bt + )

|z — x| ~

||
[t

La fonction h satisfait ’estimation (2.4) du lemme 2.1 car

)
/ h(t)dt < R"log(1+ —=).
B(0,R+9) R

f(t) < fo(x) + log + log

D’autre part, la condition (2.3) du lemme 2.1 est satisfaite puisque

0

z; log(l + m) = O(Rn)

La fonction f, satisfait la condition (2.5) du lemme 2.1 car

|f2(8)] < logR/ dt < R" 'logR.
B(0,R+6)\B(0,R—5)

/B(O,R+6)\U$6F,R F,

Par conséquent, dans ce cas, on déduit de la partie (ii) du lemme 2.1, I'in-
égalité
1
(3.6) —_— / f=(t)dt < f2(z) + o(R™).
D(T) B(0,R+9) Z

z€ly

En définitive, les estimations (3.3) et (3.5) jointes au lemme 2.2 si v est
complexe (resp. au lemme 2.3 si v est réelle) entrainent les estimations (i) et
(ii) de la proposition 3.1.

Les estimations (3.4), (3.5) et (3.6) jointes au lemme 2.2 si v est complexe
(resp. au lemme 2.3 si v est réelle) entrainent ’estimation (iii) de la proposition

3.1. O
Remarque 3.1. — Dans la section 5, on est amené & utiliser I’inégalité
1
cy(n) > e
L’objet de cette remarque est de montrer cette minoration.
Si v est une place complexe, ¢, (n) := ¢o(n) = 01 ﬂ Donc, on a :
1 2
1-(1-¢%) _ 1
> _— > -
co(n) = /0 t =2
Si v est une place réelle,
F(ﬂ + 1) 1 n—1 1
cy(n) :i=c1(n) = 27/ (1—t*)"2 log (14 —)dt.
: Val(%52) Jo t?
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Or,on a:

1 1
n— 1 n—
/ (l—tQ)Tllog(1+t—2)dt210g2/ (1—t%) T dt
0 0

> B =
> gt 2)
et grace a (2.7), on obtient
log 2
ci1(n) > §
Donc, si n > 3, la minoration est satisfaite.
Par ailleurs, quand n =2, on a :
2 [t o1 o 4 1
c1(2) > —7/ (1 —1¢%)z2 logtdt > —7/ (1— t)logtdt
T Jo T Jo
>3 0
T

4. Séries d’interpolation

A une fonction entiére f et une place archimédienne v de K, on associe la
série d’interpolation S(f,v) définie par

S(£,0)(2) = Y brwPew(2),
keN
ou la suite (bg)ken des coeflicients d’interpolation associée & la fonction f et
N . . _ 1 Q) S
4 la place v est définie par : by, = DT fck P d¢ et ou Cj est un
cercle de centre 0 et de rayon ri > || k41|

Par ailleurs, & une suite de nombres complexes (ax)ren et une place archi-
médienne v de K, on associe la série formelle S((ax),v)) = > pen @kPr v

PROPOSITION 4.1. — (1) Soit (ax)kxen une suite de nombres complexes telle
que :
1
(4.1) lim sup log |ax| =a < —cy(n).
k—-+4o00

Alors, la série S((ag),v) converge uniformément sur tout compact de C. La
somme g, de cette série satisfait

lo v(T
lim sup 10g 190l < ) exp(n(cv(n) +a) — 1).
r—-+o00 rm n
De plus, la suite des coefficients d’interpolation associée & la fonction g, et
la place v est la suite (ak)keN-
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(2) Soient v € Sk o et f une fonction entiére telles que :

log | £l v(T) n(2 —ny)
4.2 lims =p< exp(—1— ——=).
( ) iﬁlgf rm P n xp( n—1 )
Alors, la série d’interpolation S(f,v) converge uniformément sur tout com-
pact vers f. De plus, la suite (by »)ken des coefficients d’interpolation associée

a f et v satisfait

| kv|
lllcrﬁilglog e < (l—l—lg(T))—cv(n).

Démonstration. — (1) Soit (ag)ren une suite de nombres complexes satisfai-
sant (4.1). Soit @’ un nombre réel tel que a < a’ < —¢,(n). Alors, il existe un
entier ko tel que pour tout k > ko, on ait |ag| < e’k

Soient v € Sk, et 7 un nombre réel suffisamment grand par rapport a k.
Soit @, un nombre réel > 0 tel que ¥,(a,) < ¥,(1). Rappelons que ¥,(1) =
cy(n).

Puisque, la fonction v, est strictement croissante, on a : a, < 1.

Si [|zk|| 4+ 6 > -, on déduit de I'estimation (ii) de la proposition 3.1 et de
légalité (3.1) que

log |ak Prolr < V(L) (du(aw) + a’)llzel” + o(lzx]")
< (Yo(aw) + a)k + o(k)

comme 9(a,)+a’ < cy(n)+a’ < 0,lasérie >, oy arPr,o converge uniformément
sur le disque complexe fermé D(0,7). Notons g, la somme de cette série.

On a:
lgol, < D lakPeole + Z lak Pr,v |-

k
lzxll+o<3 sz\|+5>

Zay

L’estimation (ii) de la proposition 3.1 et I’estimation (3.1) entrainent
T
Yoo lwPeal, <Y eXp{V(F)llmklln(wv(W) +a) + o[z}
r<leo[[+0< 2 r<le+0< = k

Dans cette somme, on a : wv(m) +ad <¢,(1)+a <O.
D’autre part, I'estimation (i) de la proposition 3.1 et lestimation (3.1) en-
trainent

Yo P, <Y exp{u(@) ekl (log o e + @) ol
o [ +6<r o [+o<r
kJZkJO kaO

La fonction h, définie par

hy(t) :== t"(log 1 + cy(n) +a’) s? t£0
O Slt:o
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atteint son maximum en ¢ = exp(a’ + ¢,(n) — 1/n) sur lintervalle [0, 1].
Par conséquent, on a :
n
LgTIgvlr < %I‘) exp (n(cv(n) +d') - 1) + 0(:n )
On obtient, par passage a la limite, ’estimation du type de croissance de g,.
En utilisant la formule des résidus, on montre que (aj) est la suite des
coefficients d’interpolation associée a la fonction g, et la place v.

(2) Soient v une place dans Sk o et f une fonction entiére satisfaisant (4.2).
Soit (bg,,)ken la suite des coeflicients d’interpolation associée & f et v définie
au début de ce paragraphe.

Soit E une constante > 1 que 'on précisera dans la suite. Notons Cx(E) le
cercle de centre 0 et de rayon E||zg41]|-

Par déﬁnition, on a: bk,’u = m fC’k(E) %ﬁ?(()dé‘

Posons : 5
’ _ AT,
¢, (n) = cy(n) 1
Soit p’ tel que : p < p' < @exp(—l - %)

L’estimation (iii) de la proposition 3.1 jointe & I’égalité (3.1) entraine

|Pk+1,v|Esz+1|| 2 exp{k:(logE + c;(n)) +o(k)}-

D’out ,
|bk.o| < exp{(—o=< E" —log E — ¢, (n))k + o(k)}.
v(T)
’ 1
La fonction t — ﬁt" —logt — ¢},(n) atteint son minimum en ¢t = (VTE;) )"
qui est > 1 par hypothése. Par conséquent, par passage & la limite, on obtient :
: log by »| 1 np ,
1 ———— < —(1+log ——) — .
e = (e ) e
Or, p < @exp(—l — %), donc on a :

lim sup % < —cy(n).
k—4o00
Par suite, d’aprés la partie 1 de la proposition 4.1, la somme g,(z) de la série
> ke bi,wPr,o(2) est une fonction entiére satisfaisant :
lim sup 710g 901 < @
k— 00 rh ne
Pour achever la preuve, nous allons montrer que : f = g,. La fonction f —g,
s’annule évidemment sur T'\{0}.
Si n > 3 alors le groupe I' n’est pas discret donc il est dense dans R ou C
selon qu’il est réel ou complexe, par conséquent on a f = g,.
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Sin=2et ' CR, alors I' est dense dans R et par conséquent f = g,.
Considérons le cas n = 2 et I complexe. Dans ce cas, on a :

: log |f — gulr v(T') ™
4. 1 < < .
(43) :ﬂTJSrlcg) r2 ~ 2 ~ 2eD(T)

D’autre part, la fonction f— g, s’annule sur I',. qui est contenu dans le disque
complexe D(0,r).

Si f — gy est non nulle on déduit de la formule de Jensen ([9], 1.5.3) que
pour r assez grand, on a :

r
log|f — gulr > Z log —.
wer £

Nous allons estimer cette somme en utilisant le lemme 2.1. Pour z € T'\ {0}
ette€ F,,ona:

r r 0
log — < log — +log(1+ —)
|ty] |, | [t
Les conditions de la partie (ii) du lemme 2.1 sont satisfaites. On en déduit
que

1 / T r 9
—_— log —dt < log + o(r*®),
D(T) Jpormy — Itol Z ||

zel,.
donc

cela contredit 'inégalité (4.3). O

Les deux lemmes qui suivent sont dus & F. Gramain et M. Mignotte. Nous les
énongons ici avec les données et les notations de notre probléme. On remplace
notamment les notions de mesures |Z| ou M (z) d’un entier z de K utilisés dans
[6] par la mesure équivalente max,ecgy . |¢|,- On remplace aussi I’ensemble
T(r)y={kim1+ -+ kivn, ki € Z,|k;| < r} dépendant d’une base (y1,...,Vxs)
de T' sur Z considéré dans [6] et [4] par I’ensemble T, = {u € T, |jul| < r}
vu qu’il existe des constantes ¢; = ¢1(Y1,.--,7n) > 0,¢2 = ca(y1,-.-,Yn) > 0
telles qu'on ait : I'c,, C T'(r) C Teypr.

LEMME 4.1. — Soient K un corps de nombres de degré > 2 sur Q, que l’on
considére plongé dans C et Zk 'anneau des entiers de K. Soient I un sous-
groupe de K de rang n sur Z et (y1,...,7n) une base de I' sur Z. Soit f une
fonction définie sur C tel que f(T') C Zk et satisfont n équations fonctionnelles
de la forme

Y Qi) f(z+iv1)=05i=1,...,n.

0<j<N;
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ot pour tout i fizé, les Q;; sont des polyndmes non tous nuls a coefficients
dans Z.

Alors, on a : max yer, log|f(u)|l, < rlogr.
VESK, 00
De plus, si T' est un sous-groupe complexe de rang 2, alors

log |f|r < RlogR.

Démonstration. — La premiére estimation du lemme découle de la proposition
A2 de [6].

Dans le cas oit T est un sous-groupe complexe de rang 2, si (71,72) est une
une base de I sur Z, alors ~; et 2 sont linéairement indépendants sur R et on
applique le lemme 5 de [4] pour obtenir la majoration annoncée de log |f|g. O

LEMME 4.2. — Soient K un corps de nombres de degré > 2 sur Q, que l’on
considére plongé dans C et Zk ’anneau des entiers de K. Soit ' un sous-groupe
de K de rang n > 2. Soit f une fonction entiére qui satisfait les conditions :

(i) f(T) C Zx

(i) log|f|lr < RlogR sin=2cet ' est complexe

ii
log |flr < R™ sinon

(iii) max yer, log|f(u)|, < rlogr.

VEOSK, 00

Alors f est un polynome.

Démonstration. — Si T’ n’est pas discret le lemme découle de la proposition
A3 de [6].

Si le groupe I est discret, alors n = 2 et I' est complexe, dans ce cas la
preuve est la méme que celle du théoréme 2 de [10]. O

5. Résultats

Rappelons qu’on note (zx)ren~+ les éléments de I'\ {0} rangés dans 'ordre
croissant (en coordonnées sphériques dans R™) et pour v € Sk o, on note
Ty = 0y(zk) OU 0, est un plongement de K dans C associé a v.

On considére K plongé dans C par o,,. Soit f : C — C une fonction entiére
telle que
(2 — Nyg)

I
og|fln _ ()
n n—1

T) C Zx et li SR 22 exp(—1 —
f(T)CZke im sup —5 — exp(

).

On omet dans les notations, quand il n’y a pas d’ambiguité, les indices
relatifs & la place privilégiée vy.
D’aprés la proposition 4.1, la fonction f est la somme de la série S(f,vg)(2) =

ZkeN bkpk(z)7 Ofl bk = 2i7‘r;k+1 ka Plfffg() dC.

TOME 139 — 2011 — N° 2




FONCTIONS ENTIERES A VALEURS DANS UN CORPS DE NOMBRES 263

On déduit de la formule des résidus que b, € K. Ainsi, pour v € SK o,
on note S,(f) la série formelle >, cn 00 (bk)Prw(2). On a : Sy(f)(ow(zs)) =
Y ok<s Ou(bk) Pro(00(25)) = Y pes 0u(brPr(zs)) = ou(f(25)) donc Sy(f) est
bien définie sur o,(I") et S,(f)(0w(T)) C 0y(ZK).

Pour une partie non vide  de Sk 0, on note r, le nombre de places réelles
contenues dans J et ny, = > o/ ny.

THEOREME 5.1. — Soient k un corps de nombres de degré n > 2 sur Q et K
une extension finie de k que l’on considére plongé dans C par o,,. Soit T’ un
sous-groupe de k de rang n sur Z.

Soit J une partie de Sk oo contenant vy. Soient f : C — C une fonction
entiere telle que f(T') C Zk et (ay) des nombres réels > 0 satisfaisant
les conditions :

UESK,oo

u(I‘),

(1) maxvej a, <

_nry nny oy »(1)
n=Dn, v(D)n,
(11) e 7 Hveﬂav / HUESK o\ € 7 < ne

(iii) pour tout v € 4, la série S,(f) se prolonge en une fonction entiére notée
fv satisfaisant limsupg_, | logl‘%ifn”‘}* < ay
(iv) pour tout v € Sk, \ J et tout nombre réel r assez grand
max log|o,(f(z))| < a,r™
z€l
lzll<r

Alors f est un polynome.

Remarque 5.1. — Les conditions (iii) et (iv) ne sont pas de la méme nature. La
premiére est de nature analytique portant sur le type de croissance de la somme
de la série entiére S, (f) pour v € J. La seconde est de type arithmétique. Pour
v € SK,0 \ /, on n’exige méme pas que la série S, (f) soit définie en dehors de
o, (T).

La preuve du théoréme repose sur la proposition suivante.

PROPOSITION 5.1. — Soit (71,...,7,) une base de T' sur Z. Sous les hypo-
théses du théoréme 5.1, il existe un entier N > 1 et une place v dans J tels que
pour tout i = 1,...,n, il existe des polynomes (Q; j)<j<n & coefficients dans

Z non tous nuls tels que :

Z Qz,] fv Z+]’sz)=0-

0<j<N

Preuve de la proposition 5.1. — Soient (aw),cg,  des nombres réels > 0 vé-
rifiant les conditions du théoréme. Soient (c7,), ., des nombres réels tels que :
pour tout v € 4, di, > a, et tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

r
(5.1) maxd, < 2D
ved n
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et

(5.2) e(n l)n/ H ~"y H :&U)Zj < V(F)

ne
ved VESK, 00 \J

Pour homogénéiser les notations, si v € Sk o \ J, o0 pose : &, = .
PREMIER PAS. Soit v I'un des 7;. Soit Sy un réel assez grand, posons :

M := M(So) = [Sg/(log So)’], N := N(So) = [(log 5o)°]-

Il existe des entiers ¢;,(0 < j < N,0 < k < M) non tous nuls de valeurs
absolues majorées par exp(log; ) et tels que la fonction définie par

2)= Y qr2f(z+57)

j<N

k<M
soit identiquement nulle sur I's,. En effet, si d est le dénominateur commun
de v1,...,7n, cela revient a résoudre le systéme : {dM F(u) = 0;u € T'g,}. Ce
systéme en les inconnues g¢; ; est un systéme linéaire homogéne & K := NM
inconnues et dont le nombre d’équations L vérifie L = card(T's,) < 2v(T')S§.

Les coefficients d™u” f(u 4 j7) de ce systéme sont dans Zy. On déduit des

conditions (iii) et (iv) du théoréme 5.1 que

ot A = exp{log NM + Mlog Sy + (So + N|[7[)" maxye s .. |ol}-
Comme S est assez grand, on a K > nL et on déduit du lemme de Siegel
([9], lemme 1.3.1) qu’il existe une solution non nulle (g; x) dans ZM" vérifiant :

nL
max;k [gj,6] < (V24)FT.
Vu le choix des paramétres, on en déduit que
S n
~ log Sy’

log max lgj.i] <

SECOND PAS. Pour v € 4, posons

z) = Z Qj,kzkfv(z +j'7v)‘
J<N
k<M

Par définition F,, = F. Pour tout u € T, on a F,(u,) = 0,(F(u)), par
conséquent F), est nulle sur o,(T's,).
Considérons alors les propositions suivantes :

P1(S) : F est nulle sur Tg

v(T) ayn n(2 —=ny)\ on n
: < —- .
Po(S) : log |Fyls < - (1+log 1/(1")+ —1 )S +0(S™), pour tout v € 4
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Montrons d’abord que pour S > Sy : $1(S) = P2(S + 1).
Notons : dg = card(I' N B(0, 5)), on a : dg = v(I')S™ + o(S™).
Or, d’aprés (3.1), on a :

ds = v(D)[|zas I + o(llzasl")-

D’ou
(5.3) Iwas] = 5+ o(3):
Pour v € 4, posons : Gu(z) = pr(z()zV
g

Si P1(9) est satisfaite alors F,, est nulle sur o,(I'N B(0,.5)) donc G, est une
fonction entiére.

Soit £ > 1 une constante que 'on précisera dans la suite. Comme Sy est
assez grand, on a : S + 1 < E||z4]|- Le principe du maximum appliqué a G,
montre que :

(5.4) 1Gol(s+1) S |GolBzag -

Or,on a:

So" -
IFol Bleag ) < NMeXD( + Mlog(E|zas ) + &o (Elzas| + N||7||)").
s log S

D’out
|| Bjlaag | < exp(au(ES)" + o(S™)).
D’autre part, les estimations de la proposition 3.1 jointes & (5.3) entrainent
les inégalités
log |Pds7v|sJrl <v()ey(n)S™ + o(S™)
et pour tout nombre complexe z tel que |z| = E||zq4 ]|,

2 — v
1og|Pas ()] = U(T)S" (log B + cu(n) - =

) +o(s™).

Par suite, on déduit de (5.4) que

(2 —n,
log | Fy|s11 < (_y(r) log E + &, E" + %)S” +o(S™).

La fonction h(z) = —v(I') log z + a,z™ + w atteint son minimum en
x = (':L(éz) )» qui est > 1 d’aprés la condition (5.1). Par conséquent, on obtient
Po(S +1).

Montrons que P2(S) = P1(S). Supposons que P5(S) est satisfaite et qu’il
existe u € T tel que |lu]| < S et F(u) # 0.
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Pour v € Sk, \ 4 et u € T, posons Fy,(uy) = 0 (F(u)). On déduit de la
condition (iv) du théoréme 5.1 I'inégalité

So™

og So
< @yS™ + o(S™).

log | Fy(uy)| < log(NM) + 1 + Mlog S+ &,(S+ N|~v|D™

D’autre part, d’aprés %»(.S), on a pour tout v € J

log |F, (u,)] < ”(nr) (1+ ”(fl - ?”) +log 5‘(1?))5” +o(S™).

Or, le nombre d™ F(u) est un entier non nul de K, donc d’aprés la formule
du produit, on a :

II 1dYFo(u,)™ > 1.

VESK, 0

Cette inégalité jointe aux estimations de |F),(u,)| précédentes entraine :

E UGSII(_‘,[OO\J ne
Cela contredit la condition(5.2).
On en déduit que pour tout S > Sy, F' s’annule sur I'g.
Si I' en tant que sous-groupe de C n’est pas discret, alors il est dense dans
R ou C selon que I est réel ou non. Dans ce cas la fonction F' est la fonction
nulle donc la proposition 5.1 est vérifiée par f,.

SiI' est discret, alors n = 2 et I est un groupe complexe. Dans ce cas, toutes
les places archimédiennes de K sont complexes et la condition (5.2) entraine

ITa < (5%,
ved

Par suite, il existe w € 4 tel que &, < VfLI;) et on déduit de P5(S) que la

fonction entiére F,, est bornée donc elle est constante d’aprés le théoréme de
Liouville. Comme elle s’annule, elle est identiquement nulle, donc dans ce cas
la proposition 5.1 est vérifiée par f,,. O

Preuve du théoréme 5.1. — Sous les hypothéses du théoréme 5.1, on déduit de
la proposition 5.1 qu’il existe une place v dans J tel que f, vérifie n équations
fonctionnelles non triviales

> Qi) fu(z+vip) =0,i=1,...,n

0<j<N

ot les (), ; sont des polynémes & coefficients entiers rationnels.
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Par suite, le lemme 4.1 appliqué a la fonction f, et au sous-groupe o, (T") du
corps o, (K) donne

max _ {log(|f(u)lw)} < rlogr.
ueov(I‘),”u“ST{ g(|f( )|w)} g

wesnv(K),oo
De plus, si I' est un sous-groupe complexe de rang 2, le lemme 4.1 montre
I'inégalité
log|fu|r < RlogR.
La fonction f, satisfait alors les conditions du lemme 4.2, donc f, est un
polynéme et par suite f est un polynéme. O

Preuve des corollaires

Corollaire 1.1. — On prend J = {vp}. On a : vy = 2 — ny,, Ny = ny,. La
condition (iii) du théoréme 5.1 se traduit dans ce cas par la condition 1 de ce
corollaire. La condition (i) du théoréme 5.1 est contenue dans cette condition 1.

Corollaires 1.2 et 1.3. — Les corollaires 1.2 et 1.3 se déduisent du corollaire 1.1
de la fagon suivante : Quand K est quadratique imaginaire, I’ensemble Sk o
est réduit & une seule place complexe vg. On a : n,, = 2 et la condition 3 du
corollaire 1.1 dans ce cas est vide.

Quand K est quadratique réel, on a : Sk, 0o = {v0,v1} €t Ny, =Ny, = 1.

Corollaire 1.4. — Dans le cas cyclotomique, on prend T' = Z[{] 'anneau des
entiers du corps k = Q(¢).

D’apreés (2.1), on a :

D(T)? = 277| Dy
et
| Dic| = [Ny (P'(O))] = p* 2,

ot P(X) est le polynome P(X) = XP~1 4+ XP=2 ...+ X +1.

Donc on a :

1-p p—2 (27‘_)%—1
D(I‘):22p2 et I/(:I:“):71072
(B55)p" 7
Si K est une extension de k, pour tout v € Sk «, on a : n, = 2. On obtient
le résultat en appliquant le corollaire 1.1. O]

Pour illustrer un exemple d’application du théoréme 5.1, lorsque I’ensemble
J n’est pas réduit a une place, on considére le cas cyclotomique ci- dessus. On
a, dans ce cas, ry = 0 et n, = 2card () et les conditions (i) et (i) du théoréme
5.1 s’écrivent :
v(T)
max o, < ——,
veS p—1
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(P=Day v(T)
Moo IT o < A0 i

veS VESK, 00\ (p N 1)

THEOREME 5.2. — Soient k un corps de nombres de degré n > 2 sur Q et
K une extension finie de k, non quadratique imaginaire, que l’on considére
plongée dans C par o,,.

Soient T' un ordre de k et J C Sk, un ensemble de places contenant
vg. Alors, il existe une fonction entiére non polynomiale f et une constante
C =Ck,K,T) > % effectivement calculable et des nombres réels positifs
(O‘v)vesx,oo satisfaisant :

v(T)
max o, < —-,
ved n

e% H av% H e%ﬁ; <C
ved VESK, 00\
et tels qu’on ait les propriétés suivantes :
(i) f(T) C Zx
(i) pour tout v € J, la série S,(f) se prolonge en une fonction entiére f,
satisfaisant limsupg_, , o logll%{f‘R < ay,
(iii) pour tout v € Sk 0o \ J et tout nombre réel v assez grand,

max log|o, (f(2))] < a,r™.
zel
lzll<r

Démonstration. — On reprend les notations du paragraphe 3; en particulier
on note (x;);en~ les éléments de I' \ {0} rangés par norme euclidienne crois-
sante puis par arguments en coordonnées sphériques successifs croissants et on
considére de nouveau la base (Py) de polynomes d’interpolation sur I' définie
dans le paragraphe 3. Notons J; le dénominateur commun des nombres

{Px(z;);i < k}.
On montre ([1], proposition 4.1 (iii) que pour k > kg, on a :
5y < e
ou c¢ est un réel positif ne dépendant que de k et T'.
Soit € > 0. On déduit du lemme de Minkowski sur les ensembles convexes

([2] theorem 4, ch. 2) que pour tout entier k € N, il existe a}, € Zk \ {0}
satisfaisant :

(5.5) ja ™ < e (eremrek e g
et
(5.6) (Uegll(ayz\j|a;c|vnv)card(5'x,oo\f) < Ag(e),
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ou Ag(e) = (2)*Dk exp(k > wes Mw(c + cw(n) + e)), s étant le nombre de
places complexes de K et Dk le discriminant de K.
Posons a;, = diaj,. On déduit de I'inégalité (5.5) que, pour tout v € J,

I log |ak|»
imsup —————

—cy(n).
k—+400 k ( )

Par suite, la proposition 4.1 montre que pour tout v € J, la série
>k ak,v Pr.» (%) se prolonge en une fonction entiére f, satisfaisant :

lo v(T
limsup g|fv|R < ( )
Rotoo R" ne
Posons alors a,, = "fll;) , pour v € J. Notons f la fonction f,,.
D’autre part, pour v € Sk, \ 4, posons :
log |a
By = lim sup 7g| kol
k—-+o00 k

On déduit de 'estimation (3.1) que :limsup, |- 400 logla"l“;fl = v(T)B,.

Iz

Par ailleurs, on a : 0 (f(2x)) = >, <k @i,v Pi,v(Tk,v). Donc, on a :

|low(f(zk)| < Z |ai,0Pi0(Tr,0)| + Z |ai,0 Pio (2k,0)-
i<k i<k
N EA R lz:ll+0<|zk,v]

On majore les valeurs |P; ,(x,)| dans le premier terme de cette somme &
laide de lestimation (ii) de la proposition 3.1, en tenant compte de 'inéga-
lité ||z;|| < ||zk|| puis dans le second terme & l’aide de lestimation (i) de la
proposition 3.1, on obtient :

0w (flaw)] < exp(vD)en()anl” +olllznl™) D0 lasal
i<k
|Zk,o | <[|zi |40

n |xk,v| n
+ Z @i v eXp(V(F)H.Z'iH (cv(n) + log Tzl ) + o(||z | ))
i<k B
[lzill4+0<|zk,»]

Considérons la fonction définie sur I’intervalle [0, |z . |] par :
__4n |‘/L‘k7'U|
holt) = £ 05(1221) 1, (m).

Vu la remarque 3.1, on a : ¢,(n) > %, donc hl(t) > 0, d’ou :
hy(t) < Cv(n)lxk,vln-
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On en déduit que pour v € Sk 00 \ ,

hmsap [ E17u (@)

- < v(T)(By + co(n)).
[ || —-+oo |z

On déduit de I'inégalité (5.6) que

card(Sk, \ J) X vegnax\j(nvﬁv) <2c+mnylc+e)+ Z N Cyw(N).

o0 weS

Pour v € Sk, \ 4, posons : a, = v(I')(B, + ¢»(n) + €).
Les nombres (a,,) satisfont alors la condition

& ny NNy iy
e=Dny H Qy ™ H ey < C(e)

ved VESK, 00\

ou C(e) = Vfl? exp( 4 QTT”; e+ esk.. MwCo(n) + 2ne).

(n=1)n,

La fonction f n’est pas un polynéme car les coefficients aj ne sont pas nuls.
D’ou le théoréme 5.2.
On obtient le corollaire 1.5 a partir du théoréme 5.1 en prenant ./ = {vo}. O

1]
2]

[3
)

]
6]

17
]
]

[10]
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