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PROPRIETES DE MELANGE DU FLOT DES CHAMBRES DE
WEYL DES GROUPES DE PING-PONG

PAR XAVIER THIRION

REsuME. — Dans cet article, nous étudions le flot des chambres de Weyl d’une large
classe de sous-groupe discrets d’un groupe de Lie semi-simple réel : les groupes de
Ping-Pong. Nous montrons que ce flot est mélangeant relativement & la mesure de
Patterson-Sullivan ; celle-ci étant infinie en rang > 2, nous précisons cette propriété de
mélange en explicitant sa vitesse dans le direction du vecteur de croissance du groupe.

ABSTRACT (Mizing properties of Weyl Chamber flows of Ping-Pong groups)

In this paper, we study the Weyl’s chamber flow associated with a large class of
discrete subgroups of a semi-simple real Lie group : the Ping-Pong groups. We prove
that this flow is mixing with respect to the Patterson-Sullivan measure ; this measure
being infinite in rank > 2, we precise this mixing property with a precise speed of
convergence in the direction of the growth vector of the group.

1. Introduction

Soit G un groupe de Lie linéaire réel, connexe et semi-simple de rang rg (G)
dont l'espace symétrique associé (X,dx) est de type non compact.

Dans le cas o G désigne le groupe orthochrone SO, (1,n), Pespace symé-
trique associé est I’espace hyperbolique H"” et les groupes de Ping-Pong ont été
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388 X. THIRION

introduits et étudiés par F. Dal’bo et M. Peigné [7]. Dans le cadre plus large ou
nous nous plagons, ils représentent une généralisation des groupes de Schottky
utilisés par Y. Benoist [5] et fournissent une classe maniable de sous-groupes
discrets et Zariski denses de G. Par exemple si G désigne SO, (1,n) et I' un
groupe de Ping-Pong au sens de [7], le flot géodésique de T'\H" posséde un
codage explicite.

Dans cet article, nous étendons la définition de groupe de Ping-Pong et
nous étudions les propriétés des mesures de Patterson-Sullivan associées suivant
la généralisation aux espaces symétriques de rang supérieur proposée par P.
Albuquerque [1].

Afin d’énoncer les principaux résultats de ce travail, introduisons quelques
notations. Soit a une sous-algébre de Cartan de l'algébre de Lie g de G et
soit K un sous-groupe compact maximal. On choisit une chambre de Weyl
ouverte a™™ et on note at 'adhérence de a™* dans a. On dispose alors de la
décomposition G = Kexp (at) K et de la projection de Cartan p : G — a™
associée. On munit a de la norme euclidienne ||.|| telle que, pour tout g € G,
on adx (0,g-0) = ||i(g) || et on note {.,.) le produit scalaire associé a ||.||.

On fixe un groupe de Ping-Pong I' (nous renvoyons le lecteur a la section
6.1 pour une description précise de ces groupes) et on note (Wr, (wg/a € a))
le flot des chambres de Weyl de T'.

Nous nous intéressons ensuite aux propriétés ergodiques des mesures de
Patterson-Sullivan. Pour ce faire, nous renvoyons le lecteur aux sections 4 et
7.0.0.1 ot nous rappelons la définition du vecteur de croissance et la construc-
tion des mesures de Patterson-Sullivan.

Nous avons le

THEOREME 1.1. — Il existe une mesure de Patterson-Sullivan mr sur Wr
telle que, pour toutes fonctions 11,102 : Wr — R continues a support compact,
la fonction
rg(X)—1
a— R, a— (a, 7)) = mp<¢1owl‘i‘x¢2)

soit bornée. De plus, il existe ¢ > 0 et un endomorphisme S sur a symétrique
et défini positif tels que, pour tout a € a et toutes fonctions 1,¢¥9 : Wr — R
continues a support compact, on ait

rg(X)—1 _ el i@ —(a,r(r)?

t™ 2 mr (¢1 S w;T(FH\/{a X ¢2> —ce =@ mr (Y1) mr (¥2)

lorsque t — +oc0.

Lorsque le rang géométrique de X vaut 1, le flot des chambres de Weyl
s’identifie avec le flot géodésique de I'\ X. Ainsi, dans ce contexte, la mesure
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PROPRIETES DE MELANGE DU FLOT DES CHAMBRES DE WEYL 389

de Patterson-Sullivan est finie et le dernier résultat exprime le fait que le flot
géodésique est mélangeant par rapport a la mesure de Patterson-Sullivan.

La propriété importante des groupes de Ping-Pong que nous utilisons ici est
que leur ensemble limite peut étre codé & l'aide d’un alphabet dénombrable.
La restriction du flot des chambres de Weyl & un borélien « convenable » est
alors semi-conjuguée a un flot spécial au dessus d’une transformation dilatante
possédant une infinité dénombrable de branches inverses. Ce qui nous permet
d’adapter notre étude aux travaux de Y. Guivarc’h et J. Hardy [10] en utilisant
le théoréme du renouvellement pour les chaines semi-markoviennes di a M.
Babillot [2].

Pour I’élaboration de ce travail, j’ai bénéficié des remarques et suggestions
de Marc Peigné. Je tiens ici & I’en remercier.

2. Notations

Dans cette section, nous fixons quelques notations que nous utiliserons tout
au long de ce texte.

Notations relatives a la structure de groupe de Lie de G. — On note (g, [.,.])
I’algébre de Lie de G, Ad la représentation adjointe de G sur g et exp ’appli-
cation exponentielle de g sur G.

Involution de Cartan et décomposition de Cartan. — Soit © une involution
de Cartan de g et g = € ® p la décomposition de Cartan associée : ¢ = {X €
g/0(X) =X} et p={X € g/O(X) = —X}.On fixe un sous-espace abélien
maximal a de p. On note A le sous-groupe de G dont a est P’algébre de Lie.

Racines, chambres de Weyl. — On note R l’ensemble des racines de a dans
g; c’est-a-dire, I’ensemble des formes linéaires non nulles x sur a tel que le
sous-espace

gy ={X€g/WWea [XY]=x()X}

soit non nul. Chacune des racines de a s’annule sur un hyperplan de a. On
appelle chambres de Weyl de a les composantes connexes de a privé de ces
hyperplans. On fixe une de ces chambres de Weyl notée a*+. On note a*
l’adhérence de a™* dans a.

Sous-groupe compact maximal. — On note K le sous-groupe de G dont ¢ est
l’algebre de Lie. C’est un sous-groupe compact maximal de G.

Composante de Cartan. — Pour tout g € G, il existe un unique élément
p(g) € a*, appelé composante de Cartan de g, tel que exp (1 (g9)) € KgK.
L’application p : G — a* ainsi définie est appelée projection de Cartan.
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390 X. THIRION

Norme euclidienne sur a. — La projection de Cartan permet de munir a d’une
norme euclidienne ||.| provenant de la métrique riemannienne de X telle que,
pour tout g € G, on ait dx (0,9 -0) = ||u(9) ||-

Involution d’opposition. — On note ¢ 'unique involution, dite d’opposition, de
a telle que, pour tout g € G, on ait ¢ (u(g)) = u (g_l) .

Racines positives et simples. — Une racine x € R est dite positive si elle est
positive sur a™. On note R' I’ensemble des racines positives et on pose

n= Y oy

xXERt
On note N le sous-groupe connexe de G dont n est ’algébre de Lie. Une racine

positive est dite simple si elle ne peut s’écrire comme la somme de deux racines
positives. On note A I’ensemble des racines simples.

Décomposition d’Iwasawa. — Pour tout g € G, il existe un unique (k, a,n) €
K x ax N tel que g = k exp () n. De plus, 'application

KxaxN—G (k,a,n) — k exp (a) n
est un difféeomorphisme de classe C°°, appelé décomposition d’Iwasawa.

Centralisateur de A dans K et sous groupe paraboliqgue minimal. — On note M
le centralisateur de A dans K et on pose P = M AN. Le groupe M A normalise
N donc P est un sous-groupe de G.

Composante de Jordan. — Tout élément g € G admet une décomposition
unique, appelée décomposition de Jordan, g = ge g g, en produit de trois
éléments qui commutent, avec g, elliptique (c’est-a-dire semi-simple et contenu
dans un sous-groupe compact de G), g hyperbolique (c’est-a-dire conjugué a
un élément exp (a (g9)) avec a(g) € a™) et g, unipotent. On note A (9) = a (g).

Ezemples. — (1) Explicitons certains de ces objets dans le cas ou G désigne le
groupe orthochrone SO, (1,n), c’est-a-dire la composante connexe de I'identité
dans le sous-groupe de GL (n+ 1,R) formé des matrices g € GL (n+ 1,R)
telles que g I1 ,, 'g = I », on1

1 (0)

(0) -1

L’algébre de Lie g est I’ensemble des matrices carrées X d’ordre n + 1 telles
que ‘X I, +1,X=0.
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PROPRIETES DE MELANGE DU FLOT DES CHAMBRES DE WEYL 391

— Comme sous-groupe compact maximal, on peut choisir le sous-groupe K
de SO, (1,n) formé des matrices de la forme

o2)

ol k est une matrice orthogonale d’ordre n ( i-e telle que 'k k = I).
— Comme sous-algébre de Cartan a, on peut choisir ’ensemble des matrices

de la forme
0t
oy 1= ,
! t0

avec t € R. On identifie a avec R.

— Comme chambre de Weyl ouverte a™", on peut choisir le sous-ensemble
de a formé des éléments ¢ tel que t > 0.

— Avec ces choix, le groupe N correspond & l’ensemble des matrices n, de

la forme
1 uw — flw]l?
2
nu = 0 In_l tu 9
0 0 1

ol u est une matrice de type 1 x (n — 1).
— Le groupe M correspond donc a ’ensemble des matrices my de la forme

100
myg = OkO )
001

ou k est une matrice orthogonale d’ordre n — 1.

— La composante de Cartan p(g) € Rt d’un élément g € SO, (1,n) corres-

pond au logarithme du rayon spectral de la matrice symétrique (*g g)%.
(2) Explicitons certains de ces objets dans le cas ot G désigne le groupe spécial
linéaire SL (n,R). L’algébre de Lie g est alors l’ensemble des matrices carrées
d’ordre n & trace nulle.

— Comme sous-groupe compact maximal, on peut fixer le groupe orthogonal
SO (n).

— Comme sous-algébre de Cartan a, on peut choisir ’ensemble des matrices
carrées d’ordre n, diagonales et de trace nulle que ’on identifie avec ’hy-
perplan {(z1,...,z,) € R*/z1 + ... + &, = 0}.

— Comme chambre de Weyl ouverte a™, on peut choisir le sous-ensemble
de a formé des éléments (z1, ..., z,) tels que 1 > ... > x,.

— Avec ces choix, le sous-groupe N correspond au sous-groupe de G formé
des matrices triangulaires supérieures avec 1 sur la diagonale.
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392 X. THIRION

— Avec ces choix, le sous-groupe M correspond au sous-groupe de G formé
des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont +1.

— La composante de Cartan p(g) € at d’un élément g € SL (n,R) cor-
respond au vecteur (u1(9g),-.., 4n (g)) € a dont les coordonnées sont les

1
logarithmes des valeurs propres de la matrice symétrique (*g g) 2 rangé par
ordre décroissant.

Notations relatives auz espaces métriques. — Si (2, dz) est un espace métrique
alors, pour tout £ € E et tout r €]0, +00[, on note Bz (§,7) = {¢ € E/d= (§,¢) <
r} la boule fermée centrée en & de rayon r.

Notations relatives aux espaces de fonctions.— Si = désigne un espace topolo-
gique compact (resp localement compact), on note C (Z,K) (resp. C. (E,K)),
avec K = R, RT ou C, I’espace des fonctions continues (resp. continues & sup-
port compact) muni de la norme uniforme ||. |-

Si = désigne un espace topologique localement compact, pour tout £ € =,
on note D¢ la mesure de Dirac en &.

Si Z désigne un espace mesurable, on note By (Z,K), avec K = R, RT ou
C, l’espace des fonctions ¢ : Z — K boréliennes et bornées muni de la norme
uniforme ||.||oo-

Si = désigne un espace mesurable et B un borélien de =, on note 1p la
fonction indicatrice de B.

Notations relatives auz espaces euclidiens.— Si E désigne un espace euclidien
autre que a, on désigne par (.,.)g le produit scalaire associé & E. On note
GL (E) le groupe des automorphismes linéaires de FE et End (E) 'espace des
endomorphismes linéaires de E. Pour tout 7' € End (E), on note A\g (T) le
rayon spectral de T' dans F. On note /\2E le produit tensoriel antisymétrique
de F muni du produit scalaire (., >/\2E défini pour z1 A za,y1 Ays € /\2E par

(T1 Ao, y1 A yz)AzE = (21,y1) B (T2, Y2)E — (T1,Y2) E (T2, Y1) E-

On note P (E) 'espace projectif associé¢ & £ muni de la distance dp(g) définie
pour P (z),P(y) € P(E) par
Iz Ayl ps
do iy (P (@) P (1)) i= ——— V2
w ]z Nyl e

ol z et y désignent respectivement un représentant de P (z) , [P (y). On considére
également ’action naturelle du groupe GL (E) sur P(E) qui & g € GL (E) et
P(x) € P(E) représenté par = € E associe g - P (z) représenté par g (z) € E.
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PROPRIETES DE MELANGE DU FLOT DES CHAMBRES DE WEYL 393

3. Préliminaires

Dans cette section, nous rassemblons des résultats connus dont nous aurons
besoin par la suite.

3.1. Variété des drapeaux et cocycle de Busemann. — On rappelle que P désigne
le groupe M A N. L’espace homogéne F := G/P est appelé variété drapeau de
G et ses éléments sont appelés drapeauz de G.

En utilisant le fait que la décomposition d’Iwasawa est un difféomorphisme
de K X a x N dans G, on montre que le groupe K opére transitivement sur
F et que le stabilisateur de P sous l'action de K est le groupe M. Nous en
déduisons que l'espace F est compact, métrisable puisque 'application K /M —
F, kM — kP est un homéomorphisme K-équivariant.

Ezemples. — (1) La variété des drapeaux de SO, (1,n) s’identifie avec le bord
géométrique X de X muni de I'action naturelle de G.

(2) La variété des drapeaux de SL (n,R) s’identifie avec I’espace des dra-
peaux complets de R™ muni de la topologie de Hausdorff et de ’action natu-
relle de G, c’est-a-dire ’ensemble des suites (E;), {1,...n—1} Strictement crois-
santes de sous-espaces vectoriels de R™ telles que dim (E;) = ¢ pour tout
ie{l,...,n—1}.

La composante en a de la décomposition d’Iwasawa d’un élément de g € G
ne dépend de g que par sa classe d’équivalence a droite modulo M. Autrement
dit, si g1 et g2 sont deux éléments de G tels que g; L9 € M, que Pon écrit
respectivement sous la forme k; exp (1) n1 et kg exp (B2) na alors 1 = Ba.
Ceci nous permet d’introduire la

NoTAaTION 3.1. — Soient g € G et n € F. On note B(g,n) Vunique élément
de a tel que gk € K exp (B (g,n)) N, ot k est un élément de K tel quen = k P.

Nous rappelons la

DEFINITION-PROPOSITION 3.2. — (Paragraphe 6 et lemme 6.2 de [12]) L’ap-
plication B : G X F qui au couple (g,7n) associe le vecteur B (g,n) est appelée
cocycle de Busemann et vérifie la propriété de cocyle : pour tout (g,h) € Gx G

et toutn € F, on a B(gh,n) =06 (g,h-n)+5(h,n).

3.2. Espace des couples de drapeaux en position générale et produit de Gromov. —
Dans ce paragraphe, nous rappelons la définition et les principales propriétés
du produit de Gromov. Pour ce faire, nous introduisons les

NOTATIONS 3.3. — On fize un élément k, € K tel que Ad (k,)at = —a™. De
plus, on pose g = P et ny =k, P.
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394 X. THIRION

Ezemples. — Explicitons les drapeaux g et ng dans le cas ot G = SO, (1,n)
et G = SL (n,R) avec les identifications décrites précédemment.

(1) Dans le cas ot G = SO, (1,n), on note o le point de H™ stabilisé par K
et on considére la géodésique ¢ de H™ définie pour t € R par c(t) = exp (t) - o.
Avec cette notation, on a ng = c (+00) et ny = c(—00).

(2) Dans le cas ou G = SL(n,R), on note (e;);<;<, la base usuelle de
. _ v _ 1 N

R™. Avec cette notation, on a no = (Ei)j<ic,_q €t Ny = (En—i)lgignq’ ot
E; désigne le sous-espace de R™ engendré par Uensemble {e1,...,e;} et E,J;_i
Uorthogonal de E,,—; dans R™ pour le produit scalaire usuel de R™.

On dit que deux drapeaux n_,n, € F sont en position générale s’il existe
g€ G tel quen_ =g-ng et ny =g-no.
Ezemples. — (1) Deux drapeaux n_ et ny de SO, (1,n) sont en position gé-
nérale si et seulement si n_ # 7.

(2) Deux drapeaux n_ = (E;)ie{l,...,nfl} et ny = (E;“)ie{l’wnfl} de
SL (n,R) sont en position générale si et seulement si, pour tout i € {1,...,n—1},
onak, ® E;fﬂ- = R"™.

On introduit alors la

NOTATIONS 3.4. — Nous notons 0*>F I’ensemble des couples de drapeauz en
position générale, muni de la topologie induite par la topologie produit de F x F.
De plus, nous munissons 0°F de laction diagonale de G. Si S est un sous-
ensemble de F, nous notons 028 le sous-ensemble de S x S formé des couples
de drapeaux en position générale.

Par définition de F, le stabilisateur Stab (n) d’un drapeau n = g P sous
laction de G est le sous-groupe g P g~ ! si bien que

Stab (no) N Stab (ny) = PNk, Pk ' = AM.

Le stabilisateur de (ny,70) € 02F sous l’action de G est donc le groupe AM
et application G/AM — 9°F, g AM ~ g-(ny,mo) définit un homéomorphisme
G-équivariant qui nous permet d’identifier ces deux espaces.

Nous sommes a présent en mesure d’introduire un analogue du produit de
Gromov pour les espaces symétriques de type non compact. Remarquons que,
si 7 est un vecteur de a tel que ¢ (1) = 7 alors le vecteur (1, 3 (g,m5 )+ 8 (9,m0))
ne dépend de g que par sa classe d’équivalence g AM. Ainsi, nous pouvons
introduire la

DEFINITION 3.5. — Soit T € a tel que ¢ (1) = 7. On appelle produit de Gromov
en 7 d’un élément (n_,ny) = g AM € 8*F la quantité

[77—777+]r = <Ta/6(ga77(\]/) + ﬁ(g,no»
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PROPRIETES DE MELANGE DU FLOT DES CHAMBRES DE WEYL 395

Par la suite, nous aurons besoin du résultat suivant qui résulte du caractére
lisse de la décomposition d’Iwasawa.

PROPOSITION 3.6. — Soit 7 € a tel que ¢ (1) = 7. L’application 9*°F — R,
(n=,n4) — [n—,n4], de classe C>.

3.3. Représentations de G. — Soit p une représentation rationnelle de G sur un
espace euclidien E. On dit que p est adaptée si, pour tout k € K, 'automor-
phisme p (k) est orthogonal et, pour tout « € a, p (%) est symétrique. On note
dp sa différentielle. Les formes linéaires x de a pour lesquelles le sous-espace
E, :={z € E/Na€a dp(a)r = x () x} n’est pas nul sont appelées poids
restreints de p. Classiquement, on munit ’ensemble ¥ (p) des poids restreints
de p de la relation d’ordre < définie par

(x1 < x2) <= (Ve ea® x1(a) <x2(e)).

Lorsque la représentation p est irréductible, ’ensemble X (p) posséde un unique
élément maximal (pour la relation d’ordre <) appelé plus haut poids restreint
de p. Dans ce cas, la représentation p est dite prozimale si dim (E,) =1, ol x
désigne le plus haut poids restreint de p.

FEzxzemples. — Donnons quelques exemples de plus hauts poids restreints.

(1) La représentation usuelle de SO, (1,n) sur R**! est irréductible, ration-
nelle et proximale. Son plus haut poids restreint x est la forme linéaire sur a
définie pour a € a par x (a) = a et I'on a Ef = {z (e1 + enq1) /z € R}, o
(€i)1<i<ny1 désigne la base usuelle de R™*!.

(2) Pour tout i € {1,..,n — 1}, on note A’ la représentation usuelle de
SL (n,R) sur \'R™. C’est une représentation rationnelle et irréductible de G
dont le plus haut poids restreint y; est la forme linéaire sur a définie pour
a=(a1,....,a,) € apar x; (&) =ag + ... + ;. De plus, /\l est proximale car le
sous-espace E,, est engendré par le vecteur e; A ... A e;, ou (e;) désigne
la base canonique de R".

1<j<n

La définition de groupe de Ping-Pong sur F que nous avons proposée dans
[15] s’appuie sur la théorie des représentations. On utilise essentiellement le
fait qu’il existe une famille finie de représentations dont les plus hauts poids
restreints permettent de calculer les éléments de a. Aussi, nous rappelons la

PROPOSITION 3.7. — (Lemmes 2.1 et 2.2 de [6]) Il existe une famille de repré-
sentations (ps : G — GL (Es) /6 € A) irréductibles, rationnelles, prozimales et
adaptées telles que application

a— R a (Xs (a))aeA
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396 X. THIRION

ol xs désigne le plus haut poids restreint de ps, soit un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

3.3.1. Exemples. — (1) Dans le cas ou G désigne le groupe orthochrone
SO, (1,n), la représentation usuelle de SO, (1,n) sur R™*! convient puisque
Papplication a — R, a — x () est un isomorphisme.

(2) Dans le cas ou G désigne le groupe spécial linéaire SL (n,R), la famille
de représentations (\*/k € {1,...,n — 1}) convient puisque I’application a —
R™1, (ay,...an) = (a1, ..., 1 + ... + @y, 1) définit un isomorphisme.

4. Sous-groupes discrets

Nous rappelons ici une partie des résultats de [5], [9] et [L1]. Pour ce faire,
Fixons un sous-groupe discret et Zariski dense I" de G.

Cone limite. — Suivant la terminologie employée dans [5], le cone limite de T’
est le plus petit cone fermé de a™ contenant A (I') = {\(y) € a*/y € T'}. Par
la suite, nous aurons besoin du

THEOREME 4.1. — (Théoréme 1.2 de [5]) Le cone limite Ir de T est conveze
et d’intérieur non vide.

Ensemble limite. — Notons M (F) Despace des mesures boréliennes sur F
muni de la topologie de la convergence faible-* et sur lequel le groupe G opére
naturellement. De plus, considérons 'unique mesure de probabilité v sur F
invariante pour ’action de K.

L’ensemble limite Ar dans F de I' est ’ensemble des points n € F pour
lesquels il existe une suite d’éléments (7y),, o de T telle que (7, - v),, o converge
dans M (F) vers la mesure de Dirac en 7.

THEOREME 4.2. — ([9],Lemme 3.6 de [5]) L’ensemble limite Ar dans F de T’
est la seule partie fermée de F qui soit minimale pour l’action de T.

Indicateur de croissance et vecteur de croissance. — Si A est une mesure de
Radon sur un espace normé E, la borne inférieure x, de lensemble {s €
R+/fE e~*lzlzd) (z) < +oo} est appelée exposant critique de . D’aprés le
lemme 3.1.1 de [11], si x» > 0 alors on a
In (A ([0, R
(1) xx = limsup In (A ([0, R])) ]))
R—+00 R
Pour tout cone ouvert C de a™, on note dr ¢ ’exposant critique de la mesure

Z ,DdX(o,’}ho)-

{~e€T/u(v)ec}
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Suivant la terminologie employée dans [11], indicateur de croissance de T
est Papplication ¥r : a* — RU{—oc} telle que Ur (0) = 0 et qui a o € a™\ {0}
associe

lee|| inf op ¢,
la borne inférieure étant prise sur ’ensemble des cones ouverts de a* contenant
a. Par la suite, nous aurons besoin du résultat suivant démontré dans [11].

THEOREME 4.3. — (Théoréme 4.2.2 de [11]) L’ndicateur de croissance Ur
d’un sous-groupe discret et Zariski dense est homogeéne, concave et semi-continu
supérieurement. De plus, l’ensemble

{a € at /¥t (a) > —oc0}
est exactement le cone limite lr de T'.

D’aprés ce théoréme 'indicateur de croissance de I' est concave et homogéne
sur at et donc, on a dr = SUP,¢;,. p=1 ¥ (v) et il existe un unique vecteur
unitaire u € Ir tel que ¥r (u) = dr.

PROPOSITION 4.4. — (Corollaire 4.2.4 de [11]) Si u désigne l'unique vecteur
unitaire de lp tel que ¥ (u) = or alors la série Z'yEF e~ s{wn(7) converge si
s> Wr (u) et diverge si s < ¥r (u)

Le vecteur 7 (I") := ¥ (u) u sera appelé vecteur de croissance de T

5. Transformations contractantes sur F

La construction des groupes de Schottky employée par Y. Benoist dans [5]
s’appuie sur une classe particuliére d’éléments de G, les transformations loxo-
dromiques. Ces transformations peuvent étre vues comme ’analogue en rang
supérieur des transformations hyperboliques d’un groupe de rang 1. Aussi, afin
d’étendre la construction étudiée par F. Dal’bo et M. Peigné dans [7], nous
considérerons une classe de transformations, les transformations contractantes
sur F, qui pourra étre vue comme l’analogue en rang supérieur des transforma-
tions hyperboliques ou paraboliques. Pour cela, nous avons besoin d’introduire
les :

NoTATIONS 5.1. — On fize a présent une famille de représentations (ps : G —
GL (Es) /6 € A) irréductibles, proximales et adaptées comme dans la proposi-
tion 5.7. De plus, pour tout § € A, on note
e x5 le plus haut poids restreint de G.
e Ef la droite de Es définie par Ef = {z € Es/Va € a dps(a)z =
xs () a}.
o P(z}) Uélément de P (Es) représenté par un vecteur de Ef \ {0}.
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o w5 lapplication de F sur P (Es) définie pour g P par ws (g P) = ps(g) -
P (x;) .
De plus, on munit la variété des drapeauz F (= G/P) de la distance dx définie
pour n1,m2 € F par dx (n1,m2) = Y sen dp(E,) (75 (M) , 75 (102)) -

Commencgons par rappeler la

DEFINITION 5.2. — (Définition 3.1 de [6]) Un élément g € G est dit lozodro-
mique si A (g) € at .

REMARQUE. — Pour toute transformation loxodromique g € G, il existe un
unique (ng_,n;‘) € 02F tel que, pour tout n € F en position générale avec Mg »
la suite (9" - n),cy converge vers n;. En particulier, si le rang de G vaut 1,
une transformation g € G est loxodromique si et seulement si l'isométrie de X
qui lui est associée est hyperbolique.

Le fait qu'un élément g € G soit loxodromique s’exprime également par
le biais de la famille de représentations (ps : G — GL (E5) /§ € A). En effet,
rappelons qu’un automorphisme g d’un espace vectoriel E est dit proximal s’il
admet une unique valeur propre de module Ag (g) et si cette valeur propre est
simple. En fait, il est équivalent de dire qu'un élément g € G est loxodromique
si, pour tout § € A, 'automorphisme p; (g) est proximal. Ceci nous ameéne a
introduire la

DEFINITIONS 5.3
— Soit E un espace euclidien et soit g € GL (E). On dit que g est contrac-
tant sur P (E) s’il existe P (x}) € P(E), dit droite attractive de g, et un
hyperplan projectif P (X,) C P (E), dit hyperplan répulsif, tels que, pour
tout P (z) ¢ P (X,), la suite (¢" - P (x)),cn converge vers P (z}) .
— Un élément g € G est dit contractant sur F si, pour tout § € A, 'auto-
morphisme ps (g) est contractant sur P (Es).

REMARQUES. — (1) Lorsque rg (G) = 1, une transformation est contractante
sur F si et seulement si lisométrie de X qui lui est associée est parabolique ou
hyperbolique.

(2) 1l existe des transformations contractantes sur F qui ne sont pas lozodro-
miques. Par exemple si G = SL (n,R), toute matrice unipotente g = I+U, ou I
désigne la matrice identité et U un endomorphisme nilpotent tel que Um~' #£ 0,
est un élément de G contractant sur F qui n’est pas lozodromique.

Nous utiliserons les

NOTATIONS 5.4. — Soit w un nombre réel appartenant ¢ 10,1[ et soit g € G
une transformation contractante sur F.
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— Pour tout 6 € A, on note P (x}ig) € P(E5) la droite attractive de ps (g)
et P(Xs,4) C P(E5) Uhyperplan répulsif de ps (g).
- On note bgw la partie de F, appelée bassin d’arrivée, définie par

bT = {ne F/V6 €A dpg, (P(zf,).ms(n) < =}
- On note BY la partie de F, appelée bassin de départ, définie par
By :={neF/N6 €A dpg, (P(Xsg),ms5(n)) > w}.

Le résultat qui suit précise la « dynamique » d’une transformation contrac-
tante sur F.

PROPOSITION 5.5. — [15] Soit w un nombre réel appartenant 410,1[. Sig € G
est contractant sur F alors BY est d’intérieur non vide dans F et il existe un
unique drapeau 77; € F, appelé drapeau attractif, tel que, pour tout n € BY, la
suite (g" -n)neN converge vers 'r];‘. De plus, pour tout 6 € A, on a 75 (n;‘) =

+
P (xfig) :
Nous utiliserons la

NOTATION 5.6. — Si g est un élément de G qui est w-contractant sur F, nous
notons 77;' son drapeau attractif.

Pour notre étude, nous aurons besoin d’une propriété plus forte que la
contraction. En effet, il nous faudra considérer des éléments de G contractant
sur F dont nous pouvons « quantifier » la dynamique. Aussi, nous introduisons
les

NoOTATIONS 5.7. — Soient E un espace euclidien, € €]0,1] et g un automor-
phisme linéaire de E contractant sur P (E) de droite attractive P (x,) et d’hy-
perplan répulsif P (X,). On note
e b{ la partie de P (E) définie par
by :={P(z) € P(E) /dp(p) (P (zg),P(2)) < €}
e B la partie de P (E)définie par
B = (P (x) € P(E) /de(s) (P(X,) P (x)) > e,
DEFINITION 5.8. — Soit E un espace euclidien. On dit qu’un automorphisme
linéaire g est e-contractant sur P (E) si, pour tout n > 1,
—onag"-Bj Cby
— la restriction de g" & By est e-lipschitzienne

Nous rappelons la
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DEFINITION 5.9. — [15] Soit w €]0,1[. Un élément g € G sera dit w-
contractant sur F si, pour tout § € A, automorphisme ps (g) est w-contractant
sur P (Ey).

6. Groupes de Ping-Pong

Nous rappelons ici une partie des résultats de [15] concernant les groupes de
Ping-Pong sur F.

6.1. Définition des groupes de Ping-Pong. — Nous rappelons la

DEFINITION 6.1. — [15] Soit w un nombre réel appartenant a0, 1[. Une partie
A= {’ylil, e ,’yf,l}, avec N > 2, d’éléments w-contractants sur F de G est
dite en position w-Ping-Pong si
1. pour tous ay,as € A avec ay # aéﬂ, l’ensemble by, est inclu dans l’inté-
rieur de B, .

2. pour tous ai,az € A avec ay # aQil, l’ensemble b,, X by, est contenu
dans O%F.

3. L’ensemble Br := NycaB, est non vide.

Le sous-groupe de G engendré par une partie A en position Ping-Pong est
appelé groupe w-Ping-Pong sur F engendré par A.

REMARQUES. — (1) Lorsque tous les éléments d’une partie A, symétrique en
position w-Ping-Pong, sont loxodromiques, suivant la terminologie utilisée dans
[13], on dit que le groupe engendré par A est de type Schottky.

(2) Lorsque X désigne l’espace hyperbolique de dimension n, l’espace 0*F
s’identifie avec 02X := 0X x 0X \ diag, ot X désigne le bord géométrique
de X. Dans ce cas, la condition (2) signifie que les bassins d’attractions b, et
by de deuz transformations a et o’ de A telles que o’ # a*' sont deuz-a-deuz
disjoints. D’apreés la remarque qui suit la définition 5.3, on retrouve les groupes
de Ping-Pong introduit dans [7].

L’existence de groupe de Ping-Pong est connue puisque les groupes de
Schottky sont engendrés par une partie en position Ping-Pong. Toutefois, il
existe des groupes de Ping-Pong qui ne sont pas de type Schottky, il suffit
pour cela d’appliquer le résultat qui suit & une famille finie et symétrique de G
contenant une transformation contractante et non loxodromique.

PROPOSITION 6.2. — [15] Soit A une partie symétrique de G formées de trans-
formations contractantes sur F. On suppose que, pour tous ay,as € A tels que
a1 # aQil, on a (77;‘1,772‘2) € 02F. Pour tout w > 0 suffisamment petit, il existe
n € N tel que la partie {a" € G/a € A} soit en position w-Ping-Pong sur F.
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Dans tout le reste de ce travail, I’ désignera un sous-groupe discret et Zariski
dense engendré par une partie A := {fyfﬂ, e ,’yﬁl} de G en position w-Ping-
Pong avec N > 3. De plus, on notera 7 (I') son vecteur de croissance.

Le résultat qui suit précise les propriétés algébriques de I' et repose sur le
lemme du tennis de table de Klein.

COROLLAIRE 6.3. — [15] Le groupe I est libre et discret.
Ce résultat nous ameéne & introduire la

DEFINITION 6.4. — Une suite (ai, i), <;<; d’éléments de A x N* (avec ly €
{0,1} et éventuellement | = +o00) sera dite A*-admissible si, pour tout i €
{loy..xs ] =1}, onaa; € A et a; # afj_ll.

Nous notons %, l’ensemble des suites A*-admissibles.

En effet, d’aprés le corollaire 6.3, tout élément v € I' se décompose de fagon
unique sous la forme af...ap* ol (ai,n;),c(q, ) st une suite A*-admissible

finie. Ainsi, nous introduisons également les

NOTATIONS 6.5. — Soit v une transformation de I' qui se décompose sous la
forme v = a7 ...ap* ou (ai, ni)1gigk est une suite A*-admissible.

— L’entier k est appelé longueur de 7y et on le note I (7).

— La suite (a;,n;)<;<;, 8 'appelle A*-décomposition de .

— L’ensemble by, est appelé bassin d’arrivée de «y et on le note b,.

— L’ensemble By, est appelé bassin de départ de vy et on le note B,,.

Pour tout I € N, nous notons T') le sous-ensemble de T' formé des éléments
de longueur [.

6.2. Codage de I’ensemble limite. — Il a été montré dans [13] que l’ensemble
limite d’un groupe de Schottky (voir [5] et [13]) s’identifie via un homéomor-
phisme biholdérien avec un espace symbolique sur un alphabet fini. Dans ce
paragraphe, nous rappelons comment nous avons étendu dans [15] cette iden-
tification au cas des groupes de Ping-Pong sur F. On introduit la

NOTATIONS 6.6. — Nous notons Ar l’ensemble limite de T' et nous posons
AR =Ar\{y-nf/veT,a € A}

Nous avons la

PROPOSITION 6.7. — [15] Avec les notations introduites ci-dessus.
1. Pour toute suite a = (a;,n;);cy de Xy, la suite ((ag®...a;") - §&);en

converge vers un point my (a) de Ar qui ne dépend pas du choix de £ € Br.
2. L’application w1 de X4 dans Ar est injective.
3. On a T4 (2+) = A%
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Dorénavant, nous identifierons les espaces AY et .

7. Flot des chambres de Weyl de I"

Dans cette section, nous montrons que le flot des chambres de Weyl de T’
muni de la mesure de Patterson-Sullivan est conjugué a un flot spécial défini
au dessus d’un espace symbolique d’alphabet infini.

7.0.0.1. Définition du flot des chambres de Weyl. — Introduisons les

NoOTATIONS 7.1. — L’espace des chambres de Weyl T\G/M (resp. G/M) de
I"\G/K (resp. G/K) est noté Wr (resp. W).

On rappelle que M désigne le centralisateur de A dans K. Ainsi, pour tout
a € a,on ae*M = M e*. Cette remarque permet ainsi de définir le flot des
chambres de Weyl.

DEFINITION+NOTATION 7.2. — Le flot des chambres de Weyl de Wr (resp.
W), que nous noterons (wg/a € a) (resp. (wo/c € a)), est Uaction par ho-
méomorphisme de a sur Wr (resp. W) défini pour « € a et x =T gM (resp
x=gM) par

wp (x) =T ge* M (resp. wq () = ge* M)

Décrivons & présent I’identification de W avec 1’espace produit 2F x a que
nous utiliserons dans ce travail. On fait opérer le groupe G sur 92F x a en
associant & g € G et (n_,ny,x) € 82F X a le point

g -(—ne,x)=(9-1-,9 04,z —B(g,n4)).

Cette action est transitive et le stabilisateur de (ng,70,0) est M. Nous en
déduisons que 'application

W—3PFxa gMw(g-n,9 1,—8(g9,m))

est un homéomorphisme G-équivariant qui nous permet d’identifier ces deux
espaces. Dans ce systéme de coordonnées, ’action du flot des chambres de Weyl
est donnée par

We, ((n—, 77+,w)) =(n-,n4+,7 — )
puisque, pour tout a € a, on a g (exp (a) ,m0) = .
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Mesures de Patterson-Sullivan des groupes de Ping-Pong. — Dans ce para-
graphe, nous utilisons les résultats de [15] concernant les mesures de Patterson
sur F pour les groupes de Ping-Pong. Rappelons la

DEFINITION 7.3. — [12] Soit H un sous-groupe discret et Zariski dense de G
et soit L une forme linéaire sur a. Une mesure borélienne v sur F est une
(H, L)-mesure de Patterson sur F si, pour tout h € H et tout ¢ € C(F,R),

o /¢>h n)dv (n /¢> W) du ()

Par la suite, nous ne considérerons que les (I', L)-mesures de Patterson, ou
L est la forme linéaire sur a définie pour a par L(a) = (7 (I"),a). Aussi,
afin d’alléger le texte, nous commettrons '’abus de langage qui consiste & dire
qu’une mesure borélienne v sur F est de Patterson si, pour tout v € I" et tout

¢ € C(Ar,R), on a
oO-mydvm)= [ @me OO ay ).

AI‘ AI‘

Nous avons le

THEOREME 7.4. — [15] A constante multiplicative pres, il existe une unique
mesure de Patterson sur F pour I' dont le support topologique est Ar. De plus,
si v désigne une mesure de Patterson sur F dont le support topologique est Ar
alors A2 est borélien de v-mesure pleine.

Ceci nous ameéne & introduire la

NOTATION 7.5. — Nous notons v l'unique mesure de probabilité sur F qui est
de Patterson pour I' et dont le support topologique est Ar.

Rappelons & présent la construction de la mesure de Patterson-Sullivan as-
sociée & v. Via 'identification entre W et 02F x a, la mesure de Radon m sur
W définie par

v
i1 11,0 = ZENEE o
ot I'on rappelle que [n_,74]-(r) désigne le produit de Gromov en 7 (I') de
(n—,n+), est appelée mesure de Patterson-Sullivan sur W associée a v. Elle est
non nulle et invariante par le flot des chambres de Weyl (w,/a € a) et action
a gauche de I' sur W (= G/M). Le groupe étant libre, il est sans torsion et,
puisque I' est discret, 'action de I' sur W est propre. La projection naturelle
de W (= G/M) sur Wr (= T'\G/M) est un revétement et la mesure m induit
par passage au quotient une mesure mr, appelée mesure de Patterson-Sullivan
sur Wr associée & v, invariante par (wg/a € a). Nous utiliserons les
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NOTATIONS 7.6. — Nous notons mr (resp. m) la mesure de Patterson-
Sullivan sur Wr (resp. sur W) associée & v.

7.0.0.2. Le codage du flot des chambres de Weyl. — Dans ce paragraphe, nous
montrons que le systéme dynamique mesuré (Wr, (wg/a € a),mr) est mesu-
rablement conjugué a un espace symbolique d’alphabet infini.

Comme le borélien Al(l est de mesure v-pleine, nous pouvons restreindre mr
a Pensemble W défini ci-dessous.

NOTATION 7.7. — Nous notons W2 l’ensemble des points T'g M € Wr pour
lesquels il existe un représentant g M = (n—,ny,x) vérifiant ny € AL.

REMARQUE. — Notons que W2 est un borélien (wg/a € a)-invariant.
Introduisons & présent les quelques objets dont nous aurons besoin

NOTATIONS 7.8
— Nous notons ¥ l’ensemble des suites (ag,Nk)ycy, dites A*-admissibles,
d’éléments de A x N* telles que, pour tout k € Z, on ait aj, # afil. Nous
notons 0 le décalage sur
— Nous notons f la fonction de ¥ dans a qui a a = (ay, nx),cy associe

f(a) =—p(ag’m),

0/0’ 77 = (ak+17 nk+1)k€N-
— Nous notons 0y la transformation de ¥ x a définie pour (a,z) € ¥ x a par

0 (a,z) = (6 (a),z+ f(a)).

— Nous notons (X x a)/(8f) Uensemble des orbites dans ¥ x a de laction du
groupe 7 induite par la transformation 0.

L’action par translation de a sur 3 x a commute avec la transformation 0 si
bien que par passage au quotient cette action induit une action (s,/a € a) sur
I'ensemble (¥ x a) / (fy) définie, pour tout a € a et toute orbite {07 (a,z) /n €
Z} € (X x a)/(0y), par

Sa ({9;} (a,z) /n € Z}) — {0} (a,2+a) /n e Z}

Le systéme dynamique ainsi obtenu peut étre interprété comme le flot spécial
multidimensionnel dont la section de Poincaré est (X, 6) et la fonction plafond
est f : ¥ — a. Nous allons démontrer la

PROPOSITION 7.9. — Le flot (w®/a € a) en restriction @ W2 est conjugué au
flot (sa/a € a) sur (X x a)/(0y).
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Démonstration de la proposition 7.9. — Considérons 'application 7 : ¥ —
A) x AY qui, & une suite (ax,nk), ., de X, associe (n—,n4) € AL x AQ défini
par

n€e”Z

_= 1 TTThealy ) € et = 1i 00 .. apgk) -
1= i (ool aT ) e e (a6

ou £ est un point fixé de Br. L’image de X par 7w est I’ensemble

S={(n-n+) €EF xF/ne = (ak,:l:ynk,i)keN et ap 4+ # ag,l_}

et, grace a ’hypothése (2) de la définition 6.1, nous avons S C 92F. Le décalage
6 de ¥ induit une transformation sur S, encore notée 0, définie pour (n_,ny) =
T ((aks nk)pez) € S par 0(n—,ny) == ag™ - (n—,n+). On obtient ainsi une
équivalence d’orbites entre l'action de I' sur 02A% (voir la notation 3.4) et
celle de la transformation 6 sur S. Ce qui est suffisant; en effet, fixons a =
(ak,nk) ey € X et posons (n—,n4) =7 (a) €S, on a

ag"™ - (-, np, f (@) = (ag™ -n—,ag™ - ny, f (a) — B (ag ", m4))
= (ag"™ -n-,a5"™ -y, f(a) + B (ag®,ag"™ - 1y4))
= (0 (n-,n4+),0).
D’ou le résultat. O

La conjugaison obtenue ci-dessus est « abstraite » au sens ou le systéme
dynamique (X%,0) n’est pas défini sur un espace géométrique. Toutefois, les
arguments que nous avons employés montrent que ¥ s’identifie avec ’ensemble
« géométrique » S dont nous fixons la notation ci-dessous.

NOTATIONS 7.10. — Nous notons S [’ensemble des couples de drapeaux
(n—,n4+) € A2 x A tels que

ao,+ # agl,
ou Ny = (ak7+’nkai)keN' De plus, nous notons encore 6 la transformation sur

S, f la fonction sur S et 8¢ la transformation sur S obtenues via l’identification
entre . et S.

REMARQUES. — (1) Grdce a I’hypothése (2) de la définition 6.1, on a S C 9 F.

(2) Puisque la fonction f ne dépend de (ax, )y que par ses coordonnées
positives ; via l'identification entre ¥ et S, la fonction f ne dépend d’un point

(n-,m+) €S que par 1.

La proposition qui suit donne ’expression de mr lorsque Wg est identifié
avec (8 x a) /(0y).
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PROPOSITION 7.11. — La mesure m restreinte & S X a est 8 invariante et
induit par passage au quotient la mesure de Patterson-Sullivan mr sur W2. En
d’autres termes, pour tous ®1, Py € B (S X a,R), on a

/S (X @1007) xdrdm=| (3 @1o7) x ®sdm
er

xXa “nez Sxa y

La démonstration de ce résultat découle directement de ce qui précéde. (Voir
également le paragraphe 1.4 de [4] ou des arguments similaires sont employés).

8. Feuilletage horosphérique stable de I'

Dans [10], sous certaines hypothéses techniques, Y. Guivarc’h et J. Hardy ont
développé une méthode permettant d’établir la propriété de mélange pour un
flot spécial défini au dessus d’un espace symbolique et dont la fonction plafond
est a valeurs dans R. Une étape importante de leur démonstration consiste &
étudier un facteur du systéme dynamique initial.

Dans la situation géométrique qui nous intéresse, le facteur étudié par Y.
Guivarc’h et J. Hardy peut s’interpréter comme étant la projection naturelle
du systéme dynamique (S, 80y, m) sur le feuilletage horosphérique stable dont
nous rappelons ci-dessous la définition.

Considérons l'espace homogéne H := G/MN. Par analogie avec le rang
1 (Voir par exemple le paragraphe 1.D de [14]), nous appellerons cet espace
feuilletage horosphérique stable de X.

Le feuilletage horosphérique H s’identifie avec ’espace produit F x a. En
effet, munissons ’espace F x a de la topologie produit et faisons opérer le
groupe G sur F X a en associant 4 g € G et (n,z) € F X a le point g -
(n,z) :=(g-n,z — B(g,n)). Le groupe G opére transitivement sur F X a et le
stabilisateur de (79, 0) sous laction de G est le sous-groupe fermé M N. Nous
en déduisons que ’application

G/MN — Fxa  gMN w~ (g-n0,—0(g,m))

définit un homéomorphisme G-équivariant qui nous permet d’identifier ces deux
espaces.

D’aprés la remarque qui suit les notations 7.10, la fonction f ne dépend
de (n—,n+) € S que par n; € AY; la projection naturelle de W (: 0% F x a)
sur H (= F x a) induit donc un facteur de (S,80y). Nous fixons les notations
suivantes :

NoOTATIONS 8.1
— Via Uidentification entre AX et X, on note 0, la transformation sur A%
induit par le décalage de X4 .
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— On note f1 la fonction définie sur AL pour n € AL par

f+(n) = =B(ag®, 0+ (n)) -

- On note 0 ¢, la transformation de A x a définie pour n € AY par

Or.5y () = (04 ()2 + fy (0)-

— On note M la mesure sur A x a définie pour ® € Bo, (A% X a) par
/ <I>dM:/<I>(77,x)13 (n—,n+) dm (n—,n4,x).
Al xa

A linstar des méthodes employées dans [10], nous allons & présent étudier les
propriétés asymptotiques de la transformation 6 ¢ en considérant ’opérateur
adjoint qui lui est naturellement associé. Pour ce faire, nous introduisons la

NOTATIONS 8.2
~ Nous notons P Uopérateur adjoint de 04,7, dans L* (A x a,dM).
— Nous notons £, ’ensemble des fonctions ® définies sur A% x a de la forme
d =@ Ru, ou ¢ est une fonction lispchitzienne sur Ar et u une fonction
sur a continue a support compact.

La proposition est une conséquence de I’étude des opérateurs de Ruelle effec-
tuée dans [15] conjuguée & un théoréme du renouvellement. Plus précisément,
nous allons montrer que 'opérateur P induit naturellement une chaine semi-
markovienne qui vérifie les hypothéses du théoréme 10.2. Ce dernier théoréme
est une légére généralisation d’un théoréme du renouvellement da a M. Babillot.

PROPOSITION 8.3. — Awec les mnotations introduites ci-dessus. Pour toute
fonction ® € £, la fonction

+oo
Ar xa—R ar— (r(T),a) relP= Z P™ (®) (n, )
n=0
est bornée. De plus, il existe une constante ¢ > 0 et un endomorphisme S sur
a symétrique et défini positif tels que, pour tout ® € £ et tout o € a, on ait :

+o00
Vo ZP" (®) (n,—tT(F) - \/Eoz) —
n=0

_IS@I2 IS(=@N 12— (S(r()),S(a))?
ce 15 ()12 ddM
Arxa

. P N 0
lorsque t — 400 uniformément par rapport a n € Ap.

Pour établir ce résultat, nous avons besoin de rappeler quelques résultats
nous avons démontré dans [15]. A cet effet, fixons quelques notations.
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NOTATIONS 8.4. — Pour tout a € A, nous notons A le sous-ensemble de A%
formé des drapeaur n = (ar,ny),cy tels que ag # a®!. De plus, pour tout
a € A, nous notons A, U'adhérence de A° dans Ar.

N 2

Nous utilisons & présent le vocabulaire de [2] rappelé dans la section 10.
Dans [15], nous avons démontré le

LEMME 8.5. — Auwec les terminologies utilisées dans la section 10.

1. Il existe une unique fonction h lipschitzienne sur Ar pour laquelle
pr hdv = 1 et telle que, pour tout n € Ar, on ait

hm= > e "B p@r )1y, (n).
(a,n)e AXN*

2. La fonction Q : Ap x a — M (Ar X a) définie pour (1,z) € Ar X a par

~ 1 n
Doy = S e OB b (0 ) Dy
h (n) (a,n)€ AXN*

est une probabilité de transition, semi-markovienne, adaptée, L (Ar)-
fortement ergodique relativement a la mesure h dv et admet des moments
a tout ordre.

3. Le vecteur moyenne

/Ar (/Arxam dQ(n,z) (ﬂ1,x1))h(n) dv (1)

de Q est non nul et colinéaire o 7 (T).

La démonstration des deux premiéres assertions repose sur des arguments
classiques issus du formalisme thermodynamique. Elle s’obtient en étudiant le
spectre des opérateurs de transferts induit par le décalage 6, sur ’ensemble
3+ . La derniére assertion s’appuie sur le fait que le nombre de retours dans une
partie compacte de la chaine (X,), oy sur Ar x a associée & () décroit exponen-
tiellement vite si le point de départ de la chaine fuit dans une direction autre que
le vecteur moyenne. Plus précisément, pour tout cone ouvert C' de a ne conte-
nant pas le vecteur moyenne de (X,,), cx, le nombre moyen de retour dans une
partie compacte de a de (Xy,),cy issue de (1, —ta) décroit exponentiellement
vite si a € C. Plus précisément, on raisonne par I’absurde en supposant que le
vecteur moyenne 7 de (X,,), .y n’est pas colinéaire au vecteur de croissance de
T si bien qu'il existe un cone C tel que 7 (I') € C et @ ¢ C. Ainsi, par définition
de 7 (I), il existe € > 0 tel que e~ (ITMI=I R Card{y e T'/p(y) ¢ C, ||n (7) || <
R} — 0 lorsque R — +4o00. En utilisant la propriété ci-dessus, on montre qu’il
existe € > 0 tel que e~ ITMI=9E Card{y € T'/u(y) € C,|lu(y)|| < R} — 0
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lorsque R — +00. Ce qui contredit le fait que ’exposant critique de la mesure
2 er Pjue) soit |7 (1) |-

Démonstration de la proposition 8.3. — Conservons les notations introduites
dans le lemme qui précéde et notons encore Q Popérateur sur By, (Ar X a,R)
naturellement induit par Q

D’aprés le théoréme 10.2 et le lemme 8.5, pour toute fonction ¢ : Ap — R
lipschitzienne et toute fonction w : @ — R continue & support compact, la

fonction

Tg(G)

Arxa—=R am ()« ZQ"(¢®U)(77,04)

est bornée. De plus, il existe une constante ¢ > 0 et un endomorphisme S
sur a symétrique et défini positif tels que, pour toute fonction ¢ : Ar — R
lipschitzienne et toute fonction u : @ — R continue a support compact, on ait :

S
ZQ” (¢®u) (n,—t7(0) - Via)
_IS@I2 IS @) 12—(S(r(1)).5(a))?
ce 1S (r @) 12 / ¢pQu(n,z) h(n) dv(n) ® dx.
AI‘Xa

lorsque ¢ — +o0. Ainsi, le borélien A étant de v-mesure nulle, il nous suffit
de montrer que, pour tout ® € £ et pour M-presque tout (n,z) € AL x a, on a

P(q)) (7771') = / q)(nlaxl) d@(n,m) (7]1,-'171).
AFXCl
Pour ce faire, notons que, pour tout borélien A de A% x a, on a
M= [ k) a) e ds,
Al xa

ot h est la fonction définie sur AL pour n € AY par

ﬁ(n)z/A s (.ny) 2 (e)

e—mmtlry

Ainsi, pour tout ® € £ et M-presque tout (n,z) € A x a,

D 1 7 —{T a™ n
P@a) ==~ Y b ) e T o @ (.0) Lyg ().
(n) (a,n)EAXN*

) 0
D’autre part, observons que, pour tout n € Ap

hn)= Y e TOPED R(am ) 1p ().
(a,n)€AXN*
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Ainsi, le produit de Gromov étant C*, la fonction k est lipschitzienne sur A9,
Ceci montre que le prolongement par continuité de h sur Ar existe et coincide
avec h. D’ou le résultat. O

9. Propriétés de mélange des groupes de Ping-Pong

Nous allons démontrer le :

THEOREME 9.1. — Pour tous 91,¢s € C. Wr,R), la fonction

aoR  am (r(D),a) T mp(h X s 0 wd)

est bornée. De plus, il existe une constante ¢ > 0 et un endomorphisme S
symétrique et défini positif sur a tels que, pour tout a € a et tous 1,1y €
C. Wr,R), on ait :

(G)—1
™ p) mp(wl X ¢2 o ’U);.T(F)—i_\/{a) —

_ISGEDIZ IS@)I2—(S(r(1)),5(a))?
ce 15(r @2 mr (1) mr(v2)

lorsque t — +00.

REMARQUES. — (1) Lorsque le rang de G wvaut 1, ce résultat a été démontré
dans [8] (Théoréeme V1.2) et dans ce cas la mesure de Patterson-Sullivan est
finie. En fait, la mesure de Patterson-Sullivan d’un groupe de Ping-Pong est
finie si et seulement si rg (G) = 1.

(2) Ce résultat fait apparaitre une différence frappante entre les groupes de
Ping-Pong et les réseaux. En effet, la mesure de Patterson-Sullivan d’un réseau
est finie et le flot des chambres de Weyl associé & un réseau est mélangeant
relativement & cette mesure; le terme « polynomial » t% n’apparait pas
dans ce cas.

Démonstration du théoréeme 9.1. — Afin d’alléger le texte, nous introduisons
la notation suivante

NOTATION 9.2. — On fize une constante ¢ > 0 et un endomorphisme S sy-
métrique et défini positif sur a comme dans la proposition 8.3. On note F la

) ) _IS(@I2 IS —(S(r (1), S (a))?
fonction définie sur a pour o € a par F' (a) :=ce IS (r @I
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11 est suffisant de montrer que, pour tout ¥y, ¥y € C, (W, R), la fonction
ek am (7)) T Y m (T oy x Uyow,)
~eT

est bornée et qu’il existe une constante ¢ > 0 et un endomorphisme S sur a
symeétrique et défini positif tel que, pour tout o € a et tous ¥y, ¥y € C. (W, R),
on a

rg(G)—1
tm 2 Zm(\lllofyxlllgowtr(r)+\/;a)
yeTl

— F (o) m(¥1) m (¥2)
lorsque t — +o0.

On décompose la démonstration de ce théoréme en deux étapes. On com-
mence par montrer que les affirmations qui précédent sont vraies pour une
classe de fonction test puis on étendra ces propriétés a la classe de fonctions
voulue.

Introduisons les

NoTATIONS 9.3. — On note L (Ar) l’espace des fonctions lipschitziennes sur
Ar.
On note § l’ensemble formé des fonctions ® € By, (W, C) pour lesquelles il

existe n € N, ¢ € L(Ar) et u € C.(a,R) tels que, pour tout (n_,ny,a) € W,
on ait

®(n-,nt,a) = (n4) u(a+ Suf (n-,m4)) 1s (-, n4).
FEtape 1. Montrons que, pour tout ®) &) e F, la fonction

a—>R  ar (7(D),a) T Z/ M oy x @ o w,dm
vyel w
est bornée et, pour tout a € a, on a :
trg(cé)_1 Z / o) oy X () O Wy (M) tvia F () / Wdm / @ dm
yer Jw w w
lorsque t — +00.
Nous choisissons ni,ny € N, deux fonctions ¢, ¢?) € L(Ar) et deux
fonctions uq,us € C. (a,R) telles que, pour tout (n_,ny,z) € W, on ait
W (n_,ny,2) = ¢ (ny) ur (@ + Sny f+ (13)) 1s (0=, n+)
et
o® (N-sn4,2) = ¢(2) (n4+) w2 (x4 Spy fr (04)) Ls (n—sm4) -
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Pour tout o € a, nous posons
Z/ W o x & 0w, dm.
~yel

D’aprés la proposition 8.3, pour tout o € a, on a

I =Y [ 8007 (r,2) x 8 (11,0 — @) dm (-, 11, 2).
nez Sxa

Ainsi, on obtient I (o) = It () + I~ (a) avec

+o0o
Z/ oW 07 (1,2) x 8 (1,2 — ) dm (n_, 74, 7)

Sxa
et
+oo
D=3 [ 00007 1.0 % 0 e ) dm (1 ,2).
Sxa
La mesure m étant 6 invariante, on a
+oo
Z/S oM (n,z) x 8 0 07 (ny, & — a) dm (n_,n1,z).
Xa

Décrivons le comportement asymptotique de o +— I (@) et a +— I~ (a). A cet
effet, notons UM et U2 les fonctions définies sur AY par

\I}(l) (7773?) = ¢(1) (77) 3% (.’E + Snlf-i- (7I+))
et
U (g, 2) = @ (n4) uz (z + Sy fi (04)) -

Par définition de M, nous avons

—+o0
F@=Y [ w0t e+ S, s 0)
n—o’AXxa

x U@ (ni, 2 —a+S,,f(ny))dM (ny,z)

= /AO v M4, 2+ Sny f (N1) = Sna f (14))

“+o00
x (3P (¥®) (1,0 — 0)) M (14, )
n=0

Ces égalités conjuguées a la proposition 8.3 montrent que

rg(G)—1

a—R, a— (t(T),0)” =2 xI"(a)
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est bornée et que, pour tous o,z € a, on a

t”’(@ e an (\11(2)) <77+,$ —t7(T") — \/EOZ) — F(a) / v am
o Arxa

lorsque ¢ — 400 et uniformément par rapport & ny € Ar. Le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue assure que, pour tout o € a, on a

T el P (tT(r) +\/£a) - F(a)/ oM dm/ 3@ am
w w

lorsque ¢t — +o0 car prxa v@dM = [, @ dm.

Ainsi, on conclut en décrivant le comportement asymptotique de a — I~ ()
par les mémes arguments. D’ou ’étape 1.

FEtape 2. Conclusion. — Nous utiliserons la notation suivante : Pour tout o € a
et tous ¥_, ¥, € By, (W,C), nous posons

T, ¥, 0y) = (r () ,a Z/ oy x Uy owgdm.
~eTl’

Nous utiliserons également le lemme suivant qui permet de restreindre notre
étude aux cas des fonctions continues sur W et dont le support est contenu
dans S X a.

LEMME 9.4. — L’ensemble S est ouvert dans 0*Ar et la famille (v-S/vy € T)
recouvre 02 Ar.

D’aprés ce lemme, on peut supposer que le support des fonctions ¥_ et ¥
est contenu dans S X a; en effet, par le théoréme de partition de 'unité et le
lemme 9.4, toute fonction continue ¥ : 82Ar x a — R & support compact s’écrit
> er Uyoyou (¥, /y €T) est une famille de fonctions continues sur 8*Ar x a
dont le support est contenu dans S X a.

Les méthodes employées par Y. Guivarc’h et J. Hardy dans [10] reposent
sur une approximation uniforme qui ne peut s’appliquer directement & notre
situation lorsque rg (G) > 2. En effet, la présence de la fonction non constante
R—>R,t—t S

Dans le lemme qui suit, nous précisons un résultat d’approximation des
fonctions de C, (3 X a, (C) par les éléments de § qui permettra de conclure.

fait « exploser » toute approximation uniforme.

LEMME 9.5. — Pour tout € > 0 et tout ¥ € C, (E X a, (C), il existe n € N et
M) ®®) ¢ F tels que, pour tout (n_,n4,x) €S X a, on ait

(2) W0 0% (n-,n1,2) — D (n_, 4, 2) | < e @® (n_, 04, 2)
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et
(3) / |®@|dm < Vol (B4 (0, R+2)) + 1,
w

ot Vol (B, (0, R)) désigne le volume de B, (0, R) par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Fixons € > 0. A l'aide du lemme 9.5 appliqué 4 la fonction ¥ (resp. ¥_),
nous fixons <I>S_1) et @f) € § (resp. " et q>(_2)) vérifiant les inégalités (2) et

Quitte & composer la restriction de ¥_ (resp ¥, ) & S X a par une puissance
suffisamment grande de 6, nous supposerons que, pour tout (n—,n4,) € Sxa,
on a

1 2
W (g, ) — Y (n_,mp,2) | < €@ (-, 7, 2)

1 2
(resp. [ Uy (n-,n,2) — L (nmyr,2) | < e®P (n_,my,@).
Montrons que la fonction a — R, a+— I (o, U_, ¥ ) est bornée. A cet effet,
notons que, pour tout o € a, on a

(o, |0_—0W]0P) <el(a,? 0P).

Ainsi, en utilisant I’étape 1, nous pouvons affirmer que la fonction a — R,
a— T (a, v_, @f)) est bornée. De méme, pour tout o € a, on a

(o, 0_, |0y —0P)) < el (o, 0_,0P),
si bien que la fonction a - R, a +— I (a, U_, ¥ ) est bornée.
Les mémes arguments montrent également que, pour tout o € a, on a

I(tr(r)+\/ia, xI/_,sz+) — F(a) /W\IJ_dm /W\Il+dm

lorsque t — +o00. Ce qui est suffisant. O

10. Appendice. Un théoréme du renouvellement

Dans cette section, on se propose de démontrer un théoréme du renouvelle-
ment pour une chaine semi-markovienne transiente (X,), cny = (€ns @n), ey SUr
2 x R", avec 7 > 1, oul E désigne un espace métrique compact. Notons Q la
probabilité de transition de (X,,), oy et U le noyau potentiel défini par

too
U:=>)_ Q"
n=0

Pour tous boréliens B C Z et C' C R", la quantité U ) (B x C) mesure le
nombre moyen de visites de la chaine semi-markovienne dans B x C partant de
(&, ). Le principal résultat de cette section est une estimation asymptotique
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de Ug,q) (B x C) lorsque C est un compact de R” et que a se trouve « loin »
de C, dans un sens que nous précisons.

10.1. Enoncé d’un théoréme du renouvellement. — Dans cette section, on énonce
un théoréme du renouvellement relatif & la classe des probabilités de transi-
tions semi-markoviennes introduites par M. Babillot et dont on rappelle ici la
définition. On rappelle la

DEFINITION 10.1. — Soit E un espace topologique de tribu borélienne X. Une
probabilité de transition borélienne Q sur 2 x R”, avec r > 1, est dite semi-
markovienne si, pour toute fonction F borélienne bornée sur = x R" et tout
vecteur o € R", on a

/ F(fl,al)dé(g,a) (é1,01) = / F(&,00 +a) d@(g,o) (&1, 1) .
ExXRT ExR"
10.1.0.3. Notations. — On note (., .) le produit scalaire usuel de R".

Soit Q une probabilité de transition borélienne et semi-markovienne sur = x
R On note ((ExR) ", B((2xR) ™), (Pea/ (€0) € EXRT), (Xa) 1en)
la chaine de Markov canonique associée & la probabilité de transition @ ; pour
tout (£, @) € E x R", on notera aussi E(¢ ) I'espérance associée a P ).

On note By (E,C) V'espace des fonctions boréliennes et bornées sur = a

valeurs dans C muni de la norme uniforme. De plus, pour tout A € R", on note
Q@ Vopérateur de By, (E,C), dit de Fourier, défini pour ¢ € By, (E,C) par

Qx () (€) = / 6 (6) PV dD e o) (€1, 01)

ExRT
On considére l'espace L (E) des fonctions lipschitziennes sur = & valeurs dans C
muni de la norme ||.||;(z) définie pour ¢ € L (E) par ||¢|/1=) = [|¢]lc + [¢] oU
[¢] désigne la constante de Lipschitz de ¢. De plus, on note £ ’espace vectoriel
engendré par les fonctions ¥ : 2 x R™ — C de la forme ¥ = 1 ® u ol ¥ est une
fonction lipschitzienne sur = et u est une fonction continue & support compact
sur R".

10.1.0.4. Hypothéses. — On introduit les hypothéses suivantes :
— RO. L’opérateur Qg agit contintiment sur L (E).
— R1. (L (E)-forte ergodicité.) Il existe une mesure de probabilité borélienne
v définie sur = et un endomorphisme R de L (Z) de rayon spectral < 1
tels que, pour tout n > 1 et ¢ € L(E), on ait

Q1 (6) = 1= /=¢>du+R" ().

— R2. (Adaptation) Le rayon spectral sur L (Z) de 'opérateur @) est stric-
tement inférieur 4 1 dés que A est un vecteur non nul de R".
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— R3. (Moments de tout ordre) Pour tout p > 1, la fonction £ —
Jo 11 [PdQ ¢ 0y (€1, 1) est finie et lipschtizienne sur Z.
— R4. (Transience) Le vecteur

M= // a1dC~2(5,0) (§1,a1) dv (€)
g JEXRr

est non nul.

10.1.0.5. Enoncé du théoréeme du renouvellement. — Nous avons le

THEOREME 10.2. — Awvec les notations introduites ci-dessus. Si la probabilité
de transition Q) vérifie les hypothéses RO, ...,R4 alors, pour tout ® € £, la
fonction

+oo
ExR"—R (Eaa) = <M7a>%lE(£,a) (Z @ (Xn)>

n=0
est bornée; de plus, il existe une matrice S carrée d’ordre r, symétrique et
définie positive et ¢ > 0 tels que, pour tout ¥ € £ et f € R", on ait

+oo
= E(e_cii—viy) (Z:O\I/(Xn)> -

_ISOIP IS (M) I12—(S(£),8(8))?

ce 2| s(a)]12 / V(& a)dv(€) ®da
=xR"

lorsque t — +00, uniformément sur =.

10.2. Démonstration du théoréme du renouvellement. — La convergence obtenu
dans le théoréme 10.2 est due & M. Babillot lorsque f = 0. Les méthodes em-
ployées dans [2] s’adaptent a notre situation et nous nous contentons de rappeler
les outils nécessaires et de préciser les grandes lignes de la démonstration.

10.2.0.6. La classe des fonctions H=. — A Dinstar des méthodes employées
dans [2], nous introduisons la classe H des fonctions définies sur R” & valeurs
dans C dont la transformée de Fourier est de classe CV & support compact sur
R", avec N > r. Nous avons le

LEMME 10.3. — (Lemme 2.4 [3]) Soit (pr/f €g,Te R+) une famille de me-
sures de Radon sur R". S’il existe une mesure v pour laquelle les fonctions de
H sont v-intégrables et telle que, pour tout f € H, la fonction Z x R" — R,
& z)— 1/% (f) converge vers v (f) uniformément pour £ € E lorsque T — +00
alors les mémes conclusions sont vraies pour les fonctions continues G support
compact sur R".
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Ainsi, en notant H= l’espace des fonctions de la forme & = ¢ ® u, avec
¢ € L(E) et ¢ € H, nous avons le

COROLLAIRE 10.4. — Soient ¢ > 0 et S une matrice carrée d’ordre r, symé-
trique et définie positive. Si, pour tout ¥ € Hz et f € R", la fonction Rt — R,
t— t%lE(gﬁtﬁfﬂf) (X0 W (X,)) converge uniformément sur = lorsque
t — +00 vers

ISP IS(M)II2—(S(£),S(M))?

ce zlIs(a)]12 / V() dv(§) ®dx
ExRT

alors cette convergence se produit également pour tout ¥ € £ et tout f € R".
Nous avons également le

COROLLAIRE 10.5. — Si on suppose que, pour tout ¥ € Hz, la fonction

+oo
BB oo () T (Z v <X")>
n=0
est bornée, il en est de méme pour toute fonction ¥ € £.

Démonstration du corollaire 10.5. — Considérons une fonction ® € £. Pour
tout ¢ € R, nous notons g, la fonction définie sur = X a pour £ € Z et x =

) 2N
(z1,...,x,) € R" par g, (&, 2) = [[i_, (%) .
D’aprés le lemme 2.4 de [3], pour tout a € R, on a g, € Hz=. De plus, la
fonction ® étant & support compact, nous pouvons fixer a,b € Rt tels que,
pour tout (§,z) € E x R", on ait

1@ (6,2) | < bga (2).
Ce qui est suffisant. O

10.2.0.7. Perturbation des opérateurs de Fourier. — Sous I’hypothése R3, la
fonction

R" — End (L (2)) A= Qa
est de classe C* sur R”. Ainsi, par la théorie des perturbations, les propriétés
spectrales de @) sont essentiellement les mémes que celles de @y lorsque A

est proche de 0. Plus précisément, il existe un réel § > 0 tel que, pour tout
A € Bg- (0,0), on ait

(4) Qx =k (A)pr+ Rx
ou
e k) est la valeur spectrale de plus haut module de 'opérateur de Fourier
Q) ; notons que k) est une valeur propre et qu’elle est isolée dans le spectre

de Q)\.
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e p) est le projecteur spectral associé a k (\) ; ¢’est un projecteur de rang 1.
e R, est un endomorphisme de L (Z) de rayon strictement inférieur a 1 tel
que py o Ry = Ryopy =0.
D’apreés 'hypothése R1, on a k (0) = 1 et, pour tout ¢ € L(Z), on a

po (9) = 15/:¢du et Ro(6) = R(4).

L’intérét de la décomposition (4) réside dans le fait qu’elle permet une écriture
explicite de la singularité en 0 de la résolvante

(I-Qx)7".
Soulignons que cette résolvante est bien définie, pour A non nul, car la proba-
bilité de transition @ vérifie I’hypothése R2; en effet, pour tout A # 0 et tout
entier n € N, on a
QX =k(N)"pr+ R}
si bien que

(I - Q)\)_l = l_pil;\()\) + (I— R,\)_l.

Le lemme qui suit précise le développement en 0 de la fonction A — & ()).

LEMME 10.6. — (Proposition 1.22 de [2]) Sous les hypothéses RO, R1, R2, R3
et R4. Il existe une matrice S carrée d’ordre r, symétrique et définie positive
telle que, pour tout A € R, on ait

EO) = 100, 0) — LS (0,5 ) + o0 (A1)

10.2.0.8. Ecriture du noyau potentiel sous la forme d’une intégrale singuliére.
— Pour tout A € R" \ {0}, on note k(N\) € R, py € End(L (E)) et Ry €
End (L (E)) comme dans la section précédente.

LEMME 10.7. — (Deuxiéme partie, section D de [2]) Avec les notations intro-
duites ci-dessus. Si k est une fonction C'*° & support compact sur R" valant 1
sur Bgrr (0,6) alors, pour toute fonction ¢ lipschitzienne sur 2 et toute fonction
u continue sur R” dont la transformée de Fourier U est intégrable, on a :

00 1
Ee,0) (Z $®u (Xn>> = G
n=0
1

) ™) g (1) 71” quk((i)) a (=) dx

— S—

¢ (\) (I = Ry) T ¢ (€) a(=A) dA

o [ e =R ) =@ () (N
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10.2.0.9. Démonstration du théoréme 10.2. — D’aprés les corollaires 10.4 et
10.5, il suffit de montrer que, pour tout ¢ € L (Z) et tout u € H, la fonction

+oo
a-R  am (M,a)7T Y Ega(@ou(X)

n=0
est bornée et que
400
Jm s [T E i) 2 (690 (X))

_ISHOIR IS (M)IZ—(S(£),8(M))?

—ce 275 (312 / P @ u (g a)dv(§) ®dal =0.
ExXRT

D’aprés le lemme 10.7, on a

= 1 pAd (€)
DB (00U (X)) = e [ OIn) PN ax
1 JRICHCHIN _ -1 f(—
+ g L RN = BT O ()
b [ e (- () (T- Q) b () a(-A)
(271') R"

Les fonctions R — R, A — (I —Ry) "¢ (€)a(-A) et R — R, A
(1—kN) I —Qx) "¢ (€)a(—A) étant CV a support compact sur R”, avec
N > r, leurs dérivées successives sont bornées dans L' (R",d)\) uniformément
par rapport & £; en effectuant alors plusieurs intégrations par parties, on
montre que, pour tout n € {0,..., N}, on a :

sup [lo|” / e () (I = Ra) "L (&) @ (N) dA — 0
£eE R™

et

sup o |" / A m ()T -QN) OO a0

£eE

lorsque ||| — +00. Il nous reste & estimer le comportement lorsque t — oo de
la fonction

. —i(\t M4+ f) o) .
t Rre + H(A)il—k()\)u( A) dA.

Pour ce faire, nous utilisons le
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LEMME 10.8. — (2.42 + 2.43 de [2] ) Awvec les notations introduites ci-dessus.
Soit F' la fonction définie sur 2 x R" par

F(£a) = /Tem,a),,b(A) Pré (€)

K (A)
—i(M, ) + 5(S (V)5 (V)

—C (&) | e dX.
RT‘

On a

sup F (€,0) = 0 (el =7).

et il nous suffit de préciser le comportement en 400 de :

tis to / e—i(Avtl\7f+\/ff> _ a (=) d)\.
RY —i(M,X) + 3(S (A), S (V)

Nous avons le

LEMME 10.9. — Soient m un vecteur de R" et S1 une matrice carrée d’ordre
r, symétrique et définie positive. Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour
tout vecteur f et toute fonction v continue sur R" et dont la transformée de
Fourier ¥ est a support compact, on ait :

o [ i 5(~)
tT/ emitverevin 0l X
r _Z<ma>‘>+ %(Sl ()‘)731 ()‘)>

_Is1HIZ 1181 M) 12 =(S1 (), 51 (1)) 2
Sece 2151 () 12 v () da

lorsque t — +00.

On en déduit
/ i bV () P2 E) oy oy

1-k(\)
_ IS s (#1)112 ¢S (), s (81))?
e HEET [o©av© [ u@da
= RT
lorsque t — +o00. Ce qui est suffisant d’aprés ce qui précéde. O
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