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CATEGORIE HOMOTOPIQUE STABLE
D’UN SITE SUSPENDU AVEC INTERVALLE

PAR JOEL Riou

REsuME. — Cet article présente la construction de la catégorie homotopique stable
d’un site suspendu avec intervalle arbitraire. La fonctorialité de cette construction est
étudiée, avec des applications & la théorie homotopique des schémas introduite par
F. Morel et V. Voevodsky.

ABSTRACT (The stable homotopy category of an hanging site with interval)

This article describes the construction of the stable homotopy category of an arbi-
trary hanging site with interval. The functoriality of this construction is studied and
has applications to the Al-homotopy theory introduced by F. Morel and V. Voevodsky.

Dans leur article [24], Fabien Morel et Vladimir Voevodsky ont construit la
catégorie homotopique 5 (S) d’un schéma noethérien S. Ce travail s’appuyait
sur la construction d’une structure de catégorie de modéles fermée sur la caté-
gorie des faisceaux simpliciaux sur un site (cf. [19], voir aussi [18] et [6] pour
des travaux précurseurs).

Certains des énoncés fondamentaux de la théorie homotopique des schémas
s’énoncent le plus élégamment dans la catégorie homotopique stable SH (S)
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496 RIOU (J.)

associée au schéma S (voir [30, propositions 4.11, 4.12 et 4.13]) plutot que dans
la catégorie homotopique instable 7 (S). Cette catégorie homotopique stable a
été étudiée par Rick Jardine dans [20]; en particulier, une structure monoidale
symétrique y a été construite grace a 'utilisation des spectres symétriques. Un
autre point de vue est développé dans [17].

Cependant, la construction de [20] utilise des propriétés trés particuliéres
de la topologie de Nisnevich : un analogue du théoréme de Brown-Gersten
de [7] pour la topologie de Nisnevich (cf. [24, proposition 1.16, page 100]) et
les énoncés de compacité homotopique qu’on peut en déduire (cf. [20, §2.2]).
Ces propriétés de compacité homotopique ne sont pas satisfaites sur les sites
arbitraires ; on ne peut donc pas appliquer exactement la méme méthode pour
définir par exemple les variantes étales des catégories SH (S).

Dans cet article, on se propose de donner une construction de la catégorie
homotopique stable d’un « site suspendu avec intervalle » (., I,T) avec essen-
tiellement le méme degré de généralité que dans [24]. Un site suspendu avec
intervalle consiste en la donnée d’un site ., d’un préfaisceau simplicial I sur
ce site et d’un préfaisceau simplicial pointé T. Comme dans [24], on procéde
4 une localisation a la Bousfield pour définir la notion de I-équivalence faible
entre préfaisceaux simpliciaux sur .#. Disposant d’une notion de I-équivalence
projective (terme a terme) au niveau des T-spectres dans la catégorie des pré-
faisceaux simpliciaux pointés sur .#, on procédera & une nouvelle localisation &
la Bousfield par rapport aux {2-spectres pour obtenir la notion de I-équivalence
stable, ce qui donnera naissance a la catégorie homotopique stable SHT(Y ).
L’existence des localisations & la Bousfield sera assurée par les résultats géné-
raux de [15] sur les catégories de modéles cellulaires (on donne dans l'appen-
dice A des conditions trés simples impliquant les axiomes de ces catégories de
modéles cellulaires).

La section 1 est consacrée a la construction de la catégorie homotopique
stable S'HT(y ,I). La fonctorialité élémentaire de cette construction est étu-
diée dans la section 2 : la notion d’application continue raisonnable de sites
suspendus avec intervalle y est dégagée, ce qui permet de procéder comme
dans [24]. Dans la section 3, on montre que si l’on suppose que T' est une sus-
pension, alors la catégorie homotopique stable SH” (.7, I) est naturellement
munie d’une structure de catégorie triangulée; les T-espaces de lacets y sont
également étudiés, ce qui permet de donner une condition suffisante pour pou-
voir définir les équivalences stables a la maniére de [20]. La section 4 étudie le
cas particulier des catégories homotopiques stables SH (S) des schémas noe-
thériens ; leur fonctorialité élémentaire y est étudiée de fagon & permettre la
vérification des axiomes des foncteurs homotopiques stables; d’aprés la thése
de Joseph Ayoub [4], il existe donc une théorie des foncteurs f' et fi pour les ca-
tégories SH (S). La section 5 vise a définir rigoureusement le foncteur « points
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complexes » SH (C) — SH™P : cette construction utilise les résultats de la
section 2 et ceux de Daniel Dugger, Sharon Hollander et Daniel Isaksen sur les
hyper-recouvrements (cf. [L0] et [11]). Enfin, dans la section 6, on propose une
définition d’une variante « naive » de la catégorie SH” (., I) : admettant une
description trés simple & partie de la catégorie homotopique pointée (7, I),
cette catégorie s’avére étre équivalente au quotient de SHT(Y ,I) par l'idéal
de morphismes (de carré nul) constitué par les morphismes dits « stablement
fantomes ».

Je remercie l'institut de recherche Harish-Chandra a Allahabad (Inde) pour
son hospitalité, et son excellent cadre de travail qui m’a permis de finaliser cet
article qui est dérivé de ma thése [26].

1. Construction

1.1. Rappels sur la construction de Morel et Voevodsky. — Soit . un site (c’est-
a-dire une petite catégorie '), aussi notée .#, munie d’une topologie de Gro-
thendieck, cf. SGA 4 II). On note Prefais(.¥) la catégorie des préfaisceaux
d’ensembles sur la catégorie sous-jacente au site . et Fais(.%) la sous-catégorie
pleine de Prefais(.”) formée des faisceaux pour la topologie donnée. On note
a: Prefais(.) — Fais(.¥) le foncteur faisceau associé, adjoint & gauche de
Pinclusion Fais(.¥’) — Prefais(.%).

DEFINITION 1.1. — La catégorie Esp(.”) des espaces sur . désignera au
choix soit la catégorie A°PPPrefais(.”) des préfaisceaux simpliciaux, soit la
catégorie A°PPFais(.7) des faisceaux simpliciaux.

La notion d’équivalence faible simpliciale dans la catégorie Esp(.¥) est défi-
nie dans [19]. Une définition équivalente faisant intervenir les faisceaux d’homo-
topie est suggérée dans [24, remark 1.3, page 48]. Pour la commodité du lecteur,
voici une définition possible de la notion d’équivalence faible simpliciale dans
le cas particulier des sites ayant suffisamment de points (cf. SGA 4 IV 6.4.1) :

DEFINITION 1.2. — Soit (®;),.; une famille conservative de foncteurs fibres
sur . indexée par un ensemble I. On dit d’'un morphisme f: X — Y dans
Esp() que c’est une équivalence faible simpliciale si pour tout i € I, le
morphisme ®;(f): ®;(X) — ®,(Y) est une équivalence faible d’ensembles sim-
pliciaux.

(D Dans les exemples, la catégorie sous-jacente ne sera pas forcément petite, mais seulement
essentiellement petite, & savoir équivalente & une petite catégorie. Il sera sous-entendu que
I'on remplace la catégorie en question par une petite catégorie qui lui est équivalente; il est
facile de vérifier que les catégories construites par la suite pour deux choix initiaux donneront
naturellement des catégories équivalentes.
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THEOREME 1.3 (Joyal, Jardine [19]). — Munie des monomorphismes comme
cofibrations, des équivalences faibles simpliciales comme équivalences faibles et
des morphismes possédant la propriété de relévement & droite par rapport aux
cofibrations triviales comme fibrations, la catégorie Esp(.#) est une catégorie
de modeéles fermée propre et simpliciale (cf. [25] ou [13]). On note ()
sa catégorie homotopique (obtenue en inversant formellement les équivalences
faibles simpliciales dans Esp(.) ).

A partir de maintenant, on suppose que le site .7 est muni d’un objet I. La
version I-localisée de % (.7) est obtenue grace a une localisation & la Bousfield :

DEFINITION 1.4. — Un objet X de s% () est I-local si pour tout objet Y de
(), Vapplication évidente

Hom%(y)(Y,X) — Hom%;(y)(Y X LX)

est bijective. Un morphisme f: X — Y dans Esp(.¥) (ou dans J%(.)) est
une I-équivalence faible si pour tout objet I-local Z de J#(), f induit une
bijection :

Hom s (#)(Y, Z) — Hom s ()(X, Z) .
Une I-fibration est un morphisme dans Esp(.) possédant la propriété de
relévement & droite par rapport aux monomorphismes qui sont aussi des I-
équivalences faibles.

THEOREME 1.5 (|24, theorem 3.2, page 86]). — La catégorie Esp(”) munie
des monomorphismes comme cofibrations, des I-équivalences faibles comme
équivalences faibles et des I-fibrations comme fibrations est une catégorie de
modéles fermée dont on note (%, I) la catégorie homotopique.

La démonstration de ce théoréme dans [24] fait intervenir le résultat tech-
nique [24, corollary 2.20, page 77] qui n’y est qu’esquissé. Donnons-en une autre
démonstration. Il s’agit de montrer ’existence d’une localisation & la Bousfield.
Pour cela, on peut utiliser les techniques générales de [15]. La démonstration
du théoréme 1.3 montre que la structure simpliciale de catégorie de modéles
sur Esp(.¥) est a engendrement cofibrant. Il résulte de la proposition A.4 (voir
aussi la remarque A.6) que la structure simpliciale sur Esp(.¥) est cellulaire
au sens de [15, definition 12.1.1]. D’apreés le théoréme [15, theorem 4.1.1], pour
obtenir 'existence de cette localisation a la Bousfield, il suffit de construire un
ensemble de fleches S dans Esp(.¥) tel que pour tout objet simplicialement
fibrant X de Esp(.¥), les deux conditions suivantes soient équivalentes :

— X est I-local;

— pour toute fleche f: A — B appartenant & .S, le morphisme d’ensembles

simpliciaux hom(B, X)) — hom(A4, X) est une équivalence faible.

TOME 135 — 2007 — N° 4



SITES SUSPENDUS AVEC INTERVALLES 499

11 suffit de prendre pour S 'ensemble des fleches pry: U x I — U dans Esp(.¥)
ou U parcourt les objets de la catégorie sous-jacente au site ..

REMARQUE 1.6. — On appellera abusivement la catégorie homotopique
(S, I) la catégorie homotopique du site avec intervalle (., I). En effet, il
n’a pas été supposé que I était un intervalle au sens de la définition [24, §2.3,
page 85] puisque cette hypothése n’est fondamentalement utilisée que pour
permettre la construction de I'objet cosimplicial A} conduisant notamment &
[24, proposition 3.14, page 91| que I'on n’utilisera pas ici. Notons que dans les
constructions & venir, ne pas faire cette hypothése permet d’inclure les versions
«non I-localisées » des résultats puisqu’ils correspondent au cas particulier ou
I est 'objet final e de Esp(.”) (au-dessus d’un topos non vide, e n’est jamais
un intervalle). Quand « I » sera absent de la notation, il sera sous-entendu que
c’est de cette version simpliciale des constructions qu’il s’agit.

REMARQUE 1.7. — On peut généraliser la définition 1.4 de la fagon suivante.
Si A est un ensemble des morphismes dans J%(.%), on peut définir la notion
d’objet A-local comme dans [24, definition 2.1, page 70] et définir de méme les
A-fibrations et les A-équivalences faibles de fagon & obtenir mutatis mutandis
une version analogue du théoréme 1.5 (qui est le cas particulier ou la famille A
est réduite & un unique morphisme de la forme I — o). Les résultats qui vont
suivre seront vrais dans cette généralité : il suffit de remplacer « I » par « A ».
L’auteur a préféré conserver « I » puisque c’est le cadre qui 'intéresse le plus,
cf. sections 4 et 5.

REMARQUE 1.8. — Si on remplace Esp() par la catégorie Esp,(.”) des
objets pointés dans Esp(.), on obtient de méme une structure de catégorie
de modéles I-localisée dont on note J# (., I) la catégorie homotopique. Le
foncteur d’oubli du point-base Esp, (-¥) — Esp(¥) admet un adjoint & gauche
X — X U e; ces foncteurs induisent une adjonction de Quillen et donc
des foncteurs adjoints entre les catégories homotopiques correspondantes (I-
localisées ou non).

REMARQUE 1.9. — La fonctorialité des constructions de ce paragraphe est
étudiée a la section 2. Comme le montre [24, example 1.19, page 102], les
applications (notamment celles envisagées a la section 4) montrent que 1’on
ne peut pas se contenter d’étudier la fonctorialité de ces constructions par
rapport aux topos et aux morphismes de topos. Il faut affaiblir les hypothéses
sur les morphismes. C’est pourquoi les constructions sont faites & partir de la
donnée d’un site plutét que d’un topos et que les morphismes de sites seront
remplacés par une notion plus faible. Il est par ailleurs trés utile de considérer
non seulement les faisceaux simplicaux mais aussi les préfaisceaux simpliciaux :
par exemple, les préfaisceaux simpliciaux donnés par les modéles classiques de
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la K-théorie algébrique (sur un catégorie convenable de schémas) ne sont pas
des faisceaux Zariski.

1.2. Spectres, structure projective

DEFINITION 1.10. — Un site suspendu avec intervalle est un triplet (., I, T)
ou (7, I) est un « site avec intervalle » et T' un objet quelconque de Esp,(.¥).

On fixe un site suspendu avec intervalle (#,I,T) jusqu’a la fin de la sec-
tion 1.

DEFINITION 1.11. — Un T-spectre E consiste en la donnée d’une suite
(En),cn d'objets de Esp,(”) et de morphismes (dits d’assemblage)
on: T NE, — E,.1 pour tout entier naturel n. Un morphisme de T-spectres
f: E — F est une suite de morphismes f,,: E,, — F,, faisant commuter les
diagrammes

TAE, " E,

J/T/\fn lfn+l

TAF, 2" Fps

pour tout entier naturel n. On note SptT(Y ) la catégorie des T-spectres.

Pour tout objet X de Esp, () et tout entier naturel n, on note F,, X le T-
spectre défini par (F,,X ), = e pour k < n et (F,,X)n1; = T AX pouri € N,
les morphismes d’assemblage o étant les morphismes triviaux pour k < n, le
morphisme o,,,; étant I'isomorphisme évident T'A (Fp, X)nti — (FoX)niit1
pour i € N. Pour tout entier naturel n, le foncteur F,: Esp, () — Spt’ (%)
est le foncteur adjoint & gauche du foncteur ev,, qui & un T-spectre E associe E,,.
Parfois, le foncteur F sera implicitement utilisé pour associer naturellement
un spectre & un espace pointé.

DEFINITION 1.12. — Une cofibration projective dans Spt” (.#) est un mor-
phisme f: E — F tel que Eqg — Fj soit un monomorphisme et que pour tout
entier naturel n, le morphisme évident

(T/\ Fn) \/ En+1 - Fn+l
TAE,

soit aussi un monomorphisme. Une I[-fibration projective (resp. une I-
équivalence projective) est un morphisme E — F tel que pour tout entier
naturel n, le morphisme E,, — F,, soit une I-fibration (resp. une I-équivalence
faible) dans Esp,(.7).
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THEOREME 1.13 ([20, lemma 2.1]). — Munie des cofibrations projectives
comme cofibrations, des I-équivalences projectives comme équivalences faibles
et des I-fibrations projectives comme fibrations, la catégorie SptT(Y) est une
catégorie de modéles fermée propre et simpliciale dont on note SH?;(?,I) la
catégorie homotopique.

La structure simpliciale sur SptT(LS” ) provient du bifoncteur qui & un en-
semble simplicial K et un T-spectre E associe le T-spectre E A K (ou le
A-produit est pris terme a terme).

DEFINITION 1.14. — Une I-fibration injective dans Spt” (.#) est un mor-
phisme ayant la propriété de relévement a droite par rapport aux monomor-
phismes qui sont aussi des I-équivalences projectives.

On dispose d’une autre structure de catégories de modeéles fermées dont une
bonne vertu est que tous les objets y sont cofibrants :

THEOREME 1.15 ([20, lemma 2.1]). — Munie des monomorphismes comme
cofibrations, des I-équivalences projectives comme équivalences faibles et des
I-fibrations injectives comme fibrations, la catégorie SptT(y) est une catégo-
rie de modéles fermée propre et simpliciale.

Pour le moment, les démonstrations données dans [20] dans le cadre des
sites avec intervalles (Sm/Syis, A') pour S un schéma de base noethérien s’ap-
pliquent encore.

1.3. Q-spectres, stabilisation. — C’est a partir d’ici que l'on s’écarte de [20],
les arguments qui y sont donnés pour construire la catégorie homotopique
stable utilisent des propriétés de « compacité » ainsi que la « Nisnevich des-
cent », variante d’un théoréme de Brown-Gersten (voir [7], [24, proposition 1.16,
page 100] ou encore [28, exercise 2.5] pour le cas des S'-spectres) qui est assez
spécifique des topologies de Zariski et de Nisnevich sur les schémas noethériens.
La construction qui suit s’applique dans un cadre plus général. Nous ferons le
lien avec la définition de [20] au théoréme 3.35.

Pour tout objet X de Esp,(.#) (cas particulier important : X = T), le
foncteur
X A —: Esp,(¥) — Esp, ()
admet un adjoint a droite
Hom. (X, _): ESp. (y) - ESp. (‘Sﬂ) )

ce couple de foncteurs adjoints formant une adjonction de Quillen pour la
structure I-localisée ; on note ainsi R Hom, (X, —): J4& (7, 1) — (7, 1) le
foncteur dérivé total & droite de Hom, (X, —).
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DEFINITION 1.16. — Soit E un objet de Spt” () (ou de SH! (., 1)), on
dit que E est un Q-spectre si pour tout entier naturel n, la fleche E,, —
RHom, (T, E, 1) déduite par adjonction du morphisme d’assemblage o,,: T'A
E,, — E, ;1 est un isomorphisme dans 57 (7, I).

DEFINITION 1.17. — On note SHL(#,I) la sous-catégorie pleine de
SHZ:(Y, I) formée des Q-spectres.

DEFINITION 1.18. — Un morphisme f: E — F dans Spt”(.) (ou dans
SHg(y ,I)) est une I-équivalence stable si pour tout Q-spectre G, f induit
une bijection

Homgyr(» 1) (F, G) = Homgyr(» 1) (E, G) .

DEFINITION 1.19. — Une I-fibration stable est un morphisme dans Spt” (.#)
ayant la propriété de relévement & droite par rapport aux cofibrations projec-
tives qui sont aussi des I-équivalences stables. Une I-fibration injective stable
est un morphisme dans SptT(Y ) ayant la propriété de relévement a droite par
rapport aux monomorphismes qui sont aussi des I-équivalences stables.

Les deux théorémes qui suivent donnent des structures de catégories de mo-
déles fermées sur SptT(Y ) ayant pour catégories homotopiques des catégories
équivalentes & SH (7, I).

THEOREME 1.20. — Munie des cofibrations projectives, des I-équivalences
stables et des I-fibrations stables, la catégorie SptT(Y) est une catégorie de
modeéles fermée simpliciale dont on note S'HT(Y, I) la catégorie homotopique.
On appelle S'HT(Y,I) la catégorie homotopique stable du site suspendu avec
intervalle (7,1, T). Le foncteur évident SHY (., 1) — SHY (L, 1) est une
équivalence de catégories.

THEOREME 1.21. — Munie des monomorphismes comme cofibrations, des I-
équivalences stables et des I-fibrations injectives stables, la catégorie SptT(Y)
est une catégorie de modeéles fermée simpliciale (et propre & gauche).

La structure de catégorie de modéles introduite dans le théoréme 1.20 sera
appelée « structure stable » tandis que celle du théoréme 1.21 sera désignée
sous le nom de « structure stable injective ».

Le lemme suivant montre que les structures de catégories de modéles que ’on
veut construire dans ces deux théorémes sont des localisations a la Bousfield a
droite des catégories de modéles des théorémes 1.13 et 1.15. Elles existent donc

en vertu de [15, theorem 4.1.1] dont les hypothéses sont satisfaites (cf. appen-
dice A).
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LEMME 1.22. — Soit E € Spt () un T-spectre projectivement I-fibrant.
Alors E est un Q-spectre si et seulement si E est C-local (pour la structure pro-
jective) au sens de [15, definition 3.1.4] 0w C est la famille des fleches évidentes

Foi(TAXy) — Fr Xy
pour X € ./ etn € N.

Etant donné un T-spectre projectivement I-fibrant E, dire que E est un
()-spectre signifie que pour tout entier naturel n, le morphisme canonique

E, - Hom,(T,E, 1)

est une I-équivalence faible. Comme ces espaces sont [-fibrants, cela signifie
encore que pour tout X € % et tout n € N, le morphisme d’ensembles simpli-
ciaux
E,(X) - Hom,(T,E,1)(X)
est une équivalence faible, autrement dit que le morphisme évident
hom(F,X;,E) — hom(F,4+1(T A X;),E)

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. Comme les objets de la
forme F, X, et F,,11(T A X4) sont cofibrants pour la structure projective sur
SptT(Y), cela signifie encore que pour tout f: A — B dans C, le morphisme
induit

Rhom(B,E) — Rhom(A4, E)
est un isomorphisme dans la catégorie homotopique usuelle S#*°P, c’est-a-dire
que E est C-local (cf. [15, definition 3.1.4]).

REMARQUE 1.23. — En fait, pour tout objet A € Esp,(.¥), le morphisme
évident F,11(T AN A) — F, A est une I-équivalence stable. Plus généralement,
tout morphisme E — F dans SptT(f ) tel que pour tout entier n assez grand le
morphisme E,, — F,, soit une I-équivalence faible est une I-équivalence stable
(ceci résultera aussitot du lemme 3.26).

La proposition suivante ne sera pas utilisée dans la suite :

PROPOSITION 1.24. — Le produit de deux I-équivalences stables est une I-
équivalence stable.

Il suffit de montrer que si on fixe un objet E de Spt”(.#), le foncteur
P: SptT(#) — SptT () qui a F associe E x F préserve les I-équivalences
stables. Il est tout d’abord trivial que ce foncteur préserve les I-équivalences
projectives; il reste donc & montrer que pour tout F € SptT(y), il existe une
I-équivalence stable (fonctorielle) F — Fy avec Fs un Q-spectre telle que le
morphisme P(F) — P(Fy) soit une I-équivalence stable.
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Soit J un ensemble de morphismes dans Spt? () engendrant les I-
cofibrations injectives triviales et £ ’ensemble des morphismes de la forme

AANAT || BroAT - BAAY
ANDAT

pour n € N et A — B € C (cf. lemme 1.22). Un objet de Spt” () est fibrant
pour la structure stable injective si et seulement s’il satisfait la propriété de
relévement & droite par rapport aux morphismes de la famille J U L.

On peut donc construire une résolution fibrante pour la structure stable
injective en appliquant ’argument du petit objet a cette famille de fleches JUL.
Comme le foncteur P préserve les monomorphismes, les sommes amalgamées et
les colimites filtrantes, pour conclure que P(F) — P(Fy) est une I-équivalence
stable, il suffit de montrer que pour tout morphisme f: A - B de JUL, le
morphisme Ex A — E x B est une I-équivalence stable. C’est évident si f € J ;
pour f € L, cela résulte de la remarque 1.23. Ceci achéve la démonstration de
la proposition.

2. Fonctorialité

2.1. Changement de site. — On se donne deux sites avec intervalles (.1, 1) et
(S, I3). On se donne un foncteur f 1. . — .7 définissant une application
continue de sites f: .7 — % ?). On en déduit formellement un couple de
foncteurs adjoints (f*, fi) avec fi: Esp(#1) — Esp(.#%) et f*: Esp(S2) —
Esp(71).

DEFINITION 2.1 ([24, definition 1.55, page 65]). — L’application continue de
sites f: . — % est dite raisonnable si pour tout objet X de .75, tout objet
simplicialement fibrant Y de Esp(#7) et toute équivalence faible simpliciale
fxY — Y’ dans Esp(%,) avec Y’ simplicialement fibrant, Papplication évidente
d’ensembles simpliciaux

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")
est une équivalence faible.

On suppose que f est une application raisonnable de sites. On se donne de
plus un objet 77 dans Esp,(#1) et un objet T> dans Esp, (%) (autrement dit,
on a deux sites suspendus avec intervalles, cf. définition 1.10).

Observons tout d’abord que f~! induit un foncteur f,: Esp,(.71) —
Esp,(-72) (compatible au foncteur d’oubli du point-base) et que ce foncteur

() Autrement dit, le foncteur f,: Prefais(#1) — Prefais(.72) défini a partir de f~! au
niveau des catégories de préfaisceaux d’ensembles envoie les faisceaux sur .#; sur des faisceaux
sur .¥%.
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fx: Espe (1) — Esp,(#2) admet un adjoint & gauche f*: Esp,(%,) —
Esp, (7).

On se donne une fois pour toutes un isomorphisme de foncteurs Esp, (%) —
Esp,(-#1) en la variable X :

\I/)(I f*(Tg/\X) :>T1 /\f*X .

Par adjonction, la donnée de ¥ équivaut & la donnée d’un isomorphisme de
foncteurs ¥': Esp,(-#1) — Esp,(-%2) en la variable Y :

Ul Hom, (T, f.Y) = f, Home(T1,Y) .

On peut alors définir un foncteur f*: Spt’2(%) — Spt™* (#) par la for-
mule (f*E), = f*(E,) pour tout objet E de Spt’2(.#3), les morphismes d’as-
semblage étant définis en appliquant f* au morphisme d’assemblage de E et
en utilisant W :

Ty A f5(En) — f*(En+1)

f*(TZ A En)

On définit de méme un foncteur f, : Spt™ (.#}) — Spt’2(.%,) par la formule
(f«E)n = f+(E,) pour tout objet E de Spt”*(.#}), les morphismes adjoints des
morphisme d’assemblage de f,E étant obtenus en utilisant I’isomorphisme ¥’
et en appliquant f, aux morphismes adjoints o/, des morphismes d’assemblage
de E :

fx(En) —— Homq (13, fi(Ent1))

~ \I/En
f*U;z J o
f* Hom. (Tl, En+1)

I est clair que le foncteur f*: Spt’2 (%) — Spt™* (#) est 'adjoint a gauche
du foncteur f,: Spt™(.#1) — Spt™2(.#).

On suppose maintenant que f: (1, 11) — (%, I2) constitue une application
raisonnable de sites avec intervalles (cf. [24, definition 3.16, page 92]), autrement

(3) 11 convient de noter que ce foncteur ne commute pas forcément a I’oubli du point-base (en
revanche, dans l'autre sens, il commute & la construction X — X consistant a ajouter for-
mellement un point-base & un objet non pointé). Par exemple, si X est un espace topologique,
U un ouvert qui n’est pas tout, et que ’on note j: U — X l’inclusion canonique, le foncteur
d’inclusion jy de la catégorie des ouverts de U dans celle de X induit une application continue
de sites X — U dont le foncteur image directe est le foncteur j* usuel et I’adjoint & gauche
jy est soit le prolongement par le vide pour les faisceaux d’ensembles, soit le prolongement
par e (resp. zéro) pour les faisceaux d’ensembles pointés (resp. de groupes abéliens).
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dit que le foncteur Rf,: J& () — H#(F,) ") envoie les objets I;-locaux sur
des objets Iz-locaux.

LEMME 2.2. — Soit g: E — F une I-équivalence projective entre objets pro-
jectivement I,-fibrants de Spt™ (71, 1,). Alors f.g: f,E — f.F est une I,-
équivalence projective.

C’est évident. On en déduit un foncteur dérivé total a droite

Rpfie: SHI (A, ) — SHL (S, 1) .

PROPOSITION 2.3. — Le foncteur Ry fs: S’Hg1 (A, L) — SH?;Z(LVQ,IQ)
admet un adjoint & gauche qui n’est autre que le foncteur dérivé total a
gauche de f*: Spt™2 (%) — Spt™*(A), que Uon note Lf*: S'ng (S, ) —
SHIN (A, I).

On procéde d’une fagon tout a fait semblable & celle de [24, proposition 1.57,
page 65] :

DEFINITION 2.4. — Soit X un objet de Spt’2(.%). On dit que X est f*-
admissible si pour tout objet injectivement I;-fibrant Y de Spt’! (A1) et toute
Ir-équivalence projective f, Y — Y’ avec Y’ un objet injectivement I>-fibrant
de Spt™2(.), la fleche évidente d’ensembles simpliciaux

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")

est une équivalence faible.

LEMME 2.5. — Soit X un objet f*-admissible de Spt™2(.#3). Alors, le fonc-
teur qui & Y € Spt’'(#) associe ensemble Homsﬁn(y,2 12)(X7Rpf*Y)

est coreprésentable, c’est-a-dire que « le foncteur adjoint & gauche de
Ry fu: SHgl (A, L) — S'H}?(yg,]g) est défini en X ». Plus précisément,
on a un isomorphisme fonctoriel en Y € S'Hgl (A, L) :

Homg, 1) (f*X,Y) S Homg,m o (X, Rp fY) .

En particulier, st X — X' est une Ir-équivalence projective entre objets f*-
admissibles de Spt™2 (%), alors f*X — f*X' est une I -équivalence projective.

() 11 s’agit 1a du foncteur dérivé a droite du foncteur f: A°PPFais(.#1) — A°PPFais(.%)
(il est simplement obtenu en appliquant f, & une résolution fibrante). Cette construction est
possible (cf. [24, page 62]) car on a supposé que f était une application continue de sites.
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Pour k € {1, 2}, on choisit une résolution Ii-injectivement fibrante E — Eg,
fonctorielle en Y € Spt™* (.#,) (il sera évident que les isomorphismes construits
plus bas seront indépendants de ce choix). Pour tout objet Y de Spt™*(.#}),
on considére I’application suivante :

hOIIl(X, f*(Yﬁb)) — hOIIl()(7 (f*(Yﬁb))ﬁb) .

Comme X est f*-admissible, cette application est une équivalence faible d’en-
sembles simpliciaux. On a par ailleurs un isomorphisme canonique d’ensembles
simpliciaux :
hom(f*X,Yﬁb) :> hOHl(X, f*(Yﬁb)) .
Finalement, on obtient une équivalence faible fonctorielle en Y :
hom(f*X,Yﬁb) — hOHl(X, (f*(Yﬁb))ﬁb) .

En passant au 7o, il vient une bijection fonctorielle en Y :

Hom (X,Y) — H01118H§2 (FaT) (X,RpfiY)

SHI(S1,11)
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Bref, pour montrer que R, f, admet un adjoint & gauche, il suffit de montrer
que tout objet de SHZ;Q (H, Is) peut étre représenté par un objet f*-admissible
de Spt”’2(.#,). Le lemme suivant nous donne cela (et permet aussi de montrer
que le foncteur adjoint & gauche de Ry, f, est le foncteur dérivé total & gauche

de f*):

LEMME 2.6. — Il existe un foncteur Spt™? (%) — Spt’2(%) qui & un ob-
jet X associe un objet Xaqm f*-admissible, et une transformation naturelle
Xadm — X qui soit une Is-équivalence projective.

On applique le raisonnement du petit objet & la famille de fleches &/ dans
Spt?2(.#) de la forme F,(Ax X), — F,(Bx X)4 ou X € .%3, n est un entier
naturel et A — B une inclusion entre ensembles simpliciaux finis. On obtient
ainsi une factorisation fonctorielle ¢ — X .4, — X de ¢ — X pour tout objet
X de Spt”? (H), ot Xadam — X posséde la propriété de relévement a droite par
rapport & &7 (il s’agit donc d’une I;-équivalence projective) et oit ¢ — X, 4, est
un composé transfini d’images directes de sommes directes de morphismes dans
o7 . Observons tout d’abord que les fléches dans &7 sont des monomorphismes
qui le restent aprés application de f*; par ailleurs, pour tout entier naturel
n, tout objet X € .7, et tout ensemble simplicial K, I'objet F, (K x X)4 est
f*-admissible (cela résulte aussitot du fait qu’on a une application raisonnable
de sites avec intervalles).

Les objets f*-admissibles possédent des propriétés analogues & celles énon-
cées dans [24, lemma 1.53, page 64]. Dans le cas ou on utilise la catégorie des
préfaisceaux pour définir les catégories de spectres, elles permettent de conclure.
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Si on travaille avec des faisceaux, les objets de la forme F;,(A x X), pour A un
ensemble simplicial fini et X € .% ne sont pas forcément de présentation finie
dans Spt”? (%) ; pour terminer la démonstration de ce lemme (et donc de la
proposition 2.3), on peut utiliser le lemme suivant :

LEMME 2.7. — Soit (X;)ic.y un systéme inductif dans Spt™2 (%) indexé par
une catégorie filtrante . On suppose que pour tout i € &, lobjet X; est
f*-admissible. Alors col}m Xo est f*-admissible.

Ce lemme résulte facilement du lemme général suivant et du fait que les
morphismes évidents hocglim Xe — colyim X, et f*hocglim Xe — f*col}m X

soient des équivalences faibles :

LEMME 2.8. — Soit (X;)ic.s un systéme inductif dans Spt’? (H) indexé par
une catégorie & . On suppose que pour tout © € 7, l’objet X; est f*-admissible.
Alors hocglimX. est f*-admissible.

Soit Y un objet injectivement I;-fibrant de Spt”*(.#1), soit f,Y — Y’ une
résolution injectivement I>-fibrante f,Y. Par hypothése, pour tout i € .7,
I’application

hom(X;, f.Y) — hom(X;,Y")
est une équivalence faible entre ensembles simpliciaux fibrants. On peut passer
a la limite homotopique pour obtenir que

hom(hocglim Xeo, fxY) — hom(hoc;lim X.,Y")
est une équivalence faible. On obtient ainsi que hocglim X, est f*-admissible.

Pour pouvoir étendre convenablement ces constructions aux catégories ho-
motopiques stables, on a besoin d’une hypothése supplémentaire donnée dans
la définition qui vient (et qui récapitule les hypotheéses utilisées jusqu’ici) :

DEFINITION 2.9. — On se donne (%1, I1,T1) et (., Iz, T») deux sites suspen-
dus avec intervalles. Une application raisonnable f: (1, I1,T1) — (S, I2,Ts)
de sites suspendus avec intervalles consiste en la donnée d’une application rai-
sonnable f: (A, 1) — (Y, I3) de sites avec intervalles et d’un isomorphisme
de foncteurs

v f*(TQ N —) :> T1 N f*—I Esp.(j’g) — Esp,(yl)

tels que pour tout objet I;-fibrant X de Esp,(-#1) et toute Ip-équivalence faible
f«X — X" avec X' I-fibrant, la fleache Hom, (T3, f. X) — Hom,(Ts, X') soit
une I>-équivalence faible.
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PropoOSITION 2.10. — Soit f: (,1,T1) — (F,12,Tz) une applica-
tion raisonnable de sites suspendus avec intervalles. Alors, le foncteur
Rpfa: SH;‘,Fl (A, L) — S’H;FZ(YQ,IQ) est tel que

Ry fo(SHE (A1, 1)) € SHE (2, 1) -

Sig: E — F est un morphisme dans Spt™: (A1) qui est une I-équivalence
stable entre (-spectres I -projectivement fibrants, alors f.g: filE — f.G est
une Is-équivalence stable (entre Q-spectres).

Le fait que R, f. préserve les Q-spectres résulte de la derniére condition
intervenant dans la définition d’une application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles. La deuxiéme assertion en découle en vertu du lemme 2.2.

Sous les hypothéses de la proposition, on obtient aussitét un foncteur
dérivé total a droite Rf,: SH™(S,) — SH™(H,I). 1l est égale-
ment évident que le foncteur Ljf*: S’ng (S, 1) — S’HZ;I (SA,1) pré-
serve les équivalences stables, ce foncteur induit donc un autre foncteur
Lf*: SH™ (S, I) — SHT (.71, 1)) dont on vérifie facilement qu’il définit un
adjoint & gauche & Rf, (le fait que Ry f. préserve les Q-spectres est essentiel
ici). On obtient ainsi le théoréme suivant :

THEOREME 2.11. — Soit f: (A,11,T1) — (2,12, T3) une application rai-
sonnable de sites suspendus avec intervalles. On dispose de couples de foncteurs
adjoints (Lf*,Rp fi) entre les catégories S’Hg’“ (Fk, Ix) et (Lf*,Rf,) entre les
catégories SH™* (S, I;) pour k € {1,2}.

PROPOSITION 2.12. — Soit f: (1, 11,Th) — (H, L2, T3) une application rai-
sonnable de sites suspendus avec intervalles. Les diagrammes de catégories sui-

vants sont commutatifs (4 des isomorphismes canoniques de foncteurs pres)
pour tout entier naturel n :

F,
Ha( 2, I) —= SHY* (So, Is) —— SH"? (S, I)

JLf* J{Lf* JLf*

F,
Ho(A1, ) — SHIW (A, L) —— SHT (A, L)

evy,
SH™ (A, L) —— SH (S, ) —— H(S, 1)

lRf* lRpf* JRf*

SHT (S, I) —— SHT (S, In) s Ha(F, In)
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Tout d’abord, on a un couple de foncteurs adjoints (Lf*,Rf.) entre les
catégories (-, It) (il s’agit d’une version pointée de la construction de [24,
page 92], dont on a développé ici une version pour les spectres). Les foncteurs
intervenant dans le premier diagramme sont des foncteurs dérivés a gauche des
foncteurs évidents (ou des identités si la fleche n’est pas précisée) tandis que
les foncteurs apparaissant sur le deuxiéme sont des foncteurs dérivés a droite;
les deux diagrammes se correspondent par adjonction. Il est évident que le
deuxiéme diagramme est commutatif (& des isomorphismes canoniques prés),
le premier 1’est donc aussi.

REMARQUE 2.13. — Le lemme 2.8 (et ses variantes) montre qu’au niveau des
catégories homotopiques (pointées ou non) et des catégories homotopiques pro-
jectives ou stables, les foncteurs Lf* « commutent » aux colimites homoto-
piques.

LEMME 2.14. — Soit f: (V,11,T1) — (S, 12, To) une application raison-
nable de sites suspendus avec intervalles. Le diagramme suivant commute a un
isomorphisme canonique prés :

SHT (S5, I) s (S, I)

JLf* lLf*

evy,
SHIN (A, ) — Ha(H1, 1)

On construit facilement un morphisme canonique Lf* o ev,, — ev, oLf*
de foncteurs SH?;Q (S, ) — He(FH1,11). 1l s'agit de montrer que c’est un
isomorphisme. Pour cela, il suffit de montrer que si X g, est la résolution
admissible a gauche d’un objet X € Spt’? () construite dans le lemme 2.6,
Pobjet ev, (Xaam) de Esp,(.#2) est f*-admissible pour la version pointée de la
définition de [24, remark 1.50, page 64]. En revenant a la construction spécifique
de X,dm, on voit qu’il suffit de montrer que si X € .%5 et ¢ € N, alors TQ/\'I/\XJr
est un objet f*-admissible de Esp,(.#2), ce qui découle du lemme suivant :

LEMME 2.15. — Soit f: (S, 11,Th) — (2,12, T2) une application raison-
nable de sites suspendus avec intervalles. Soit X un objet de Esp,(%2). Si X
est f*-admissible, alors To A X aussi.

Un objet X de Esp,(-#2) est f*-admissible si et seulement si pour tout objet
I-fibrant Y de Esp,(.71) et toute I>-équivalence faible f,Y — Y’ avec Y’ un
objet I>-fibrant, la fleche évidente

hom(X, f,Y) — hom(X,Y”)
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est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On se donne donc un tel
objet X, et on voudrait montrer que T A X est f*-admissible. On se donne
alors un objet I -fibrant Y de Esp,(.#1), on choisit une Ir-équivalence faible
fxY =Y avec Y’ Ir-fibrant. On veut montrer que la fleche évidente

hom(Ty A X, f,Y) — hom(T> A X,Y”)
Par adjonction, cela revient & montrer que la fléche
hom (X, Hom, (75, f,Y)) — hom(X, Hom,(75,Y"))

est une équivalence faible. Comme Hom,(T%,Y") est I>-fibrant (puisque Y’
Pest), la derniére condition donnée dans la définition d’une application raison-
nable de sites suspendus avec intervalles implique que a: Hom, (7%, f,Y) —
Hom,(T2,Y’) est une I-équivalence faible. On a un isomorphisme cano-
nique Hom, (7%, fY) = fiHom,(T1,Y); comme l'objet Hom,(771,Y) est
I,-fibrant, on peut utiliser le fait que X soit f*-admissible pour montrer que
hom, (X, ) est une équivalence faible, ce qui est précisément ce qu’on voulait.

REMARQUE 2.16. — Le foncteur Lf*: S’/"l;‘,ﬁ2 (S, 1) — S’Hgl (S, 1) ne pré-
serve pas nécessairement les (-spectres. On pourrait construire un contre-
exemple en considérant les « points réels » du P!-spectre BGL représentant la
K-théorie algébrique (cf. [30, §6.2]). Pour obtenir la conclusion du lemme 2.14
pour le foncteur Lf*: SH™2(H, I,) — SH™* (A, 1), il convient de se limi-
ter aux objets de S'ng (H, I2) qui sont des 2-spectres et qui le restent dans
SHgl (A, I1) apres application du foncteur Lf*.

PROPOSITION 2.17. — On se donne deux applications raisonnables de sites
suspendus avec intervalles f: (1,11, T1) — (2,12, Ts) et g: (So,15,T5) —
(s, I3,T3). Alors on peut définir une application raisonnable de sites suspen-
dus avec intervalles gof: (S1,11,Th) — (S, 13,T3), et on a des isomorphismes
canoniques de foncteurs

Rp(g 0 f)x > Rpgu o Rpfu: SHLH (A1, 1) — SHI (A3, 1),
R(go f)« = Rgx oRfy: SH™ (A, 1) — SH™ (S, I3),
Lf*oLg* 5 L(go f)*: SHgs(y:;,Ig) — S'Hg1 (A, L),
Lf*oLg* 5 L(go f)*: SH™(S3,I3) —» SH™ (1, Ih).

Une fois que 'on sait que les applications continues raisonnables de sites

(tout court) se composent, il n’y a pas de difficulté & construire ’application

raisonnable de sites suspendus avec intervalles g o f. On peut ensuite montrer

trés facilement que les quatre morphismes de foncteurs considérés sont des
isomorphismes.
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REMARQUE 2.18. — On peut ainsi parler des catégories bi-fibrées (")
(#,1,T) — S’Hg(y,l) et (L,1,T) — SHY(.#,I) au-dessus de la caté-
gorie des sites suspendus avec intervalles (avec les applications raisonnables
comme morphismes).

2.2. Changement de suspension. — Soit (., I) un site avec intervalle. On se
donne un morphisme f: T’ — T dans Esp,(.%).

On définit un foncteur f*: Spt” (%) — Spt”’ () en faisant correspondre
a un T-spectre E le T'-spectre constitué de la méme suite (E,),en d’objets
de Esp,(.¥), les morphismes d’assemblage o, étant définis par la composition

suivante :

id
T'AE, LM, 7 AR, 5 E,,; .
Il est évident que f*: Spt” (%) — SptT'(y ) préserve les I-équivalences pro-

jectives, on obtient ainsi un foncteur f*: S'Hg(ﬂ, I — S’Hg/ (S, 1).

PROPOSITION 2.19. — Soit (.7, I) un site avec intervalle. Soit un morphisme
f: T — T dans Esp, (). Si f est une I-équivalence faible, alors le foncteur
f* induit une équivalence de catégories S'Hg(Y, I — S’Hg (S, 1).

Déduisons-en aussitot le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.20. — Soit (.7, I) un site avec intervalle (possédant suffisam-
ment de points). Soit un morphisme f: T' — T dans Esp,(”). Si f est une
I-équivalence faible, alors le foncteur f*: SHY (<, 1) — SHT,(Y,I) est une
équivalence de catégories.

D’aprés la proposition, f*: SH%;(Y, I) — SH? (&, 1) est une équivalence
de catégories. Comme f: T — T’ est une I-équivalence faible, il est évident que
si E est un objet de SHT (.7, I), alors E est un Q-spectre si et seulement si f*E
est un Q-spectre. On en déduit qu’un morphisme g: E — E’ dans S'Hg(ﬁﬂ, I)
est une I-équivalence stable si et seulement si f*(g): f*E — f*E’ est une
I-équivalence stable, ce qui permet de conclure.

Pour démontrer la proposition, nous allons construire un foncteur adjoint &
droite f,: SptT,(Y) — SptT(.¥) de f*: SptT(.¥) — Spt”’ (7).
Soit E un objet de SptT/ (). On note f.E, 'égalisateur des deux fleches
a,B: [ Home(T", Enys) — [ Hom(T' AT, By piva)
ieEN ieN
ou « est induite par les fléches

Hom,(T",E,;;) — Hom((T' AT, E,1i11)

(5) Cf. SGA 1 VI 10 pour cette notion.
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induites par les morphismes d’assemblage de E et out § est induite par les fléches
Hom, (T E,1i11) — Home (T AT, Eppit1)
provenant de la composition & droite avec fAidpai : T'ATN — TATN = TN,
On note p; ,, les morphismes évidents :
pin: (f+E)n —» Homo(T", Epy;) .
Pour tout entier naturel n, on définit le morphisme d’assemblage T' A f, E,, —

f+En+1 de facon a rendre commutatif le diagramme suivant :

T Apitin -
TA(fE)n —— 1" A Home (T, Eyir1)

TN Hom. (T/\’L A\ 7‘17 En+i+1)

Jev

Hom. (T/\iy En+i+1)

Pin+1

(f*E)n+1

On montre trés facilement le lemme suivant :

LEMME 2.21. — Les foncteurs f*: Spt” (%) — Spt” (#) et f,: Spt” () —
Spt” () forment un couple (f*, f.) de foncteurs adjoints.

Pour tout morphisme f: 7’ — T dans Esp,(), il est clair que
f*:Spth () — SptT/(Y ) préserve les monomorphismes et les I-équivalences
projectives. On a ainsi une adjonction de Quillen (pour les structures in-
jectives) ; on peut appliquer [13, lemma 7.9, Chapter II| et [13, theorem 7.7,
Chapter II] pour montrer que f*: S'Hg(&”, I)— S’Hgl(ﬁﬂ, I) admet un adjoint
a droite Rf,: SHY (7, 1) — SHI (7, I).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la proposition 2.19. Tout
d’abord, on peut supposer que f: 7' — T est un monomorphisme; en effet,
d’aprés [13, lemma 8.4, Chapter II], comme tous les objets de Esp,(.¥) sont
cofibrants, il existe une factorisation f = goj o j est une cofibration (triviale)
et ¢ un inverse a gauche d’une cofibration triviale.

On suppose donc que f est une I-équivalence faible qui est aussi un mono-
morphisme. On veut montrer que les foncteurs adjoints f* et Rf, définissent
des équivalences de catégories inverses 'une de l'autre entre les catégories
S'H;{(Y,I) et S’Hg/ (,I). D’aprés [13, corollary 7.8, Chapter II], il s’agit
de montrer que si on a une fleche g: f*F — E dans SptT’(Y) avec F un
objet de SptT(Y ) et E un T’-spectre injectivement I-fibrant, alors g est une
I-équivalence projective si et seulement si ’application adjointe F — f,E est
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une I-équivalence projective. On voit aussitdét que pour établir cela, il suffit
de montrer que si E est un T’-spectre injectivement I-fibrant, le morphisme
d’adjonction f*f,E — E est une I-équivalence projective, autrement dit que
les morphismes évidents po,: (f<E), — E, sont des I-équivalences faibles.
Pour établir ce fait, on récrit (f,E),, comme la limite projective du diagramme
suivant :

Hom,(T"2,E,2) — 2 - -

o

Hom,(T,E,+1) —— Hom(T' AT, Ey,12)

jﬂ
E, —%— Hom,(T",Eny1)

On a supposé ici que f: T/ — T était une I-cofibration triviale, les fleches
verticales (notées 3) sont donc des I-fibrations triviales (le T”-spectre E étant
supposé projectivement I-fibrant). En complétant le diagramme avec des carrés
cartésiens, on peut observer que (f,E), s’identifie & la limite projective d’une
tour de I-fibrations triviales dont la base est E,, ; la fleche (f,E), — E,, est
donc une I-fibration triviale, ce qui montre que le morphisme d’adjonction
f*f«+E — E est une I-équivalence projective et achéve la démonstration de la
proposition.

PROPOSITION 2.22. — Soit (, 1) un site avec intervalle. Soit T un objet de
Esp,(.7). Alors, on a un foncteur Spt” () — Spt™"T(.¥) induisant une
équivalence de catégories SHY (., 1) — SHT T (.7, 1).

On définit un foncteur G: Spt” () — Spt?"7(.#) de la maniére suivante.
Soit E un objet de Spt’(.#). On définit un T A T-spectre GE en posant
(GE),, = Ey,, et en définissant le morphisme d’assemblage par la composition
suivante :

O2n41

TAoon
—TA E2n+1 — E2n+2 .

TANT ANEg,
On définit un foncteur F': Spt” "7 () — Spt” () en posant pour tout TAT-
spectre F' et tout entier naturel n :

(FF)Qn = Fn (FF)2n+1 = HOHI.(T, Fn+1)

Pour tout entier naturel n, le morphisme d’assemblage T' A (FF)g,411 —
(FF)an42 n'est autre que le morphisme d’évaluation T' A Home (T, F, 1) —
F,.+1 tandis que le morphisme d’assemblage TA(FF)s, — (FF)a2,11 est le mor-
phisme T'AF,, - Hom,(T,F,, 1) adjoint du morphisme T'A(T'AF,) — Fp 41
que l'on identifie & un morphisme d’assemblage du T' A T-spectre F.
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LEMME 2.23. — Les foncteurs G: Spt” () — Spt™ " (.#) et
F: Spt™71(.7) — Spt? () définissent un couple de foncteurs adjoints
(G, F).

C’est évident.

Il est clair que le foncteur G: Spt” () — Spt?"T(¥) préserve les
monomorphismes et les I-équivalences projectives; de plus F' préserve les
I-équivalences projectives entre objets projectivement I-fibrants. On en déduit
une adjonction de Quillen au niveau des structures injectives, d’out des fonc-
teurs G: SHL (S, I) — SHIMN (1) et RyF: SHLM (S, 1) — SHE (S, 1)
formant un couple de foncteurs adjoints (G,RpF). Maintenant, si F
est un T A T-spectre projectivement I-fibrant, alors F est un -spectre
si et seulement si F'F est un (-spectre, on en déduit que le foncteur
G: SHg(Y,I) — SHgAT(Y,I) préserve les équivalences stables, d’ou
un foncteur induit G: SH(#,I) — SH™"T(,I) et une adjonction de
Quillen au niveau des structures stables injectives, ce dernier foncteur admet
donc un adjoint & droite RF: SHT"T (.7, I) — SHT(.7,I). On dispose de
transformations naturelles idgyr(» ;) — RF 0 G: SHT (7, 1) - SHY(7,1)
et GoRF — idgyrar (o 1yt SH™ X (#, 1) — SH™ 7 (,1I) dont on vérifie
trivialement que ce sont des isomorphismes. On a donc établi la proposition.

3. Structure triangulée, T-espaces de lacets

Nous allons voir que sous certaines hypothéses, les catégories homotopiques
stables construites ici sont canoniquement munies de structures triangulées
(cf. théoréme 3.10). Nous étudierons ensuite les T-espaces de lacets, ceux-ci
ayant quelque rapport avec la structure triangulée ; cette étude conduira a la
comparaison de la notion d’équivalence stable définie ici et celle donnée dans
[20] (cf. théoréme 3.35).

3.1. Enoncés généraux

DEFINITION 3.1. — Soit 7 une catégorie et X: J# — 5 un foncteur. On
note [E_l] la catégorie dont les objets sont les couples (X,n) ou X est
un objet de # et m un entier relatif, un morphisme (X,n) — (Y, m) dans
H [E’l] est un élément de la limite inductive
colim Hom s (X" X, X7 T™Y)
r>max(—n,—m)

ou les applications de transition sont induites par le foncteur X, la composition
des fleches est définie de fagon évidente.
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On a un foncteur évident s: # — # [S7!] envoyant X sur (X,0). On note
-] [ -5 27

le foncteur qui & un objet (X, n) associe (X, n+1), la définition de ce foncteur au
niveau des morphismes étant évidente. Ce foncteur — [1] est un automorphisme
de la catégorie 7 [E_l], on note — [n] ses puissances, pour tout entier relatif
n. On a un isomorphisme canonique de foncteurs 2 — 7 [E‘l] entre s o X
et [1] o s (autrement dit, on a un isomorphisme naturel (X,1) = (£X,0) pour
tout objet X de J¢).

L’énoncé suivant peut étre dégagé & partir de la construction indiquée par
Voevodsky dans [30, §4] :

THEOREME 3.2. — Soit € wune catégorie de modéles pointée'®). Notons H#
sa catégorie homotopique et X: &€ — I le foncteur de suspension (cf. [25,
§2, Chapter I]). Alors, la catégorie [E_l] est canoniquement munie d’une
structure de catégorie triangulée.

On trouve presque cet énoncé dans [25, proposition 5, §3, Chapter I]; je
me contenterai ici d’esquisser la construction dans le cas plus aisé o € est de
plus supposée simpliciale. On dispose ainsi d’un foncteur ®: ¢ x A°°’Ens —
%. Notons d’abord que si (K,k) est un ensemble simplicial pointé, on peut
noter X A (K, k) le quotient X ® K/X ® k, ce qui définit un foncteur A: € x
A°PPEns, — %. On peut identifier ¥ au foncteur dérivé & gauche de — A
Sl ¢ —= €.

Soit f: X — Y un morphisme dans % entre objets cofibrants. On définit
cone(f) de facon & avoir un carré cocartésien dans % :

f

X ————Y
J J
X A (A1,0) — cone(f)

ou la fleche X — X A (A%,0), identifice & X A S® — X A (A1, 0) provient de
linclusion S° — (Al,0).

On a un morphisme évident cone(f) — cone(X — o) = X A S'. On a ainsi
défini un triangle (a valeurs dans la catégorie & [E_l] munie du foncteur de
translation — [1]) :

(X,0) L (¥,0) — (come(f),0) = (X,1) ;

notons 7% ce triangle.

(6) Une catégorie de modéles est dite pointée si elle posséde un objet nul.
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Soit 7 = (A% B % C 2 A[l]) un triangle, pour tout entier relatif n, on
note 7 [n] le triangle

A[’I’L] (_l)nu B[n] (_1)nv (_l)nw

Cln] An+1] .

DEFINITION 3.3. — On dit d’un triangle de & [2*1] qu’il est distingué s’il est
isomorphe & un triangle de la forme % [n] pour un certain entier relatif n et
un morphisme f entre objets cofibrants de %.

Dans ce cadre simplicial, la vérification des axiomes des catégories triangu-
lées est vraiment facile ; pour le cas général, cf. [25, proposition 5, § 3, Chapter I].

COROLLAIRE 3.4. — Soit € une catégorie de modéles pointée, soit F sa ca-
tégorie homotopique. On suppose que le foncteur de suspension ¥: I —
est une autoéquivalence. Alors 7 est canoniquement munie d’une structure de
catégorie triangulée.

En effet, dans ce cas, le foncteur évident s: 7 — 7 [E_l] est une équi-
valence de catégories. Stricto sensu, JZ n’est pas une catégorie triangulée au
sens de [29, définition 1.1.1, Chapitre II] puisque ¥ n’a aucune raison d’étre
un automorphisme de la catégorie 7 : ce n’est qu'une autoéquivalence. On
laisse en exercice au lecteur de se convaincre qu’il ne s’agit pas 14 d’un pro-
bléme trés sérieux (au pire, on remplace J# par la catégorie S [2’1] qui lui
est équivalente).

Dans la suite, si % est une catégorie de modéles pointée satisfaisant les
hypotheéses de ce corollaire, on munira toujours la catégorie homotopique de &
de la structure triangulée donnée par ce corollaire.

REMARQUE 3.5. — On peut interpréter le théoréme 3.2 & la lumiére de la
théorie des dérivateurs initiée par A. Grothendieck. D’aprés [9], on sait qu’a
une catégorie de modeéles ¥ satisfaisant certaines conditions techniques sup-
plémentaires, on peut associer un dérivateur D¢ : on considére simultanément
les catégories D4 (.#) pour toute petite catégorie & (et leur fonctorialité), ou
D4 (7) est ici la catégorie homotopique de la catégorie des foncteurs ¥ — &
munie d’une structure de catégorie de modéles convenable. Dans [23], G. Malt-
siniotis définit une structure triangulée sur D(e) si D est un dérivateur satis-
faisant certaines conditions, ainsi, le théoréme 3.2 peut presqu’étre vu comme
un cas particulier de cette construction au niveau des dérivateurs.

REMARQUE 3.6. — La construction du théoréme 3.2 étant valable pour toute
catégorie de modéles pointée, on peut aussi ’appliquer a la catégorie opposée
%°PP de la catégorie de modéles ¥ de départ. Le foncteur de suspension sur
sa catégorie homotopique J7°PP est induit par le foncteur « espace de lacets »
O: S — A (adjoint & droite du foncteur ¥: 7 — ). On dispose donc aussi
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d’une structure triangulée sur 2 [Q71]°"" (et donc aussi sur # [Q71], cf. [29,
§1.1.7, Chapitre II]). Maintenant, si on suppose que X (et donc aussi §2) est
une autoéquivalence de la catégorie 57, alors les structures triangulées obtenues
sur ¢ [2_1] et [Q_l] donnent a priori deux structures triangulées sur la

catégorie 4. On peut montrer que ces deux structures triangulées coincident
(cf. [22]).

REMARQUE 3.7. — La remarque précédente n’est pas complétement anodine.
Si on dispose d’un foncteur F': ¥ — & entre catégories de modéles, il est
fréquent qu’on sache montrer facilement que F' « commute » aux foncteurs de
suspension et que le foncteur induit ¢ [E7'] — 2[S7!] préserve les suites
« cofibrées » (et donc les triangles distingués), autrement dit F' va induire un
foncteur triangulé. Parfois, la propriété précédente ne se voit pas & I’ceil nu et
on obtient plus facilement la propriété duale, & savoir, la compatibilité de F'
avec les foncteurs « espace de lacets » et la préservation des « suites fibrées ».
La remarque précédente réconcilie ces deux approches.

La proposition suivante montre que les catégories de modéles pointées dont
la catégorie homotopique est naturellement munie d’une structure de catégorie
triangulée sont stables par localisation a la Bousfield :

PROPOSITION 3.8. — Soit € une catégorie de modéles pointée. Soit & une
famille de morphismes dans €. On suppose que la catégorie de modéles loca-
lisée a la Bousfield & droite € de € par rapport o . existe. Si le foncteur
de suspension X: H(C) — H(€) est une équivalence de catégories, alors le
foncteur de suspension sur (€w) aussi.

Notons # la famille des morphismes dans 57 (%) qui sont des équivalences
#-locales. La foncteur évident J#(%) — 5 (€») identifie (€ ) a la caté-
gorie J (%) [”//*1]. On dispose d’un morphisme jx: X — RX appartenant a
W avec RX .#-local, et ce fonctoriellement en X € (%).

Le foncteur de suspension X: J(€¢) — (€ préserve les équivalences .-
locales, il induit le foncteur de suspension X5 : (%) [# 1| — A#(€) [# ].
Notons Q: J#(€) — H(€) le foncteur espace de lacets, adjoint & droite de
Y. On peut considérer le foncteur J(¢) — J(¢) [# '] qui & X associe
QRX, il envoie les morphismes de # sur des isomorphismes, induisant donc un
foncteur Q0 H(€) [# ~1] — H(€) [# '] qui s’identifie au foncteur espace
de lacets sur la catégorie homotopique de ¥’». Par hypothése, les morphismes
d’adjonction XQ — id e (¢) et id () — QX sont des isomorphismes, il s’agit
de montrer qu’il en va de méme pour le couple de foncteurs adjoints (X, Q.5).
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Pour tout objet X de (%) [7/‘1] , le morphisme d’adjonction ¥ Q& X —
X est donné par le zigzag suivant ou la fleche & contresens est bien dans 7 :

SQRX) XL RX & X .

Le morphisme d’adjonction X 5€Q¢ — idyp4)w-1 est donc un iso-
morphisme. Concernant ’autre morphisme d’adjonction, pour tout objet
X € H(F) [W‘l], il est donné par la composition suivante :

X 24, ovx 2225, ROrX) .

Par hypothése, le morphisme de gauche est un isomorphisme, celui de droite
est dans 7 ; le morphisme composé est donc un isomorphisme dans la catégorie
H(E) [7/‘1], ce qui achéve la démonstration de cette proposition.

REMARQUE 3.9. — Sous les hypothéses de la proposition 3.8, la structure tri-
angulée sur J#(€») coincide bien entendu avec la structure triangulée obte-
nue par localisation (cf. [29, théoréme 2.2.6, Chapitre II]) & partir de celle sur

H(S).

3.2. Catégories SH” (.7, I). — On va donner ici une condition suffisante pour
que la catégorie homotopique stable d’un site suspendu avec intervalle soit
triangulée :

THEOREME 3.10. — Soit (Z,1,T) un site suspendu avec intervalle. On sup-
pose qu’il existe un isomorphisme T ~ S* AT’ dans (S ,1I). Alors, le
foncteur — A St: SptT(Y) — SptT () induit une équivalence de catégories
SHY (A, 1) — SHY (., 1). La catégorie SH* (.7, 1) est donc canoniquement
munie d’une structure triangulée (cf. corollaire 3.4).

LEMME 3.11. — Soit (., 1, A) un site suspendu avec intervalle. Si le foncteur

de suspension sur SHA (S, 1) est une équivalence de catégories, alors c’est aussi
le cas dans SHA"B (.7, I) pour tout B € Esp,(.7).

On peut définir une notion de (A, B)-bispectre : un tel objet consiste en la
donnée d’une famille (%; ;) j)en2 d’objets de Esp, () munis de morphismes
d’assemblage horizontaux oy, : A A %, ; — %, j+1 et verticaux o,: BN %B; ; —
ABi1,; rendant commutatifs les diagrammes évidents :

A/\B/\e@i’j *}B/\%i’j_i_l

l lav

On
ANBiv1,j —— Biv1,j41
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La notion de morphisme de (A, B)-bispectre est évidente, on obtient ainsi une
catégorie BisptA’B(Y ). La notion de diagonale d’un bispectre donne un fonc-
teur A: Bispt®? () — Spt?"P(.7) qui admet un adjoint & droite. On dis-
pose de plusieurs structures de catégories de modéles fermées sur la catégo-
rie BisptA’B(y ) (ou on peut décréter que les cofibrations sont les monomor-
phismes). On a tout d’abord une structure dans laquelle les équivalences faibles
sont les I-équivalences terme & terme. Comme pour les spectres, on a une notion
de Q-bispectre, il y en a méme plusieurs :

— bispectres dont les A-spectres-lignes sont des {2-spectres;

— bispectres dont les B-spectres-colonnes sont des {2-spectres ;

— bispectres vérifiant simultanément les deux conditions précédentes (ce sont
ceux-la que l'on appellera « 2-bispectres » et donneront naissance a la
notion d’équivalence stable de bispectres).

En procédant comme pour les spectres, on obtient ainsi trois nouvelles struc-
tures de catégorie de modéles. Soit S’HA’B(Y ,I) la catégorie homotopique
de BisptA’B(y ) obtenue en inversant les équivalences stables. En remar-
quant que l'on dispose d’une adjonction de Quillen, on montre facilement
que A: Bispt®? () — Spt?"P(.#) induit une équivalence de catégories
SHAB(7, 1) S SHANE (7, 1.

Comme SHANB(.7, I) est équivalente & SHAE (.7, I) (de fagon compatible
avec les foncteurs de suspension), il s’agit de montrer que le foncteur de sus-
pension induit une autoéquivalence de la catégorie SHA’B(Y ,I). La catégo-
rie de modéles BisptA’B(y ) donnant naissance & la catégorie homotopique
SHAB (<, I) est une localisation a la Bousfield de la structure de catégorie de
modéles sur Bispt'?(.#) obtenue en exploitant la notion de bispectre dont les
A-spectres lignes sont des Q-spectres (cf. ci-dessus). D’aprés la proposition 3.8,
il suffit de montrer que le foncteur de suspension induit une autoéquivalence de
la catégorie homotopique de cette derniére catégorie de modéles, ce qui résulte
facilement de notre hypotheése sur SH” (.7, I).

Démontrons le théoréme 3.10. Grace au corollaire 2.20, on peut supposer
que T = S AT’ avec T' € Esp,(.7). Le lemme montre qu'il suffit de traiter
le cas T = S'. D’aprés la proposition 3.8, on peut supposer que I = o. Dans le
cas ou . est le site ponctuel, le résultat est classique et trés facile. Le cas d’un
site . plus général s’y raméne. Dans le cas ou le site . admet suffisamment
de foncteurs fibres, cette réduction est triviale. Dans le cas général, le résultat
est donc connu pour le site formé par la catégorie sous-jacente au site . munie
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de la topologie grossiére ; en vertu de la proposition 3.8, le cas du site % s’en
déduit par localisation & la Bousfield (7).

REMARQUE 3.12. — Sous les hypothéses du théoréme 3.10, il est évident que
les foncteurs Homgyr (o 1) (FnX4,—) pour n € N et X € . forment une
famille conservative de foncteurs cohomologiques SHT(y ,I) = Ab. On peut
ainsi généraliser la définition des weighted stable homotopy groups de 20, § 3.2].
On peut passer ces préfaisceaux d’homotopie stable au foncteur faisceau associé
pour obtenir des faisceaux d’homotopie stable et vérifier qu’on obtient encore
une famille conservative de foncteurs cohomologiques de SHT(,V ,I) vers la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur ..

3.3. T-suspensions, T-espaces de lacets. — Nous allons étudier ici les foncteurs
de T-suspension et les foncteurs « T-espaces de lacets ». Dans le cas particulier
des catégories SH (S) (cf. section 4), la conclusion de cette étude pourrait
contribuer & une démonstration alternative du théoréme 3.10.

On se donne un site suspendu avec intervalle (., I, T).

DEFINITION 3.13. — Soit X € Esp,(.¥), on note Xx : Spt” () — Spt” (.#)
le foncteur qui & un T-spectre E associe le T-spectre L xE tel que (XxE), =
E, A X et ou les morphismes d’assemblage sont les morphismes évidents.

Le lemme suivant est trivial.

LEMME 3.14. — Le foncteur Xx : Spt” () — Spt” (#) admet un foncteur
adjoint & droite Qx : SptT(Y) — SptT(f) tel que si E est un T-spectre,
(QxE), = Hom,(X,E,), les morphismes d’assemblage de Qx étant les mor-
phismes évidents.

PROPOSITION 3.15. — Pour tout X € Esp, (), les foncteurs (Xx,Qx) défi-
nissent une adjonction de Quillen pour les (quatre) structures de catégories de
modeles définies sur SptT (7).

Le point essentiel est de montrer que X x préserve les équivalences stables,
ce qui résulte facilement des définitions, le foncteur dérivé a droite de Qx pour
la structure projective préservant les 2-spectres.

DEFINITION 3.16. — On note Xx: SH' (&, I) — SH* (.7, I) le foncteur in-
duit par le foncteur du méme nom sur Spt’ (), son adjoint a droite est
RQx: SHT (S, 1) — SHY (7, 1) : c’est le foncteur dérivé a droite de Qx pour
la structure stable sur Spt” ().

(") Le théoréme [10, theorem 1.1], utilisé & la section 5, montre plus précisément qu’il s’agit
de la localisation a la Bousfield par rapport aux morphismes de la forme F, %4 — Fp, X4 ou
% — X parcourt les hyper-recouvrements dans .¥ et n les entiers naturels.
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Du fait de cette adjonction, le foncteur Xx: SHY (., 1) — SHT (7, 1) est
une équivalence de catégories si et seulement si les morphismes d’adjonction
idsyr (o, — Rlx 0 Xx et X x o RQx — idgyr (5 ) sont des isomorphismes,
ce qui équivaut encore a dire que RQx: SH (7, 1) — SHY (., 1) est une
équivalence de catégories, auquel cas Y x et RQlx seraient quasi-inverses I'un
de Tautre.

PROPOSITION 3.17. — On se donne deuz objets A et B de Esp,(.7). Les
conditions suivantes sont équivalentes :

~ le foncteur L apnp: SH (S, I) — SHT(#, 1) est une équivalence de ca-
tégories ;

~ les deuz foncteurs $4,%p: SHT (S, I) — SHT (S, 1) sont des équiva-
lences de catégories.

Cela résulte simplement du fait que 'on a des isomorphismes (canoniques)
de foncteurs SH” (.7, 1) — SH* (#, 1) :

ZAOEBZZBOEAEEA/\B.

Le point essentiel est que X 4 et X g « commutent ». On peut en effet conclure
en utilisant I’argument permettant de dire que dans un monoide M, si deux
éléments f et g commutent, alors fg est inversible si et seulement si f et g sont
inversibles.

REMARQUE 3.18. — Gréce a cette proposition, on peut montrer que s’il existe
T' € #,(,I) et un isomorphisme T' ~ S' AT’ dans %, (.7, I), alors pour mon-
trer que SH” (.#, I) est triangulée, il suffit de montrer que X7 : SHT (&, 1) —
SHT (.7, 1) est une équivalence de catégories.

DEFINITION 3.19. — On note X}.: Spt”(.7) — Spt” () le foncteur qui a un
T-spectre E associe le T-spectre EL_FE dont le n-iéme terme est (Zl‘,ﬂE)n =TAE,

et dont les morphismes d’assemblage sont définis ainsi :
TASYE), =TATAE,) 222 TAEpi1 = (S5E)nis

ouoy,: TANE, — E,; est un morphisme d’assemblage de E.

Je prends ici les mémes notations que dans [20, remark 2.4]. Cependant,
compte tenu de la plus grande généralité envisagée ici, nous donnerons parfois
des démonstrations différentes de certains résultats de [20] concernant ces fonc-
teurs ; certains résultats intermédaires, comme le lemme 3.26, sont intéressants
pour eux-mémes. Le lemme suivant est évident :
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LEMME 3.20. — Le foncteur Xk Spt” (.#) — Spt” (.¥) admet un foncteur
adjoint & droite QL. Spt” () — Spt” (.¥) tel que pour tout T-spectre E, pour
tout entier naturel n, on ait (QLE), = Home(T,E,) et que le morphisme
d’« assemblage » soit défini & partir du morphisme 6,: E, — Home(T,E;11)
de la maniére suivante :
Hom,(T,5,)
(QLE), = Hom,(T,E,) ———— Hom, (T, (24E)pn+1) -

Le couple de foncteurs (E},QZT) définit une adjonction de Quillen pour les
quatre structures de catégorie de modéles envisagées sur Spt” (7).

REMARQUE 3.21. — Les deux foncteurs Q7 et QLT ne sont pas identiques.
En effet, si on se hasarde & prendre une notation fonctionnelle et que ’on note
(t,z) — o(t,z) le morphisme d’assemblage T' A E,, — E, 11, on peut décrire
les deux morphismes

Hom,(T,E,) - Hom,(T,Hom,(T,E, 1))
définissant les morphismes d’assemblage sur les T-spectres Qx E et QITE Pour

QxE, on obtient :
fret=thmo(t (),

tandis que pour QLE, on trouve :

st t ool f(1)) -

THEOREME 3.22. — Le foncteur $4.: Spt” () — Spt™ (.) induit une équi-
valence de catégories Xb: SHY (S, I) — SHT (7, I).

La démonstration de cette proposition utilise d’autres constructions, utiles
par ailleurs, cf. [16] :

DEFINITION 3.23. — On note s_: Spt” (.7) — Spt” () le foncteur tel que
pour tout T-spectre E, s_E = (E{,E,,...) et s;: Spt’ () — Spt’ (%) le
foncteur tel que l'on ait sy E = (e, Eg,Eq,...), les morphismes d’assemblage
sur s_E et s E étant définis de fagon évidente.

On montre aisément que s_ est ’adjoint & droite de s;. Comme s_ pré-
serve les (-spectres, on obtient que s, préserve les équivalences stables et que
(s4,s—) forme une adjonction de Quillen pour les quatre structures de catégo-
ries de modeéles définies sur Spt” (.#). Le lemme suivant montre qu’il n’est pas
nécessaire de dériver & droite s_ pour la structure stable :

LEMME 3.24. — Le foncteur s_: Spt” () — Spt” (.¥) préserve les équiva-
lences stables.
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On note s;: Spt” (.7) — Spt” () le foncteur qui a un T-spectre E associe
le T-spectre (Hom,e(T,Eq),Eg,Eq,...), les morphismes d’assemblage étant
définis de fagon évidente. Il est clair que s; est ’adjoint a droite de s_. On
remarque que si E est un Q-spectre injectivement fibrant, alors s; E est itou.
On en déduit que s_ préserve les équivalences stables.

LEMME 3.25. — Les foncteurs adjoints (sy,s—) induisent des autoéquiva-
lences de SH™ (.7, I) inverses l'une de Uautre.

Les foncteurs s_ et s sur SptT(,S” ) préservent tous les deux les équivalences
stables. Il s’agit donc de montrer que pour tout T-spectre E, les morphismes
d’adjonction E — s_sE et s;s_E — E sont des équivalences stables. Pour
le premier morphisme, c’est évident puisqu’il s’agit d’un isomorphisme. Pour
le second, c’est I’objet du lemme suivant :

LEMME 3.26. — Pour tout objet E de Spt” (%), le morphisme canonique
s+s_E — E est une équivalence stable.

On considére le morphisme canonique FyEg — E et le diagramme commu-
tatif auquel il donne naissance :

S+S_FOE0 — FyEy

|

sys_E—— E

On observe que sy s_FoEq = Fi(T A Eg). On peut alors vérifier que ce carré
est cocartésien. De plus, le morphisme d’en haut Fi(T A Eq) — FyEq est un
monomorphisme et une équivalence stable (cf. remarque 1.23). On peut donc
conclure puisque la structure de catégorie de modéles du théoréme 1.21 est
propre a gauche.

Le lemme suivant nous raméne & ce qui nous préoccupait :

LEMME 3.27. — [l existe un morphisme canonique de foncteurs
St idgper (o) — Q% os_: Spt? () — SptT(.¥) .

Pour tout T-spectre E, on définit s: E,, — (Qs_E),, = Hom,(T,E, ;1)
de maniére évidente : c’est le morphisme d’assemblage de E. Le point délicat
consiste & vérifier que ¢ est bien un morphisme de T-spectres (ce qui serait faux
si on remplagait QIT par Qp, subtilité fort contrariante).

Au niveau des foncteurs dérivés pour la structure stable sur Spt” (.%), le
morphisme de foncteurs donné par ce lemme est un isomorphisme (considé-
rer le cas ou E est un Q-spectre injectivement fibrant). Comme on a montré
que s_: S'HT(Y,I) — SHT(Y,I) est une autoéquivalence de catégories, il

TOME 135 — 2007 — N° 4



SITES SUSPENDUS AVEC INTERVALLES 525

découle du lemme que RQ}. induit aussi une autoéquivalence de S'HT(Y ).
Par adjonction, I’adjoint & gauche X}.: SHY (7, I) - SHT (7, 1) de RO} est
également une équivalence de catégories, ce qui achéve la démonstration du
théoréme 3.22.

REMARQUE 3.28. — Si on dispose d’une homotopie explicite entre I'identité
et la permutation circulaire sur T A T A T, alors |20, lemma 3.20] (dont la
démonstration vaut encore dans ce cadre) permet d’obtenir un isomorphisme
de foncteurs X7 = ¥b.: SHT (., 1) — SHT (.#, I) ; comme on sait que . est
une autoéquivalence, il en va de méme pour X7, ce qui permet de retrouver
que SHT (7, I) est une catégorie triangulée (cf. remarque 3.18).

3.4. Espaces de T-lacets infinis. — Cette sous-section va permettre de faire le
lien entre la construction de S'HT(ﬁﬂ ,I) donnée ici, et I’approche utilisée dans
[20].

On se donne toujours un site suspendu avec intervalle (., I, T).

DEFINITION 3.29. — On note A: Spt”(.7) — Spt”(.#) le foncteur Q. o s_
et ¢: idgper(») — A la transformation naturelle canonique (cf. lemme 3.27).

On peut faire I'observation cruciale suivante (cf. [16, lemma 4.5]) :
LEMME 3.30. — Pour tout objet E de SptT(Y), on a ’égalité de morphismes
A(se)=car: AE— A’E.
On peut donc définir un systéme inductif
E— AE - A’E - A’E— ...

pour tout T-spectre E sans qu’il y ait ambiguité sur la définition des fleches de
transition.

DEFINITION 3.31. — Pour tout objet E de Spt”(.#), on note A* E la coli-
mite du systéme inductif ci-dessus.

LEMME 3.32. — Pour tout objet E dans SptT(Y), le morphisme canonique
A®(g): A®(E) > A®(AE)

est un isomorphisme. Si le foncteur Homg (T, —) sur Esp,(¥) commute auz
colimites indexées par N, alors la fleche

sa=g: AYE — A(ATE)
est un isomorphisme.
C’est évident & partir du lemme 3.30.
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DEFINITION 3.33 (propriété (J)). — On dit que (&, I, T) satisfait la propriété
(J) si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(J1) Le foncteur Hom, (T, —): Esp,(.¥) — Esp, () commute aux colimites
indexées par N ;
(J2) Pour tout systéme inductif
X0—>X1—>X2—>...

d’objets I-fibrants de Esp,(.¥) indexé par N, si on note X, la colimite
de ce systéme, alors X, est acyclique pour le foncteur Hom, (T, —),
autrement dit si X,, — X/, est une I-équivalence faible avec X! I-
fibrant dans Esp,(.¥), alors

Hom, (T, X,) — Hom, (T, X_ )

est une I-équivalence faible.

Il est immédiat que les foncteurs A et A préservent les I-équivalences
faibles projectives entre objets projectivement [-fibrants; mais a priori si E est
projectivement I-fibrant, A° ne ’est pas forcément, c’est ce qui justifie I'intro-
duction de la condition (J2) ci-dessus. On note RA: S’Hg(&”, I — S’HZ;(Y, I
(resp. RA®: S'Hg(&”, I — SHg(ﬂ, I)) les foncteurs dérivés de A et A
pour la structure projective. On dispose de transformations naturelles évidentes
¢t idsyr(e,ny = RA et ¢ idgyr (s 1) — RA™.

LEMME 3.34. — Soit E € SHL(#,I). Alors, E € SHG(.S, ) si et seulement
sisg: E — RA(E) est un isomorphisme dans S'H;";(Y, I).
C’est évident.
THEOREME 3.35. — Soit (7, I,T) un site suspendu avec intervalle satisfai-
sant la propriété (J). Alors,
(1) L’mage de RA>: S'Hg(&”,]) — S'Hg(&”,]) est contenue dans
SHo (1) ;
(2) Pour tout E in S’Hg(&”,[), on a légalité de morphismes RAE —
RA®(RA®E) :
RA™() = Ra~E ;
(3) Le foncteur RA®: SHL (S, 1) — SHG(S,I) est adjoint & gauche de
Vinclusion SHG(S, 1) — SHL (S, 1) ;
(4) Un morphisme f: E — F dans S'Hg(&”,[) est une I-équivalence stable

si et seulement si le morphisme RA®(f): RA®(E) — RA®(F) est un
isomorphisme dans SHZ;(Y, I);
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(5) Pour tout objet E € S'Hg(&”,[), les morphismes
::E—-RA(E), ¢*:E—-RA®(E)

sont des I-équivalences stables.
La démonstration est purement soritale.

REMARQUE 3.36. — D’aprés [20, §2.2], les hypothése du théoréme 3.35 sont
vérifiées pour le site suspendu avec intervalle (Sm/Snis, A', P1) considéré a la
section 4. Grace a la conclusion (4) du théoréme, on obtient que les notions
d’équivalences stables définies ici et dans [20] sont les mémes.

REMARQUE 3.37. — Sous les hypothéses du théoréme 3.35, on obtient que
pour tout T-spectre E projectivement fibrant, la fleche ¢: E — AE qui a
été introduite au lemme 3.27 est une I-équivalence stable. Je ne sais malheu-
reusement pas établir ce résultat autrement qu’en utilisant la propriété (J).
Pour cette raison, j’ignore si dans le cas général, il existe un analogue de [24,
lemma 3.20, page 93] obtenu en itérant A (et des résolutions projectives) a une
puissance donnée par un « gros » ordinal.

4. Catégories homotopiques stables d’un schéma noethérien

DEFINITION 4.1. — Soit S un schéma noethérien. On note Sm/Snis le site
formé par la catégorie Sm/S des schémas lisses, séparés et de type fini sur S,
munie de la topologie de Nisnevich (aussi appelée « hensélienne », cf. [21]). On
pose SH (S) = SH® (Sm/Snis, A1), ot P! est pointé par co. On note aussi
A (S) et A, (S) les catégories homotopiques associées au site avec intervalle

(Sm/SNiS, Al)

D’aprés la remarque 3.36, la catégorie SH (S) définie ici est équivalente a
celle de [20]. Comme on dispose d’un isomorphisme (P!, 00) ~ S* A (G, 1)
dans S (S) (cf. [24, lemma 2.15, page 111] et [24, corollary 2.18, page 112]),
le théoréme 3.10 implique que SH (S) est naturellement munie d’une structure
catégorie triangulée.

REMARQUE 4.2. — La construction donnée dans cet article permet de dé-
finir une version étale de SH (S) : pour tout schéma noethérien S, on pose
SHet (S) = SHPl(Sm/Sét’ A'). Le morphisme de sites a: Sm/Se; — Sm/Snis
induit des foncteurs adjoints triangulés Ra,: SHe (S) — SH(S) et
La*: SH(S) — SHet (S). Le foncteur Roay permet d’identifier SHe (S)
4 une sous-catégorie triangulée de SH (S).
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Le théoréme suivant ne fait que formuler sous forme de triangles distingués
les résultats [24, lemma 1.6, page 98], [24, theorem 2.23, page 115] et [24,
proposition 2.29, page 118] :

THEOREME 4.3. — Soit S un schéma noethérien.
- Soit X € Sm/S. Soit U un ouvert de X et p: V. — X un morphisme étale
induisant un isomorphisme au-dessus du fermé X — U. On a un triangle
distingué de Mayer-Vietoris :

POy U@ Vy —» Xy —p H(U)[1] ;

- Soiti: Z — X une immersion fermée dans Sm/S. On note p: Xz — X
l’éclaté de Z dans X et U l'ouvert complémentaire de Z dans X. On note
v; le fibré normal de l'immersion i et Thy; l’espace de Thom de ce fibré
vectoriel ®). On a des triangles distingués canoniques :

Uy —» Xy — Thy, - Uy [1] et
P HZ)s = X2y @ Zy — Xy —p H(2)4]1].

PROPOSITION 4.4. — Pour tout morphisme f: X — S entre schémas noethé-
riens, on dispose de foncteurs adjoints triangulés Lf*: SH (S) — SH (X)
et Rf,: SH(X) — SH(S);

— soit S un schéma noethérien, soit X € Sm/S, on note f: X — S le
morphisme structural (lisse), alors le foncteur Lf*: SH(S) — SH(X)
admet un adjoint & gauche triangulé Lfy: SH (X) — SH(S5).

Si f: X — S est un morphisme entre schémas noethériens, une application
continue de sites avec intervalle (Sm/Xyis, Al) — (Sm/Snis, A1) a été définie
dans [24, page 108]. Notons (f*, f.) les foncteurs correspondant au niveau des
espaces (pointés). Pour pouvoir appliquer le théoréme 2.11 qui donnera nais-
sance au couple de foncteurs adjoints (triangulés) (Lf*,Rf,) vouluy, il s’agit
de définir une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles; soit
Z € Esp,(Sm/Snis), on définit un isomorphisme canonique :

Vr: [*PsNT) S PPN T =Px AN*F
dans Esp,(Sm/Xnis). II n’est pas difficile de vérifier que l'on obtient
bien ainsi une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles
(Sm/Xnis, A1, P) — (Sm/Syis, A, P), cf. définition 2.9.

Supposons X € Sm/S. Le foncteur f*: Prefais(Sm/S) — Prefais(Sm/X)
est le foncteur « image directe » pour l'application continue Sm/Snis —
Sm/ X5 de sites donnée par le foncteur Sm/X — Sm/S quiaY % X € Sm/X

(8) On rappelle que si E est un fibré vectoriel sur X € Sm/S, alors ThE = E/(E — sX) ou
s: X — FE est la section nulle.
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associe la composée ¥ & X ENS € Sm/S. 1l est établi dans [24, proposi-
tion 2.9, page 108] que l'on définit ainsi une application raisonnable de sites
avec intervalles. Notons f;: Esp,(Sm/X)nis — Esp,(Sm/S)nis la version
pointée du foncteur « image inverse » associé. La formule de projection [24,
proposition 1.23, page 104] implique que lon a un isomorphisme canonique,
pour tout .# € Esp,(Sm/X)nis :

Uz fy(Z APX) S Py A fi 7 .
On obtient ainsi une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles
(Sm/Snis, A', PY) — (Sm/Xnis, A", PY)
donnant un adjoint & gauche Lfy: SH (X) —» SH (S) a f*: SH(S) - SH(X).

PROPOSITION 4.5. — Soit X un schéma noethérien, soit i: Z — X une im-
mersion fermée et j: U — X Uimmersion ouverte complémentaire. Alors, il
existe un triangle distingué

Lj;j*E — E — i,Li*E — Lj;j*E [1]

fonctoriel en E dans SH (X). De plus, pour tout objet E de SH (Z), le mor-
phisme d’adjonction Li*i,E — E est un isomorphisme.

La premiére chose & remarquer est que le foncteur 7, : SptPl(Sm/ZNiS) —
SptPl(Sm/ZNiS) préserve les Al-équivalences stables; ce n’est pas tautolo-
gique : compte tenu de [24, proposition 2.12, page 109] et du théoréme 3.35,
cela résulte de 'isomorphisme canonique i, A = A i,.

Pour établir la premiére assertion de la proposition, la démonstration qui suit
consiste & ramener ’énoncé au cas instable (cf. [24, theorem 2.21, page 114]).
Soit E un objet de SptPl(Sm/XNis). On peut supposer que E est une réso-
lution admissible F,q,, construite au lemme 2.6. On observe alors que E est
j*-admissible et i*-admissible et méme que j*E est jj-admissible. Pour obtenir
le triangle distingué voulu, il suffit donc de montrer que le carré commutatif
évident

#J’E——E

|

o — i E
est homotopiquement cocartésien. Il suffit pour cela de vérifier que terme a
terme, on obtient un carré homotopiquement cartésien dans Esp,(Sm/X)
(pour la structure de catégorie de modéles donnant naissance a la catégorie
He (X)). La construction de la résolution du lemme 2.6 assure que pour tout
entier naturel n, objet E,, est j*-admissible et i*-admissible et que j*E, est
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Jjy-admissible; on s’est bien ramené & la version instable [24, theorem 2.21,
page 114].

De méme, pour établir la derniére assertion de la proposition, il suffit de
montrer que pour tout A € S (Z), le morphisme d’adjonction Li*i, A — A est
un isomorphisme dans % (Z). Cet énoncé ne semblant pas figurer dans [24],
établissons-le. Tout d’abord, si A est isomorphe & un objet de la forme Li*B
avec B € 5 (X), c’est vrai puisque le morphisme composé évident

Li*B — Li*i,Li*B — Li*B

est 'identité et que le morphisme de gauche est un isomorphisme dans 5 (2)
(c’est une conséquence du théoréme de recollement [24, theorem 2.21, page 114]
puisque Li* « commute » aux colimites homotopiques, cf. remarque 2.13).
Par ailleurs, la sous-catégorie pleine de de 57 (Z) formée des A tels que
Li*i,A — A soit un isomorphisme est stable par « colimite homotopique ».
D’aprés EGA IV 18.1.1, tout schéma lisse sur Z est recouvert par des ouverts
de la forme 771(Z) ot 7: W — X est un morphisme lisse. D’aprés le lemme
de résolution [24, lemma 1.16, page 52|, on peut supposer que A est tel que
pour tout entier naturel n, le faisceau d’ensembles A, soit somme directe
de faisceaux représentés par des schémas de la forme 7=*(Z) ou m: W — X
appartient & Sm/X. Les objets A, étant de la forme Li*B, la conclusion est
connue pour eux. Comme A ~ hocolimaers A, on a bien Li*i, A = A.

REMARQUE 4.6. — La proposition 4.5 permet de vérifier ’axiome de localité
dans le formalisme des quatre foncteurs (cf. [4]) pour la catégorie bi-fibrée
X — SH(X) (pour X parcourant les schémas quasi-projectifs sur une base
noethérienne fixée). La fonctorialité construite ici (Rf,, Lf* pour f quelconque,
et Lfy pour f lisse) implique trivialement les autres axiomes des foncteurs ho-
motopiques stables, & ’exception de I'axiome de stabilité qui est pour sa part
établi dans [20, §3.4]. Ces axiomes ont été vérifiés de maniére indépendante
(et différente) par Oliver Rondings. Le travail [4] donne donc des foncteurs
flSH(Y) —» SH(X)et fi: SH(X) — SH (Y) satisfaisant de bonnes proprié-
tés pour tout morphisme quasi-projectif f: X — Y entre schémas noethériens.
Il n’en sera pas fait usage ici.

REMARQUE 4.7. — Dans la démonstration de la proposition 4.5, on a utilisé
que i, préservait les Al-équivalences stables. J’ignore si ce résultat est encore
vrai dans le cas de la topologie étale.

5. Foncteur « points complexes »

Le but de cette section est de définir un foncteur triangulé SH (C) — SH™P
(et donc plus généralement un foncteur SH (S) — SH'™P pour tout point
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complexe ¢: SpecC — S de S), ot SH™P désigne la catégorie homotopique
stable usuelle (c’est-a-dire que SH*P = SHS (0)).

5.1. Rappels sur les résultats de Dugger, Hollander et Isaksen et conséquences. —
Le théoréme suivant est un corollaire de [10, theorem 1.1] :

THEOREME 5.1. — Soit .7 un site, soit F € A°PPPrefais(.). Les conditions
sutvantes sont équivalentes :
(1) Pour tout X € ., la fleche évidente
F(X) - RINX; %)

est un isomorphisme dans P (ou RIN(X;—): () — HP est le
foncteur dérivé total a droite du foncteur qui & F associe F (X)) ;

(2) Pour tout X € & et tout hyper-recouvrement % — X, la fleche
F(X) — Rlim F(%,)
neEA

est un isomorphisme dans S#°P.

DEFINITION 5.2. — Soit . un site. On dira d’un objet de A°PPPrefais(.¥)
qu’il est acyclique s’il satisfait les conditions équivalentes du théoréme précé-
dent.

THEOREME 5.3 ([11, theorem 1.3]). — Soit X un espace topologique, soit %
un hyper-recouvrement ouvert de X. Alors ’application

hocolim Sing %,, — Sing X

neAopP

est une équivalence faible d’ensembles simpliciauz.

COROLLAIRE 5.4. — Soit X un espace topologique, soit K un ensemble sim-
plicial fibrant. Alors, le préfaisceau simplicial sur X qui a un ouvert U associe
le hom. interne d’ensembles simpliciauz hom(Sing U, K) est acyclique.

DEFINITION 5.5. — Un espace topologique est localement contractile s’il pos-
séde une base d’ouverts formée d’ouverts contractiles.

COROLLAIRE 5.6. — Soit X un espace topologique localement contractile, K
un ensemble simplicial. On a un isomorphisme canonique

RI'(X, K) = Rhom(Sing X, K)
ot l’on a encore noté K le (pré)faisceau simplicial constant associé a K.
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Tout d’abord, on peut supposer K fibrant. Ensuite, on peut considérer I’ap-
plication K — hom(Sing U, K) pour tout ouvert U de X ; cela définit un
morphisme de préfaisceaux simpliciaux qui est une équivalence faible (locale)
puisque X est localement contractile (et que si U est un ouvert contractile, alors
Pensemble simplicial Sing U est contractile). On peut utiliser le corollaire 5.4
pour conclure.

REMARQUE 5.7. — Ce corollaire 5.6 est une généralisation du théoréme de
comparaison entre la cohomologie singuliére a coefficients entiers et la coho-
mologie du faisceau de groupes constant Z (appliquer le corollaire aux espaces
d’Eilenberg-MacLane K(Z,n) pour n € N).

5.2. Le site des variétés a coins. — On note Coins la sous-catégorie pleine de
la catégorie des espaces topologiques formée des variétés topologiques & coins,
c’est-a-dire des espaces topologiques séparés et & base dénombrable admettant
un recouvrement par des ouverts homéomorphes & des ouverts d’espaces topo-
logiques de la forme R? x R% pour (p,q) € N??). Les espaces topologiques
appartenant & Coins sont localement contractiles.

Il est clair que Coins est une catégorie essentiellement petite, on la munit de
la topologie de Grothendieck induite par la topologie des espaces topologiques
appartenant & Coins.

PRrROPOSITION 5.8. — Soit K un ensemble simplicial fibrant. Le préfaisceau
sur Coins qui & une variété a coins X associe hom(Sing X, K) est acyclique.

Compte tenu du corollaire 5.4, ceci résulte du lemme suivant qui est lui-méme
une conséquence facile du théoréme 5.1 :

LEMME 5.9. — Soit .% un préfaisceau simplicial sur Coins. Pour tout X €
Coins, on note 7 x le préfaisceau simplicial sur l’espace topologique X induit
par F . Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Z est acyclique;
2) Pour tout X € Coins, F|x est acyclique;
|

On note a: Coins — e le morphisme de sites évident. On obtient ainsi un
foncteur faisceau constant a*: A°’PEns — A°PPFais(Coins).

Muni de lintervalle [0, 1], le site Coins devient un site avec intervalle; la
proposition suivante nous sera trés utile :

(9 On peut remarquer qu’il suffit de prendre ¢ € {0,1} puisque Ri est homéomorphe a
R x R . Ainsi, je pourrais aussi bien parler de variétés topologiques & bord, mais je préfére
parler de « coins » puisque cela rend plus fidélement compte de la forme des simplexes.
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PROPOSITION 5.10. — Soit K un ensemble simplicial. Le faisceau simplicial
constant a* K sur Coins est un [0, 1]-local.

Cela se raméne & montrer que pour tout X € Coins, le morphisme évident
RI'(X,K) — RI'(X x [0,1],K)

est un isomorphisme dans #*°°. Maintenant, comme Sing(X x [0,1]) —
Sing(X) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, la formule du
corollaire 5.6 permet de conclure.

REMARQUE 5.11. — Il semble que les difficultés inhérentes & la démonstration
de la proposition 5.10 aient été oubliées dans la démonstration de [24, proposi-
tion 3.3, page 120]. La démonstration qui suit (dans le cas particulier du groupe
trivial) est plus compléte.

THEOREME 5.12. — Le foncteur (pré)faisceau constant a*: A°PPEns —
Esp(Coins) induit une équivalence de catégories

a*: AP 5 #(Coins, [0,1]) .

On dispose d’un foncteur adjoint a droite RI®!a,: #(Coins,[0,1]) —
HP 3 a*. Le fait que le morphisme de foncteurs issu de I’adjonction

id%top — R[O’l]a*a*

soit un isomorphisme résulte du fait essentiel que I'image de a* soit formée d’ob-
jets [0, 1]-locaux (cf. proposition 5.10) : on vérifie que pour tout K € A°PPEns,
on a des isomorphismes canoniques RI%!a,a* = a,a*K = K.

Il reste & montrer que "autre morphisme d’adjonction
a*RI®Ya, — id sy (Coins,0,1))
est un isomorphisme, ce qui est I’objet du lemme suivant :

LEMME 5.13. — Soit & un préfaisceau simplicial sur Coins. On suppose que
F est |0,1]-local. Alors a*a,.F — F est une équivalence faible.

On a supposé .Z# [0, 1]-local et on a vu que a*a,.% était également [0, 1]-local.
Comme le morphisme évident a,a*a,.# — a,.% est un isomorphisme, il suffit
d’appliquer le lemme suivant au morphisme a*a,.% — % pour conclure :

LEMME 5.14. — Soit % — % un morphisme entre préfaisceaux simpliciauz
sur Coins. On suppose que F et ¢4 sont [0,1]-locauz et que a,.F — a,¥ est
une équivalence faible, alors F — 4 est une équivalence faible.
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On peut supposer que .# et 4 sont simplicialement fibrants. Etant donné que
Z et & sont [0,1]-locaux, pour tout objet X € Coins tel que le morphisme
X — e soit une [0, 1]-équivalence faible, il vient que .#(e) — Z(X) (resp.
Y(e) — ¥(X)) est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux; comme
F (o) — ¥(e) est une équivalence faible par hypothése, il vient que .#(X) —
%(X) est aussi une équivalence faible. Si X € Coins est un espace topologique
contractile, application X — e est évidemment une [0, 1]-équivalence faible.
Comme tous les objets de Coins sont localement contractiles, en passant aux
foncteurs fibres, il vient que le morphisme . — ¥ est une équivalence faible.

La construction du foncteur a* s’étend trivialement aux S'-spectres pour

donner un foncteur a*: SptS’ (o) — SptS (Coins, [0, 1]).
THEOREME 5.15. — Le foncteur a* induit des équivalences de catégories
a*: SHS (e) 5 SHS' (Coins, [0,1]) ;
a*: SH'*? =5 SHS' (Coins, [0, 1]) .

¢

Ce théoréme se déduit assez trivialement du théoréme 5.12.

PROPOSITION 5.16. — Le diagramme suivant de catégories est commutatif (a
un isomorphisme canonique pres) :

Coins ——— %top

e

2 (Coins, [0,1])

ot le foncteur du haut est le foncteur évident et le foncteur y: Coins —
H(Coins, [0,1]) est induit par le plongement de Yoneda de Coins dans la
catégorie des faisceaur sur Coins.

La proposition résulte du lemme suivant :

LEMME 5.17. — Pour tout objet X € Coins, il existe un zigzag canonique
définissant un isomorphisme yX — a* Sing X dans #(Coins, [0, 1]).

Il convient de préciser le sens de ce lemme qui peut paraitre subtil. La source
yX de cet isomorphisme est le faisceau d’ensembles sur Coins représenté par
X, vu comme faisceau d’ensembles simpliciaux (discrets). Le but a* Sing X
est le préfaisceau simplicial constant associé & l’ensemble simplicial Sing X.
Simplicialement parlant, ces deux objets sont trés différents, ce n’est qu’apres
[0, 1]-localisation que l’on va pouvoir les identifier.
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La réalisation topologique de I’objet cosimplicial standard A® dans A°PPEns
définit un objet cosimplicial |A®| dans la catégorie Coins. On en déduit, comme
dans [24, page 88] un foncteur

Sing/2"l: A°PPPrefais(Coins) — A°PPPrefais(Coins)

tel que si 2" est un préfaisceau simplicial sur Coins, alors Sing/®’l 2 est la
diagonale du préfaisceau bisimplicial

(n,m) — Hom(|A™|, Z..) -
On dispose d’un morphisme fonctoriel évident
2 — Sing®'l 2

qui est une [0, 1]-équivalence faible (démonstration quasi-identique & celle de
[24, corollary 3.8, page 89]). Considérons Sing'A.‘ yX ; c’est le préfaisceau sim-

plicial sur Coins qui & un objet U de Coins associe 1’ensemble simplicial
dont l’ensemble des n-simplexes est Homcoins(|A™| X U, X), autrement dit
Sing(CO(U, X)) ot CO(U, X) est ’ensemble des applications continues U — X
muni de la topologie compact-ouvert (noter que U et X sont séparés, et U lo-
calement compact, cf. [12, §2, Chapter III]).

On a a, (Sing!®"l yX) = Sing X ; pour montrer que le morphisme évident
a* Sing X — Sing!®"ly X

est une équivalence faible de préfaisceaux simpliciaux sur Coins, il suffit de
montrer que si U € Coins est contractile, alors le morphisme

Sing X — Sing CO(U, X)
est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, ce qui résulte du fait que
X =CO(e,X) — CO(U, X)
est une équivalence d’homotopie.
On a construit des [0, 1]-équivalences faibles fonctorielles
yX — Sing!®’l yX — a* Sing X ,

ce qui achéve la démonstration de ce lemme.

5.3. Topologie « étale » sur Coins

DEFINITION 5.18. — Soit X € Coins. On note Xg; la catégorie des fléches
Y — X dans Coins qui sont « étales », c’est-a-dire des homéomorphismes lo-
caux, autrement dit telles que pour tout y € Y, il existe un ouvert U de Y
contenant y tel que I'application composée U — Y — X soit un homéomor-
phisme de U sur un ouvert de X.
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Comme les morphismes dans Coins sont les applications continues entre
certains espaces topologiques et qu’il ne s’agit pas d’une notion différentielle,
je préfére mettre le mot étale entre guillemets.

Il est aisé de montrer que la catégorie X¢ admet des produits fibrés. On
dispose de deux topologies de Grothendieck sur Xg; :

— la topologie usuelle, associée a la prétopologie telle que si Y € X, Cov(Y)
est formé des familles (U; — Y);c; de morphismes dans X¢; telles que pour
tout ¢ € I, U; — Y soit un homéomorphisme de U; sur un ouvert de Y et
que l'application L;c; U; — Y soit surjective;

— la topologie « étale », associée & la prétopologie telle que pour Y € X,
Cov(Y) soit constitué des familles de morphismes (U; — Y);c; dans Xg
(forcément « étales » au sens de la définition 5.18) telles que I'application
U;er U; — Y soit surjective.

En mettant ensemble tous ces « petits sites », on obtient aussi deux topologies

de Grothendieck sur Coins, la topologie usuelle de la sous-section 5.2 et la
topologie « étale ». Ces deux topologies coincident d’aprés le lemme suivant :

LEMME 5.19. — Soit X € Coins. La topologie usuelle et la topologie « étale »
sur X g coincident.

Il est évident que la topologie étale est plus fine que la topologie usuelle.
11 s’agit de montrer I'inclusion inverse. Soit donc (Y; 2, Y)ier une famille de
morphismes dans X appartenant & la prétopologie étale sur X¢;. Conformé-
ment & SGA 4 II 1.4, on va montrer que le crible de Y qui lui est associé est
couvrant pour la topologie usuelle. C’est trés simple : pour tout point y € Y, on
peut choisir un indice 4, € I et un point § € Y; tels que p;(§) = y. Choisissons
maintenant un ouvert V,, de Y; contenant § et tel que 'application composée
Vy — Y;, — Y soit un homéomorphisme de V,, sur un ouvert de Y. Le crible
engendré par les morphismes (Y; LN Y)iecr contient le crible engendré par les
morphismes (V,, — Y) ey, ce dernier crible est couvrant pour la topologie
usuelle, ce qui permet de conclure.

Par conséquent, on notera X¢; le site formé par la catégorie X¢ munie de
la topologie « étale » et on se souviendra que cette topologie coincide avec la
topologie usuelle.

5.4. L’application raisonnable Sm/C — Coins. — Soit S un schéma noethérien
muni d’un morphisme ¢: SpecC — S. Pour tout objet X de Sm/S, on note
X (C) lensemble des S-morphismes SpecC — X muni de sa structure de
variété C-différentielle (voir GAGA et SGA 1 XII 1.1). On définit ainsi un
foncteur ¢=1: Sm/S — Coins par la formule . ~}(X) = X (C).

TOME 135 — 2007 — N° 4



SITES SUSPENDUS AVEC INTERVALLES 537

PROPOSITION 5.20. — Le foncteur t=': Sm/S — Coins définit une applica-
tion continue raisonnable de sites v: Coins — Sm/Snis (ou mieuz Coins —

Sm/Sét).
Commengons par le lemme suivant :

LEMME 5.21. — Soit X € Sm/S. Le foncteur ! induit un foncteur
L)_(lt Xet — X(C),, qui définit un morphisme de sites 1x: X(C)e — Xet
(cf. sous-section 5.3).

Il s’agit d’abord de montrer qu'un morphisme étale dans Sm/S est bien
envoyé, par le foncteur ¢!, sur une application « étale » dans Coins : cela ré-
sulte du théoréme d’inversion locale. On a bien un foncteur 13" : Xgp — X (C),,.
Notons ensuite qu’un morphisme (étale) surjectif de schémas f: X — Y dans
Sm/S induit une application surjective X (C) — Y (C) :siy € Y(C), la fibre X,
de f au-dessus de y est un schéma de type fini sur C et non vide, il posséde un
C-point ') Tl en résulte que le foncteur ¢ 5 est continu ; comme il commute aux
limites projectives finies, on a bien un morphisme de sites (cf. SGA 4 IV 4.9.2).

On en déduit aussitot le lemme suivant :

LEMME 5.22. — Soit X € Sm/S. Si & est un préfaisceau simplicial acyclique
sur X(C)et, alors tx «(F) est un préfaisceau simplicial acyclique sur X .

On peut maintenant établir la proposition 5.20. Le lemme 5.21 a pour consé-
quence que le foncteur ¢ ~1: Sm/Ss — Coins est continu. Montrer que ce fonc-
teur définit une application continue raisonnable Coins — Sm/Se (et donc
aussi Coins — Sm/S\js) revient & montrer que si un préfaisceau simplicial F
sur Coins est acyclique alors ¢, (%) est un préfaisceau simplicial acyclique sur
Sm/Sét .

Soit donc .# un préfaisceau simplicial acyclique sur Coins. On veut montrer
que ¢, (F) est acyclique sur Sm/S¢;. D’aprés une variante du lemme 5.9, il suffit
de montrer que sa restriction & X l’est pour tout X € Sm/S. Maintenant, on
a un isomorphisme canonique

1 (F) | xe0 = tx 6 (F1X(C)er)

de préfaisceaux simpliciaux sur Xg;. Compte tenu du lemme 5.22, il suffit pour
conclure de savoir que .Z|x(c),, est acyclique, ce qui découle du lemme 5.9.

(10) Ceci serait faux si on remplagait C par R, il conviendrait alors d’utiliser la topologie de
Nisnevich & la place de la topologie étale.
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REMARQUE 5.23. — Une difficulté de cette proposition provient du fait que
la catégorie Sm/C n’admette pas de produits fibrés, ce qui est un obstacle
pour obtenir un morphisme de grands sites (un morphisme de sites donnant
trivialement une application raisonnable de sites). On s’est donc ramené, grace
a un théoréme de Dugger-Isaksen-Hollander (cf. théoréme 5.1) a des considé-
rations sur les petits sites (cf. lemme 5.9); cette approche est suggérée par
[24, remark 1.21, page 102] qui envisage cette réduction pour 'obtention des
applications raisonnables de sites fiop: Sm/Tiop — Sm/Siop associées & un mor-
phisme de schémas noethériens f: T'— S et pour une topologie top parmi les
topologies étale, de Nisnevich ou de Zariski. Pour obtenir la proposition 5.20,
nous eussions également pu utiliser le théoréme de Brown-Gersten comme dans
[24, lemma 3.4, page 120] ou [24, proposition 1.20, page 103].

THEOREME 5.24. — Soit S un schéma noethérien, soit 1: SpecC — S un
point compleze de S. Alors, v induit des foncteurs :

¥ 0 (S) — AP 5 0 (S) — AP

Ces foncteurs admettent des adjoints a droite.

LEMME 5.25. — Le foncteur 1=1: Sm/S — Coins définit une application rai-
sonnable de sites avec intervalles

¢: (Coins, [0,1]) — (Sm/Snis, A1) .

En vertu de [24, définition 3.16, page 92|, comme on dispose déja d’une
application raisonnable de sites ¢: Coins — Sm/Syis (cf. proposition 5.20), il
suffit de montrer que pour tout X € Sm/S, le morphisme :~}(X x Al) —
t71(X) (autrement dit X(C) x C — X(C) est une [0, 1]-équivalence faible, ce
qui est évident, C étant un espace topologique contractile).

Grace a ce lemme, on dispose d’un foncteur 7 (S) — ' (Coins, [0,1]) (et
de sa version pointée). D’aprés le théoréme 5.12, on en déduit un foncteur
> H(S) — AP (resp. S (S) — H°P), ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

5.5. Le foncteur triangulé SH (C) — SH™P

THEOREME 5.26. — Soit S un schéma noethérien, soit : SpecC — S un
morphisme de schémas. Le morphisme v donne naissance & un foncteur trian-
gulé

*: SH(S) — SH'P
vérifiant *(Xy) ~ X(C)4 pour tout X € Sm/S.
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Dans un premier temps, observons que ’application raisonnable de sites avec
intervalles construite au lemme 5.25 s’étend en une application raisonnable de
sites suspendus avec intervalles (cf. définition 2.9) :

L (Coins, [Oa 1] 7P1(C)) - (Sm/SNiSa Ala Pl) :
On en déduit un foncteur triangulé :
SH(S) — SH® (©)(Coins, [0,1]) .

Compte tenu du corollaire 2.20, la proposition 5.16 (et plus précisément le
lemme 5.17) permet de remplacer ci-dessus P!(C) par le faisceau constant
associé & ’ensemble simplicial Sing P! (C). L’homéomorphisme classique entre
la réalisation géométrique de ’ensemble simplicial S? et I’espace topologique
P!(C) détermine une équivalence faible S*> — Sing P!(C). En appliquant
une nouvelle fois le corollaire 2.20, on obtient finalement une équivalence
de catégories entre S'HPl(C)(CoinS, [0,1]) et S'HSQ(Coins, [0,1]). D’apres
la proposition 2.22, cette derniére catégorie est équivalente a la catégorie
S'Hsl(Coins, [0,1]), qui & son tour est équivalente & SH™P d’aprés le théo-
réme 5.15. On a ainsi obtenu un foncteur *: SH (S) — SH'P qui est triangulé
d’aprés les résultats de la section 3 ; la derniére assertion du théoréme résulte
de la proposition 5.16.

6. La construction naive

Dans cette section, on donne une version simplifice SHZ . (7, I) de la
catégorie homotopique stable S'HT(Y ,I) d’un site suspendu avec intervalle
(7, 1,T). Cette catégorie présente avantage d’étre définie trés simplement
a partir de la catégorie homotopique instable pointée 573 (.,I); nous allons
supposer que T est une suspension de sorte que la catégorie SHfai-ve(,V )
sera une catégorie additive, mais en général pas triangulée, contrairement
a SHY(S,I) (cf. théoréme 3.10). Ce qui empéchera le foncteur évident
SHY (7, I) — SHL, . .(7,I) d’étre une équivalence de catégories sera la

notion d’application stablement fantéome (cf. définition 6.6).

DEFINITION 6.1. — Soit (%, 1,T) un site suspendu avec intervalle. On sup-
pose qu’il existe un objet 1" € (.7, I) tel que T ~ S* AT’. Un objet E de
la catégorie SHY ;..(-7,I) est une suite (E,)nen d’objets de #4(., ) mu-
nis de morphismes d’assemblage ¢,,: T A E,, — E,, .1 dans J% (., I) dont les
morphismes adjoints E,, — RHom, (T, E, 1) sont supposés étre des isomor-

phismes. Un morphisme ¢: E — F dans SH. ; (.7, I) est simplement une

naive
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suite de morphismes ¢, : E, — F,, dans J74,(.,I) induisant des diagrammes
commutatifs de la forme suivante dans J% (7, I) :

On dispose d'un foncteur oub: SH” (.7, 1) — SHL ;.o(#, ) : la catégorie
SHT (.7, 1) est équivalente a la sous-catégorie pleine SH (.7, I) de SHZ;(Y, I)
formée des 2-spectres, comme on dispose d’un foncteur évident SHg(y I —

SHT (7, I), on obtient le foncteur oub voulu.

naive

PROPOSITION 6.2. — La catégorie SH. .. .(7,I) est une catégorie additive.

De plus, le foncteur oub: SHT (7, I) — SHE . (., 1) est additif.

naive

On montre que SHL ;.. (-7, I) est additive de fagon trés classique en utilisant
la structure de cogroupe sur S dans 7 °", donnant naissance a une structure
de cogroupe sur T dans (., 1) grace & un isomorphisme T' ~ S A T". Je
préfére épargner ces détails au lecteur. Ensuite, le fait que le foncteur oub soit

additif résulte simplement du fait qu’il commute aux produits (finis).

PROPOSITION 6.3. — Le foncteur oub: SHY (1) — SHL (-7, 1) est
conservatif 1), essentiellement surjectif et plein. De plus, si E est un objet
de SHE ...(.7,I), la catégorie des relevements de B dans SHY (S, 1) est

équivalente & la catégorie ponctuelle (autrement dit, le relévement est bien
défini & isomorphisme unique prés) si et seulement si

1y 1 _
R ilengl Homﬁf’.(Y,I)(s A EnyEn) =0
(les fleches de transition du systéme projectif étant les fleches évidentes).

Le fait que oub soit conservatif est évident. Il est aisé de montrer que ce
foncteur est essentiellement surjectif : si on a un objet E de SHZ . .(.7, 1),
on peut représenter chaque objet E,, de 4 (#,I) par un faisceau simplicial
pointé fibrant E,, de sorte que le morphisme d’assemblage o,,: T AE,, — E,11
soit la classe d’homotopie d’un authentique morphisme de faisceaux simpliciaux
pointés TAE,, — En+17 ce qui définit bien un objet de SH” (.7, I) dont I'image
dans SHT . (7, 1) par le foncteur oub est isomorphe a E.

naive

(11) On rappelle qu’un foncteur F': € — 2 est dit conservatif si pour tout morphisme f dans
€, le fait que F(f) soit un isomorphisme implique que f soit un isomorphisme.
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LEMME 6.4. — Soit E € S'Hg(&”,[), soit F € SHL(.#,I). On a une suite
exacte courte fonctorielle :

17 1
0—-R lllenl&T Homﬁ.(;g[)(s ANEg, F) — HOmSHT(yJ)(E,F)

— ]1161’113I Hom%(yJ)(Ek,Fk) —0.

Soit E un T-spectre. Pour k € N, on note LyE le T-spectre
(Eo,...,Ex, TAEy, TAT ANEg,...)

dans lequel les premiers morphismes d’assemblage sont ceux de E, les autres
étant les isomorphismes évidents. On obtient ainsi un systéme inductif de T-
spectres

LOE—>L1E—>L2E—>

dont la colimite est E, c’est ce & quoi Jardine donne le nom de « layer fil-
tration » dans [20]. Soit F un -spectre, la suite exacte de Milnor (voir [13,
proposition 2.15, Chapter VI|) donne une suite exacte courte :

0— R! lim Homsyr (s, n(LyE[1],F) — Homgyr o 1) (E,F)

— lllerg Homgyr (o 1) (LyE,F) — 0.

On montre facilement que l'inclusion du T-spectre FyE; = (o,...,0, Ex, T A
Eg,...) dans LyE est une équivalence stable (cf. remarque 3.26), ainsi cette
suite exacte courte prend la forme voulue.

Un cas particulier de ce lemme est le suivant :

LEMME 6.5. — Si E et F sont deuz objets de SHL(.Z, 1), on a une suite
exacte courte :

0 — R! lim Hom 7.1)(8" NEg,Fi) — Homgyr (o 1) (E, F)

— HOmSHT

naiv

(y,I)(Oub E,oubF) — 0.

Revenons & la proposition 6.3. Il résulte du lemme précédent que le
foncteur d’« oubli » oub: SHT (., 1) — SHZL...(#,I) est plein. Soit

E ¢ SHL . . (7 I). La catégorie des relévements de E dans SH”(.%,I)

est la catégorie dont les objets sont les couples (E,a) ou E € SHY(.#,1)
T o7, 1), un morphisme

naive

et a est un isomorphisme oubE % E dans SH
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(E',a1) — (E2, a3) étant un morphisme f: E! — E?2 dans SH (.7, I) tel que

le diagramme suivant soit commutatif dans SHo; (-7, I) :

oub(f)
oubE! ——————— oub E?2

R

Comme oub est essentiellement surjectif, cette catégorie des relévements est
non vide; dire qu’elle est équivalente & la catégorie ponctuelle revient a dire
que si (E',a;) et (E?, o) sont deux relévements de E, il existe un unique
morphisme entre ces deux objets dans la catégorie des relévements. Le lemme
précédent donne aussitot le critére voulu, ce qui achéve la démonstration de la
proposition 6.3.

DEFINITION 6.6. — Si E et F sont deux objets de SH”(.,I), on note
7 (E, F) le sous-groupe de Homgyr (o 1)(E,F) formé des morphismes qui de-
viennent nuls aprés application du foncteur oub: SH” (.7, I) — SHE o (-7, I).

Les éléments de .#(E,F) sont appelés « applications stablement fantomes »
(12)

La proposition suivante (qui est triviale) donne une caractérisation des ap-
plications stablement fantémes :

PROPOSITION 6.7. — On se donne deuz objets E et F de SHT (5, 1). Soit
f: E — F un morphisme dans SH* (7, I). Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

— le morphisme f est stablement fantéme, c’est-a-dire f € F(E,F);
— pour tout entier naturel n et tout objet X de 4(, 1), application

fo—
Hom gy (o 1) (FoX,E) — Homgyr (o 1y (FnX, F)

induite par la composition par f est nulle.

COROLLAIRE 6.8. — Soit n un entier naturel, soit X un objet de (.7, I).
Pour tout objet F de SH* (., 1), on a F(F,X,F) = 0.

Il est évident que 'on a défini un idéal bilatére .# de la catégorie additive
SHT(#,I) au sens de [3]. La proposition 6.3 admet la conséquence suivante :

(12) Dans le cas classique, ces morphismes sont appelés « superphantom » dans [8].

TOME 135 — 2007 — N° 4



SITES SUSPENDUS AVEC INTERVALLES 543

PROPOSITION 6.9. — Le foncteur oub: SHY (7, 1) — SHL .. (&, ) induit
une équivalence de catégories SHY (S, 1)) F = SHE ;oo (L, 1). Si E et F sont

naive

deuz objets de SH™ (., 1), on a une suite ezacte courte :

0 — Z(E,F) —» Homgyr(y (E,F) - Homgyr (o py(oubE,oubF) — 0.

PROPOSITION 6.10. — L’%déal .Z de la catégorie additive SHT (S, 1) est de
carré nul. Autrement dit, si on se donne trois objets E, F et G de S'HT(Y,I)
et des éléments f € F(E,F) et g€ F(F,G), alors go f =0.

Il s’agit de montrer que la fleche
Z(E,F) - Z(E,G)

induite par la composition a gauche par g est nulle. On peut supposer que E,
F et G sont donnés par des ()-spectres. La fonctorialité évidente de la suite
exacte du lemme 6.5 identifie la fléche ci-dessus a ’application

R'lim Hom ,» (o n(S'AE,F R'lim Hom (o (S AE. G
lim oM.y, (1) ( JFi) — Jim, om y, (1) ( ,Gr)

qui est induite par les morphismes Fy — Gy dans 5% (,I) induits par g;
comme g € % (F,G), les morphismes F; — Gy sont nuls, ce qui permet de
conclure.

COROLLAIRE 6.11. — La catégorie additive SH™, (,I) est pseudo-

natve
abélienne.

REMARQUE 6.12. — Le bifoncteur #: (SH”(#,1))"" x SH”(#,I) — Ab
induit un foncteur .%: (S’HT (y,l))opp x SHY . (&, I) — Ab puisque

naive naive
I'idéal .7 est de carré nul. Cela permet de donner un sens & la notion d’appli-
cation stablement fantéme entre objets de SHZ ;.. (-7, I), ce qui peut sembler

assez paradoxal.

REMARQUE 6.13. — Les morphismes stablement fantomes sont quelque peu
chimériques. On peut néanmoins montrer qu’il en existe : un exemple explicite
en est donné en théorie homotopique des schémas (resp. en théorie de ’lhomo-
topie classique) dans [26, corollaire V.32] (resp. [26, remarque VI.16]). Dans le
cas classique, un exemple plus compliqué apparait dans [8, proposition 6.10].
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Appendice A

Catégories de modéles cellulaires

La notion de catégorie de modéles cellulaire a été introduite dans [15, chap-
ter XII|. Elle est utile dans la mesure ou cette hypothése de cellularité permet
d’assurer l'existence de localisations a la Bousfield (cf. [15, theorem 4.1.1]).
On se propose ici de donner une condition suffisante trés facile & vérifier pour
montrer qu’'une catégorie de modéles est cellulaire.

DEFINITION A.1 (SGA 419.1). — Soit x un cardinal. Un ensemble ordonné
filtrant I est grand devant k si toute partie de I de cardinal < x admet un
majorant.

DEFINITION A.2 (SGA 419.3). — Soit C une catégorie admettant des limites
inductives filtrantes. On dit d’un objet X de C qu’il est accessible §’il existe
un cardinal x tel que le foncteur Hom(X, —): C — Ens commute aux limites
inductives filtrantes indexées par les ensembles ordonnés filtrants grands devant
K. Si k est un tel cardinal, on dit que X est x-accessible.

DEFINITION A.3. — Un monomorphisme effectif est un monomorphisme A —
B tel que la somme amalgamée B LIy B existe et que A soit ’égalisateur des
deux morphismes évidents B — B Lis B.

PRrROPOSITION A.4. — Soit C une catégorie de modéles fermée 4 engendrement
cofibrant. On suppose que tout objet de C est accessible et que les cofibrations
sont des monomorphismes effectifs. Alors C est une catégorie de modéles fermée
cellulasire.

La définition des catégories de modeles cellulaires (cf. [15, definition 12.1.1])
utilisant certains adjectifs dans un sens pouvant induire la confusion chez le
lecteur, certains termes seront mis entre guillemets.

Choisissons des ensembles [ et J de morphismes engendrant respectivement
les cofibrations et les cofibrations triviales de C. Les sources des morphismes
de J sont accessibles, ils sont en particulier « petits relativement & I » au sens
de [15, definition 10.5.12]. La condition (2) de [15, definition 12.1.1] est donc
satisfaite. La condition (3) aussi, puisqu’elle exige que les cofibrations soient des
monomorphismes effectifs. Il reste & montrer la condition (1) de la définition
des catégories de modéles cellulaires : il faut montrer que les sources et buts
des morphismes dans I sont « compacts » au sens de [15, definition 11.4.1]. En
fait, tous les objets de C le sont :
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LEMME A.5. — Soit C une catégorie admettant des limites inductives. Soit 1
une famille de morphismes dans C. On suppose que tous les objets de C sont
accessibles et que les complexes I-cellulaires relatifs (i.e. les composés transfinis
d’images directes de sommes directes de morphismes appartenant a I) sont
des monomorphismes. Alors, tout objet de C est « compact » au sens de [15,
definition 11.4.1].

Soit W un objet de C. Il faut montrer qu’il existe un cardinal x tel que pour
tout complexe I-cellulaire relatif X — Y (13) toute flecche W — Y se factorise
par Y/ — Y ou X — Y’ est un sous-complexe I-cellulaire de X — Y de taille
< k (autrement dit, on peut obtenir Y’ en adjoignant & X au plus s cellules
de X - Y).

Choisissons un cardinal régulier  tel que W et toutes les sources de fléches
dans I soient k-accessibles. Notons .7, ’ensemble ordonné des sous-complexes
I-cellulaires Y/ de X — Y de taille < k. Cet ensemble ordonné .7, est grand
devant x; 'objet W étant k-accessible, tout morphisme W — colimy/¢.o_ Y’
se factorise par un Y’ € .%;. Posons Y, = colimy¢.s_. Pour conclure, il reste
4 montrer que le morphisme évident :

Y.—Y

est un isomorphisme. Ce morphisme est un complexe I-cellulaire relatif. Pour
montrer que c’est un isomorphisme, il suffit de vérifier que Y,; contient toutes
les cellules de X — Y. Si on tente d’adjoindre une cellule de Y a Y, on dispose
d’un diagramme de la forme suivante, ou le morphisme de gauche est dans I :

A——Y,

| ]

B——Y

Comme A est x-accessible, la définition de Y} fait que A — Y se factorise par
un Y’ € .¥, ; par conséquent, le morphisme B — Y se factorise par Y € .7
(et donc par Y,;) ot Y est le sous-complexe I-cellulaire obtenu en adjoignant
la cellule considérée ici & Y'. Ainsi, Y,, — Y est un isomorphisme.

REMARQUE A.6. — On rappelle que dans une catégorie de faisceaux d’en-
sembles sur un site, tous les objets sont accessibles et les monomorphismes
effectifs. Bien évidemment, ces propriétés sont encore vérifies dans les caté-
gories de faisceaux pointés ou de spectres. Le critére de la proposition A.4
s’applique donc aux catégories de modéles étudiées dans cet article.

(13) On suppose implicitement qu’une « présentation » de ce complexe a été choisie une fois
pour toutes. Les sous-complexes de X — Y seront définis relativement & cette présentation.
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