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EQUATION DES ONDES AMORTIES
DANS UN DOMAINE EXTERIEUR

PAR MOEZ KHENISSI

RESUME. —  On étudie la position des poles de diffusion du probléeme de Dirichlet pour
I’équation des ondes amorties du type 0? —A+a(z)0: dans un domaine extérieur. Sous
la condition du « contréle géométrique extérieur », on déduit alors le comportement
des solutions en grand temps. On calcule en particulier le meilleur taux de décroissance
de ’énergie locale en dimension impaire d’espace.

ABSTRACT (Dissipative wave equation in an exterior domain). — We study the po-
sition of diffusion poles for the Dirichlet problem for the dissipative wave equation in
the exterior of an arbitrary obstacle in R%. We deduce under the “Exterior Geometric
Control” condition the behavior of the solutions for large time. We give, in particular,
a formula for the best rate of decay of the local energy in odd dimension spaces.

1. Introduction

On ¢s’intéresse dans cet article a ’équation des ondes amorties dans un
domaine extérieur avec conditions de Dirichlet. On considere un obstacle
borné © de R? & bord C™, on note 2 = 8° et a(x) € C§°(Q,R,). Soit

A= (g —QIaI>
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212 KHENISSI (M.)

I'opérateur non borné défini sur ’espace de Hilbert
H = H}(Q) x L2(Q)

ol I}g(Q) est le complété Hilbertien de C5°(€2) pour la norme |[u|f = [, [Vul?.
Il a pour domaine

D(A) = {(ug,u1) € H; Aug € L2(Q), uy € HY(Q)}.
Le probleme d’évolution

(0 —A)U() =0 sur Ry x Q,
(1.1) Up, =0 sur Ry,
U()=Uye H

posseéde une unique solution U (t) = e*4Uy € C°(R,, H), obtenue en appliquant
par exemple le théoreme de Hille-Yoshida. Pour R > 0, Uy a support dans
B(0, R), on définit son énergie locale & I'instant ¢ dans Qg = Br N ) par

(1.2) Er(U.t) = / [1Vuol2(t) + [ur (1)) da.
Qr
Elle est bornée par I'énergie initiale.

Dans le cas ou a(x) = 0, on sait depuis les travaux de P.D.Lax et
R.S. Phillips [6] (voir aussi [7], [8]) que I’énergie locale de la solution de I’équa-
tion des ondes tend vers 0 quand le temps tend vers l'infini. Puis R. Melrose
[10] (voir aussi Morawetz [11]) montre que si l'obstacle est non captif, cette
convergence est exponentielle en dimension impaire d’espace et polyndémiale
en dimension paire par rapport a ’énergie initiale. Dans le cas captif, on sait
depuis Ralston [12] qu'’il n’existe pas de taux uniforme de décroissance par
rapport & l’énergie initiale. Néanmoins, N.Burq [2] montre que le taux est
toujours au moins logarithmique, mais par rapport a une norme plus forte que
celle de I'énergie initiale (||.|| p(ax), avec k > 0).

Dans ce travail, on suppose que w = {a(z) > 0} vérifie le « contréle géomé-
trique extérieur » au-dessus de Br (C.G.E.), i.e. il existe T' > 0 tel que tout
rayon bicaractéristique généralisé v issu d’un point de T* (R4 x Q) vérifie 'une
des deux conditions suivantes :

a) vy quitte Ry x Qg avant Uinstant T, ou

b) ~ rencontre la zone Ry X w entre les instants 0 et 7.

Dans [1], on montre, en dimension impaire d’espace, sous ’hypothese du
« controle géométrique extérieur », qu’on a une décroissance exponentielle par
rapport a I’énergie intiale, en étudiant le semi-groupe Z(t) de Lax et Phillips
adapté au probleme.

Dans le présent travail, on se propose d’étudier en premier lieu les poles de
diffusion de I'équation des ondes (1.1). Plus précisément, soit R(\), la résolvante
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EQUATION DES ONDES AMORTIES DANS UN DOMAINE EXTERIEUR 213

sortante du laplacien perturbé avec condition de Dirichlet, holomorphe dans
{Im X < 0}, définie de la maniere suivante :

Soit u(t) le propagateur des ondes
(0F — A+ 2a(x)0)u(t)f =0 dans Ry x Q,
u(t)f‘ag = 07 vVt € R+7

u(0)f =0,
du(0)f = f € Cg°

(1.3)

quon étend comme opérateur de L2(€2) dans H{ (2). L’opérateur R()) est défini
par la relation :

+oo
(1.4) RO\ = /0 e~ My(t)dt, pour {ImA < 0}.

Comme 'opérateur u(t) est une contraction de L?(§2) dans }}(/}(Q), il est clair

que cette relation définit une famille d’opérateurs bornés de L?(2) dans H} (€2),
holomorphe dans {Im A < 0}.

Soit x € C§°(R?), x = 1 sur Bg. La résolvante sortante tronquée

Ry(A) = xR(Mx,
considérée comme opérateur de L?(Q2) dans H(Q), holomorphe dans
{Im X < 0}, s’étend en un opérateur méromorphe (perturbation compacte [8],
voir aussi [16]) dans C en dimension impaire et dans le revétement simplement
connexe de C* (surface de Riemann du logarithme) si la dimension est paire.
Dans la premiere partie, on va localiser les poles de ce prolongement, qu’on
appelle poles de diffusion. Ces pdles sont aussi les points pour les quels il existe
une solution sortante non triviale de ’équation

(1.5) (A+ X —i2a(z)A\)u=0, wu,=0.
Ce sont également (en dimension impaire d’espace) les valeurs propres du gé-
nérateur infinitésimal du semi-groupe Z(¢) de Lax-Phillips.
Pour cela, notons D(0) = inf{Im A, A pole de R(\)} et
~ {a(x) sur Bp,
a(zx) =
+oo sur Bf.

Pour tout py = (20, ¢o) € T*(52), avec [(o| = 1 (et (o appartenant au demi-

espace fermé déﬁBi par Q si zg € 90Q) il existe une unique géodésique généralisée,
s+ x(s, po) de Q issue de po, i.e. vérifiant (0, po) = xo, lim+x(s,p0)/s = (o,
s—0
parcourue a vitesse 1. Pour ¢ > 0, on pose
1 t
(1.6) C(t) = inf f/ a(z(s, po))ds.
0

Po

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



214 KHENISSI (M.)

C’est une fonction de ¢, continue, positive, qui vérifie
tC(t) + sC(s) < (t+s)C(s + t).
On note

Cloe) = lim C()

(qui existe car tC(t) est sous-additive [9], et elle peut étre infinie). Cette limite
est indépendante de R, et on a C(t) < C(co0) pour tout ¢t > 0. Si £ est non
captif, C'(c0) = 400, sinon C(t) est majorée par [|al| .. La limite C'(co) ne fait
intervenir que la moyenne de a(z) sur les géodésiques captées et sous I'hypothese
du C.G.E., on a C(00) > 0. On a le théoréme de localisation suivant.

THEOREME 1.0.1. — Pour tout § < C(00), il existe \g > 0 tel que la résol-
vante sortante tronquée R, (\) se prolonge d’une maniére holomorphe dans la
région

{/\ €C, ImA <4, |[ReA| > /\0}.

Plus précisément, il existe ¢ > 0 tel que pour toute f € L?, Supp f C Bg et
pour toute X\ appartenant a la région précédente, on a

(1.7) IVROVI7: + AR, < ellfIZ

Dans la deuxieme partie de ce travail, on déduit que la décroissance de
I’énergie locale est exponentielle en dimension impaire et en 1/t% en dimension
paire c’est-a-dire, on démontre le théoreme :

THEOREME 1.0.2. — Sous I’hypothése du C.G.E. au-dessus de Br, pour tout
0 < oo =2min(D(0),C(0)), il existe ¢ > 0 tel que pour tout f € Hg, on a

(1.8) Er(u(t)f) < ce*‘StE(u(O)f)), si d est impaire
(1.9) Er(u(t)f) < t%E(u(O)f)), si d est paire

ot u est la premiére composante de la solution de (1.1) pour la donnée intiale

Uy = f.

Soit A le meilleur taux de décroissance exponentielle en dimension impaire,
défini par

B =sup{d>0; 3¢ >0, Vf € H, Suppf C Bg,
Er(U(t)f) < ce ™ E(U(0)f), Vt > 0}.

Dans la troisieme partie, on calcule 3, en fonction des podles de R(A) et des
moyennes de a(x) sur les géodésiques de Q. Cela fait 'objet du théoréeme :

THEOREME 1.0.3. — On a
B = 2min(D(0),C(0)).
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EQUATION DES ONDES AMORTIES DANS UN DOMAINE EXTERIEUR 215

2. Localisation des pdles de la résolvante

On commence par démontrer que la résolvante sortante R, () considérée
comme opérateur de L?(2) dans Hg(£2) est méromorphe dans C en dimension
impaire et dans la surface de Riemann du log en dimension paire d’espace. Ce
résultat est classique pour les opérateurs autoadjoints et il reste vrai avec une
perturbation compacte [5], [15]. Dans notre cas, on adapte la démonstration de
Lax et Phillips [8]. (En realité la démonstration en dimension impaire d’espace
est plus simple, en fait elle se déduit de la compacité de Z(2R)(A— B)~! ot B
est le générateur infinitésimal du semi-groupe Z(t) de Lax et Phillips [6].)

On rappelle que pour toute f dans L?(Q)a support dans Br, R(\)f est
I’unique solution sortante du probléme nonhomogene suivant :

(2.1) (A =X +i2Xa(x))u=f, wup,, =0
que 'on peut voir comme perturbation du probleme dans I’espace libre :
(2.2) (=A = X)w =g sur RY, g dans L?(Qg)

ou w = Ry(N)g, avec Ro(A) la résolvante sortante libre.
On rappelle que

(2.3) Ro(N\)g = /W+(|$ —yl, M) g(y)dy

ou
o v4(r,\) = e Py(r,\), Py est un polynéme, en dimension impaire d’es-
pace et

1
® 7—0—(7")‘) - _1(27”,_

tion Hankel; on peut noter que 74 est asymtotiquement [8], [2] comme

A\ lp
—)2 'H® (\r) en dimension paire, ott H? est la fonc-

pmz(n=1) exp(—i\r).

On pose

(2.4) u=w— [h

ol

(2.5) Ah + €2h —ita(z)h = 0 sur Qp,

h = w sur 09,
h = 0 sur {|z| = R}

et 0 € Cg° valant 1 pres 0f et sur un voisinage de support de a(x) et & support
dans Bpg, £ étant choisi et fixé suivant la discussion. Ainsi w est completement
déterminé par g et h est completement determiné par w.
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216 KHENISSI (M.)

Le probléme est de déterminer la fonction g pour laquelle u vérifie (2.1),
ainsi

f=(-A=XN+i2)\a(z))u
= (-A =X +i2Xa(z))w — (—A = A* +i2)a(z)) Bh
= g+i2Xa(z)w + (AB)h + 2VBVh + [A* — £ + 2ia(z) (£ — N)| Bh
= (I -T\)g
ou
Tyg = —i2Xa(z)w — (AB)h — 2VBVh — [A? — € + 2ia(z) (¢ — \)] Bh.

LEMME 2.0.1. — Ona :
a) Ty est un opérateur compact sur Lo(Qr) pour tout A € C\{0}.

b) Ty est une fonction holomorphe en A dans C en dimension impaire et
dans la surface de Riemann du logarithme en dimension paire.

Preuve de a). — Soit H*(Qr) I'espace de Sobolev des fonctions définies sur Qg
qui sont k fois dérivables, ayant comme norme

1
i ={>> [ 1ohpas}’.
lal<k 7 2R
A partir de (2.3) et de la théorie des intégrales oscillantes on peut voir que
(2.6) 1Bwlly < Cxllgllo

ou C) est uniformement borné sur tout compact de la surface de Riemann du
logarithme en dimension paire d’espace et de C en dimension impaire d’espace.

Maintenant, v = h — Sw satisfait I’équation

(2.7) Av + %0 —ita(z)v = —A(fw) — 2Pw + ifa(z)fw sur Qp
v = 0 sur INR.

On déduit par un argument d’ellipticité que

(2.8) oy, < C | Buwll; -

En combinant avec (2.6), on obtient

(2.9) Iy < CCx lglly -

Comme T)g ne contient que des dérivations de premier ordre de h,
(2.10) ITxglly < Clially < C5 gl

et d’apres le théoreme de compacité de Rellich, on déduit que T est un opé-
rateur compact sur Lo (Q2R).
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Preuve de b). — 1l est connu que Ro()), considéré comme opérateur de L2 (Q2r)
dans I'espace de Sobolev H?(§2g), est holomorphe sur C en dimension impaire
d’espace et dans la surface de Riemann du logarithme en dimension paire. On
peut voir & partir de la relation h = v + fw et (2.10) que Ty est holomorphe,
ainsi on acheve la preuve du lemme 2.0.1.

On définit Popérateur @ par @ : w — SBh et la résolvante sortante R(\) par
u=R\)f=I-QRNI—-Tx)"f

de Ly(Q2r) dans H%(Qr). Toujours d’apres la relation h = v+ Bw et (2.10), on
voit que @ est un opérateur borné sur H?(2g). Le lemme 2.0.1 implique que
(I —Ty)~! est méromorphe sur le domaine d’holomorphie de Ty. Comme u est
déterminé par Ro(\)(I — Ty)~! & lextérieur de la boule {|x| < R}, on peut
bien prendre l'espace image de R(\) dans H2(Qg/) pour tout R’ > R.

Pour conclure, 'opérateur R(A) considéré comme fonction en A (de La(Q2R)
dans H%(Qpr/) avec R’ > R) est méromorphe sur C en dimension impaire d’es-
pace et dans la surface de Riemann du logarithme en dimension paire. |

2.1. Etudes des hautes fréquences. — Cette section est consacrée A la
preuve du théoreme 1.0.1.

Comme R, (\), considéré comme opérateur de L?(Q2) dans H{ (), est mé-
romorphe dans C en dimension impaire et dans la surface de Riemann du lo-
garithme, holomorphe sur {Im A < 0} et que ¢,0 et \g ne dépendent pas de A,
il suffit de montrer I'inégalité (1.7) pour A non podle de R(\) et appartenant
a la région {A € C, ImX < §, |ReA| > Ao}; par suite, on déduit que R(X)
n’a pas des poles dans cette région et qu’elle vérifie (1.7). De plus, comme
Ry (=X) = R,()\), on limite notre étude & 'ensemble Re A > 0. Enfin il est clair
qu’il n’y a rien & démontrer lorsque C (00) = 0 (ce cas correspond & un ouvert
Q captif et & 'hypotheése C.G.E. non vérifiée). On s’intéresse donc aux réels
6 > 0. La preuve est basée sur un raisonnement par I’absurde.

On suppose qu'il existe § < C(00) tel que pour tout Ag et pour
tout ¢ (en particulier pour A\g = ¢ = n € N), il existe f,, € L? et Suppf,, C B,
tel que Re A, > n, 0 <Im )\, < § vérifiant

(2.11) HVR(An)anQL% + HAnR(An)anQL% > 1| fol|Ze-

On note u, = R(Ap)fn, on normalise par HVunHzL%2 + H)\nunHzL%2 < oo. La
suite Im \,, est bornée, elle admet une sous-suite convergente. On obtient ainsi
modulo cette sous-suite

—Auy, — N2y, + 2ia(z) A\, = fr  dans Q,
Unlon =0, u, sortante

2 2 2
(212) [ Vual?s + s =1 [fallys, — 0 et [luglfZs — 0
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et h, =1/(ReX,) — 0, Im A, — dp <.

On examine a présent la suite u,,.

LEMME 2.1.1. — On a u, — 0 dans H}_(Q) et A\yu, — 0 dans LE ().
Démonstration. — On a (2.12) implique que u,, — 0 dans H et de plus

1 1
(2.13) Anlly, = ——Auy, + 2ia(x)u, — — fa.

An An
En effectuant le produit scalaire L? avec ¢ € C§°(Q), on voit que A\pu, — 0
dans L3,

Soit x € C§° valant 1 pres de 92 et sur un voisinage du support de a(z) et
a support dans Bg. On pose w,, = (1 — x)u,. On vérifie que
—(A\2 + Aw, = [A, X]u, — (1 —X)fn dans RY,

donc w,, = Ro(Ay)gn olt Ry est la résolvante libre du laplacien et

gn = [A, X un — (1 = X) fn,

bornée dans L?(RY) et & support dans Br. On a

+oo )
Ro(An)gn = / e*“\“tuo(t)gn dt,
0

ol ug(t) est le propagateur libre. Ainsi par intégration par parties et en remar-
quant que 1’énergie locale tend vers 0 en +o0o,

+oo
A Bo () = / = 0 (£) g dL.
0

Comme Im \,, < §, pour Re \,, assez grand, pour R’ > R, on a
2 2 2
van”BR, + H/\nwn”BR, <cllgnll”-

On peut démontrer cette inégalité en dimension impaire d’espace d’une ma-
niére simple, en se basant sur le principe de Huyghens (E;_r(u(t)f) = 0 pour
tout t > R et tout f € Hg) et en dimension paire sur la méthode de la phase
stationaire pour Re A\,, — 400 dans l'expression intégrale (2.6) (voir [2]). On
déduit que w,, est bornée dans H} (B%) et que Hw"HLﬁm — 0. Ainsi u, — 0

dans H] _ et (2.13) implique que A,u,, — 0 dans L? O

loc®

On pose
Un(t, ) = e Py, (2).

On déduit facilement du lemme 2.1.1 que v, — 0 dans H}_(R x Q). On

peut ainsi lui associer une mesure de défaut microlocale p dans Hi (R x )

(voir [9], nous renvoyons le lecteur aux articles originaux [4], [13] de P. Gérard
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et L. Tartar pour une exposition de la théorie des H-mesures, ou mesures de
défauts microlocales). La suite v,, vérifie ’équation des ondes

_ _ — a—it/hn §

(2.14) Ovy — (2a(x) — 200) Dyvn = € I,
Unjoq =0

avec fn = fn + Im A, (2a(z) — Im A\, )uy, + 20 Re Ay, (Im Ay, — dp)uy,. On vérifie

que ||fn||leoc tend vers zéro car

2
Ifall e = 0, [ Aa(2a(z) — I An)un| . < elluallzz — 0,

[Re An(Im A, — 60)unH2le < e[ Tm Ay — 0ol - [Antnll 2 < e Tm A, = 6] — 0.

Ainsi Ov, est compact dans LZ (R x ). On peut donc appliquer le théoréme

de régularité microlocale pour les mesures de défaut. On a Supp p C {|¢|? = 72}
variété caractéristique de I'opérateur des ondes.

Nous allons montrer de plus le

LEMME 2.1.2. — Pour tout © ¢ Bg, on a
Supppu C {(t,2,7,6); [§]* =77 et 2 € <0}

Démonstration. — Soit zg € Q, |zg| > Ret (70,&0) € R+ xR? tel que 29&o >0
et |&|? = 72. Soit x € C§°(Q), & support dans un voisinage V, de zq inclus
dans BS, et ¢ € C§°([0,77]) pour T > 0. Soit a(x,7,£) € SY, homogene d’ordre
zéro, un symbole de microlocalisation pres de (zg, 79,&0), valant 1 en ce point.

On a

(215) <a(1',Dm,Dt)S0XUn,QOXUn>H}M

- CL(.’L‘,S,T)(,O(t)X(.’L')dM((L‘,t,g,’]’).
n—0o0 JOx[0,T]x S

Pour déduire le résultat du lemme 2.1.2, il suffit de démontrer que
<a(:1c, Dy, D)oxVuy, @van>L2 + <a(9c, Dy, Dy)x0Ovn, @Xatvn>L2 — 0.

Comme u, = w, sur B et, en outre, remarquant qu'une dérivation en espace
de w,, ou en temps de v,, est essentiellement une multiplication par \,, il suffit
de montrer que A,a(z, Dy, D;)pxv, tend vers 0, pour la norme uniforme. On a

(2.16) a(x, Dy, Dy)pxvn

- / / @ DEHI=T () (gon (s, y)a(, €, 7)dydsde dr.

IS 2N
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REMARQUE 2.1.1. — En tenant compte du fait que Re A, tend vers +oo,
que Im )\, tend vers §y et que l'expression de la résolvante libre admet le
méme comportement asymtotique en dimension impaire qu’en dimension paire
d’espace [8], on va se restreindre, pour simplifier, & expression de Rgo(Ay,) en
dimension impaire [3].

On a
@) wal)= [ MRy - sl () dz,
Z€Supp gn
ol N
19 \3(d=2) re=Ary .\ A
Pulr ) =ed)(55-)" () = Y eld) s
BET
|| ne dépend que de d. Donc
(2.18) a(x, Dy, Dy)xv, = c(d Z o, 8,0 (T
a,Bel

avec

Ja,ﬁ,n — C// (p(s)ei(t*S)T*iS/hn
s€[0,T]

z —Z
// A el @—WE=ilhalv=21 (ya(z, €, )7(% m A fy—=|
YEVay,2€BR ly — 2|

Soient les phases

(2.19) Ln(y) =y-§+hily—2|, 6(s) = st
On a

1 (y —2)\.
(2.20) VI = hn< n€ + |y_z|)

en vertu de = - £ > 0, on peut voir aisément qu’il existe ¢; et co > 0 tels que
C1

(2.21) IV, > . et |VyTn| > el
n

On va intégrer par parties a I’aide des opérateurs

v,[y, -0 v,y
Ln(§7yaay) = _;Tviyrnr;’ tL 6 <Z|V F |2> ZEn(§7yaay)

et
(2.22) H="'H=1-0
Ils vérifient

(223) Ln(e—il‘n) _ e—il"n et H(e—zé) (1 +r ) —15'
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On remarque que £, = O(hy|€|7Y) (i.e. ¢ > 0 tel que (1 + [€]2)'/24,, < chy,
pour tous y € V,, 2 € Br et £ € R?) ol £, représente les coefficients de ,,.
En intégrant par parties IV fois par L,, et M fois par H, on obtient

[} i(t—s)T 1 —1is
Ja,ﬁ7n = CAn //e (t=s) WHM(@(S))Q /h")

X// ei(w*y)ffi/hﬂy*ﬂa(x,5’7)(th)N<X(y) gn(z) eImAn\yfz\>'

ly — 2|°

(t—s)T 1 —18
= cAy //el(t ) WHM@(S))G /)

i(z—y)¢ G(IE, 67 T) 2 %N / —i/hn|y—z| N
x| e ———(1+ € 4y ()
/ G epyim PO O

En remarquant que HM (¢(s))e~ /") est en O(h;;>M), on obtient
_ 1 la(x, &, 7)] in
Mdapn] < e[An|*Tih 2M/ — 1+¢?)®
doial < ot [ o JUBERL iy
></ giv(x(y)gn(;) eIm)\n|y—z|>"
2€EBR |y - Z|

Comme les coefficients de ¢ sont d’ordre —1 en &, Im A, < dg et x € C§°, alors
il existe c € Ry tel que

(224) (1+ |§|2)%N/

oIm Anly—z|
2EBR €g<X(y) >gn(Z)‘

ly — 2|°

<l [ o)
z€BR

quels que soient y € V,,, £ € R% et n € N.
Or gy, est bornée dans L?; ainsi pour tout x € V,, on a

- 1 la(z, &, 7)|
)\nJa nl < C)\n O¢+1hN QM// . 'S def
el = e re [LHT2M (14 [g2)2N
< c|)\n|o‘+1hN_2M —— 0, pour N assez grand.
Et donc

sup ()\na(x,Dth)gonn) — 0.

IEVzO n—00
On déduit que [ a(z, &, 7)pxdu = 0 et par suite p ne charge pas (o, &, 70). U
REMARQUE 2.1.2. — Le lemme 2.1.2 exprime tout simplement qu’en dehors
de Bpr la mesure p est nulle sur les rayons sortants (z - £ > 0). Dans toute la

suite, la mesure y est définie sur la composante connexe 7 > 0 (SZ*, voir [9]).
Ainsi les rayons pour lesquels x - £ > 0 sont les sortantes dans le futur (s > 0).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



222 KHENISSI (M.)

Maintenant grace aux lemmes 2.1.1 et 2.1.2, on va trouver une absurdité en
utilisant le théoréme de propagation de Lebeau [9]. On rappelle que v, vérifie
I’équation des ondes amorties :

{ Ovn — (2a(z) — 280) Opv, = eit/hn fn,

Unjpy = 0

(2.25)

avec || et/ f, || rz_— 0 lorsque n augmente indéfiniment.

Ainsi, d’apres [9], pour tout w borélien en (x,t,&,7) dans T*Bg x [0,T],
T>0,0ona

(2.26) p(G(s)w) :/

w

exp ( /0 ) (2a(G(0) (2,1, €, 7)) — 26) da) dp(z,t,€,7)

o G(s) est le flot bicaractéristique généralisé associé a (1. On rappelle que
{G(s)} est un groupe de C°-homéomorphismes.

On a Supppu N Br # &, car sinon u = 0 sur Bgr. En appliquant alors le
lemme 2.1.2 et le théoréme de propagation des mesures (P. Gérard [4]), [9], on
aurait 4 = 0 sur Brs ot R’ > R et donc v, — 0 dans H} ,(Bg x [0,T]). Ainsi

u, — 0 dans H}%, et A\,u, — 0 dans L%{,
ce qui est absurde car [|Vu,|[7, + [[Anunl7. = 1.
R R
Soit donc w un borélien de T*(Bg) x [0, 1] tel que p(w) # 0.
On écrit w = w1 Uws ol wy et wy sont les deux boréliens définis par

wy={p€w; Is, G(s)p¢ Br}, w2={pew;Vs>0, G(s)p € Br}.

On a p(w) = plwi) + p(wz). Or p(wi) = 0, car si p € wy, il existe s tel
que G(s)p ¢ Bgr; donc G(s)p est sortante et en appliquant le lemme 2.1.2,
w(wi) = 0. Ainsi p(w) = p(ws).

On remarque que si  est non captif, w = wy implique p(w) = 0, ce qui
est absurde. Donc il reste le cas ou () est captif avec I’hypothese de C.G.E.
au-dessus de Bg.

On a G(s)wy C T*(BR) X [s, s+ 1] quel que soit s > 0, donc
(227)  p(Gls)en) < u(Br x s, + 1)) < Joallly <1
On rappelle que C(s) = inf, s™* fos a(G(1)p)dr.

En remarquant que toutes les bicaractéristiques issues de wo sont captives,
on obtient d’apres (2.26)

(2.28) 1(G(s)wz) > el2C()=200ls | (15).
On a dg < C(00), donc il existe € > 0 tel que 69 < C(00) — €.
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Soit sg > 0 tel que C(00) — C(sg) > 4e; pour tout s > sg, on a

(229) /L(G(S)u]g) > e[2()’(3)72CJ’(<><>)+2C'(<><>)7250]5/11(('(1)

(2.30) > e(75+2)5 (W)

(2.31) > e u(w).

Pour s assez grand on obtient u(G(s)ws) > 1 (car u(w) # 0), ce qui contre-
dit (2.27). O
2.2. Basses fréquences. — Le comportement de R, (\) en basses fréquences

(preés de l'origine) dépend de la parité de la dimension d’espace [14]. En fait,
en dimension paire, 0 présente une singularité de type branche logarithmique
[16], [14] et en dimension impaire 'ensemble des poles de R, () n’admet pas
de points d’accummulation [6] et il ne coupe pas l’axe réel. Donc sur ’ensemble
{|A\] < ¢}, les pdles de R, () sont en nombre fini et donc isolés. Plus préci-
sement, en tenant compte de la proposition 3.1 de [16], [14] (R, ()\) considéré
comme opérateur de L2(2) — L?(Q2)), on a

LEMME 2.2.1. — Si d > 2 est paire, pour A — 0 et |arg A + %TI'| <7, ona
(2.32) Ry (N) = MaA2log A + Fa(A) + O(|A]772),
ou rang Mg =1 et Fy est un polynome de degré < d —3 sid >4 et Fo =0.

Démonstration. — Soit R(\) : L2, (Q) — L2 () lopérateur défini par

comp comp
R(\)f est lunique solution de (—A — X*)u = f, ujpo = 0, u sortante.

Soit alors f € L2(2) est & support dans Br; a(z) étant aussi & support compact
dans Bp, la solution u du systeéme

(A =X +ida(z))u = f+ila(z)u, wupg =0, u sortante
s’écrit comme

RA)f = u=R\)(f +ida(z)u)
RO (f +ia(z)R(N) f)

= RO [I + ira(z)R(N)] f.

Ainsi pour toute f € L? & support dans Bg,
Ry(\)f = RN [I +ida(z)Ry (V)] f-

En tenant compte de la proposition 3.1 de Vodev [16], on a i/\a(x)éx()\) -0
quand A — 0. Donc I + ida(x)R, () est inversible et on peut voir aisément
que R, (X) et R, (\) ont le méme comportement pres de 0. O
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REMARQUE 2.2.1. — 1l est clair qu’en dimension paire, le lemme 2.2.1 donne,
modulo une fonction analytique en 0,

AR (A) = MM tlog A+ O(IA*Y), A —o.

De plus, on peut voir facilement de la preuve du lemme que la méme conclusion
est établie pour xd,, Rx(A\), j =1,...,d.

3. Décroissance de I’énergie locale

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme 1.0.2.

Comme dans Morawetz [11], on considére une fonction ¢(t) € C*°(R) telle
que

(1) = 0 pourt <1,
| 1 pourt>2.

Soit V(t) = o(t)U(t) ot U(t) = ¢ et G = —iA. La transformée de Fourier

V) = / T et dt

— 00

est bien définie pour Im A < 0, comme opérateur borné de H. On a

V(t) = (27r)*1/ T (NN, Ve >0
ImA=—¢
et vérifie
(3.1) (O —iG)V (t) = &' (U (D).

Donc ‘7()\) =i(G — )\)’15’—(\]()\) avec Im A < 0.

Comme ¢’ (t)U(t)f est & support compact indépendant de ¢, alors @ N :
Heomp — Heomp est analytique sur C. De plus (G — A)7! 1 Heomp — Hioc
s’étend en un opérateur méromorphe sur C si d est impair, et sur la surface de
Riemann du logarithme, si d est pair et on a

S R(\)(2a + 1)) R(\)
(32) (G-N" = _Z</\R(/\)(2a LN —Id iIARO) )
Ainsi si d est impair, (1.7) donne que
(3.3) Je>0 tel que H(G—)\)*lfHR <<|Ifll

pour toute f € H telle que Supp f C Bp et pour tout A € C tel que Im A < 6.
Et d’apres la remarque 2.1.1

(34) (G=N"T"=MPAT g A+ O(IN*TY), A= 0, |argA+ 37| <,
modulo une fonction analytique en A = 0 si d est pair.
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D’apres I’équation (3.1), on a

(3.5) V(t)f = (2m)7} / NG = N)TIGUNfdN, Ve>0

ImA=—¢

= (2m) " le % /+00 (G — (2 + i§))71@(z +id)fdz

1. it -1 77
+(2m) Ehi%{ /RQA:_E NG — N P TN fdA

0<Im A<
‘/ReA:e e (G — A)*lg;’T](A)fd)\}
0<Im A<§
(3.6) = (2n) " Le WL (t) f + Wa(t) f.
e On examine d’abord Wa(t) f. Dans la premiere intégrale, A est paramétré
par A = —e + iy, et dans la deuxieme intégrale, A = € + ¢y. Il est clair que
Wa(t)f = 0 si d est impair. Par contre pour d pair, on a a partir de (3.4) et en

remarquant que |log(—e+ iy) —log(e + iy)| < C*, on voit aisément que Wo(t)
est en O(t~9). En d’autre termes,

(3.7) W21 < Ce Il
e Pour estimer ||[W1(t)f||r, on va utiliser I'identité de Plancherel avec 'in-

égalité (3.3). On a

+oo +oo o
(3.8) [ ||W1(t)f||;dt=/ (G — (= +i6) ' FT (= + i6) ||

— 00

IN

+oo 9
c/ |FT(z + i6) ||,z

+oo
- c/ & (U (1) ||, ez
(3.9) < clfI%.
Soit x € C§°(R?) tel que x = 1 sur |z| < R. On a

A

o0 .
(3.10) (0 —iG)xWi(t)f = oxWi(t)f — ix/ e W U(z +1id)fdz

— 00

(3.11) = W (6)f.

Soit alors tg tel que

[Wilto)f 5 < el £

On a
(3.12) XWi(t) f = U@)xWi(to)f + | Ut —to—s)Wi(s)fds

to
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(3.13) Wi f ||z < IXWL@)F] < ellFI| + / [Wi(s)f||ds
+oo %
(3.14) <clfl+et ([ W) as)
(3.15) < ctz|f|, t>1.
Ainsi (1.8) et (1.9) se déduisent de (3.6), (3.7) et (3.15). O

4. Le meilleur taux de décroissance en dimension impaire
Soit 3 le meilleur taux de décroissance exponentielle défini par
B =sup{§>0; 3¢ >0, Vf € H, Supp f C Bg,
ER(U(t)f) < ce ™ E(U(0)f), Vt > 0}.
Preuve du théoréme 1.3. — D’apres le théoreme 1.0.2, on a
B > a = 2min(D(0),C(c0)).

Montrons que § < a.

e On a 8 < 2D(0). — En effet, supposons que 2D( ) < 3; alors il existe A
pole de R()) tel que 2Im A\, < 8. On a R(\)f = [,7°° e~ tu(t) fdt, donc

+oo
(4.1) 1RO, g/o em Ay (1) £
+oo .
(4.2) < / el Nt e~ 36| £l dt
0
+oo .
(4.3) < / e3!@mM=)| £ dt
0
(4.4) < ¢<oo Vf € Hp.
Im)\l

Donc A\ n’est pas un pole de R(\1), ce qui est absurde.

e On a 8 < 2C(00). — En supposant que 2C(00) < 3, il existe n > 0 tel
que 3 = 2C(00) 4 47 et il existe ¢ > 0 tel que pour tout f € Hg et tout ¢ > 0,

Eg(u(t)) < ce” =1 E(0).
Soit ¢t > 0 tel que ce~(B=Mto < g=(F=2n)to
(4.5) Er(u(ty)) < e”P=2Mhp(0) Vf e Hp,
(4.6) < e 2@t B(0).

IA
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Comme C(00) < oo (sinon 'inégalité & démontrer est vraie) et C(tg) < C(00),
il existe pg tel que

to
C(to) = %/0 a(ﬂf(é‘,ﬂo))ds < g —n  (po captif)
(4.7) ER(U(tO)) < 6—2(C(t0)+71)t0E(0)’

ce qui est absurde. En effet, soit f; o 0 tel que ||fx|lrz = 1. On note wuy la

solution de (1.3) avec ux(0) = 0, Orur(0) = fi et soit yu une mesure de défaut
microlocale assoociée a (uy) dans H. La fonction fj, est choisie telle que p soit
portée par v (rayon bicaractéristique issu de pg C Bg).

On note us(t,z) = u(t + s,z), s € [0, 9], 0 > 0,

(48) /Og Egr (us(to))ds < 6*2(0(t0)+77)t0 /Og E(US(O))dS

(4.9) M(]to,to + QD < 672(C(t°)+’7)t0u(]0, g[)

(4.10) e i ooodoy (19 oy < o i a(eoem) do2mta (1 o).

Or u(]0, 0]) # 0 (sinon uy, tend vers zéro dans H'(]0, o[x Bg), ce qui contredit
lfxllz = 1). Cela acheve la preuve du théoréme 1.0.3. O
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