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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET
CROISEMENT DE MODES

PAR CLOTILDE FERMANIAN-KAMMERER & PATRICK GERARD

RESUME. — L’étude de la dynamique semi-classique d’électrons dans un cris-
tal débouche naturellement sur le probleme de 1’évolution des mesures semi-classiques
en présence d’un croisement de modes. Dans ce travail, nous étudions un systéeme 2 x 2
qui présente un tel croisement. A cet effet, nous introduisons des mesures semi-
classiques a deux échelles qui décrivent comment la transformée de Wigner usuelle
se concentre sur l’ensemble des trajectoires rencontrant ce croisement. Puis nous
établissons des formules explicites de type Landau-Zener reliant les traces de ces

mesures de part et d’autre du croisement.

ABSTRACT (Semi-classical measures and eigenvalue crossings). — Semiclassical study
of multidimensional crystals leads naturally to the following question: how do semi-
classical measures propagate through energy level crossings 7 In this contribution,
we discuss a simple 2 X 2 system which displays such a crossing. For that purpose,
we introduce two-scaled semi-classical measures, which describe how the usual Wigner
transforms are concentrating on trajectories passing through the crossing points. Then
we derive explicit formulae for the branching of such measures. These formulae are
generalizations of the so-called Landau-Zener formulae.
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124 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

1. Introduction

1.1. Position du probleme. — La dynamique semi-classique d’électrons
dans un cristal a fait 'objet de plusieurs travaux récents (voir par exemple
(8], [11], [22], [26]). Dans le cas d’un cristal multidimensionnel, ’analyse de ce
probléme se heurte au fait désormais bien connu que le hamiltonien classique
posséde des valeurs propres de multiplicité variable (voir par exemple [4]), de
sorte que les modes peuvent éventuellement interagir. C’est ce type de difficulté
que nous nous proposons de résoudre ici dans un cas simple.

Fixons d’abord les notations. Pour ¢ = (&1, &) € R?, la matrice

(1) A= (8 %)

a deux valeurs propres distinctes qui dégénerent en une valeur propre double
pour ¢ = 0.

Ce modele est le linéarisé en 0 du modele générique d’'une matrice symé-
trique réelle d’ordre 2 et de trace nulle, dépendant de deux parametres réels,
et présentant le méme phénomeéne de croisement (voir par exemple [13]). Nous
renvoyons a la fin de cette introduction pour des commentaires sur d’éventuelles
généralisations de nos résultats au cas générique.

Soit V : R?2 — R une fonction de classe C*°. Alors, pour tout réel h > 0,
lopérateur différentiel

(2) H" = A(hD,) + V(z)

est essentiellement autoadjoint sur I'espace H = L?(R?,C?). Pour toute famille
(1/18) bornée dans H quand h tend vers 0, on se propose d’étudier le comporte-
ment, quand & tend vers 0, de la solution ¥" € C(R,H) du systeme

(3) ihdph" = HM" ", " (0) = b

Dans le cas particulier ot ¥/ (z) a une expression explicite de type état
cohérent, une formule approchée pour 1" a été établie en détail dans les tra-
vaux de Hagedorn [12], [13] et Hagedorn-Joye [14]. Ici, nous souhaitons obtenir
des informations pour des familles (1/)(’}) générales, satisfaisant seulement a la
condition suivante, dite de h-oscillation dans [10],

4 li PR Pde — o,
(4) i sup /]1|£|>R|1/’0(§)} £ —

qui correspond intuitivement au fait que les fréquences de Fourier de 9! ne
dépassent pas lordre de 1/h.

Dans ce contexte, il est naturel de chercher a déterminer 1’évolution des
mesures semi-classiques = u(t,z, 7, &) de la famille (¢"), définies comme les
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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 125

valeurs d’adhérence dans S'(R; x R2 x R, x Rz), quand h tend vers 0, des
transformées de Wigner de 9",

(5) WMt arE) = /

el (ST HY )yt (t - hg>
RxR2 2

2

dyds

(2m)3’

qui sont des mesures positives a valeurs dans les matrices 2 x 2 hermitiennes

(voir par exemple [10], [11], [21]), et décrivent, dans 'espace des phases, la
localisation et la polarisation des particules classiques.

Th il Q)
R <t+h27x+h2

En dehors de {£ = 0}, le systeme (3) est & caractéristiques simples, et les
résultats de [11] permettent d’obtenir la formule

(6) po=p I 4 I,
ol les IT* sont les projecteurs associés & A(¢),
1 A(S)
+ - _
(7) ) =5 (1% )

tandis que p* sont des mesures positives scalaires satisfaisant aux équations
de transport

(8) Op® £ = Vout —VV(2)  Vep® =0,

£
1€l
et aux conditions initiales

9) pH(0,2,7,€) = tr(I1 o) (7 £ €] + V(2)),
po désignant une mesure semi-classique de la famille ().

Ainsi, si la mesure po ne charge pas le lieu singulier {£ = 0}, la mesure p
est entierement déterminée par pg tant que les courbes caractéristiques des
équations (8) — c’est-a-dire les trajectoires classiques — issues du support de g
n’atteignent pas {{ = 0}. L’objectif de ce travail est de décrire u pres de {€ = 0}
sans cette derniére restriction.

1.2. Comportement des trajectoires classiques et introduction d’une
nouvelle échelle. — Il est naturel d’étudier d’abord les trajectoires classiques
associées a ce systéme et atteignant le croisement {£ = 0}. De telles trajectoires
peuvent étre aisément décrites dans une zone ou le potentiel V' n’a pas de point
critique. Précisément, si # € R? est tel que VV (z) # 0, on montre qu'’il existe
deux courbes s — (¥, ¢F) uniques, continues pour s dans un voisinage de 0 et
de classe C* pour s # 0, telles que

o+ & +
Ty ::I:|§i|’ fs :—VV(J)S ),

S

avec les conditions initiales 23 = z, £& = 0.
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126 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

Sur la trajectoire associée a un mode, on remarque que la quantité & change
de signe lorsque £ passe par la valeur 0. En revanche, la portion future (s > 0)
de la trajectoire associée a un mode se raccorde de fagon réguliére a la portion
passée (s < 0) de la trajectoire associée & autre mode (c’est d’ailleurs un fait
que 'on retrouve dans le modele générique, voir le §1.6).

En résumé, une particule classique atteignant {{ = 0} en un tel point x a le
choix entre rester sur cette trajectoire, suivre la trajectoire associée a 'autre
mode, ou rester en {{ = 0}. On peut montrer que cette derniére possibilité
n’a jamais lieu si VV (z) # 0, au sens ot la mesure semi-classique de (") ne
charge pas l’ensemble singulier {¢§ = 0} (¢f. §4). Nous allons voir que le choix
entre les deux possibilités restantes se traduit par un branchement de la mesure
semi-classique p, que nous allons décrire a ’aide d’objets plus précis. L’examen
du cas particulier d’un potentiel linéaire va suggérer la nature de ces objets.

Supposons donc pour un moment V(x) = =z, et, pour fixer les idées,
placons-nous dans le cas ou les particules classiques atteignent le lieu singulier
{£ = 0} au méme instant ¢ = ¢y. Les trajectoires classiques passant par (zg,0)
at =ty sont

af = zo + (Flto — t],0), &F = (to —t,0).
Les projecteurs spectraux le long de ces courbes vérifient

() = (é 8) et II~(¢) = (8 (1)> pour ¢ < to,

e = (g )) e i =(, ) pour t>n.

Par ailleurs, le systeme (3) s’écrit apreés transformation de Fourier semi-
classique dans la variable d’espace
ihO" = A(E)P" + ihde, "

Il est alors naturel d’effectuer le changement d’échelle s = &, /vh, n = & /Vh
qui permet d’éliminer le parametre h de I’équation et de se ramener au systeme
d’équations différentielles ordinaires

1 N S n
(10) ;asu_ <77 —S)u’
en posant
(11) U(S,t,’l’]) :{p\h(t_glvglaéé)'

Prés des trajectoires classiques, on a & ~ (to — t) donc s ~ (to — t)/Vh, de
sorte que le passage de t < tg a t > tp pour le systeme (3) correspond a un
probléme de scattering pour (10) paramétré par 7. Il se trouve que la matrice
de scattering pour ce systéeme peut étre calculée explicitement en fonction de 7,
comme l'avaient déja remarqué Landau [20] et Zener [29] (voir aussi Joye [18]
pour un résultat abstrait dans le cadre de la théorie adiabatique). Observons
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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 127

que la quantité n = &/ Vh décrit la concentration & Déchelle v/A de la trans-
formée de Wigner sur I’ensemble des trajectoires classiques rencontrant & = 0,
puisque celui-ci est inclus dans ’hypersurface I = {€; = 0}. Ces remarques font
apparaitre 'importance du réle joué par la nouvelle échelle caractéristique v/h.
Comme on va le voir, cette échelle joue un role analogue dans le cas d’un
potentiel quelconque. Nous sommes conduits & décrire la concentration de la
transformation de Wigner sur des sous-variétés involutives de 1’espace cotan-
gent, & ’échelle v/h : c’est 'objet des mesures semi-classiques & deux échelles.

1.3. Mesures semi-classiques & deux échelles. — Soit (u") une famille
bornée de L?(R?), notons

Whi (. = |

Rd

oveat(a 1) o 12)

la transformée de Wigner de u”, et p1 la mesure semi-classique de (u"). Rappe-
lons que, si a € C§°(R? x RY),

/ Whuh(ac,f) a(z,&)dzdE = (oph(a)uh | uh),
R4 x R4

oi1 (| ) désigne le produit scalaire sur L?(R?) et op;,(a) est le quantifié de Weyl
associé au symbole a.

Soient p € [1,d] un entier et g = (g1,...,9,) : M = T*R? — RP une applica-
tion de classe C*° telle que dgi, ..., dg, soient indépendantes sur I = {g = 0},
et telle que {g;, g;} = 0 pour tous ¢, j. On désigne par A I'espace des fonctions
a = a(z,§,n) de classe C* sur M x RP, a support dans K x RP, ou K est une
partie compacte de M, et telles qu’il existe une fonction ae = a0 (2, €, w) sur
M x SP~1 vérifiant

a(x, 3 77) = Qoo (.’IJ, g, i)
In|
si || > R pour un certain R = R(a) € R*. Par ailleurs, on note R? le compac-
tifié de RP obtenu en ajoutant une sphere & l'infini, et on prolonge a & RP par
continuité.

Le théoreme suivant est démontré au paragraphe 2.

THEOREME 1. — [ existe une suite (hy) tendant vers 0 et une mesure positive
vg sur I x RP telles que, pour tout a € A, on ait

_>/ a(x,f,n)dug(x,fyn)"'/

h—0 RP
hehy, IxRP M\I

- (x,& g(x, &)
g

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



128 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

REMARQUES. — 1) Dans le cas o g est linéaire (concentration sur un sous-
espace vectoriel involutif), le théoréme 1 est dit & Miller [23].

2) Dans un souci de simplicité, nous nous sommes limités ici au cas d’une
suite de fonctions & valeurs scalaires, de sorte que v, est une mesure a valeurs
scalaires. Le théoreme 1 s’étend bien str au cas d’une suite de fonctions a
valeurs vectorielles, v, étant alors a valeurs matricielles.

Il est commode de représenter la mesure v, de fagon plus géométrique, en
termes de la sous-variété I = {g = 0} seulement. Lorsque m varie dans I, les
espaces vectoriels

s’organisent en un fibré au-dessus de I, appelé fibré normal & I. En compac-
tifiant chaque fibre par une sphere a linfini, on obtient un fibré en boules
au-dessus de I, que nous noterons N(I). Alors I'isomorphisme

Ny : (m,[v]) € N(I) — (m,dg(m) -v) € I x RP

se prolonge par continuité en un isomorphisme de N(I) sur I x RP, que nous
noterons N,. On vérifie aisément que 'image réciproque vy de v, par N, dépend
seulement de I, et non de I’équation g.

De plus, on peut montrer l'invariance de v; par transformation canonique
en un sens convenable.

Enfin, on montre également que, si (u”) est solution d’une équation scalaire
et si J est une sous-variété involutive de I’ensemble caractéristique ¥ de cette
équation, alors la mesure v est supportée dans Nx(.J), le fibré au-dessus de X
obtenu par compactification des fibres de T'(X)/T(J) , et est propagée par le
linéarisé transversalement a J du flot hamiltonien associé au symbole principal
de I’équation.

Nous renvoyons au paragraphe 2 ci-dessous pour des énoncés précis de ces
faits et leurs démonstrations.

1.4. Une formule de Landau-Zener. — Revenons au systeme (3). Dési-
gnons par S C M = T*(R; x R2) le lieu singulier,

S={¢=0, 7+ V(z) =0},

qui est Pintersection de la variété caractéristique X = {(7+V(z))? = |£|*} avec
le lieu du croisement {¢ = 0}. Fixons un point mg = (¢, o, —V (20),0) € S,
et considérons, pour chacun des deux modes, I'union des trajectoires classiques
issues d'un point de S au voisinage de mg. Notons J*? (resp. J*¥) I’'ensemble
des points du type (t + s,2F,7,¢F) ot m = (t,2,7,0) décrit un voisinage
de mo dans S, et s €] —€,0] (resp. s € [0,¢[), ol € est assez petit. Le fait que
VV(z9) # 0 assure que J*P et J&7F sont des sous-variétés de codimension 2
dont le bord commun est S. De plus, on vérifie que JT?, J=-f d’une part et
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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 129

J—P, Jtf d’autre part se recollent en des sous-variétés C* sans bord que nous
noterons J, J', et qui se coupent proprement en S, suivant la figure 1.

FIGURE 1

On vérifie aisément que J et J’ sont des sous-variétés involutives de codi-
mension 2. On peut donc considérer les mesures & deux échelles v,/ de la
famille (") relativement & J, J' respectivement. En utilisant le systéme (3)
vérifié par ¢ et le fait que p ne charge pas S, on aboutit au résultat suivant,
ol 'on a noté

vt ={r+ V() +[¢ =0, £#0},
ST ={r+V(x)—[¢§ =0, £#0},
JEP = gEr\ g, JEf = JEF\ S

THEOREME 2. — Il existe des mesures scalaires positives bornées v=r v+f

sur Nz (JEP), Ny (JEF) respectivement telles que

v=vPIIM 1, + v 1, V=0 PIT1,—p + v D I 1, .

De plus, v=P v sont invariantes par le linéarisé du flot hamiltonien de T +

|€] + V() transversalement a J&P, J57F respectivement, dans YF.

Bien sur, les propriétés d’invariances énoncées dans le théoreme 2 s’expriment
en coordonnées locales par des équations de transport transverses a S. Nous
renvoyons au paragraphe 5 pour I’écriture explicite de ces équations. Quoi qu’il
en soit, il en résulte que les mesures v+ 7, v/ admettent, au sens des distribu-
tions, des traces au—dessus de S que nous noterons V?’p , Vsi’f . Le phénomene
de branchement sera décrit si nous parvenons a relier les deux mesures V§’f
aux deux mesures usi’p .

Une difficulté préliminaire est que ces mesures ne vivent pas naturellement
sur les mémes espaces. En effet, notons

HE:O,YK3Q—VV> ot H”z(L—SQ:

[VV] [VV|

les limites des deux champs hamiltoniens le long de J, J’ au-dessus de S, et H+,
H'™" les hyperplans orthogonaux correspondants pour la forme symplectique.

m—vv)
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130 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

En étudiant les limites des fibres de Ny (JEP), Ny (JH/) au-dessus d’un
point tendant vers S, on constate que V;’p et Vg’f sont des mesures sur le com-

pactifié¢ de H+/TJ, tandis que vg®, V;“f sont des mesures sur le compactifié
de H'-/TJ'. Comme T.J = TS ® RH et T.J' = T'S © RH’ s’intersectent en
TS, il est alors naturel d’introduire 'hyperplan

(12) P=TJ+TJ =TS®RH ®RH',

de sorte que les droites H+/T'J et H'*/TJ’ s’identifient toutes deux naturelle-
ment & 7'M/ P. Pour énoncer notre résultat, il reste & introduire une coordonnée
sur cette derniere droite. Un calcul élémentaire montre que P = R* xR VYV, de
sorte que lon peut repérer la classe modulo P du vecteur tangent (dt, dx, 7, 6€)
par la coordonnée

vV
=N ——
n= 06§ V]
Notre résultat principal est alors :
THEOREME 3. — Compte tenu des identifications ci-dessus, on suppose
que vEP et vgP sont étrangéres sur 'ensemble {|n| < co}. Alors
+.f _ +.p
(13 (eo)=Crt D) ()
Vg ’ T 1-T Vg ?

01)/ T(:I;, fr’) — 677”72/|vv(w)‘ .

L’hypotheése selon laquelle les mesures incidentes usi’p sont étrangeres évite
les interférences entre les deux modes, qui rendraient le probléme mal posé en
les inconnues v&. Un phénomene analogue a été mis en évidence par Nier [25]
puis Miller [24] dans les problémes d’interface.

1.5. Plan de l’article.— Au paragraphe 2, nous introduisons les mesures
semi-classiques a deux échelles associées a une sous-variété involutive et établis-
sons les propriétés d’invariance par transformation canonique, de localisation
et de propagation qui seront utiles dans la suite.

Le paragraphe 3 est consacré a la géométrie des trajectoires classiques pres
du croisement et & 1’étude des variétés J et J'. Dans le méme esprit qui nous a
conduits & introduire ’hyperplan P dans I’équation (12) ci-dessus, on introduit
alors une hypersurface I de M telle que INY = JUJ’ (on a d’ailleurs TT = P
au-dessus de S). Compte tenu des résultats du paragraphe 2, la description des
mesures v, V' relatives & J, J' découlera alors de la description de la mesure vy
relative a I.

Le paragraphe 4 établit que la mesure semi-classique ne charge pas le lieu S,
ce qui permet de décomposer vy suivant les deux modes.

Le paragraphe 5 étudie la propagation des mesures a deux échelles le long
de J,J’ et en dehors de S (théoreme 2 ci-dessus).
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Les paragraphes 6,7 et 8 sont consacrés a la démonstration du théoreme 3
ci-dessus. Au paragraphe 6, au moyen d’une transformation canonique, nous
ramenons le systéme 3 au systeme suivant

(14) op, (Q)v" = o(h) avec Q(s,z,0,() = <_U+ s al >’

aly —o—s

ol @ = a(o, z) est une fonction C* ne s’annulant pas et ’hypersurface corres-
pondant & I est {¢z = 0}.

Au paragraphe 7, on établit la formule (13) sur le domaine {|n| = oo}, grace
& une estimation d’énergie hyperbolique pour le systeme (14).

Enfin, on montre au paragraphe 8, dans l'esprit de [1], [19], [28], [5], que le
systéme (14) admet sur {|n| < oo} la forme normale 2-microlocale correspon-
dant & a = Cte, ce qui nous ramene au probléeme original de Landau-Zener
rencontré dans le cas du potentiel linéaire. Un court appendice propose une
résolution de ce probleme par une méthode d’intégrales oscillantes.

1.6. Remarques sur d’éventuelles généralisations.— Remarquons tout
d’abord que la méthode que nous développons dans cet article s’adapte sans dif-
ficulté aux linéarisés des matrices présentant des croisements de modes étudiées
dans [13]. On peut espérer se libérer de ’hypothese de linéarité en £ de ces ma-
trices dés que ’on saura résoudre le cas générique en dimension 2, c¢’est-a-dire

travailler avec la matrice
pl(f) p2(§))
A€ = ,
© (ms) ()

ou p est un difféomorphisme s’annulant en & = 0. Dans ce cas, la géométrie
du croisement a beaucoup de similitude avec le cas que nous avons étudié : on
peut montrer Iexistence de trajectoires classiques rencontrant le lieu singulier
& = 0, construire les sous-variétés involutives lisses J et J'. Il est donc légitime
d’espérer qu’une formule de Landau-Zener existe pour ce systeéme et s’énonce
en les mémes termes qu’au théoreme 3 ci-dessus. Il ne s’agit pour l'instant
que d’une conjecture : bien qu’il existe une hypersurface I donnant un bon
cadre de travail, la partie analytique de la preuve qui repose sur l’existence
d’une transformation canonique convenable reste pour le moment hors de notre
atteinte.

2. Mesures semi-classiques a deux échelles

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1 et établissons les pro-
priétés des mesures semi-classiques a deux échelles annoncées dans l'intro-
duction. Considérons une sous-variété involutive I de l’espace cotangent
M = T*R¢. Supposons I de codimension p et donnée par

I={m= (2,8 €M, g(,6) =0}
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132 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

ou g = (g1,-.-,9p) est de classe C* avec dgi,...,dg, indépendantes sur I et
{gi,g;} = 0 pour 4 # j. Soit (u") une suite bornée de L*(R?) et a € A.
La quantité Kg(a) définie par
9(z,§)
Vh

(15) K@= [ Wi g6 Lo e

s’écrit aussi

Kg(a) = (oph (a(ac,f, g(j%g)))uh | uh>.

En notant 7" I'opérateur de changement d’échelle,

(16) T f— T, Thf(2)= \/E%df(ac\/ﬁ),

on obtient

Ry — g(avh, EVh) hy h | b, h
Kg(a)—(opl(a(x\/ﬁ,fx/ﬁ, 7 ))T u | Thu )
La fonction (x, &) a(ac\/ﬁ, &Vh, g(zvh, §\/E)/\/E) a toutes ses dérivées uni-
formément bornées en h. La suite (T"u;) étant uniformément bornée en h
dans L2?(R9), il résulte du théoréme de Calderon-Vaillancourt (cf. [3] ou [17])
que K Z;(a) est uniformément bornée en h.

REMARQUE. — Notons l'importance de la taille de la seconde échelle; on
obtiendrait le méme résultat en remplacant v/A par e(h) & condition que
e(h) > Cv/h, en revanche le résultat est faux si e(h) < V/h .

La quantité K Z;(a) étant uniformément bornée en h, on peut en extraire une
suite convergente, puis en considérant une partie dense de A, on construit par
un procédé d’extraction diagonal une suite hj tendant vers 0 lorsque k tend
vers 400, telle que Kg’*‘ (a) ait une limite K4(a) pour tout a € A lorsque k
tend vers 4-00. Notre but est de montrer que la forme linéaire K, ainsi obtenue
s’écrit

Ky(a) = <a’u($’§)1(x,s)¢15<’7 g(x’g)ﬁO) + ”("3’5”7)1<””’5>€I>’

g, €)

otl i est la mesure semi-classique de la suite (u/*) et v est une mesure sur I x RP.

Le cas ou I est un sous-espace vectoriel {{1 = --- = &, = 0} est un ré-
sultat de L. Miller [23] dont nous rappelons la démonstration ci-dessous. Nous
nous ramenons a cette situation au moyen d’une transformation canonique y
permettant de redresser I en {{5 = -+ = &, = 0} ainsi que d’un opérateur
intégral de Fourier semi-classique U associé a x. L’étude de la concentration
sur I d’une suite bornée de L2(R%), (v"), se ramene alors & celle de la suite

(Uvh) sur {& =+ =&, = 0}.
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2.1. Mesures a deux échelles dans le cas d’un sous-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, on suppose que
g(l’,f) = 5/ = (517' . 7510)'
Pour tout a € A,
or? @) = opy (o€ ) = opy (ala. ke, VRE)

est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole de Weyl est borné
dans S(1, gn), ou la métrique g, est donnée par

gn = da® + h?d(¢")? + hd(¢')?
en notant & = (&’,¢”). En vertu des résultats de [16], il s’ensuit que, si a,b € A,
op” (a)opf (b) = op; (ab) + O(Vh),

On peut alors suivre la preuve de [9] pour montrer lexistence d’une mesure de
Radon positive p sur R% x Rg x R telle que

Ky(a) = /adp.

Notons que, si la fonction a est supportée en dehors de I,

ot 7) =olo ) =om ()

pour h assez petit, de sorte que, en dehors de I,
é—/
p(!E, 67 77) = 15’750/‘1’(‘%.7 6) ® 5<77 - m OO) .

On en déduit Pexistence d’une mesure positive v sur I x RP telle que

/adp:/)ﬁéO aoo(ac,f, %)du(m,f) —i—/lxmadu7

ce qui est le résultat cherché.

2.2. Opérateurs intégraux de Fourier. — Pour toute fonction A sur M,
on désigne par H) le champ hamiltonien de )\, défini par
Hyf={\f}

Soit y une transformation canonique locale de M = T*(R%). On peut supposer
que x(0,0) = (0,0).

LEMME 1. — II exziste une famille (xs), s € [0,1], de transformations cano-
niques de M dépendant réguliérement du paramétre s et une famille A(s) de
fonctions C§° sur M et a valeurs réelles telles que

d
1 - s:H s s
(17) =X As) (Xs)
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et xo =1d, x1 = x au voisinage de 0.

Preuve du lemme. — On peut supposer que x est définie sur une boule centrée
en 0. Alors la famille (x,) définie par

Rl 6) = Tx(52,56), pour s €0,1] et Ko(2,6) = dx(0)(x€),

permet de connecter y & une transformation canonique linéaire. Le groupe li-
néaire symplectique étant connexe (cf. [15], ch. X, lemme 2.4), on peut ensuite
connecter Yo a 'identité et construire ainsi au voisinage de 0 une famille régu-
liere xs qui connecte 'identité a x. Puisque chaque x est canonique, il existe
une famille A(s) de fonctions C* dans un voisinage de 0 telles que l'on ait (17).
En tronquant A(s) au voisinage de 0, et en résolvant I’équation (17), on obtient
une nouvelle famille x,, cette fois globalement définie sur M, et qui coincide
avec la précédente au voisinage de 0. O

Notons
A" (s) = opy, (A(s))

et associons a cette famille y; la famille d’opérateurs unitaires définie par
d
(18) z‘h&U(s) = A (s)U(s), U(0)=1Id.

Remarquons que pour tout symbole a, € C°(RE x ]R‘g) et dépendant régu-
lierement de s, nous avons

d * _ * { h

(UG opn(@)U(s)) = Uls)* (opy(0sas) + 1 [A"(s),0pp(a.)] ) U (5)
= U(s)"op,,(0sas + Hy(syas)U(s) + O(h?)

par le calcul de Weyl. On a donc, si as 0 xs = a o x1 est indépendant de s,

(19) Va € C5°(RY x Rg), U(s)*opy,(as)U(s) = op,(a o x1) + O(h?).

Dans toute la suite, on appellera opérateur intégral de Fourier unitaire as-
socié a x, U'opérateur U = U(1), de sorte que (19) s’écrit, pour s = 1,

(20) Va € C5°(RY x Rg), U*opy,(a)U = opy,(a o x) + O(h?).

Bien siir, de tels opérateurs peuvent également étre définis par des intégrales
oscillantes (comme par exemple dans [27]), mais la définition que nous avons
adoptée est plus commode lorsqu’on manipule des opérateurs pseudodifféren-
tiels a deux échelles, comme nous allons le faire dans la suite.
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2.3. Un lemme d’invariance. — Soit (xs), s € [0, 1], une famille de trans-
formations canoniques satisfaisant a (17) avec xo = Id et (U(s)) la famille
d’opérateurs associée comme ci-dessus. Soit (gs) une famille réguliere de fonc-
tions de classe C*° de M dans R? vérifiant 9s(gs o xs) = 0. Le lemme suivant
est une généralisation du « lemme d’Egorov » (20) au cadre des opérateurs &
deux échelles.

Précisons d’abord quelques notations. Soit v"(s) = U(s)vl ol (vf) est une
famille uniformément bornée de L?(R?) et soit (as) une famille réguliere d’élé-
ments de A vérifiant 95 (as(xs(x,€),n)) = 0. On note

KZ;S (as) = (oph (as (m,é, %))vh(s) ’ 'Uh(s)>.

LEMME 2. — Il existe une suite hy tendant vers zéro lorsque k tend vers l'in-
fini, telle que pour toute famille (as) comme ci-dessus, limg_ 1 oo K;ﬁf (as) existe
et soit indépendante de s.

Preuve du lemme 2. — La famille (v"(s)) vérifie ihdsv" = A" (s)v™. On a donc

At 0 = (o (os (6 25 ) N0t 9) 09

+ (oph (asas (x,f, gs%@))vh(s) | vh(s))

1) + (omn (2t Ty (.6 ZEE) ) s) 0,

Notons

0 = %[oph (as (x,{, gs%f))>,Ah(s)].

Si T" est I'opérateur de changement d’échelle défini en (16), alors

The(Th)* = % [op1 (as (ac\/ﬁ, &Vh, Mﬂ)) ,0py (A(s, zvh, f\/ﬁ))} .

Le lemme de calcul de Weyl suivant est classique (¢f. par exemple [16],
p. 155) :

LEMME 3. — Soient a et b deux fonctions C* a dérivées bornées; alors

[op (@), 0p1 (1)) = oy (3{a, b} + 7).

(22) Np(r) = sup [0207r| < C > (Ng(D?a) Ny (D?D)).

ol +18]<p vl
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En utilisant ce lemme, on obtient
O™ = —Lop, ({a (v, evh, OV (s o vhevi)))

Vh
+0(Vh)
dans £(L*(R%)), soit

© = opy, (HA(S> (as) (m & gsij;) )

1 9s(2,§)

+—H s s -V as(x7 ) >>+O \/E )
N )(9s) - Vy 3 Th (Vh)

ce qui, reporté dans (21), donne dK} (a,)/ds = O(Vh), uniformément en h.

11 suffit alors de choisir la suite hi de sorte que la limite de K 50’“ (ap) existe pour

tout ag. O

2.4. Définition et nature géométrique des mesures a deux échelles

Preuve du théoréme 1. — Soit x une transformation canonique locale satisfai-
sant a
gox 'z, &) =¢.

Par le lemme 1, on associe & y une famille de transformations canoniques .
On note g, la famille d’équations définie par g; o xs = g pour tout s € [0, 1].

Soient U un opérateur intégral de Fourier associé a x et (v") une suite
uniformément bornée dans L?(R?) dont nous voulons étudier la concentration
sur I = {g = 0} a P’échelle v/h. Notons vf' = v", de sorte que, avec les notations
du lemme 2, on ait v"(1) = Uv". Par ce méme lemme, on obtient I’existence
d’une suite hy telle que pour tout a € A

. h T B o h
kEToo Kg " (a) - kggloo Kgsk (G’S) - kgrlloc Kglk (a1)7

ol as est définie par as o xs = a. Par le résultat du paragraphe 2.1, il existe
une mesure v; sur { = 0} x RP telle que,
f/
kEI—Poo K;le (al) = <a1(x, 57 n)a M1 (1’, 5)15'5506(77 - moo> +un (J?, 5/1’ n)6(§/)>a
oil p11 est une mesure semi-classique de la suite (v"(1)). Le théoréme 1 est donc
démontré en choisissant pour v, I'image réciproque de v; par 'application y
définie par X(m,n) = (x(m),n). 0

Notons vr la mesure sur N(I), image réciproque de vy par lisomor-
phisme Ny, ott Ny(m,[v]) = (m, dg(m) - v). Cette mesure ne dépend pas de
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I’équation g : en effet, soit g une fonction telle que g = g, ou 6 est une matrice
inversible. Alors, d’'une part, dg = #dg sur I ; d’autre part,

Oph(a@g, é(\%))) _ Oph(&(x,g, g(\%)))

avec a(z,&,m) = a(z,&,0(z,&)n). Ainsi ao Ny = ao Nj et (vy,a) = (vz,a).
La mesure vy est donc bien définie indépendamment de g.

Par construction, la mesure vy est invariante par transformation canonique
au sens suivant. Considérons une sous-variété involutive I de M et x une trans-
formation canonique de M. L’application tangente T'x envoie T'I sur T'x(I),
elle induit donc une application N(x) de N(I) sur N(x(I)) que ’on peut pro-
longer en une application N(x) de N(I) sur N(x(I)) en convenant que si
(m. o)) € N(I) et N(x)(m, [v]) = (x(m), [w]), alors

N(x)(m, [v] 00) = (x(m), [w] o).
Considérons enfin un opérateur intégral de Fourier U associé & x. Avec ces

notations nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 1. — Soit (v") une suite uniformément bornée de L*(R%) et vy
sa mesure & deuz échelles pour I. Alors la concentration de (Uv™) sur x(I) est
décrite par une mesure a deuz échelles vy () vérifiant

vy o N(x) =vr.

Avant d’envisager le cas de solutions d’une équation aux dérivées partielles,
remarquons que comme dans le cas microlocal, le fait que les mesures & deux
échelles v et 7 de deux suites (u”) et (") pour la méme involutive I soient
étrangeres permet de calculer la mesure de (u” + @"). En effet, notons

= ()
i)

La mesure & deux échelles de (v") sur I est alors de la forme

(57)
A/’
et sa positivité entraine que A est une mesure absolument continue par rapport
avet v Onadonc A =0, ce qui implique

(omn (o6 28 ot 1) 5 0.

et la mesure de (u” 4 @) n’est autre que v + 0. Cette remarque sera utile au
paragraphe 8.
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2.5. Localisation et propagation. — Venons-en aux propriétés de vy
lorsque (u") est solution d’une équation aux dérivées partielles. Soit ¢ : M — R
une fonction de classe C°, et soit (Q") la famille d’opérateurs pseudodifféren-
tiels semi-classiques associée a ¢ par la quantification de Weyl,

= [ Ll

La formule ci-dessus a un sens au moins si ¢ a une croissance polynomiale a
I'infini en &, ce que l'on peut toujours supposer car les propriétés étudiées sont
locales en les variables (z,£). Soit mg € M tel que g(mg) = 0, dg(mo) # 0, et
soit ¥ I'hypersurface d’équation ¢ = 0 prés de myg. Soit (u") une suite bornée
de L?(R%) telle que, pour toute fonction 8 € C=(R? x R?) & support dans un
voisinage donné de myg, on ait dans L2(R?)

(23) op,(8) Q"u" = o(h).

Soit I = {g = 0} une sous-variété involutive de T*R?. On suppose que
I coupe transversalement Y. La mesure vy, comme la mesure semi-classique
de la suite (u”), est supportée au-dessus de ¥. Supposons de plus que I 0%
soit involutive. La concentration de (u") sur I est alors décrite d’une part
par vy, d’autre part par vyny. Le lien entre ces deux mesures est décrit par
le lemme suivant. Rappelons que, si J est une sous-variété involutive de X,
nous notons Nx(J) le fibré au-dessus de ¥ obtenu par compactification des
fibres de T'(X)/T(J). Si J = I N X, l'isomorphisme canonique de T(X)/T'(J)
sur T'(M ) ;/T(I),; se prolonge en un isomorphisme

927[:N§;(J)—> (I)lJ.

LEMME 4. — Soit J une sous-variété involutive de X, alors Supp(vy) C
Nx(J). De plus, si J = I N, les mesures vy et vy sont identifiées par
lisomorphisme Os 1.

Preuve du lemme 4. — Compte-tenu de 'invariance par transformation cano-
nique des mesures vy et vy, il suffit de démontrer ce résultat dans un systeme
de coordonnées adaptées. Supposons que

Y={6=0}, J={& == =0}, I={L=---=§ =0}

L’équation (23) devient ihdy, up, = o(h), microlocalement. La classe modulo T'.J
d’un élément 6¢ = (0, 6&a, ..., 0£4) de TS est repérée par ses p premieéres coor-
données (661 =0, ...,0p) et est donc completement déterminée par la connais-
sance de (0a,...,0,). Soit a € A nul sur {n = 0}. Alors a est de la forme
a(z,&,m) = mb(x,&,n), avec b de classe C™ bornée ainsi que ses dérivées.
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Il vient, en utilisant le calcul symbolique puis ’équation,

(opn (o6 125 )

= (oph(b(:ﬁ,g, %))oph(%yf | uh> + O(\/ﬁ) = O(\/ﬁ)
Le support de v; est donc contenu dans {n; = 0}, c’est-a-dire Nx(J).
Pour tout a € A, a — aj;,—o = mb, ol b est comme ci-dessus. Il en résulte
que
(oph(a)uh|uh) = (oph(amlzo)uh|uh) + O(\/ﬁ)»
d’ou (v, a) = (vr,a)y,—0o), ce qu'il fallait démontrer. O

Venons-en a 1’étude de la propagation de ces mesures et commencons par
introduire quelques notations ; comme J = XN est une sous-variété involutive,
nous avons

(24) {g,9} = cg+qc,

ot ¢ € M,(R), et ¢ € R sont des fonctions & valeurs matricielles et vectorielles
respectivement, C'*° pres de my.

PROPOSITION 2. — Soit (u") une suite bornée de L*(RY) satisfaisant a (23),
vr et vy les mesures a deux échelles associées. La mesure vy est propagée par
la linéarisation du flot hamiltonien de q transversalement a . Cette propriété

se traduit sur la mesure vy = Ng(vr) par Uéquation de transport

(25) {a,vg} +cViy - (nvg) =0,

ot la matrice ¢ est définie par (24).

Notons que 1’équation (25) doit se comprendre dans le dual de I'espace A,
en tenant compte du fait que 7 - V,a = 0 pour tout a € A au voisinage
de |n| = +oc.

Preuve de la proposition 2. — Nous suivons la méme stratégie qu’au lemme 2.
Considérons 3 € C*>(RY x Rg) a support compact pres de myg et vérifiant =1
pres de mg et {g, 8} = 0 dans Uintérieur U de {5 = 1}. Soit a € A & support
compact en (z, ) dans Y. Comme pour le lemme 2, la preuve de la proposition
2 repose sur I’étude de 'opérateur

6= %z*{ophU%cynoph(a(x,s,gf;f)))}<ThV7

pour lequel on a (OT"u" | Thu) = o(1) du fait de 'équation (23) & laquelle
satisfait u”. Or, compte tenu de la localisation des supports de 3 et a, on a

6 = 2" om(80),0mn (a (.6 L) )y + o),
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dans £(L?(R%)).

Le lemme 3 (ainsi que la localisation des supports de [ et de a) nous donne

6 — opy (g0} (aVF, 6, 202V

v
+0p1(\/_{q g}V a(x\/_ h,&Vh, (x\/\;;\/_)» + o(1).

Le premier terme du membre de droite de I’équation ci-dessus donne le premier
terme de I’équation de transport (25); il reste donc a étudier le second terme.

Remarquons tout-d’abord que la formule (24) et la localisation du support

de a donnent
o (0.0} V(e vh, LEVEEVY)

a (ac\/ﬁ, &Vh, 97(33\/—, D) ) )

cg
=op | —=-V
P1<\/E n \/E

—|—\/1_0p1 (ﬂqc Vna<x\/— 5\/_ g(ac\/\_/;\/_)))

Le premier terme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus donne le se-
cond terme de (25). La contribution du deuxieme terme est nulle. Pour s’en
convaincre, on réutilise I’équation (23) en écrivant

%op1 (6qc v a(x\/_ 6\/_ (x\/\;_fx/_)»

= —ony (¢ V(2R VR, <Mﬁ )Y op, (BT, R + B,

ot R" est uniformément borné, et a la méme structure que vA©. On a donc
gagné une puissance de vk, ce qui est suffisant pour obtenir

(RMThul | Thuly = O(Vh)

en reprenant sur R" I’étude faite sur O. Ceci clot la preuve de la proposition 2.
O

3. Géométrie des trajectoires classiques prés du croisement.

PROPOSITION 3. — Soit © € R? tel que VV (x) # 0, il existe deur courbes
— (2F, &F) uniques, continues pour s dans un voisinage de 0 et de classe C*
pour s # 0, telles que

fs

26 { 9
(26) = e

mw

5 =-VV(aD),
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avec les conditions initiales xat =z, 53[ = 0. De plus, (vF,¢F) dépendent de
fagon C* de (s,z) pour s # 0.

Notons que (26) implique en particulier
+ VV(x)

:ZF:L‘ = —_-—.

+it -
=0 |VV ()]

s=0"+

Preuve de la proposition 3. — Soit x € R? tel que VV (z) # 0. Considérons le
systeme

X, = —sgn(s)—, Xo=uz,
(27) { gn(s) 0

2, =-VV(X,), Eo=0.
Le systéme (27) équivaut a
S [ VV (X dt "
o | [} VV(Xoe)dt]

Ihypotheése VV (z) # 0 et le théoreme du point fixe nous assurent que le systeme
(27) admet une unique solution dans un voisinage de s = 0. De plus cette
solution dépend de fagcon C*> de z. Il en est de méme pour le systeme

1
Es:—s/ VV(Xa)dt, Xi=z+
0

=/

{X; — sgn(s) =%, X} =u,

(28) —s
2, =-VV(X]), ZH=0.
On remarque alors que les courbes

(a5, 6F) = { (Xs,Es) pour s <0, (-, 67) = { (X!, EL) pour s <0,

(X.,ZL) pour s > 0, (Xs,Zs) pour s > 0,
sont solutions de (26). Réciproquement, on construit des solutions de (27)
et (28) au moyen de (x,£F) et (x5,£7), solutions de (26). L’unicité des solu-
tions des deux premieres équations implique 'unicité des solutions de (26), ce
qui prouve la proposition 3. |

Soit mg = (to, o, 70,&0) € M tel que & =0, 70+ V(zg) = 0 et VV(x) # 0.
On définit

Jtr = {(t+s,Xs($)7T7 Es(z), (t,z,7,0) €U, s€]— 670]}»
JP = {(t+s X\ (z),7,2(z)), (t,a,7,0) €U, s€]—¢0]},
Jtf = {(t+ s, X\(z), 7,2 (), (t,z,7,0) €U, s €[0,¢€[},

)

ou U est un voisinage de my dans S N {VV(x) # 0} (on rappelle que S est
défini par S = {£ =0, 7+ V(x) = 0}) et € est choisi assez petit de sorte que
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l'on reste dans I'ensemble {VV(x) # 0} et dans le domaine d’existence des
solutions de (27) et (28) . On a donc

J=JPuJgf
= {(t,$,7,§) ;3 (57y) €R x RQ’ (1‘,5) = (Xs(y),Es(y)),
(t—s,y,7,0) € U},
J =Jrugtd
= {(t,2,7,6);3(s,9) € RxR?, (2,€) = (X{(), E{(v)),
(t—s,y,7,0) € Z/{}.
Compte tenu de la construction de (X, Z5) et (X2, E.), J et J' sont des sous-

variétés C*> se coupant transversalement en S.

PROPOSITION 4. — [l existe une fonction ¢ de classe C*° dans un voisinage de
(x0,70) telle que J = {§ = Vo(z,7)}, J ={{ =-Vo(zx,7)}. En particulier,
J et J' sont des sous-variétés involutives de T*(R?). De plus

(29) |7+ V(z)| = |Vo(z,7)|.

Notons que la formule (29) traduit le fait que JUJ' C ¥ = {|7+V (z)| = |¢|}.
On définit alors w = w(x, 7) par la formule

(30) Vo(z,7) = (1 + V(z))w(z,T),
et on note
I= {m = (t,z,7,&); wlx,7) NE= 0},
olt pour v = (vy,v2) € R? et y = (y1,y2) € R?, on note
VAY =v1Y2 — V21 va‘~y
avec v = (—vg,v1).
On vérifie que I est une hypersurface coupant transversalement
St={r+V(@)+{ =0, £#£0} et
5T = {r+ V() - g =0, £#0},
etque XNI=JUJ.

Preuve de la proposition 4. — Pour tout 75 € R, considérons les ensembles
Az = {(Xs(2),Es(2)) ; L ER, (t,2,70,0) €U},

(resp. A, = {(X[(x),Z,(x));3t € R, (t,2,70,0) € U}). Ce sont les projec-
tions sur l'espace T*(R2) de J N {r =70} (vesp. J' N {r = 10}).

On remarque qu’au-dessus d’'un point m de S
TArlm =T({£=0,7+V(z) =0}) BRH,
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ou H(z,0) = (VV(2)/|VV(z)|,—~VV(z)) : la premiére projection restreinte
a A, est de rang maximal et TA,, |5 = TA,|n pour la forme symplectique
d¢ Adz. De plus, en dehors de S, les sous-variétés A, et A’ sont tissées par le
flot hamiltonien de 7o+V (z)%[£]. On en déduit que A, (resp. A/ ) est une sous-
variété lagrangienne de 7*(R?2) admettant un systéme d’équations locales de la
forme ¢ = Vo (z,70) (resp. £ = V&' (z,70)) olt les fonctions ¢ et ¢’ peuvent
étre choisies de sorte qu’elles dépendent régulierement du parametre 7y.

On vérifie aisément que X_(z) = X.(x) et E_5(z) = —E,(x) car

d . = =,
_(st) =-X = Sgn(—s)_— = Sgl’l(S)_—,
ds |=—s] |=—s]

d .

—(—=2_5) = 2., = -VV(X_,).

diz (x_.)

Dés lors, si (z,8) € Ay, alors (z,—§) € A, , et on peut choisir ¢' = —¢. O

4. Un résultat général de restitution de I’énergie par le croisement

Dans ce paragraphe, nous montrons que 1’énergie d’une solution ne peut
rester localisée sur ’ensemble critique S.

PROPOSITION 5. — Si pu est une mesure semi-classique d’une famille (Y1) de
solutions du systéme (3), alors
(31) ,u({§ =0, VV(z) # O}) =0.

La preuve de la proposition 5 est basée sur le lemme suivant.

LEMME 5. — Soit u une mesure semi-classique d’une famille de solutions du
systéme (3), alors

(32) (1 + V(@) — (7 + V(@) VV(2)  Vep— € Vap

- %(A(VV(OC))M + pA(VV ().

Preuve du lemme 5. — Considérons 'opérateur I" défini par
h h
I = (—_at +V(z) - A(th)> o (—_at V(@) + A(hDI)>
i i
h 2
= (304 V(@) +hA+ V(@) A(RD,)].

On a I'p" = 0. L’opérateur I" ayant un symbole principal scalaire, on peut
utiliser la méthode d’énergie usuelle. Pour tout a € C§° (R?I X R?—,g) a valeurs
matricielles,

1 1
7 OP(@Y" [ T9) gy ) = (PR (@T ¥ [9%) oy ) = 0.
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Compte tenu de I'* = ((h/i)0;+V ()2 +h?A—[V(z), A(hD)], le calcul pseudo-
différentiel usuel donne
%(F* opy,(a) — op,(a)T) = opy, (%{(T + V(ﬂf))2 — €2, a}
+i{V(@), A©)}a + ia{V (@), A©)}) +o(1)
dans £(L*(R?)). Lorsque h tend vers 0, on obtient

[ o (({+v@) - gk ate o} - (v, A©}at o6
Rt x,7,&
o ~a(t, 2, m, V(@) A(§)} ) u(dt, da, dr dS) ) = 0.

Cette égalité étant valable pour tout symbole matriciel a — en particu-
lier pour un symbole de la forme a = aFE;; ol a est scalaire et F; ; est la
matrice E; ; = (5i,k5j,e)kg — on obtient (32) une fois remarqué que l'on a

{V(2), A(&)} = —A(VV(2)). O

On utilise alors (32) de la fagon suivante. Soit ® € C§° (]Rg), 0<®<1,avec
D(E) =0si €] >2et &) = 1si ¢ < 1. Alors pour € > 0, 'équation (32)
implique

(33) @(é) ((r+ V(@)dhp— (1 + V(@) VV(2) - Vep— € Vopa)

1./§

= 3(2) (A(VV(@)n + pA(VV (2))).

En utilisant que p est supportée dans 'ensemble caractéristique {74V (z)%|¢| =
0}, on trouve par convergence dominée que le membre de gauche de I’équation
(33) tend vers 0 au sens des distributions lorsque € tend vers 0, ce qui implique

(34) A(VV (2))Le=op + 1e—opA(VV (z)) = 0.
On utilise alors le lemme élémentaire suivant :

LEMME 6. — Soit a € R?\{0} et M € M3(C) une matrice hermitienne posi-
tive telle que A(a)M + M A(a) =0; alors M = 0.

Preuve du lemme 6. — Soit (e4, e_) une base orthogonale de vecteurs propres
de A(«), alors A(a«)Mes = F|a|Me4. Par définition de e, il existe Ay, A € R
tels que Mex = Areg. Ceci implique (Mex | ex) = 0; la matrice M étant
hermitienne positive, on en déduit M = 0.

Par le théoreme de Radon-Nikodym, il existe une fonction M appartenant
a LY(R{, ;;tr(ple=o)) et & valeurs dans les matrices hermitiennes positives
telle que

le—op(t,z,m,6) = M(t,z, 7)tr(ple—o).

L’équation (34) et le lemme 6 impliquent alors M = 0 d’ou (31). La proposi-
tion 5 est démontrée. O
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5. Propagation le long des trajectoires critiques

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a ’évolution en dehors de £ =0
des mesures & deux échelles associées & une famille (¢") de solutions du sys-
teme (3) et aux sous-variétés J et J'. Nous commengons par établir un lemme
de séparation des modes qui permet de ramener notre systeme a 1’étude de deux
équations scalaires. Nous appliquerons alors les résultats du paragraphe 2.5.

Il suffit de travailler au voisinage d’un point m; = (t1,21,71,&) de
Y NI\ {¢=0}. Supposons par exemple que m; € £+ N 1. Soit x € CS°(T*R?)
valant 1 pres de (x1,&1) et telle que, pour tout (x,€) dans le support de Yy,
il existe un repere mobile (e+(§), e~ (f)) de R? constitué de vecteurs propres
unitaires de A(¢) dépendant de £ de fagon C*°.

Soit (u") la famille de fonctions de L?(R?) définie par
{ ihow!, = (|hDg| + V(x))ult,
ulf(t1) = (op(xet) | ¥"(tr)),

ol (- | -) désigne le produit scalaire sur C2.

(35)

LEMME 7. — Il existe un wvoisinage ouvert U de my tel que, pour tout ®
dans C§°(U),

(36) opy, (®)Y" = op, (®et)ult +0o(1) dans L*(R?).

Preuve du lemme 7. — Posons @t = (opy,(xe®) | ¥"). Pour toute fonction
X = X(z, &) supportée & l'intérieur de {x =1}, on a

(37) 0Py, (X) (V" — opy, (xe ™)y — opy (xe)a ) = o(1).

De plus, (af) vérifie
ihoyilt = (£|hDy| + V(z))alt + hfl,
ol
b= %Oph (Ve 1)e" + o, (X)9" + (1),
avec ¥’ = 0 a l'intérieur de {x = 1}.
Puisque f" est bornée dans L2, la mesure semi-classique de (@f) est sup-
portée dans L.

Par ailleurs, la base (e, e™) étant orthonormée, il existe une fonction C§°,
v, telle que, sur le support de ¥,

{V,e®} = £yeT.
Il en résulte que

= i%OPh(X’Y)ﬂ;L: +op, (X)¥" + o(1).
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Considérons une famille de fonctions C§°, x+ = x+(, §) satisfaisant a
{r+V@) + %t =0,

supportée a l'intérieur de {x = 1} et valant 1 prés de my. On a, compte-tenu
de la localisation des mesures semi-classiques de (a") et de (@ —ul),

lopn (%)@ =) [ Fages

¢

= o(1) = 2Re( [ (op (%) (5) | opp (1) (3 () ~ () ) = (1)
ty

En revenant a la formule (37) et en choisissant un ouvert I contenu dans

lintérieur de {x:(x,&) = 1} et ne rencontrant pas ¥, on obtient le lemme 7.

O

Le lemme 7 a pour corollaire immédiat que les mesures a deux échelles v et
v’ de la famille (") pour J et J' respectivement vérifient dans U

v=vtrat, =,

ol les mesures v P et v sont les mesures & deux échelles de la famille (uﬁ)
pour les sous-variétés J et J' respectivement.
h

On obtient un résultat similaire si m; € ¥~ NI, en introduisant la solution u
de

ihOwu = (—|hDy, x))ul,
(38) { ho ( |hD.| 4+ V( ))

ul (1) = (opp(xe™) | ¥ (t1))-

La proposition 2 implique alors le théoréme 2 dont nous allons don-
ner une version plus précise dans la suite. Soit I I’hypersurface d’équation
w(x,7)ANE=0. Comme INYT = JtPuJHf avec J&TP C Jet J&F C T,
le lemme 4 appliqué a la famille (u’) permet d’identifier v; avec v = v™PII*
au-dessus de JHP et avec v/ = vHFIIt au-dessus de J*/. En utilisant (u”),
on identifie vy avec v/ = v PII~ au-dessus de J P et avec v = v /It
au-dessus de J77. Le théoréme suivant décrit les équations de transport
vérifiées par vy et constitue un énoncé équivalent au théoreme 2 compte tenu
des identifications que nous venons de faire.

THEOREME 2'. — On suppose que (Y") est solution de (3). On désigne par
vr la mesure semi-classique a deux échelles associée a I munie de l’équation
{w(z,7) NE=0}. Alors

(39) VI (t’ x’ T’ §7 n) = V+ (t7 x’ T’ f’ 77)1_‘[+ (f) + V7 (t’ x’ T’ §7 n)Hi (f)’

ot vE sont des mesures positives sur I x R, portées respectivement par 2= N I

et vérifiant les équations

0) 0wk Vo = TV (@) Vet £ (V) 0, () =0,
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au-dessus de JEP\S, et

41)  opt % Vo — YV (@) - Verk F (V- w) 9, () = 0,

au-dessus de J57\S.

Preuve du théoréme 2'. — Les équations (40) et (41) sont une conséquence de
la proposition 2 appliquée aux familles de solutions des systemes (35) et (38) :

les mesures v* vérifient dans U 1’équation
vt + % Vvt —VV(2) - Ver® + £ 0,(w*) =0,

ot ¢t = ct(x,7,€) est tel que
{T:|:|£|+V(ac),w(x,7')/\§} = ci(x,T,ﬁ)w(ac,T)/\£—|—Ei(x,7',§)(7':|:|§|—|—V(ac)).

Il reste & calculer ¢*. Remarquons que
{7’ + €]+ V(x),w(x,T) /\§} =VV(z) ANw(z,7) + % . Vm(§ /\w(ac,r)).

D’apres (29), le vecteur (7 4 V(x))w(z, T) est un gradient en x donc
Ve A ((T+ V(2)w(z, 7)) =0,
ce qui implique
(42) VV () Aw(z,7) = —(7+ V(2)) Ve Aw(z, 7).
D’autre part,
(43) £-Vi(whE)=—(w)’Vihw— (£ w)(WAE)V, - w.
Les relations (42) et (43) donnent sur ¥ = {7 + V(z) = £[¢{|}

(g?ff)va roF iy, .o

ci(x,é,T)w/\é“::I: 6

On en déduit que sur X N1, on a

£w

V- w.
13

&) =7F

Or, d’apres la proposition 4,
si€ed E=(1+Vw etsiceld, E=—(1+V)w,
avec T+ V = F|¢[, ce qui achéve la preuve du théoréme 2’ O
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6. Réduction a un probléme modele

6.1. Transformation canonique. — Nous allons redresser 'hypersurface I
grace a la transformation canonique suivante.

PROPOSITION 6. — Il existe une transformation canonique locale r sur T*R3,

H(t7 x’ T’ f) = (57 Z’ 07 C)’
et des fonctions C>°, X et u, strictement positives pres de (xo, 7o) telles que
o= -Nz,1)(r+V(x),
(44) s = Mz, T)w(z,7) - &,
CQ = )\(.’IJ, ’7')/1,({17, T)(U({I?, T) A f
De plus, on peut choisir z = z(x,7) de sorte que (x,7) — (z,0) soit un difféo-

morphisme local.

Preuve de la proposition 6. — En utilisant le théoreme de Darboux (cf. par
exemple [16]), il suffit de montrer qu’il existe A = A(z,7), p = u(x, 7), stricte-
ment positives telles que si s, o et (3 sont définis par (44), on ait
{Ua 3} = 17 {C27 5} = 07 {Ua CQ} = 0.

Le lemme suivant nous permet de construire \.
LEMME 8. — Soit W = W(x1,x2), C* avec dW # 0, supposons qu’il existe
une fonction C* g telle que

dg=0si W =0,

Hessg # 0 si W = 0.
Alors, au voisinage de tout point ou W s’annule, il existe une fonction \, C*
strictement positive telle que

g=Cte=£ %(AW)?

Preuve du lemme 8. — Le probleme est invariant par changement de coordon-
nées dans R?; on peut donc supposer W (x) = z; et se placer au voisinage de
0. La fonction g vérifie dans ces nouvelles coordonnées

Yoy € R, dg(0,29) =0 et d?g(0,z2) # 0.

Nécessairement, g(0,z2) = Cte; notons a cette constante. D’apres la formule
de Taylor, il existe une fonction C*> ~ telle que
2

9(@) = a+ Ty(a).

Comme d%g(0,z2) = (W(O(’)m) 8) # 0, on en déduit que vy(z) # 0 dans un
voisinage de 0; la fonction A = /|v| est alors C* et résout notre probleme. O

TOME 130 — 2002 — N© 1



MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 149

On sait par la proposition 4 qu'il existe une fonction ¢ vérifiant (29), ¢
satisfait donc aux hypotheses du lemme précédent avec Wr(z) = V(z) + 7.
Quitte a changer ¢ en —¢ et a la modifier par addition d’une fonction de 7 si
nécessaire, il existe une fonction A = \(x, 7) strictement positive, C*° dans les
variable x et 7, telle que

¢($,T) = %()\(.%',T) (V(.%‘) + T))2'

C’est cette fonction A que nous allons utiliser. Du fait que |V¢| = |V (z) + 7],
la fonction A vérifie certaines propriétés qui nous seront utiles dans la suite et
que nous allons rassembler dans la remarque suivante.

REMARQUE. — Comme V¢ = A7+ V)V, (A(r+V)) = (7 4+ V)w, on a

(45) AV (AT +V)) =w.

De plus 1 = AV, (A (7 + V)| = A2|VV| sur {7 + V(x) = 0}, donc
2 1

(46) Az, 7))" = V@) sur {r+V(z) =0}.

Revenons a la démonstration de la proposition 6. Considérons
o=z, 7)(T+V(z)) et s=\a,nw(z,7)- £
Le calcul donne
{o,s} = Az, T)w(z,7)  Vo(AMz,7)(V(z) + 7)) =1
et, pour toute fonction p = p(x, 7), par (45),
{U, Mz, T)p(x, T)w(z, 7) A §}
= XNz, ")z, T)w(z,7) AV (A, 7)(V(z) + 7)) = 0.
Recherchons alors p telle que (o = Az, 7)p(z, T)w(x, 7)AE vérifie {s, (2} = 0.
Compte tenu de
(47) D€ Miw A €} = P, Aaw] - €,

le lemme suivant nous permet de conclure.

LEMME 9. — Soient X| et Xo deux champs de vecteurs de R? partout non
nuls et tels que X7 - Xo = 0. Alors

X1
| X1 [?

)zOetV/\(X2 ) =0

[Xl,XQ]:O <~ V/\( |X2|2

Appliqué & X; = dw et Xp = A\uw™, le lemme 9 établit 'existence de & sous
les conditions N
w w
vA(2)=0 et vA(S) =0
) ¢ i
Comme w/\ = V,(A(V(x)+7)) d’apres (45), la premiére condition est vérifiée.
Il reste & choisir localement p > 0 telle que V,, - (w/Ap) = 0, ce qui ne présente
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pas de difficulté puisque w/\ est un champ de vecteur régulier ne s’annulant
pas. On choisit alors z; = 7 et zo = 2zo(x, 7) tel que

1
w
Vaezg = )
<2 )\'u
de sorte que (z,7) — (2,0) est bien de rang maximal. O
Preuwve du lemme 9. — 11 suffit de raisonner localement pres d’un point zg.

Le fait que X; et X5 commutent équivaut a l’existence d’une application
F = F(t1,t3) d'un voisinage de 0 dans R? sur un voisinage de x( telle que

(48) O, F = X;(F), j=1,2.

L’application F est un difféomorphisme local ; notons F~! = (u1,u2). En déri-
vant par rapport a ty,to les identités

U, (F(tl,tg)) = tj

on obtient
(49) Vu;(F) - 04 F = bk,
soit, en utilisant I'orthogonalité de X7, Xo,
X
(50) Vji=1,2, Vu; = —.
TP

Il en résulte que V A (X;/|X;]?) = 0. Réciproquement, les identités (50) as-
surent que (u,ug) est un difféomorphisme local, dont l'inverse F' vérifie (49),
donc (48). O

6.2. Le systéme modele. — Utilisons la transformation canonique précé-
dente pour ramener le systéme (3) & un systéme modele. Commengons par
effectuer un changement de fonctions inconnues. Soit w = w(x, 7) la fonction
définie par la formule (30), et soit € la fonction & valeurs réelles définie par

(cos(20(z,7)), —sin(20(z,7))) = w(z, 7).

Soit Ry la matrice de rotation d’angle 6,
B — cosf —sinf
7 \sing coso )

w-& wANE
wAf—w-f)’

Remarquons que
(51) Ry ARy " = (

donc, en notant R = op,, (Rg(mﬂ-)), on a l’identité
Roph (T + V(Jf) + A(f))R_l = Opp, (Q(xa T, é-))
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ol, pres de my,

onra=rova (6 400)

Soit vy la mesure & deux échelles associée a (¢") et & I = {w(x,7) A€ = 0}.

La mesure v = R@(w,T)V[R;(lz -y est la mesure a deux échelles pour I'hypersur-

face I = {w(x,7) A& =0} de la famille (Ry") qui satisfait &

op, (Q)RY" = 0.

D’apres (51) et (7),
o si(t,x,1,6) € JTPUJTP,

_ 00
Ry R = (o 1) = B2

_ _ 10
R@(I,T)H (é‘)RQ(;,T) = (O O) = E17

o si(ta, 7,8 e Jfugh
Re(x,ﬂH*(f)R;(L,T) = En,
Ryan 117 () Ry 1y = Eo.
La formule (39) s’écrit alors
. { vtEy +v~E; au-dessus de J~P U JTP,
vtE, + v Ey au-dessus de J—f U JHf,

Soit mg = (s = 0, 20, 0 = 0, (1,0, (2 = 0) € T*(R3), et soit k une trans-
formation canonique définie comme au §3.2, au voisinage de mg. Soit U un
opérateur intégral de Fourier unitaire associé a la transformation canonique « et

o = Uoph(A(x,T)fl/Q)Rwh.

Soit () la matrice définie par

(52) Q:<_”+S o )

aly —0—35
avec a = 1/pu. En utilisant (20), on obtient
opy, ()" = op,(Q)Uopy, (A, 7)"/?) Repy,
= Uop,(Q o k)op, (M, 7)) Ripy, + O(h?)
= Uop,, (M, 7)Q(x,7,€))opy, (\(z, 7)"V/?) Rejy,.
Mais par le calcul de Weyl, on obtient
oy, (M, 7)Q(, 7, €)) opy (A(w, ) 7/?) = opy, (A(w, 7)'/2)opy, (Q, 7, £)) +O(h?).
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On en déduit que la famille (v") est localement solution du systeme (14), au
sens ou, pour toute fonction 5 € C§° a support dans un voisinage U assez petit
de mo,

(53) o, (B)op, (Q)v" = O(h?) .

D’apres la proposition 1, la mesure v = 7 o N(k)™! est la mesure & deux
échelles de la famille (v") pour I'équation (2/Au = 0 de I. Les résultats
des sections précédentes assurent que v ne charge pas ’ensemble singulier
S ={0=s=( =0} C I Notons v* = v*to N(k)~!. Les mesures scalaires v+
sont portées respectivement par {(2 = 0, —og % |s| = 0} et vérifient les équations
de transport suivantes :

{ dsvt + 0,vt = 0 dans {s > 0},
Osv* F 0,vT =0 dans {s < 0}.

7. Analyse a l’infini

Dans ce paragraphe, on étudie la propagation des mesures a deux échelles
a l'infini sur le fibré normal & I, pour le probleme modele (53) obtenu au
paragraphe 6.2 précédent. On note

Aoz = () e,

OC(U, Z)CQ —S
de sorte que Q@ = —o + A.
Notre objectif dans ce paragraphe est de démontrer les identités suivantes :

(54) 1\n\:+oczi|s:0+ = 1\n\:+oczi|s:0*~

Pour ce faire, nous démontrons tout d’abord une estimation a priori sur les
solutions d’un systeme du type (53). Notons au préalable que si l'on fixe x
dans C§°(U) (valant 1 pres de my), '"équation (53) et le calcul symbolique
entrainent que v" = op,, (x)v" vérifie

(55) Jop (Q)" [ 2= O(h).

De plus, on peut supposer que la fonction « est a support compact sur Rg’,w
quitte a la tronquer loin de U.

7.1. Estimation d’énergie hyperbolique

PROPOSITION 7. — Soit (v") une famille bornée de L?*(Ry x R% C?) solu-
tion du systéme (55), ou Q est donnée par (52). Soit p € C§°(R) une fonc-
tion valant 1 prés de 0. Alors il existe € > 0 et hg > 0 tels que la famille
(p(hD.,/€)v") h<n, soit bornée dans L™ (R, L*(R%)).
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Preuve de la proposition 7. — Soit p € C§°(R) a valeurs réelles, valant 1 dans
un voisinage du support de p. Notons

s (0, 2)Cap(Ca/€) )
(0,2)C2p(Co/e) —s '

Alors le calcul symbolique pseudodifférentiel assure que v? = p(hD,,/e)v"
satisfait au systeme

Ac(s,0,2,¢) = (a

Hih@svg + OPh(AE)UéLHLz(R;z) = O(h)

ot O.(h) désigne une quantité bornée par Cc.h, C, étant une constante dépen-
dant de e. Pour tout sg € R, écrivons

ae( [ (@0t 6) [02) )

— 00

(56) HU?(SO)H;

= 0u(1) = 2tm( [ (fopn(4et1(5) | 12(5) )

01
Notons L = (1 0),
Lot
a(t, z) = —/ e a(o, z)do,
27 J_ o
G

ML () = opy (a(t, )G (2) ) L € L(LARE,CY)).

Alors, puisque M"(t)* = M(—t),

QIm([Oph(Ae)Ueh](5)|U?(3))L§

_ 21m( / o (Mt (s — ht), vf(s))Lgdt>

— 00

+oo
=5 [ [l s~ Il () o — (M- (el (s ) ]

tJ -0

Retournant & (56), le changement de variables (¢,s) +— (—t,s — ht) dans la
seconde intégrale donne,

“+00 so+ht
o8 (s0)|| 2 = Oc(1) + i/ (/ (M)l (s = ht) | ol (5)) 2 ds ) dt.

th J_oo \Js
D’apres I'inégalité de Garding (c¢f. par exemple [6]),
HMeh(t)HL(Lg) < suCp ‘a(uz)gg,é(%)‘ + hC. sup |8§‘a(t72)|,
2o la|<N
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d’ot, en utilisant la décroissance rapide en ¢ de sup |0%a(t, z)|,
z

HU?HQLm(R,Lz) < O(1) + (CE + Oe(h))HU?H%w(R,my

ce qui acheve la démonstration. O

7.2. Réflexion totale. — Une conséquence importante de 1’estimation pré-
cédente est le lemme suivant.

LEMME 10. — 1[I existe un voisinage ouvert U' C U de myq tel que, pour toute
fonction x € C(U'), la famille v" = op,,(x)v" vérifie, pour h assez petit, et
pour tout compact K de RS, lestimation

—+oo

|(opn(b)e” | o) < € / sup  sup  |9k0Pb(s, 2,0,C)| ds,
—oco  k+|B|<N (z,0,()ERS

pour tout b € C§°(K), N étant un entier fize.
Preuve du lemme 10. — 1l suffit d’écrire
(opp (b)u", 0")
_ 1 k<3—|—5’ (= s—4¢ C—!—C’)
h3 Jgs 2 7 h 7 h 2

ou ¥ désigne la h-transformée de Fourier de v par rapport a la variable z, et ou

(s, )l (s, ¢)dsdCds’d¢’

k(s, ¢ 8,¢) :/ b(&z,m()ei(ffé%-é)%.

R3
La proposition 7 et le lemme de Schur entrainent alors

|(opn(b)e” 0] < C / suplk(s, ¢, )| dsdade,
R4 ¢

et 'estimation annoncée s’en déduit, puisque b € C§°(K). O

Venons-en & la démonstration de la formule (54). Les valeurs propres de A
et leurs projecteurs associés sont

(57) A(s,2,0,G) = 1/8* + al0,2)°(F,

(58) II%(s,2,0,) = %(1 + é) _

(1% (6 79))

N | =

Remarquons que, sur (s = 0,

Mo =M, =E, I

|s=0"+

=10, = E»

Rappelons également que
vE = tr(pIl?).
Nous traitons le cas de v+, celui de v~ lui est semblable. La proposition 7
assure que vt est décrite prés de mg par une fonction L> de s & valeurs mesures
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dans les autres variables ; en particulier, v ne charge pas {s = 0}. Il en résulte
que, pour toute fonction test ap = ao(z, 0, (,n),

(59) (1" (s =0%) =z (s = 07),a0) = lim <8Sg+, a0p<§>>7

o p € C§°(R) vaut 1 pres de Vorigine. Soit alors a = a(s, z,0,(,n) un élément
de A de la forme

a(s,z,0,(,n) = ao(z, 0, C)p<§> p(%) (1- p)(%),

ol €, 4 et le support de ag sont supposés assez petits pour que a(.,n) € Cg°(U”)
pour tout n € R. Par définition de v+,

+ f>> — i . . h
) (ot aon((5)) = lmy i Jim L

avec

Lf{s,R = — /8Sa<s,z,a,<, %)tr(Whvh(s,z,a, O (s, 2,0, C))dsdadzd{.

En effet, bien que I soit singuliere prés de s = (3 = 0, annulation de d;a
prés de s = 0 assure que I'on intégre bien W"v" contre une fonction du type
q(s,2,0,¢,C/Vh), olt ¢ est un élément de A A valeurs matricielles.

Pour étudier Lg‘,a’ p, Dous aurons recours a des techniques d’énergie
pseudodifférentielles, et introduisons donc quelques notations a cet effet.
Si g =q(s,z,0,(,n), nous noterons opf) (q) Vopérateur opy,(qn), avec

qn(s,z,0,¢) = q(s,z,a,(, %)

11 sera parfois utile de revenir a la quantification non semi-classique (h = 1), et
nous noterons alors

q,ul(s,z,a, ¢) = qn(s,z,ho,h() = q(s,z,ho, h¢, \/EQ)7
de sorte que
op;.” (4) = 0y, (@) = op (g,).
Passons a ’expression de ng,s, R > que nous noterons L" pour simplifier. La

localisation de (y dans la zone |¢o| > R+v/h assurant que IT est une fonction C*
a h fixé pres du support de a,, on a

—(opgf)(asa o) | o)
= (o3 (aIT")a" | ") + (op;” (alT* )" | 0:0")
+ (opf)(a@sﬂﬂvh | o).

(61) Lh

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



156 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GERARD (P.)

Pour estimer la somme L} des deux premiers termes dans le second membre
de (61), on recourt classiquement a 1’équation

Rouw —op (A" = . op,(0)f" = o(h)

pour tout x € C5°(U). I vient
1
Lh = —E<[oph(A)7op§f)(aH+)]vh | vh>

1 2 2
+ E((opé)(aﬂﬂfh | vh) — (opé)(aHJ“)vh | fh)>
En utilisant ’homogénéité en (s, alz) de ITT, on vérifie aisément que g = all™
satisfait aux estimations

5 S 1 N\
|8U7Z7<1857<2(]h(8,2,0, 4)’ < Cﬁﬂ(R—\/E> )
en supposant Rvh < 1, ce qui ne pose pas de probléme puisqu’on fait tendre
d’abord h vers 0. Notons que 'on utilise ici que a # 0 sur U, de sorte que
An > CRVA sur le support de ap. En termes de calcul de Weyl-Hérmander,
pour lequel nous référons aux sections 18.4, 18.5, 18.6 de [16], il revient au
méme de dire que q,{ € S(1,gn), ou gp est la métrique suivante,

ds? hd(2
2 27 2 2 2
gn = dz +ﬁ+h (do” +d¢y) + R
On remarque que
2
9 (MR,
9n R

de sorte que le gain du calcul symbolique est majoré par \/E/ R.

Soit alors x € C§°(U) telle que xa = a. Alors le théoréme de calcul symbo-
lique 18.5.4 de [16] assure que

opf) (all*) = opf)(aHer) € OI);LQ)(@H—F)Oph(X) + op; (S<<%>N’ gh))

pour tout entier N. Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité L? 18.6.3 de [16],
on obtient, quand h tend vers 0,

%((OPEf)(aHﬂfh EE %((op;”(aHﬂOph(X) 77 10M)) 4 o(1) = of1).

On a de fagon analogue,

((opf? (@t )o" | 1)) = o(1).

SHES
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Par ailleurs, observons que A?«L e s ()\fwgh) et que, puisque a est supporté

dans un compact fixe, q,{ € S(()\%)_N,gh) pour tout entier N. Combiné avec
I'identité AIIT = IIT A, le théoréme de calcul symbolique assure alors que

2
[op1,(4), 0p},” (alT*)] = [op; (4), op1 ()]
1 Vh\?2
< § fy 4 g vh
€ QiOpl ({Athh} {qthh}> +Op1<S<( R ) 7gh>>7
de sorte que, par le théoréeme de continuité L?, on obtient finalement
1 1
h ~ ~ h|,h
L} = 5 (0w ({A,@nIT*} = {anIl, A})o" | v") +O( 75 ).
De plus, puisque A = 2A\IIT — X et (IIT)2 = I, on vérifie aisément que
{Aa H+} - {H+a A} =0.
Il en résulte que
{A,apITH} — {a, I, A} = {A, a, ) IIT — T {ay, A} = by,
avec

b(s,2,0,(,m) = —Oza(JIT +1I7J)
+(ads,a + (20,050 — (20 a0+ Oca — DyamOya)(LITT + 11T L),

(b0 =03

En écrivant Va = xVa pour x € C3°(U’) valant 1 prés du support de a,
et en appliquant le calcul de Weyl-Hérmander comme précédemment, on peut
remplacer v" par v" = op;, (x)v" dans I’expression ci-dessus de L?. Appliquons
alors le lemme 10 au symbole by, ci-dessus. 11 vient, quand A tend vers 0,

1 oo e S S
si<o(g) v [ {5 (G o(3))es
Passant a la limite quand & tend vers 0, puis quand R tend 400 et quand (g, d)
tend vers (0, 0), on conclut que la contribution de L? & (60) est nulle.

Il reste & annuler la contribution du troisiéme terme de (60), c’est-a-dire
Lh = (opgf) (a0 I )o" | o),

qui représente l'interaction entre les deux modes. On se convainc aisément
qu’'une application directe du lemme 10 au symbole (adsIIT) montre seule-
ment que L} est borné. Pour conclure, nous allons donc utiliser & nouveau
I’équation, en partant de l’identité

9, I+ = [A, %asnﬂ
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qui est une conséquence facile de A = A\(2IIT — 1) et de (II7)? = IT*. Utilisons
a nouveau le calcul de Weyl-Hoérmander avec la métrique g;, précédente. On a

A e S gp) et
AD,ITH N ¢ 1
(a A2 )hES(\/ER/\%,g;J

d’apres l'inégalité )‘91 > CvVhR sur le support de a%. On en déduit

1 a A9 It
opf?) (ad,1T) € sop,(4) opf? (L2

_Lop® (‘Wziszﬂjoph(/x) +op, (S(%,gh>>

2P
d’oti, en tenant compte de ’équation sur v",
1 1
15 = 0(35) — 5 (0py (@ADL A~2" | 1) + (Oph (@ADITA2) 7 | o)

;(oph (95 (a A, TTFAT2))" | oM).

En localisant v" et f" & I'aide d’une troncature y comme précédemment, on
obtient, quand A tend vers 0 puis R tend vers +oo,

h
h_ + hi. h
L = 0(1) + 05 ) — 5 (0p{ (95 (DTN )" | o)
ot v" = op,,(x)v". On utilise alors le lemme 10, en tenant compte de
Cs

+ - .
|02 .05(aADITTAT2))| < (T IR

Il vient finalement
oo ds

1L < o(1 )+O( >+Ch/700 WSOGHO(%)’

ce qui acheve la démonstration. [l

8. Analyse a distance finie

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer les formules de Landau-Zener
telles qu’elles sont énoncées dans le théoreme 3 pour la partie {|n] < +oco} des
mesures v+ et v,

1. Une forme normale & distance finie. — Rappelons que nous tra-
vaillons sur le systéme (53). Commengons par analyser les différents roles des
variables o et z : la variable z; est un simple parameétre, le cas a = «a(z2) se
ramene a I’étude du systeme (10) par un simple changement de variables en zs.
L’unique difficulté provient de la variable o. Nous allons donc montrer que le
systéme (14) admet une forme normale avec o = «a(z).
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PROPOSITION 8. — [l existe deuz matrices Cp(0,z,n) et C’h(mzm),
Ch(07 2777) = C10(0'7 2777) + \/ECI(Uvzan) + hC2(U7 2777)7
Ci(o,2z,m) = Co(0,2,1m) + VhCi(0, z,1) + hCy(0, 2,7),

telles que pour tout a € C§° (R o)

62)  |[|op”(@)[op}” (Cn)opi (@) — opi (Qo)opf ()] || = O(hVh)

L(L?)
avec Cy, Cy unitaires et

Qo<s,z,a,<>:< —o+s a<0»z><2)'

a(0,2)e —o—s
Preuve de la proposition 8. — Soit
1 0 01
/= (o —1) et K= (—1 o)'

Il est plus commode de travailler avec les matrices JQ et J Qg L’équation (62)

devient alors compte tenu de J? = I : pour tout a € C§°(R” Somcm)

(63)  [or? (@ [op} (7Cu7)op, (7Q) — op (7Qo)opf (W] |,
=O0(hVh).

Notons que, puisque a est & support compact dans la variable 7,

||0p§l (a)opy(C2) ||L(L2) = \/—HOP oph Ha L) = =O0).
En utilisant le calcul de Weyl, on écrit le premier membre de (63) sous la forme

HOP(Q) )Oph (Ao + VhA; + hAs + O(hVh) )Hﬁ(Lz)'

On identifie alors Ag, Ay et A 4 0. Comme C}, et C), ne dépendent pas de s,
on peut identifier le coefficient de s a 0, ce qui donne C}, = JC}J. On obtient
les équations suivantes :

(64) [J,Co] =0,
(65) —o[J,C1] + a(0,2)nKCy = afo, 2)nCo K

(66) ~305C -+ 5:(a(0, 2) K., Co — D-,0(0, 200, Co)
+a(0,2)nKCy — 0JCy
= — 5-(a(0, )0, Co K — Dp0(0, I Co) + alo, O K — 0Ca
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Nous allons maintenant exploiter sucessivement ces trois équations. Notons
pour chaque indice i € {0, 1,2},

a; C;
67 C; = .
(67) (bi di)
L’équation (64) implique que Cy est diagonale, ¢o(0, z,1) = bo(o, 2z,m) = 0.

L’équation (65) ne peut avoir de solutions que si (0, 2)n[K, Col|ls=0 = 0,
ce qui impose

(68) ap(0,z,m) = dop(0, z,7)

Sous cette condition, ’équation (65) donne deux équations sur les coefficients
antidiagonaux de C7, qui sont

(69) 2061 (U’ 2, 77) = —OZ(O', Z)nao (07 2, T]) + a(O, Z)ndo(aa 2, 77)7
(70) 20b1 (U’ 2, 77) = —OZ(O', Z)ndo (O', 2, 77) + OZ(O, Z)nao(aa 2, 77)

Les coefficient antidiagonaux de I’équation (66) conduisent aux conditions
de compatibilité suivantes sur o =0 :

(71) dl(OaZﬂ?) = al(OaZﬂ?),
(72) (0, 2)0:,(ao + do)|o=0 = 92,(0,2)ndy(ao + do)|o=0-

Modulo ces conditions, les coefficients by et ¢y sont déterminés en fonction de
ap, do, ap et dl.

En utilisant les équations (69) et (70), les coefficients diagonaux de I’équa-
tion (66) conduisent a

l&,ao — f(a(& 2)? — a(o, 2)2)a0 =0,
7 20

2

1
gao—do + ;’ (06(07 2:)2 _ a(0'7 2)2)d0 =0.

2
Notons

B(o,z) = %(a(mz)z — a(0,2)?).

En choisissant ao(0, z,m7) = do(0,2,17) = 1 (ce qui assure (68)), on obtient la
solution

2 o 2 ro
— .
ap = e i1 fO,B(t,z)dt’ dO NS fO,B(t,z)dt.

On vérifie alors que (72) est satisfaite. Puis on choisit d1 = a1 = a2 =d2 =0 :
la condition (71) est vérifiée et by, c¢1, ba et ¢ sont alors déterminés. La propo-
sition 8 est démontrée. O
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8.2. La formule de Landau-Zener. — Dans ce paragraphe, notre but est
d’achever la démonstration du théoreme 3. Reprenons les notations du para-
graphe 5.2 et utilisons la forme normale du paragraphe 7.1.

La fonction v} = opf) (Cp)v" satisfait localement &

Oph(Qo)Ug = o(h),

et pour |n| < +oo, la mesure vy = Cy(o, 2z, \un)v Co(o, z, A\un)* est la mesure
& deux échelles de la famille (vf) pour I'hypersurface d’équation (a/Au = 0.

Notons po(z) = p(0, z). Une transformation canonique & changeant (a2/po
en (o nous conduit & I’étude de la concentration sur I’hypersurface d’équation
poCa /Mt = 0 d’une famille de solutions (w") du systeme

oph((_a+s G2 ))whzo(h).

(o —o-—s

Sa mesure & deux échelles est alors vy o N(%)~1(n), appelons-la p(s, o, z, (1, 7).
Nous avons

(73) p=ptEL +p By au-dessusde JTPUJ P,

(74) p=p Ey+p E; au-dessusde JHTuJS,

avec, compte tenu de ’expression de Cj et de v,

(75) ot = vt o N(Ror) ' (n).

Rappelons que dans les coordonnées (s, z, o, (),
JHP = {(G=0,0+5=0, s<0}, J P={(G=0,0—-5=0, s<0},
JH ={G=0,0-5=0,5>0}, J ¥ ={G=00+s5=0,s>0}.

Soient p*P et p™/ les traces de pT sur S = {¢( = 0 = s = 0}. Notre but
est de calculer p*7 et p=/ en fonction de ptP et p=P.

Commencgons par établir le lien avec le probleme de diffusion de 'appendice.
Avec les notations du paragraphe 9, il existe des familles oz,f, ﬁ,f telles que la
h-transformée de Fourier de w” par rapport a zo s’écrive

>+5;J{(21,C2)Ut( o, &2 )»

)

d)h(S,Zth) = aZ(ZDCQ)ui( > Czh

Vh Vh
W (s,21,G) = ay, (z1,G)ul (%» %) —|—ﬂ;(z1,C2>u:<

of (21, C2) G2 ay (21,C2)
(63(;7@;)) - S<ﬁ> (@}izi,;))'
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Puisque w" est bornée dans L (L?), les fonctions aF, 57 sont bornées dans
q s ) ho Ph

L?(R?). Rappelons que notre analyse se situe & distance finie en 1 = (o/V/h, ce
qui autorise "utilisation des asymptotiques de la proposition 9. On en déduit

1C22/2h((1)>

—i¢3/2h /()
(v

N 2
wh(57zla<2) = a;(zlaCQ is"/2h

7
(76) + Bt (21, Go)e /20

‘\/_ )—!—0(1), s> 0,

2,G) = 0 (a1, 2 ()

|71C2/2h(0> +0o(1), s<0.

(77) + By (21, G)e ™" /| 1

7

En comparant les équations (76) et (77) avec (73) et (74), on constate que
epour s <0, pt=86(c+8)®pg-—, p~ =60 —38)Qpa-,
e pour s >0, pt =6(c —s)®pa+, p~ =0(c +5) @ pp+,

ou A%, B* sont définies par AE = at, BE = B* et pr désigne la mesure &

deux échelles de F' pour I’équation

HoGz/ A = 0.

Compte tenu de I'hypothése p=P L p™P et de 'expression de S(n) obtenue &
la proposition 9, on obtient la formule

p+’f :<]__~T T~><p+,P>
p—f T 1-T)\p~P

N

puisque g = po sur S. En utilisant d’une part les relations (75) entre v et p,
d’autre part le fait que A\2|[VV (z)| = 1 sur S (formule (46)), on obtient que les
traces (vi,vgl) et (P, vg ") de vy sur S sont reliées par

()= T ()
yg’f T 1-T Z/S’p

avec

avec T'(x,n) = e~ /IVV (@) Cette derniere équation est une formulation équi-
valente de (13) puisque 'hyperplan P vérifie

P=TI|s.
Ceci termine la preuve du théoreme 3. O
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9. Appendice : Un probléeme de diffusion

Nous nous attachons ici a étudier le probleme de la diffusion pour le sys-
teme (10),

1
_,asu: (S K )U,
1 n —s

Le but de cet appendice est de donner une démonstration autocontenue du
résultat suivant :

PROPOSITION 9. — Il eziste (ul,u’) et (uy,u”) deuz bases de solutions

de (10) telles que, localement uniformément en n,

’U,:(S,n) _ e*’i82/2|8|*i772/2((1)> +0(1)7 ST § — —00

uy(s,m) = eis2/2|3|i”2/2(é) +o(1), sis— —00
et

ut(s,m) = 6—152/2|3|_”’2/2<(1)> +o(1), sis— +oo,
u+(s _ is% /2y in? /2 1 .
T(s,m) =e s] o)t o(1), sis— 4oo.

De plus la matrice unitaire permettant de passer des composantes dans (u7 ,u_)
auz composantes dans la base (ul,ul) est

S(n) = (a(n) ~b(n) ) ,

b(n) a(n)
avec
(78)  a(n) =e™/2 b(n) = 12—1‘"2/%—”"2/%(1 + if)sh(”—”Q)
’ Vv 2 2/
Démonstration. — Commengons par un changement de coordonnées symplec-
tiques

(s,0) — (2.0 = (75 75),

quantifié par I'opérateur intégral de Fourier unitaire

5(27+s” *zﬁsz)u(s) ds.

v(z):\/jﬁ/e

Apres ce changement de fonction inconnue, le systéme (10) devient

V2

7821/1 = nug, V2 zvy = nuy,
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soit encore
2
n V2
20,01 = iv1, vz = ——0,01.
2 i
Apres résolution de ce systéme, on obtient

u(sin) = [ e BB () )z

ou C(n) et D(n) sont des constantes dépendant du parametre 7 et

) . in2
|72 55121 sgn(2) )

M(Zﬂ?) = ( .2 2
Y20.(|2[°/2) 0. (|2 /2sgn(2))

Notre but est alors de déterminer le comportement quand s tend vers +oo de
la matrice

(79) M(s,n) = /M(z,n)exp( — %(52 + 22— 2\/§zs))dz.

LEMME 11. — Lorsque s tend vers £oo

ftomy = €l P s ey
51) = e*i32/2|s|*“72/2bi e*is2/2|s|*“72/2di ’

avec
ar(n) = a_(n) = 27/4\/Bre=im/4,

= —b_(y) = 2Z29=W"/AD(1 4 in? /2)sh(mn?/4),
= —c_(n) = i#efiw/42in2/47
= d_(n) =27"/A0(1 + in?/2)ch(mn?/4).

Ce lemme cl6t la preuve de la proposition 9 puisque la matrice de scattering

S(n) est donnée par
son= (3 o) ()

Il nous reste donc a prouver le lemme 11.

Preuve du lemme 11. — L’outil principal de cette preuve est une méthode de
phase stationnaire. Notons

- ~ (als;n) c(s,m)
56 = (o o))
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avec
(80) o) = [ BB g,
\/5 —L(s242%— sz a in?
(81) blsm) = - [ e BOTEES (12T
. n 71(32+z272\/§sz) i772/2
(82) c(s,m) = 2—/6 2 || sgn(z)dz,
22
1 —i(s%422— sz 8 in?
83) o) = 5 [eTHOEED D (5 g () d.

Le changement de variable z — —z nous donne

) [ als,m) —c(s,m)
M(=s,n) = (—b(s,n) d(s,n) )

c’est pourquoi nous nous contenterons d’étudier la limite s — +o0.

Coefficient a : apres le changement de variable z = sy, a(s,n) s’écrit
a(s,n) = 81”’72/2/efés2(1+y272‘/§y)|y|m2/2dy.

La phase \(y) = —%(1 +y? —2\/§y) a un point critique non-dégénéré en y = /2.
Comme la fonction y — |y|“72/ 2 n’est pas réguliere en 0, nous introduisons une
fonction de troncature y € C*(R), 0 < x < 1, x(y) = 0 pour |y| > g ot

x(y) = 1 pour |y| < §7 qui nous permet de décomposer a(s,n) en la somme
de deux intégrales :

. _ig? 2 in?
ofson) = s [ e it B 2

Ggltin®/2 /(1 _ X(y))67%32(1+y272\/§y)|y|z‘n2/2dy
= Ay + By.
Le théoreme de la phase stationnaire nous donne
By = \/ﬁe—iﬂ'/42in2/43in2/2€isz/2 +o(1).

Remarquons que pour |y| < @, y — y? — 2v/2y est une fonction stricte-

ment décroissante, on peut donc faire dans Ay le changement de variables
y=v2—(2-2z/s%)7; alors
2z dz

20 et SPdy=-——t .
s? Y V2 —2z/s?
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Il vient

C14in?/2 —ig? / 2z 2z
A0:$1+n/2€ /2/)((\/—— 2—8—2)‘\/_— 2_3_2

1z

x — _dz= 0(1)

/9 _ 2z
32

en utilisant une méthode d’intégrale oscillante comme dans [2], par exemple.

in?/2

On en déduit a(s,n) = si"2/26i52/2a+(77) + o(1) lorsque s — 400 avec
ar(n) = V2mein/dgm’ /4,

Coefficient b : apres une intégration par parties, il vient
b(s,n) = g / o5 (87427 —2v2s2) (2 — \/§s)|z|“’2/2dz,
Le changement de variables z = sy nous donne
b(s,n) = §82+m2/2 / o~ 557 (1+y?—2v2y) (y _ \/§)|y|in2/2dy'

Comme précédemment on va distinguer les deux zones |y| < ‘/75 et |y| > ‘/75

grace a la méme fonction de troncature x et on écrit
b(s,n) = A1 + By.

Comme la phase est critique en o = v/2 et (y — \/§)|y|“72/2 s’annule en g, on a

BleG).

S

Dans A; nous effectuons comme précédemment le changement de variable

y=2—(2-2z/s%)12:
. o
2 w2 a2 [ [ 2 [ oz [ 2
Ay —%8262/ 2—3—5-‘\/_— 2—3—; X(\/_— 2—3—;)
e*dz

o _ 2z
52

X

. 2

= _£3¢n2/26_152/22—m2/4/eiz % v /2dz+o(1)
n s

= —gs_mzme_isz/%_mz/‘l/eiz|z|mz/2dz+o(1).
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On obtient alors 'expression de b4 (n), compte tenu de

. ) too . ) too . )
/e”|z|”’ 12dz = / ez /242 —|—/ e /2,
0 0

= ie ™ /AT(1 4 in2/2) —ie™ /AT(1 + in?/2)

2 2
— 9 T yen (T
= 21F(1+z2)sh( 1 ).

Enfin, les coefficients c et d se traitent respectivement comme les coefficients a
et b. Ceci achéve la démonstration de la proposition 9. |
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