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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET
CROISEMENT DE MODES

par Clotilde Fermanian-Kammerer & Patrick Gérard

Résumé. — L’étude de la dynamique semi-classique d’électrons dans un cris-
tal débouche naturellement sur le problème de l’évolution des mesures semi-classiques
en présence d’un croisement de modes. Dans ce travail, nous étudions un système 2×2

qui présente un tel croisement. À cet effet, nous introduisons des mesures semi-
classiques à deux échelles qui décrivent comment la transformée de Wigner usuelle
se concentre sur l’ensemble des trajectoires rencontrant ce croisement. Puis nous
établissons des formules explicites de type Landau-Zener reliant les traces de ces
mesures de part et d’autre du croisement.

Abstract (Semi-classical measures and eigenvalue crossings). — Semiclassical study
of multidimensional crystals leads naturally to the following question: how do semi-
classical measures propagate through energy level crossings ? In this contribution,
we discuss a simple 2 × 2 system which displays such a crossing. For that purpose,

we introduce two-scaled semi-classical measures, which describe how the usual Wigner
transforms are concentrating on trajectories passing through the crossing points. Then
we derive explicit formulae for the branching of such measures. These formulae are
generalizations of the so-called Landau-Zener formulae.
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1. Introduction

1.1. Position du problème. — La dynamique semi-classique d’électrons
dans un cristal a fait l’objet de plusieurs travaux récents (voir par exemple
[8], [11], [22], [26]). Dans le cas d’un cristal multidimensionnel, l’analyse de ce
problème se heurte au fait désormais bien connu que le hamiltonien classique
possède des valeurs propres de multiplicité variable (voir par exemple [4]), de
sorte que les modes peuvent éventuellement interagir. C’est ce type de difficulté
que nous nous proposons de résoudre ici dans un cas simple.

Fixons d’abord les notations. Pour ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, la matrice

(1) A(ξ) =
(
ξ1 ξ2
ξ2 −ξ1

)
a deux valeurs propres distinctes qui dégénèrent en une valeur propre double
pour ξ = 0.

Ce modèle est le linéarisé en 0 du modèle générique d’une matrice symé-
trique réelle d’ordre 2 et de trace nulle, dépendant de deux paramètres réels,
et présentant le même phénomène de croisement (voir par exemple [13]). Nous
renvoyons à la fin de cette introduction pour des commentaires sur d’éventuelles
généralisations de nos résultats au cas générique.

Soit V : R2 → R une fonction de classe C∞. Alors, pour tout réel h > 0,
l’opérateur différentiel

(2) Hh = A(hDx) + V (x)

est essentiellement autoadjoint sur l’espace H = L2(R2,C2). Pour toute famille
(ψh0 ) bornée dans H quand h tend vers 0, on se propose d’étudier le comporte-
ment, quand h tend vers 0, de la solution ψh ∈ C(R,H) du système

(3) ih∂tψ
h = Hhψh, ψh(0) = ψh0 .

Dans le cas particulier où ψh0 (x) a une expression explicite de type état
cohérent, une formule approchée pour ψh a été établie en détail dans les tra-
vaux de Hagedorn [12], [13] et Hagedorn-Joye [14]. Ici, nous souhaitons obtenir
des informations pour des familles (ψh0 ) générales, satisfaisant seulement à la
condition suivante, dite de h-oscillation dans [10],

(4) lim sup
h→0

∫
h|ξ|≥R

∣∣ψ̂h0 (ξ)∣∣2dξ −→
R→∞

0,

qui correspond intuitivement au fait que les fréquences de Fourier de ψh0 ne
dépassent pas l’ordre de 1/h.

Dans ce contexte, il est naturel de chercher à déterminer l’évolution des
mesures semi-classiques µ = µ(t, x, τ, ξ) de la famille (ψh), définies comme les
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valeurs d’adhérence dans S′(Rt × R2
x × Rτ × R2

ξ), quand h tend vers 0, des
transformées de Wigner de ψh,

Whψh(t, x, τ, ξ) =
∫

R×R2
ei(sτ+y·ξ)ψh

(
t− h

s

2
, x− h

y

2

)
(5)

⊗ψh
(
t+ h

s

2
, x+ h

y

2

) dyds
(2π)3

,

qui sont des mesures positives à valeurs dans les matrices 2 × 2 hermitiennes
(voir par exemple [10], [11], [21]), et décrivent, dans l’espace des phases, la
localisation et la polarisation des particules classiques.

En dehors de {ξ = 0}, le système (3) est à caractéristiques simples, et les
résultats de [11] permettent d’obtenir la formule

(6) µ = µ+Π+ + µ−Π−,

où les Π± sont les projecteurs associés à A(ξ),

(7) Π±(ξ) =
1
2

(
1± A(ξ)

|ξ|

)
tandis que µ± sont des mesures positives scalaires satisfaisant aux équations
de transport

(8) ∂tµ
± ± ξ

|ξ| · ∇xµ
± −∇V (x) · ∇ξµ

± = 0,

et aux conditions initiales

(9) µ±(0, x, τ, ξ) = tr(Π±µ0) δ
(
τ ± |ξ|+ V (x)

)
,

µ0 désignant une mesure semi-classique de la famille (ψh0 ).
Ainsi, si la mesure µ0 ne charge pas le lieu singulier {ξ = 0}, la mesure µ

est entièrement déterminée par µ0 tant que les courbes caractéristiques des
équations (8)— c’est-à-dire les trajectoires classiques— issues du support de µ0
n’atteignent pas {ξ = 0}. L’objectif de ce travail est de décrire µ près de {ξ = 0}
sans cette dernière restriction.

1.2. Comportement des trajectoires classiques et introduction d’une
nouvelle échelle. — Il est naturel d’étudier d’abord les trajectoires classiques
associées à ce système et atteignant le croisement {ξ = 0}. De telles trajectoires
peuvent être aisément décrites dans une zone où le potentiel V n’a pas de point
critique. Précisément, si x ∈ R2 est tel que ∇V (x) �= 0, on montre qu’il existe
deux courbes s �→ (x±

s , ξ
±
s ) uniques, continues pour s dans un voisinage de 0 et

de classe C1 pour s �= 0, telles que

ẋ±
s = ± ξ±s

|ξ±s |
, ξ̇±s = −∇V (x±

s ),

avec les conditions initiales x±
0 = x, ξ±0 = 0.
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126 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GÉRARD (P.)

Sur la trajectoire associée à un mode, on remarque que la quantité ẋ change
de signe lorsque ξ passe par la valeur 0. En revanche, la portion future (s ≥ 0)
de la trajectoire associée à un mode se raccorde de façon régulière à la portion
passée (s ≤ 0) de la trajectoire associée à l’autre mode (c’est d’ailleurs un fait
que l’on retrouve dans le modèle générique, voir le §1.6).

En résumé, une particule classique atteignant {ξ = 0} en un tel point x a le
choix entre rester sur cette trajectoire, suivre la trajectoire associée à l’autre
mode, ou rester en {ξ = 0}. On peut montrer que cette dernière possibilité
n’a jamais lieu si ∇V (x) �= 0, au sens où la mesure semi-classique de (ψh) ne
charge pas l’ensemble singulier {ξ = 0} (cf. §4). Nous allons voir que le choix
entre les deux possibilités restantes se traduit par un branchement de la mesure
semi-classique µ, que nous allons décrire à l’aide d’objets plus précis. L’examen
du cas particulier d’un potentiel linéaire va suggérer la nature de ces objets.

Supposons donc pour un moment V (x) = x1, et, pour fixer les idées,
plaçons-nous dans le cas où les particules classiques atteignent le lieu singulier
{ξ = 0} au même instant t = t0. Les trajectoires classiques passant par (x0, 0)
à t = t0 sont

x±
t = x0 +

(
∓|t0 − t|, 0

)
, ξ±t = (t0 − t, 0).

Les projecteurs spectraux le long de ces courbes vérifient

Π+(t) =
( 1 0
0 0

)
et Π−(t) =

( 0 0
0 1

)
pour t < t0,

Π+(t) =
( 0 0
0 1

)
et Π−(t) =

( 1 0
0 0

)
pour t > t0.

Par ailleurs, le système (3) s’écrit après transformation de Fourier semi-
classique dans la variable d’espace

ih∂tψ̂
h = A(ξ)ψ̂h + ih∂ξ1ψ̂

h.

Il est alors naturel d’effectuer le changement d’échelle s = ξ1/
√
h, η = ξ2/

√
h

qui permet d’éliminer le paramètre h de l’équation et de se ramener au système
d’équations différentielles ordinaires

(10)
1
i
∂su =

(
s η
η −s

)
u,

en posant

(11) u(s, t, η) = ψ̂h(t− ξ1, ξ1, ξ2).

Près des trajectoires classiques, on a ξ1 ∼ (t0 − t) donc s ∼ (t0 − t)/
√
h, de

sorte que le passage de t < t0 à t > t0 pour le système (3) correspond à un
problème de scattering pour (10) paramétré par η. Il se trouve que la matrice
de scattering pour ce système peut être calculée explicitement en fonction de η,
comme l’avaient déjà remarqué Landau [20] et Zener [29] (voir aussi Joye [18]
pour un résultat abstrait dans le cadre de la théorie adiabatique). Observons

tome 130 – 2002 – n
o
1



MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 127

que la quantité η = ξ2/
√
h décrit la concentration à l’échelle

√
h de la trans-

formée de Wigner sur l’ensemble des trajectoires classiques rencontrant ξ = 0,
puisque celui-ci est inclus dans l’hypersurface I = {ξ2 = 0}. Ces remarques font
apparâıtre l’importance du rôle joué par la nouvelle échelle caractéristique

√
h.

Comme on va le voir, cette échelle joue un rôle analogue dans le cas d’un
potentiel quelconque. Nous sommes conduits à décrire la concentration de la
transformation de Wigner sur des sous-variétés involutives de l’espace cotan-
gent, à l’échelle

√
h : c’est l’objet des mesures semi-classiques à deux échelles.

1.3. Mesures semi-classiques à deux échelles. — Soit (uh) une famille
bornée de L2(Rd), notons

Whuh(x, ξ) =
∫

Rd

eiy·ξ uh
(
x− h

y

2

)
uh
(
x+ h

y

2

) dy
(2π)d

la transformée de Wigner de uh, et µ la mesure semi-classique de (uh). Rappe-
lons que, si a ∈ C∞

0 (Rd × Rd),∫
Rd×Rd

Whuh(x, ξ) a(x, ξ)dxdξ =
(
oph(a)u

h | uh
)
,

où ( | ) désigne le produit scalaire sur L2(Rd) et oph(a) est le quantifié de Weyl
associé au symbole a.

Soient p ∈ [1, d] un entier et g = (g1, . . . , gp) : M = T ∗
R
d → R

p une applica-
tion de classe C∞ telle que dg1, . . . , dgp soient indépendantes sur I = {g = 0},
et telle que {gi, gj} = 0 pour tous i, j. On désigne par A l’espace des fonctions
a = a(x, ξ, η) de classe C∞ sur M ×Rpη, à support dans K × Rpη, où K est une
partie compacte de M , et telles qu’il existe une fonction a∞ = a∞(x, ξ, ω) sur
M × Sp−1 vérifiant

a(x, ξ, η) = a∞
(
x, ξ,

η

|η|

)
si |η| ≥ R pour un certain R = R(a) ∈ R+. Par ailleurs, on note Rp le compac-
tifié de Rp obtenu en ajoutant une sphère à l’infini, et on prolonge a à Rp par
continuité.

Le théorème suivant est démontré au paragraphe 2.

Théorème 1. — Il existe une suite (hk) tendant vers 0 et une mesure positive
νg sur I × Rp telles que, pour tout a ∈ A, on ait∫

Rd×Rd

Whuh(x, ξ) a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

)
dxdξ

−−→
h→0
h=hk

∫
I×Rp

a(x, ξ, η)dνg(x, ξ, η) +
∫
M\I

a∞
(
x, ξ,

g(x, ξ)
|g(x, ξ)|

)
dµ(x, ξ).
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128 FERMANIAN-KAMMERER (C.) & GÉRARD (P.)

Remarques. — 1) Dans le cas où g est linéaire (concentration sur un sous-
espace vectoriel involutif), le théorème 1 est dû à Miller [23].

2) Dans un souci de simplicité, nous nous sommes limités ici au cas d’une
suite de fonctions à valeurs scalaires, de sorte que νg est une mesure à valeurs
scalaires. Le théorème 1 s’étend bien sûr au cas d’une suite de fonctions à
valeurs vectorielles, νg étant alors à valeurs matricielles.

Il est commode de représenter la mesure νg de façon plus géométrique, en
termes de la sous-variété I = {g = 0} seulement. Lorsque m varie dans I, les
espaces vectoriels

Nm(I) = Tm(M)/Tm(I)

s’organisent en un fibré au-dessus de I, appelé fibré normal à I. En compac-
tifiant chaque fibre par une sphère à l’infini, on obtient un fibré en boules
au-dessus de I, que nous noterons N(I). Alors l’isomorphisme

Ng :
(
m, [v]

)
∈ N(I) �−→

(
m, dg(m) · v

)
∈ I × R

p

se prolonge par continuité en un isomorphisme de N(I) sur I × Rp, que nous
noterons Ng. On vérifie aisément que l’image réciproque νI de νg par Ng dépend
seulement de I, et non de l’équation g.

De plus, on peut montrer l’invariance de νI par transformation canonique
en un sens convenable.

Enfin, on montre également que, si (uh) est solution d’une équation scalaire
et si J est une sous-variété involutive de l’ensemble caractéristique Σ de cette
équation, alors la mesure νJ est supportée dans NΣ(J), le fibré au-dessus de Σ
obtenu par compactification des fibres de T (Σ)/T (J) , et est propagée par le
linéarisé transversalement à J du flot hamiltonien associé au symbole principal
de l’équation.

Nous renvoyons au paragraphe 2 ci-dessous pour des énoncés précis de ces
faits et leurs démonstrations.

1.4. Une formule de Landau-Zener. — Revenons au système (3). Dési-
gnons par S ⊂ M = T ∗(Rt × R2

x) le lieu singulier,

S =
{
ξ = 0, τ + V (x) = 0

}
,

qui est l’intersection de la variété caractéristique Σ = {(τ +V (x))2 = |ξ|2} avec
le lieu du croisement {ξ = 0}. Fixons un point m0 = (t0, x0,−V (x0), 0) ∈ S,
et considérons, pour chacun des deux modes, l’union des trajectoires classiques
issues d’un point de S au voisinage de m0. Notons J±,p (resp. J±,f ) l’ensemble
des points du type (t + s, x±

s , τ, ξ
±
s ) où m = (t, x, τ, 0) décrit un voisinage

de m0 dans S, et s ∈] − ε, 0] (resp. s ∈ [0, ε[), où ε est assez petit. Le fait que
∇V (x0) �= 0 assure que J±,p et J±,f sont des sous-variétés de codimension 2
dont le bord commun est S. De plus, on vérifie que J+,p, J−,f d’une part et
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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET CROISEMENT DE MODES 129

J−,p, J+,f d’autre part se recollent en des sous-variétés C∞ sans bord que nous
noterons J , J ′, et qui se coupent proprement en S, suivant la figure 1.

J+,p

J−,f

J−,p

J+,f

S

JJ ′

Figure 1

On vérifie aisément que J et J ′ sont des sous-variétés involutives de codi-
mension 2. On peut donc considérer les mesures à deux échelles ν, ν′ de la
famille (ψh) relativement à J, J ′ respectivement. En utilisant le système (3)
vérifié par ψh et le fait que µ ne charge pas S, on aboutit au résultat suivant,
où l’on a noté

Σ+ =
{
τ + V (x) + |ξ| = 0, ξ �= 0

}
,

Σ− =
{
τ + V (x)− |ξ| = 0, ξ �= 0

}
,

J̇±,p = J±,p \ S, J̇±,f = J±,f \ S.

Théorème 2. — Il existe des mesures scalaires positives bornées ν±,p, ν±,f

sur NΣ±(J̇±,p), NΣ±(J̇±,f ) respectivement telles que

ν = ν+,pΠ+1J+,p + ν−,fΠ−1J−,f , ν′ = ν−,pΠ−1J−,p + ν+,fΠ+1J+,f .

De plus, ν±,p, ν±,f sont invariantes par le linéarisé du flot hamiltonien de τ ±
|ξ|+ V (x) transversalement à J±,p, J±,f respectivement, dans Σ±.

Bien sûr, les propriétés d’invariances énoncées dans le théorème 2 s’expriment
en coordonnées locales par des équations de transport transverses à S. Nous
renvoyons au paragraphe 5 pour l’écriture explicite de ces équations. Quoi qu’il
en soit, il en résulte que les mesures ν±,p, ν±,f admettent, au sens des distribu-
tions, des traces au–dessus de S que nous noterons ν±,pS , ν±,fS . Le phénomène
de branchement sera décrit si nous parvenons à relier les deux mesures ν±,fS

aux deux mesures ν±,pS .
Une difficulté préliminaire est que ces mesures ne vivent pas naturellement

sur les mêmes espaces. En effet, notons

H =
(
1,

∇V

|∇V | , 0,−∇V
)

et H ′ =
(
1,− ∇V

|∇V | , 0,−∇V
)

les limites des deux champs hamiltoniens le long de J, J ′ au-dessus de S, et H⊥,
H ′⊥ les hyperplans orthogonaux correspondants pour la forme symplectique.
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En étudiant les limites des fibres de NΣ±(J̇±,p), NΣ±(J̇±,f ) au-dessus d’un
point tendant vers S, on constate que ν+,pS et ν−,fS sont des mesures sur le com-
pactifié de H⊥/TJ , tandis que ν−,pS , ν+,fS sont des mesures sur le compactifié
de H ′⊥/TJ ′. Comme TJ = TS ⊕ RH et TJ ′ = TS ⊕ RH ′ s’intersectent en
TS, il est alors naturel d’introduire l’hyperplan

(12) P = TJ + TJ ′ = TS ⊕ RH ⊕ RH ′,

de sorte que les droites H⊥/TJ et H ′⊥/TJ ′ s’identifient toutes deux naturelle-
ment à TM/P . Pour énoncer notre résultat, il reste à introduire une coordonnée
sur cette dernière droite. Un calcul élémentaire montre que P = R4×R∇V , de
sorte que l’on peut repérer la classe modulo P du vecteur tangent (δt, δx, δτ, δξ)
par la coordonnée

η = δξ ∧ ∇V

|∇V | ·

Notre résultat principal est alors :

Théorème 3. — Compte tenu des identifications ci-dessus, on suppose
que ν+,pS et ν−,pS sont étrangères sur l’ensemble {|η| < ∞}. Alors

(13)
( ν+,fS

ν−,fS

)
=
( 1− T T

T 1− T

)( ν+,pS

ν−,pS

)
où T (x, η) = e−πη

2/|∇V (x)|.

L’hypothèse selon laquelle les mesures incidentes ν±,pS sont étrangères évite
les interférences entre les deux modes, qui rendraient le problème mal posé en
les inconnues ν±S . Un phénomène analogue a été mis en évidence par Nier [25]
puis Miller [24] dans les problèmes d’interface.

1.5. Plan de l’article.— Au paragraphe 2, nous introduisons les mesures
semi-classiques à deux échelles associées à une sous-variété involutive et établis-
sons les propriétés d’invariance par transformation canonique, de localisation
et de propagation qui seront utiles dans la suite.

Le paragraphe 3 est consacré à la géométrie des trajectoires classiques près
du croisement et à l’étude des variétés J et J ′. Dans le même esprit qui nous a
conduits à introduire l’hyperplan P dans l’équation (12) ci-dessus, on introduit
alors une hypersurface I de M telle que I ∩Σ = J ∪J ′ (on a d’ailleurs TI = P
au-dessus de S). Compte tenu des résultats du paragraphe 2, la description des
mesures ν, ν′ relatives à J, J ′ découlera alors de la description de la mesure νI
relative à I.

Le paragraphe 4 établit que la mesure semi-classique ne charge pas le lieu S,
ce qui permet de décomposer νI suivant les deux modes.

Le paragraphe 5 étudie la propagation des mesures à deux échelles le long
de J, J ′ et en dehors de S (théorème 2 ci-dessus).
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Les paragraphes 6,7 et 8 sont consacrés à la démonstration du théorème 3
ci-dessus. Au paragraphe 6, au moyen d’une transformation canonique, nous
ramenons le système 3 au système suivant

(14) oph(Q)vh = o(h) avec Q(s, z, σ, ζ) =
(−σ + s αζ2

αζ2 −σ − s

)
,

où α = α(σ, z) est une fonction C∞ ne s’annulant pas et l’hypersurface corres-
pondant à I est {ζ2 = 0}.

Au paragraphe 7, on établit la formule (13) sur le domaine {|η| = ∞}, grâce
à une estimation d’énergie hyperbolique pour le système (14).

Enfin, on montre au paragraphe 8, dans l’esprit de [1], [19], [28], [5], que le
système (14) admet sur {|η| < ∞} la forme normale 2-microlocale correspon-
dant à α = Cte, ce qui nous ramène au problème original de Landau-Zener
rencontré dans le cas du potentiel linéaire. Un court appendice propose une
résolution de ce problème par une méthode d’intégrales oscillantes.

1.6. Remarques sur d’éventuelles généralisations.— Remarquons tout
d’abord que la méthode que nous développons dans cet article s’adapte sans dif-
ficulté aux linéarisés des matrices présentant des croisements de modes étudiées
dans [13]. On peut espérer se libérer de l’hypothèse de linéarité en ξ de ces ma-
trices dès que l’on saura résoudre le cas générique en dimension 2, c’est-à-dire
travailler avec la matrice

A(ξ) =
(
p1(ξ) p2(ξ)
p2(ξ) −p1(ξ)

)
,

où p est un difféomorphisme s’annulant en ξ = 0. Dans ce cas, la géométrie
du croisement a beaucoup de similitude avec le cas que nous avons étudié : on
peut montrer l’existence de trajectoires classiques rencontrant le lieu singulier
ξ = 0, construire les sous-variétés involutives lisses J et J ′. Il est donc légitime
d’espérer qu’une formule de Landau-Zener existe pour ce système et s’énonce
en les mêmes termes qu’au théorème 3 ci-dessus. Il ne s’agit pour l’instant
que d’une conjecture : bien qu’il existe une hypersurface I donnant un bon
cadre de travail, la partie analytique de la preuve qui repose sur l’existence
d’une transformation canonique convenable reste pour le moment hors de notre
atteinte.

2. Mesures semi-classiques à deux échelles

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théorème 1 et établissons les pro-
priétés des mesures semi-classiques à deux échelles annoncées dans l’intro-
duction. Considérons une sous-variété involutive I de l’espace cotangent
M = T ∗Rdx. Supposons I de codimension p et donnée par

I =
{
m = (x, ξ) ∈ M, g(x, ξ) = 0

}
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où g = (g1, . . . , gp) est de classe C∞ avec dg1, . . . , dgp indépendantes sur I et
{gi, gj} = 0 pour i �= j. Soit (uh) une suite bornée de L2(Rd) et a ∈ A.

La quantité Kh
g (a) définie par

(15) Kh
g (a) =

∫
Rd×Rd

Whuh(x, ξ)a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

)
dxdξ

s’écrit aussi

Kh
g (a) =

(
oph
(
a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

))
uh
∣∣ uh).

En notant T h l’opérateur de changement d’échelle,

(16) T h : f �−→ T hf, T hf(x) =
√
h

1
2df
(
x
√
h
)
,

on obtient

Kh
g (a) =

(
op1
(
a
(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
T huh

∣∣ T huh).
La fonction (x, ξ) �→ a

(
x
√
h, ξ

√
h, g(x

√
h, ξ

√
h )/

√
h
)
a toutes ses dérivées uni-

formément bornées en h. La suite (T huh) étant uniformément bornée en h
dans L2(Rd), il résulte du théorème de Calderon-Vaillancourt (cf. [3] ou [17])
que Kh

g (a) est uniformément bornée en h.

Remarque. — Notons l’importance de la taille de la seconde échelle ; on
obtiendrait le même résultat en remplaçant

√
h par ε(h) à condition que

ε(h) ≥ C
√
h, en revanche le résultat est faux si ε(h) �

√
h .

La quantité Kh
g (a) étant uniformément bornée en h, on peut en extraire une

suite convergente, puis en considérant une partie dense de A, on construit par
un procédé d’extraction diagonal une suite hk tendant vers 0 lorsque k tend
vers +∞, telle que Khk

g (a) ait une limite Kg(a) pour tout a ∈ A lorsque k
tend vers +∞. Notre but est de montrer que la forme linéaire Kg ainsi obtenue
s’écrit

Kg(a) =
〈
a, µ(x, ξ)1(x,ξ)/∈Iδ

(
η − g(x, ξ)

|g(x, ξ)|∞
)
+ ν(x, ξ, η)1(x,ξ)∈I

〉
,

où µ est la mesure semi-classique de la suite (uhk) et ν est une mesure sur I×Rp.
Le cas où I est un sous-espace vectoriel {ξ1 = · · · = ξp = 0} est un ré-

sultat de L. Miller [23] dont nous rappelons la démonstration ci-dessous. Nous
nous ramenons à cette situation au moyen d’une transformation canonique χ
permettant de redresser I en {ξ1 = · · · = ξp = 0} ainsi que d’un opérateur
intégral de Fourier semi-classique U associé à χ. L’étude de la concentration
sur I d’une suite bornée de L2(Rd), (vh), se ramène alors à celle de la suite
(Uvh) sur {ξ1 = · · · = ξp = 0}.
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2.1. Mesures à deux échelles dans le cas d’un sous-espace vectoriel

Dans ce paragraphe, on suppose que

g(x, ξ) = ξ′ = (ξ1, . . . , ξp).

Pour tout a ∈ A,

op(2)h (a) = oph
(
a
(
x, ξ,

ξ′√
h

))
= op1

(
a
(
x, hξ,

√
h ξ′
))

est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole de Weyl est borné
dans S(1, gh), où la métrique gh est donnée par

gh = dx2 + h2d(ξ′′)2 + hd(ξ′)2

en notant ξ = (ξ′, ξ′′). En vertu des résultats de [16], il s’ensuit que, si a, b ∈ A,

op(2)h (a)op(2)h (b) = op(2)h (ab) +O(
√
h ).

On peut alors suivre la preuve de [9] pour montrer l’existence d’une mesure de
Radon positive ρ sur Rdx × Rdξ × R telle que

Kg(a) =
∫

adρ.

Notons que, si la fonction a est supportée en dehors de I,

a
(
x, ξ,

ξ′√
h

)
= a
(
x, ξ,

ξ′

|ξ′| ∞
)
= a∞

(
x, ξ,

ξ′

|ξ′|

)
pour h assez petit, de sorte que, en dehors de I,

ρ(x, ξ, η) = 1ξ′ �=0µ(x, ξ) ⊗ δ
(
η − ξ′

|ξ′| ∞
)
.

On en déduit l’existence d’une mesure positive ν sur I × Rp telle que∫
adρ =

∫
ξ′ �=0

a∞
(
x, ξ,

ξ′

|ξ′|

)
dµ(x, ξ) +

∫
I×Rp

adν,

ce qui est le résultat cherché.

2.2. Opérateurs intégraux de Fourier. — Pour toute fonction λ sur M ,
on désigne par Hλ le champ hamiltonien de λ, défini par

Hλf = {λ, f}.
Soit χ une transformation canonique locale de M = T ∗(Rd). On peut supposer
que χ(0, 0) = (0, 0).

Lemme 1. — Il existe une famille (χs), s ∈ [0, 1], de transformations cano-
niques de M dépendant régulièrement du paramètre s et une famille λ(s) de
fonctions C∞

0 sur M et à valeurs réelles telles que
d
ds

χs = Hλ(s)(χs)(17)
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et χ0 = Id, χ1 = χ au voisinage de 0.

Preuve du lemme. — On peut supposer que χ est définie sur une boule centrée
en 0. Alors la famille (χ̃s) définie par

χ̃s(x, ξ) =
1
s
χ(sx, sξ), pour s ∈ ]0, 1] et χ̃0(x, ξ) = dχ(0)(x, ξ),

permet de connecter χ à une transformation canonique linéaire. Le groupe li-
néaire symplectique étant connexe (cf. [15], ch. X, lemme 2.4), on peut ensuite
connecter χ̃0 à l’identité et construire ainsi au voisinage de 0 une famille régu-
lière χs qui connecte l’identité à χ. Puisque chaque χs est canonique, il existe
une famille λ(s) de fonctions C∞ dans un voisinage de 0 telles que l’on ait (17).
En tronquant λ(s) au voisinage de 0, et en résolvant l’équation (17), on obtient
une nouvelle famille χs, cette fois globalement définie sur M , et qui cöıncide
avec la précédente au voisinage de 0.

Notons

Λh(s) = oph
(
λ(s)
)

et associons à cette famille χs la famille d’opérateurs unitaires définie par

(18) ih
d
ds

U(s) = Λh(s)U(s), U(0) = Id.

Remarquons que pour tout symbole as ∈ C∞
0 (Rdx × Rdξ) et dépendant régu-

lièrement de s, nous avons

d
ds

(
U(s)∗oph(as)U(s)

)
= U(s)∗

(
oph(∂sas) +

i

h

[
Λh(s), oph(as)

])
U(s)

= U(s)∗oph(∂sas +Hλ(s)as)U(s) +O(h2)

par le calcul de Weyl. On a donc, si as ◦ χs = a ◦ χ1 est indépendant de s,

(19) ∀a ∈ C∞
0 (Rdx × R

d
ξ), U(s)∗oph(as)U(s) = oph(a ◦ χ1) +O(h2).

Dans toute la suite, on appellera opérateur intégral de Fourier unitaire as-
socié à χ, l’opérateur U = U(1), de sorte que (19) s’écrit, pour s = 1,

(20) ∀a ∈ C∞
0 (Rdx × R

d
ξ), U∗oph(a)U = oph(a ◦ χ) +O(h2).

Bien sûr, de tels opérateurs peuvent également être définis par des intégrales
oscillantes (comme par exemple dans [27]), mais la définition que nous avons
adoptée est plus commode lorsqu’on manipule des opérateurs pseudodifféren-
tiels à deux échelles, comme nous allons le faire dans la suite.
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2.3. Un lemme d’invariance. — Soit (χs), s ∈ [0, 1], une famille de trans-
formations canoniques satisfaisant à (17) avec χ0 = Id et (U(s)) la famille
d’opérateurs associée comme ci-dessus. Soit (gs) une famille régulière de fonc-
tions de classe C∞ de M dans Rp vérifiant ∂s(gs ◦ χs) = 0. Le lemme suivant
est une généralisation du « lemme d’Egorov » (20) au cadre des opérateurs à
deux échelles.

Précisons d’abord quelques notations. Soit vh(s) = U(s)vh0 où (vh0 ) est une
famille uniformément bornée de L2(Rd) et soit (as) une famille régulière d’élé-
ments de A vérifiant ∂s(as(χs(x, ξ), η)) = 0. On note

Kh
gs
(as) =

(
oph
(
as

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
vh(s)

∣∣ vh(s)).
Lemme 2. — Il existe une suite hk tendant vers zéro lorsque k tend vers l’in-
fini, telle que pour toute famille (as) comme ci-dessus, limk→+∞ Khk

gs
(as) existe

et soit indépendante de s.

Preuve du lemme 2. — La famille (vh(s)) vérifie ih∂svh = Λh(s)vh. On a donc

d
ds

Kh
gs
(as) =

1
ih

([
oph
(
as

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
,Λh(s)

]
vh(s)

∣∣ vh(s))
+
(
oph
(
∂sas

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
vh(s)

∣∣ vh(s))
+
( 1√

h
oph
(
∂sgs(x, ξ) · ∇ηas

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
vh(s)

∣∣ vh(s)).(21)

Notons

Θ =
1
ih

[
oph
(
as

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
,Λh(s)

]
.

Si T h est l’opérateur de changement d’échelle défini en (16), alors

T hΘ(T h)∗ =
1
ih

[
op1
(
as

(
x
√
h, ξ

√
h,

gs(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
, op1
(
λ
(
s, x

√
h, ξ

√
h
))]

.

Le lemme de calcul de Weyl suivant est classique (cf. par exemple [16],
p. 155) :

Lemme 3. — Soient a et b deux fonctions C∞ à dérivées bornées ; alors[
op1(a), op1(b)

]
= op1

(1
i
{a, b}+ r

)
,

où

(22) Np(r) = sup
|α|+|β|≤p

|∂αx ∂
β
ξ r| ≤ C

∑
q+q′=p

(
Nq(D3a)Nq′(D3b)

)
.
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En utilisant ce lemme, on obtient

T hΘ(T h)∗ = − 1
h
op1
({

as

(
x
√
h, ξ

√
h,

gs(x
√
h, ξ

√
h)√

h

)
, λ
(
s, x

√
h, ξ

√
h
)})

+O
(√

h
)

dans L
(
L2(Rd)

)
, soit

Θ = oph
(
Hλ(s)(as)

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

)
+

1√
h
Hλ(s)(gs) · ∇ηas

(
x, ξ,

gs(x, ξ)√
h

))
+O
(√

h
)
,

ce qui, reporté dans (21), donne dKh
gs
(as)/ds = O(

√
h), uniformément en h.

Il suffit alors de choisir la suite hk de sorte que la limite de Khk
g0 (a0) existe pour

tout a0.

2.4. Définition et nature géométrique des mesures à deux échelles

Preuve du théorème 1. — Soit χ une transformation canonique locale satisfai-
sant à

g ◦ χ−1(x, ξ) = ξ′.

Par le lemme 1, on associe à χ une famille de transformations canoniques χs.
On note gs la famille d’équations définie par gs ◦ χs = g pour tout s ∈ [0, 1].

Soient U un opérateur intégral de Fourier associé à χ et (vh) une suite
uniformément bornée dans L2(Rd) dont nous voulons étudier la concentration
sur I = {g = 0} à l’échelle

√
h. Notons vh0 = vh, de sorte que, avec les notations

du lemme 2, on ait vh(1) = Uvh. Par ce même lemme, on obtient l’existence
d’une suite hk telle que pour tout a ∈ A

lim
k→+∞

Khk
g (a) = lim

k→+∞
Khk
gs

(as) = lim
k→+∞

Khk
g1 (a1),

où as est définie par as ◦ χs = a. Par le résultat du paragraphe 2.1, il existe
une mesure ν1 sur {ξ′ = 0} × Rp telle que,

lim
k→+∞

Khk
g1 (a1) =

〈
a1(x, ξ, η), µ1(x, ξ)1ξ′ �=0δ

(
η − ξ′

|ξ′|∞
)
+ ν1(x, ξ′′, η)δ(ξ′)

〉
,

où µ1 est une mesure semi-classique de la suite (vh(1)). Le théorème 1 est donc
démontré en choisissant pour νg l’image réciproque de ν1 par l’application χ̃
définie par χ̃(m, η) = (χ(m), η).

Notons νI la mesure sur N(I), image réciproque de νg par l’isomor-
phisme Ng, où Ng(m, [v]) = (m, dg(m) · v). Cette mesure ne dépend pas de
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l’équation g : en effet, soit g̃ une fonction telle que g̃ = θg, où θ est une matrice
inversible. Alors, d’une part, dg̃ = θdg sur I ; d’autre part,

oph
(
a
(
x, ξ,

g̃(x, ξ)√
h

))
= oph

(
ã
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

))
avec ã(x, ξ, η) = a(x, ξ, θ(x, ξ)η). Ainsi ã ◦ Ng = a ◦ N g̃ et 〈νg, ã〉 = 〈νg̃, a〉.
La mesure νI est donc bien définie indépendamment de g.

Par construction, la mesure νI est invariante par transformation canonique
au sens suivant. Considérons une sous-variété involutive I de M et χ une trans-
formation canonique de M . L’application tangente Tχ envoie TI sur Tχ(I),
elle induit donc une application N(χ) de N(I) sur N(χ(I)) que l’on peut pro-
longer en une application N(χ) de N(I) sur N(χ(I)) en convenant que si
(m, [v]) ∈ N(I) et N(χ)(m, [v]) = (χ(m), [w]), alors

N(χ)
(
m, [v]∞

)
=
(
χ(m), [w]∞

)
.

Considérons enfin un opérateur intégral de Fourier U associé à χ. Avec ces
notations nous avons la proposition suivante :

Proposition 1. — Soit (vh) une suite uniformément bornée de L2(Rd) et νI
sa mesure à deux échelles pour I. Alors la concentration de (Uvh) sur χ(I) est
décrite par une mesure à deux échelles νχ(I) vérifiant

νχ(I) ◦ N(χ) = νI .

Avant d’envisager le cas de solutions d’une équation aux dérivées partielles,
remarquons que comme dans le cas microlocal, le fait que les mesures à deux
échelles ν et ν̃ de deux suites (uh) et (ũh) pour la même involutive I soient
étrangères permet de calculer la mesure de (uh + ũh). En effet, notons

vh =
( uh
ũh

)
.

La mesure à deux échelles de (vh) sur I est alors de la forme(
ν λ
λ ν̃

)
,

et sa positivité entrâıne que λ est une mesure absolument continue par rapport
à ν et ν̃. On a donc λ = 0, ce qui implique(

oph
(
a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

))
uh
∣∣ ũh) −→

h→0
0,

et la mesure de (uh + ũh) n’est autre que ν + ν̃. Cette remarque sera utile au
paragraphe 8.
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2.5. Localisation et propagation. — Venons-en aux propriétés de νI
lorsque (uh) est solution d’une équation aux dérivées partielles. Soit q : M → R

une fonction de classe C∞, et soit (Qh) la famille d’opérateurs pseudodifféren-
tiels semi-classiques associée à q par la quantification de Weyl,

Qhv(x) =
∫

Rd

∫
Rd

ei(x−y)·ξq
(x+ y

2
, hξ
)
v(y)

dydξ
(2π)d

·

La formule ci-dessus a un sens au moins si q a une croissance polynomiale à
l’infini en ξ, ce que l’on peut toujours supposer car les propriétés étudiées sont
locales en les variables (x, ξ). Soit m0 ∈ M tel que q(m0) = 0, dq(m0) �= 0, et
soit Σ l’hypersurface d’équation q = 0 près de m0. Soit (uh) une suite bornée
de L2(Rd) telle que, pour toute fonction β ∈ C∞(Rd × Rd) à support dans un
voisinage donné de m0, on ait dans L2(Rd)

(23) oph(β)Q
huh = o(h).

Soit I = {g = 0} une sous-variété involutive de T ∗Rd. On suppose que
I coupe transversalement Σ. La mesure νI , comme la mesure semi-classique
de la suite (uh), est supportée au-dessus de Σ. Supposons de plus que I ∩ Σ
soit involutive. La concentration de (uh) sur I est alors décrite d’une part
par νI , d’autre part par νΣ∩I . Le lien entre ces deux mesures est décrit par
le lemme suivant. Rappelons que, si J est une sous-variété involutive de Σ,
nous notons NΣ(J) le fibré au-dessus de Σ obtenu par compactification des
fibres de T (Σ)/T (J). Si J = I ∩ Σ, l’isomorphisme canonique de T (Σ)/T (J)
sur T (M)|J/T (I)|J se prolonge en un isomorphisme

θΣ,I : NΣ(J) −→ N(I)|J .

Lemme 4. — Soit J une sous-variété involutive de Σ, alors Supp(νJ) ⊂
NΣ(J). De plus, si J = I ∩ Σ, les mesures νI et νJ sont identifiées par
l’isomorphisme θΣ,I .

Preuve du lemme 4. — Compte-tenu de l’invariance par transformation cano-
nique des mesures νJ et νI , il suffit de démontrer ce résultat dans un système
de coordonnées adaptées. Supposons que

Σ = {ξ1 = 0}, J = {ξ1 = · · · = ξp = 0}, I = {ξ2 = · · · = ξp = 0}.

L’équation (23) devient ih∂x1uh = o(h), microlocalement. La classe modulo TJ
d’un élément δξ = (0, δξ2, . . . , δξd) de TΣ est repérée par ses p premières coor-
données (δξ1 = 0, . . . , δξp) et est donc complètement déterminée par la connais-
sance de (δξ2, . . . , δξp). Soit a ∈ A nul sur {η1 = 0}. Alors a est de la forme
a(x, ξ, η) = η1b(x, ξ, η), avec b de classe C∞ bornée ainsi que ses dérivées.
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Il vient, en utilisant le calcul symbolique puis l’équation,(
oph
(
a
(
x, ξ,

(ξ1, . . . , ξp)√
h

))
uh
∣∣ uh)

=
(
oph
(
b
(
x, ξ,

(ξ1, . . . , ξp)√
h

))
oph
( ξ1√

h

)
uh
∣∣ uh)+O

(√
h
)
= O
(√

h
)
.

Le support de νJ est donc contenu dans {η1 = 0}, c’est-à-dire NΣ(J).
Pour tout a ∈ A, a − a|η1=0 = η1b, où b est comme ci-dessus. Il en résulte

que (
oph(a)u

h|uh
)
=
(
oph(a|η1=0)uh|uh

)
+O
(√

h
)
,

d’où 〈νJ , a〉 = 〈νI , a|η1=0〉, ce qu’il fallait démontrer.

Venons-en à l’étude de la propagation de ces mesures et commençons par
introduire quelques notations ; comme J = Σ∩I est une sous-variété involutive,
nous avons

(24) {q, g} = cg + qc̃,

où c ∈ Mp(R), et c̃ ∈ Rp sont des fonctions à valeurs matricielles et vectorielles
respectivement, C∞ près de m0.

Proposition 2. — Soit (uh) une suite bornée de L2(Rd) satisfaisant à (23),
νI et νJ les mesures à deux échelles associées. La mesure νJ est propagée par
la linéarisation du flot hamiltonien de q transversalement à Σ. Cette propriété
se traduit sur la mesure νg = Ng(νI) par l’équation de transport

(25) {q, νg}+ c∇η · (ηνg) = 0,

où la matrice c est définie par (24).

Notons que l’équation (25) doit se comprendre dans le dual de l’espace A,
en tenant compte du fait que η · ∇ηa = 0 pour tout a ∈ A au voisinage
de |η| = +∞.

Preuve de la proposition 2. — Nous suivons la même stratégie qu’au lemme 2.
Considérons β ∈ C∞(Rdx×Rdξ) à support compact près de m0 et vérifiant β = 1
près de m0 et {q , β} = 0 dans l’intérieur U de {β = 1}. Soit a ∈ A à support
compact en (x, ξ) dans U . Comme pour le lemme 2, la preuve de la proposition
2 repose sur l’étude de l’opérateur

Θ̃ =
i

h
T h
[
oph(β)Q

h, oph
(
a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

))]
(T h)∗,

pour lequel on a (Θ̃T huh | T huh) = o(1) du fait de l’équation (23) à laquelle
satisfait uh. Or, compte tenu de la localisation des supports de β et a, on a

Θ̃ =
i

h
T h
[
oph(βq), oph

(
a
(
x, ξ,

g(x, ξ)√
h

))]
(T h)∗ + o(1),
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dans L(L2(Rd)).
Le lemme 3 (ainsi que la localisation des supports de β et de a) nous donne

Θ̃ = op1
(
{q, a}

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
+op1

( 1√
h
{q, g} · ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
+ o(1).

Le premier terme du membre de droite de l’équation ci-dessus donne le premier
terme de l’équation de transport (25) ; il reste donc à étudier le second terme.

Remarquons tout-d’abord que la formule (24) et la localisation du support
de a donnent

op1
( 1√

h
{q, g} · ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
= op1

( cg√
h
· ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
+

1√
h
op1
(
βqc̃ · ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
.

Le premier terme du membre de droite de l’égalité ci-dessus donne le se-
cond terme de (25). La contribution du deuxième terme est nulle. Pour s’en
convaincre, on réutilise l’équation (23) en écrivant

1√
h
op1
(
βqc̃ · ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
=

1√
h
op1
(
c̃ · ∇ηa

(
x
√
h, ξ

√
h,

g(x
√
h, ξ

√
h)√

h

))
op1
(
βq
(
x
√
h, ξ

√
h
))

+Rh,

où Rh est uniformément borné, et a la même structure que
√
h Θ̃. On a donc

gagné une puissance de
√
h, ce qui est suffisant pour obtenir

(RhT huh | T huh) = O
(√

h
)

en reprenant sur Rh l’étude faite sur Θ̃. Ceci clôt la preuve de la proposition 2.

3. Géométrie des trajectoires classiques près du croisement.

Proposition 3. — Soit x ∈ R2 tel que ∇V (x) �= 0, il existe deux courbes
s �→ (x±

s , ξ
±
s ) uniques, continues pour s dans un voisinage de 0 et de classe C1

pour s �= 0, telles que

(26) ẋ±
s = ± ξ±s

|ξ±s |
, ξ̇±s = −∇V (x±

s ),
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avec les conditions initiales x±
0 = x, ξ±0 = 0. De plus, (x±

s , ξ
±
s ) dépendent de

façon C∞ de (s, x) pour s �= 0.

Notons que (26) implique en particulier

±ẋ±
s=0+ = ∓ẋ±

s=0− = − ∇V (x)
|∇V (x)| ·

Preuve de la proposition 3. — Soit x ∈ R2 tel que ∇V (x) �= 0. Considérons le
système

(27)

{
Ẋs = − sgn(s)

Ξs
|Ξs|

, X0 = x,

Ξ̇s = −∇V (Xs), Ξ0 = 0.

Le système (27) équivaut à

Ξs = −s

∫ 1

0

∇V (Xst)dt, Xs = x+
∫ s

0

∫ 1
0 ∇V (Xσt)dt

|
∫ 1
0
∇V (Xσt)dt|

dσ,

l’hypothèse∇V (x) �= 0 et le théorème du point fixe nous assurent que le système
(27) admet une unique solution dans un voisinage de s = 0. De plus cette
solution dépend de façon C∞ de x. Il en est de même pour le système

(28)

{
Ẋ ′
s = sgn(s)

Ξ′
s

|Ξ′
s|
, X ′

0 = x,

Ξ̇′
s = −∇V (X ′

s), Ξ′
0 = 0.

On remarque alors que les courbes

(x+s , ξ
+
s ) =

{
(Xs,Ξs) pour s ≤ 0,
(X ′

s,Ξ
′
s) pour s ≥ 0,

(x−
s , ξ

−
s ) =

{
(X ′

s,Ξ′
s) pour s ≤ 0,

(Xs,Ξs) pour s ≥ 0,

sont solutions de (26). Réciproquement, on construit des solutions de (27)
et (28) au moyen de (x+s , ξ+s ) et (x−

s , ξ
−
s ), solutions de (26). L’unicité des solu-

tions des deux premières équations implique l’unicité des solutions de (26), ce
qui prouve la proposition 3.

Soit m0 = (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ M tel que ξ0 = 0, τ0+V (x0) = 0 et ∇V (x0) �= 0.
On définit

J+,p =
{
(t+ s,Xs(x), τ,Ξs(x)), (t, x, τ, 0) ∈ U , s ∈ ]− ε, 0]

}
,

J−,p =
{
(t+ s,X ′

s(x), τ,Ξ
′
s(x)), (t, x, τ, 0) ∈ U , s ∈ ]− ε, 0]

}
,

J+,f =
{
(t+ s,X ′

s(x), τ,Ξ
′
s(x)), (t, x, τ, 0) ∈ U , s ∈ [0, ε[},

J−,f = {(t+ s,Xs(x), τ,Ξs(x)), (t, x, τ, 0) ∈ U , s ∈ [0, ε[
}
,

où U est un voisinage de m0 dans S ∩ {∇V (x) �= 0} (on rappelle que S est
défini par S = {ξ = 0, τ + V (x) = 0}) et ε est choisi assez petit de sorte que
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l’on reste dans l’ensemble {∇V (x) �= 0} et dans le domaine d’existence des
solutions de (27) et (28) . On a donc

J = J+,p ∪ J−,f

=
{
(t, x, τ, ξ) ; ∃ (s, y) ∈ R × R

2, (x, ξ) = (Xs(y),Ξs(y)),

(t− s, y, τ, 0) ∈ U
}
,

J ′ = J−,p ∪ J+,f

=
{
(t, x, τ, ξ) ; ∃ (s, y) ∈ R × R

2, (x, ξ) = (X ′
s(y),Ξ

′
s(y)),

(t− s, y, τ, 0) ∈ U
}
.

Compte tenu de la construction de (Xs,Ξs) et (X ′
s,Ξ

′
s), J et J ′ sont des sous-

variétés C∞ se coupant transversalement en S.

Proposition 4. — Il existe une fonction φ de classe C∞ dans un voisinage de
(x0, τ0) telle que J = {ξ = ∇φ(x, τ)}, J ′ = {ξ = −∇φ(x, τ)}. En particulier,
J et J ′ sont des sous-variétés involutives de T ∗(R3). De plus

(29)
∣∣τ + V (x)

∣∣ = ∣∣∇φ(x, τ)
∣∣.

Notons que la formule (29) traduit le fait que J∪J ′ ⊂ Σ = {|τ+V (x)| = |ξ|}.
On définit alors ω = ω(x, τ) par la formule

(30) ∇φ(x, τ) =
(
τ + V (x)

)
ω(x, τ),

et on note
I =
{
m = (t, x, τ, ξ) ; ω(x, τ) ∧ ξ = 0

}
,

où pour v = (v1, v2) ∈ R2 et y = (y1, y2) ∈ R2, on note

v ∧ y = v1y2 − v2y1 = v⊥ · y
avec v⊥ = (−v2, v1).

On vérifie que I est une hypersurface coupant transversalement

Σ+ =
{
τ + V (x) + |ξ| = 0, ξ �= 0

}
et

Σ− =
{
τ + V (x) − |ξ| = 0, ξ �= 0

}
,

et que Σ ∩ I = J ∪ J ′.

Preuve de la proposition 4. — Pour tout τ0 ∈ R, considérons les ensembles

Λτ0 =
{
(Xs(x),Ξs(x)) ; ∃ t ∈ R, (t, x, τ0, 0) ∈ U

}
,

(resp. Λ′
τ0 =

{(
X ′
s(x),Ξ

′
s(x)
)
; ∃ t ∈ R, (t, x, τ0, 0) ∈ U

}
). Ce sont les projec-

tions sur l’espace T ∗(R2
x) de J ∩ {τ = τ0} (resp. J ′ ∩ {τ = τ0}).

On remarque qu’au-dessus d’un point m de S

TΛτ0|m = T
(
{ξ = 0, τ0 + V (x) = 0}

)
⊕ RH,
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où H(x, 0) =
(
∇V (x)/|∇V (x)|,−∇V (x)

)
: la première projection restreinte

à Λτ0 est de rang maximal et TΛτ0|⊥m = TΛτ0|m pour la forme symplectique
dξ ∧dx. De plus, en dehors de S, les sous-variétés Λτ0 et Λ′

τ0 sont tissées par le
flot hamiltonien de τ0+V (x)±|ξ|. On en déduit que Λτ0 (resp. Λ′

τ0) est une sous-
variété lagrangienne de T ∗(R2

x) admettant un système d’équations locales de la
forme ξ = ∇xφ(x, τ0) (resp. ξ = ∇xφ

′(x, τ0)) où les fonctions φ et φ′ peuvent
être choisies de sorte qu’elles dépendent régulièrement du paramètre τ0.

On vérifie aisément que X−s(x) = X ′
s(x) et Ξ−s(x) = −Ξ′

s(x) car

d
ds

(X−s) = −Ẋ−s = sgn(−s)
Ξ−s
|Ξ−s|

= sgn(s)
−Ξ−s
|Ξ−s|

,

d
ds

(−Ξ−s) = Ξ̇−s = −∇V (X−s).

Dès lors, si (x, ξ) ∈ Λτ0 alors (x,−ξ) ∈ Λ′
τ0 , et on peut choisir φ′ = −φ.

4. Un résultat général de restitution de l’énergie par le croisement

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’énergie d’une solution ne peut
rester localisée sur l’ensemble critique S.

Proposition 5. — Si µ est une mesure semi-classique d’une famille (ψh) de
solutions du système (3), alors

(31) µ
({

ξ = 0, ∇V (x) �= 0
})

= 0.

La preuve de la proposition 5 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 5. — Soit µ une mesure semi-classique d’une famille de solutions du
système (3), alors(

τ + V (x)
)
∂tµ−

(
τ + V (x)

)
∇V (x) · ∇ξµ− ξ · ∇xµ(32)

=
1
2
(
A(∇V (x))µ + µA(∇V (x))

)
.

Preuve du lemme 5. — Considérons l’opérateur Γ défini par

Γ =
(h
i
∂t + V (x) −A(hDx)

)
◦
(h
i
∂t + V (x) +A(hDx)

)
=
(h
i
∂t + V (x)

)2
+ h2∆+

[
V (x), A(hDx)

]
.

On a Γψh = 0. L’opérateur Γ ayant un symbole principal scalaire, on peut
utiliser la méthode d’énergie usuelle. Pour tout a ∈ C∞

0 (R3
t,x × R

3
τ,ξ) à valeurs

matricielles,
1
h

(
oph(a)ψ

h | Γψh
)
L2(R3

t,x)
− 1

h

(
oph(a)Γψh | ψh

)
L2(R3

t,x)
= 0.
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Compte tenu de Γ∗ = ((h/i)∂t+V (x))2+h2∆−[V (x), A(hD)], le calcul pseudo-
différentiel usuel donne

1
h

(
Γ∗ oph(a)− oph(a)Γ

)
= oph

(1
i

{(
τ + V (x)

)2 − |ξ|2, a
}

+ i{V (x), A(ξ)}a + ia{V (x), A(ξ)}
)
+ o(1)

dans L
(
L2(Rd)

)
. Lorsque h tend vers 0, on obtient∫

R
6
t,x,τ,ξ

tr
(({(

τ + V (x)
)2 − |ξ|2, a(t, x, τ, ξ)

}
−
{
V (x), A(ξ)

}
a(t, x, τ, ξ)

−a(t, x, τ, ξ)
{
V (x), A(ξ)

})
µ(dt, dx, dτ, dξ)

)
= 0.

Cette égalité étant valable pour tout symbole matriciel a — en particu-
lier pour un symbole de la forme a = ãEi,j où ã est scalaire et Ei,j est la
matrice Ei,j =

(
δi,kδj,!

)
k,!

— on obtient (32) une fois remarqué que l’on a
{V (x), A(ξ)} = −A

(
∇V (x)

)
.

On utilise alors (32) de la façon suivante. Soit Φ ∈ C∞
0 (R2

ξ), 0 ≤ Φ ≤ 1, avec
Φ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 2 et Φ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1. Alors pour ε > 0, l’équation (32)
implique

Φ
(ξ
ε

)((
τ + V (x)

)
∂tµ−

(
τ + V (x)

)
∇V (x) · ∇ξµ− ξ · ∇xµ

)
(33)

=
1
2
Φ
(ξ
ε

)(
A(∇V (x))µ + µA(∇V (x))

)
.

En utilisant que µ est supportée dans l’ensemble caractéristique {τ+V (x)±|ξ| =
0}, on trouve par convergence dominée que le membre de gauche de l’équation
(33) tend vers 0 au sens des distributions lorsque ε tend vers 0, ce qui implique

(34) A
(
∇V (x)

)
1ξ=0µ+ 1ξ=0µA

(
∇V (x)

)
= 0.

On utilise alors le lemme élémentaire suivant :

Lemme 6. — Soit α ∈ R2\{0} et M ∈ M2(C) une matrice hermitienne posi-
tive telle que A(α)M +MA(α) = 0 ; alors M = 0.

Preuve du lemme 6. — Soit (e+, e−) une base orthogonale de vecteurs propres
de A(α), alorsA(α)Me± = ∓|α|Me±. Par définition de e±, il existe λ+, λ− ∈ R

tels que Me± = λ±e∓. Ceci implique 〈Me± | e±〉 = 0 ; la matrice M étant
hermitienne positive, on en déduit M = 0.

Par le théorème de Radon-Nikodym, il existe une fonction M appartenant
à L1(R4

t,x,τ ; tr(µ1ξ=0)) et à valeurs dans les matrices hermitiennes positives
telle que

1ξ=0µ(t, x, τ, ξ) = M(t, x, τ)tr(µ1ξ=0).
L’équation (34) et le lemme 6 impliquent alors M = 0 d’où (31). La proposi-
tion 5 est démontrée.
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5. Propagation le long des trajectoires critiques

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’évolution en dehors de ξ = 0
des mesures à deux échelles associées à une famille (ψh) de solutions du sys-
tème (3) et aux sous-variétés J et J ′. Nous commençons par établir un lemme
de séparation des modes qui permet de ramener notre système à l’étude de deux
équations scalaires. Nous appliquerons alors les résultats du paragraphe 2.5.

Il suffit de travailler au voisinage d’un point m1 = (t1, x1, τ1, ξ1) de
Σ ∩ I \ {ξ = 0}. Supposons par exemple que m1 ∈ Σ+ ∩ I. Soit χ ∈ C∞

0 (T ∗R2)
valant 1 près de (x1, ξ1) et telle que, pour tout (x, ξ) dans le support de χ,
il existe un repère mobile

(
e+(ξ), e−(ξ)

)
de R2 constitué de vecteurs propres

unitaires de A(ξ) dépendant de ξ de façon C∞.
Soit (uh+) la famille de fonctions de L2(R2) définie par

(35)

{
ih∂tu

h
+ =
(
|hDx|+ V (x)

)
uh+,

uh+(t1) = 〈oph(χe+) | ψh(t1)〉,

où 〈· | ·〉 désigne le produit scalaire sur C2.

Lemme 7. — Il existe un voisinage ouvert U de m1 tel que, pour tout Φ
dans C∞

0 (U),

oph(Φ)ψ
h = oph(Φe+)uh+ + o(1) dans L2(R3).(36)

Preuve du lemme 7. — Posons ũh± = 〈oph(χe±) | ψh〉. Pour toute fonction
χ̃ = χ̃(x, ξ) supportée à l’intérieur de {χ = 1}, on a

(37) oph(χ̃)
(
ψh − oph(χe

+)ũh+ − oph(χe
−)ũh−

)
= o(1).

De plus, (ũh±) vérifie

ih∂tũ
h
± =
(
±|hDx|+ V (x)

)
ũh± + hfh±,

où

fh± =
1
i
oph
(
χ{V, e±}

)
ψh + oph(χ

′)ψh + o(1),

avec χ′ = 0 à l’intérieur de {χ = 1}.
Puisque fh est bornée dans L2, la mesure semi-classique de (ũh±) est sup-

portée dans Σ±.
Par ailleurs, la base (e+, e−) étant orthonormée, il existe une fonction C∞

0 ,
γ, telle que, sur le support de χ,

{V, e±} = ±γe∓.

Il en résulte que

fh± = ±1
i
oph(χγ)ũ

h
∓ + oph(χ

′)ψh + o(1).
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Considérons une famille de fonctions C∞
0 , χ̃t = χ̃t(x, ξ) satisfaisant à{

τ + V (x) + |ξ|, χ̃t
}
= 0,

supportée à l’intérieur de {χ = 1} et valant 1 près de m1. On a, compte-tenu
de la localisation des mesures semi-classiques de (ũh−) et de (ũh+ − uh+),∥∥oph(χ̃t)(ũh+ − uh+)

∥∥2
L2(R3

t,x)

= o(1)− 2Re
(∫ t

t1

(
oph(χ̃sγ)ũ

h
−(s) | oph(χ̃s)

(
ũh+(s)− uh+(s)

)))
= o(1).

En revenant à la formule (37) et en choisissant un ouvert U contenu dans
l’intérieur de {χ̃t(x, ξ) = 1} et ne rencontrant pas Σ−, on obtient le lemme 7.

Le lemme 7 a pour corollaire immédiat que les mesures à deux échelles ν et
ν′ de la famille (ψh) pour J et J ′ respectivement vérifient dans U

ν = ν+,pΠ+, ν′ = ν+,fΠ+,

où les mesures ν+,p et ν+,f sont les mesures à deux échelles de la famille (uh+)
pour les sous-variétés J et J ′ respectivement.

On obtient un résultat similaire sim1 ∈ Σ−∩I, en introduisant la solution uh−
de

(38)

{
ih∂tu

h
− =

(
−|hDx|+ V (x)

)
uh−,

uh−(t1) =
〈
oph(χe−) | ψh(t1)

〉
.

La proposition 2 implique alors le théorème 2 dont nous allons don-
ner une version plus précise dans la suite. Soit I l’hypersurface d’équation
ω(x, τ) ∧ ξ = 0. Comme I ∩ Σ+ = J+,p ∪ J+,f avec J+,p ⊂ J et J+,f ⊂ J ′,
le lemme 4 appliqué à la famille (uh+) permet d’identifier νI avec ν = ν+,pΠ+

au-dessus de J+,p et avec ν′ = ν+,fΠ+ au-dessus de J+,f . En utilisant (uh−),
on identifie νI avec ν′ = ν−,pΠ− au-dessus de J−,p et avec ν = ν−,fΠ+

au-dessus de J−,f . Le théorème suivant décrit les équations de transport
vérifiées par νI et constitue un énoncé équivalent au théorème 2 compte tenu
des identifications que nous venons de faire.

Théorème 2
′. — On suppose que (ψh) est solution de (3). On désigne par

νI la mesure semi-classique à deux échelles associée à I munie de l’équation
{ω(x, τ) ∧ ξ = 0}. Alors

(39) νI(t, x, τ, ξ, η) = ν+(t, x, τ, ξ, η)Π+(ξ) + ν−(t, x, τ, ξ, η)Π−(ξ),

où ν± sont des mesures positives sur I × R, portées respectivement par Σ± ∩ I
et vérifiant les équations

(40) ∂tν
± ± ξ

|ξ| · ∇xν
± −∇V (x) · ∇ξν

± ± (∇ · ω) ∂η(ην±) = 0,
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au-dessus de J±,p\S, et

(41) ∂tν
± ± ξ

|ξ| · ∇xν
± −∇V (x) · ∇ξν

± ∓ (∇ · ω) ∂η(ην±) = 0,

au-dessus de J±,f\S.

Preuve du théorème 2′. — Les équations (40) et (41) sont une conséquence de
la proposition 2 appliquée aux familles de solutions des systèmes (35) et (38) :
les mesures ν± vérifient dans U l’équation

∂tν
± ± ξ

|ξ| · ∇xν
± −∇V (x) · ∇ξν

± + c± ∂η(ην±) = 0,

où c± = c±(x, τ, ξ) est tel que{
τ ±|ξ|+V (x), ω(x, τ)∧ξ

}
= c±(x, τ, ξ)ω(x, τ)∧ξ+ c̃±(x, τ, ξ)

(
τ±|ξ|+V (x)

)
.

Il reste à calculer c±. Remarquons que{
τ ± |ξ|+ V (x), ω(x, τ) ∧ ξ

}
= ∇V (x) ∧ ω(x, τ) ± ξ

|ξ| · ∇x

(
ξ ∧ ω(x, τ)

)
.

D’après (29), le vecteur (τ + V (x))ω(x, τ) est un gradient en x donc

∇x ∧
(
(τ + V (x))ω(x, τ)

)
= 0,

ce qui implique

(42) ∇V (x) ∧ ω(x, τ) = −
(
τ + V (x)

)
∇x ∧ ω(x, τ).

D’autre part,

(43) ξ · ∇x

(
ω ∧ ξ) = −(ξ · ω)2∇x ∧ ω − (ξ · ω)(ω ∧ ξ)∇x · ω.

Les relations (42) et (43) donnent sur Σ = {τ + V (x) = ±|ξ|}

c±(x, ξ, τ)ω ∧ ξ = ± (ξ ∧ ω)2

|ξ| ∇x ∧ ω ∓ (ω ∧ ξ)
(ξ · ω)
|ξ| ∇x · ω.

On en déduit que sur Σ ∩ I, on a

c±(x, ξ, τ) = ∓ξ · ω
|ξ| ∇x · ω.

Or, d’après la proposition 4,

si ξ ∈ J, ξ = (τ + V )ω et si ξ ∈ J ′, ξ = −(τ + V )ω,

avec τ + V = ∓|ξ|, ce qui achève la preuve du théorème 2′
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6. Réduction à un problème modèle

6.1. Transformation canonique. — Nous allons redresser l’hypersurface I
grâce à la transformation canonique suivante.

Proposition 6. — Il existe une transformation canonique locale κ sur T ∗R3,

κ(t, x, τ, ξ) = (s, z, σ, ζ),

et des fonctions C∞, λ et µ, strictement positives près de (x0, τ0) telles que

(44)

 σ = −λ(x, τ)
(
τ + V (x)

)
,

s = λ(x, τ)ω(x, τ) · ξ,
ζ2 = λ(x, τ)µ(x, τ)ω(x, τ) ∧ ξ.

De plus, on peut choisir z = z(x, τ) de sorte que (x, τ) �→ (z, σ) soit un difféo-
morphisme local.

Preuve de la proposition 6. — En utilisant le théorème de Darboux (cf. par
exemple [16]), il suffit de montrer qu’il existe λ = λ(x, τ), µ = µ(x, τ), stricte-
ment positives telles que si s, σ et ζ2 sont définis par (44), on ait

{σ, s} = 1, {ζ2, s} = 0, {σ, ζ2} = 0.

Le lemme suivant nous permet de construire λ.

Lemme 8. — Soit W = W (x1, x2), C∞ avec dW �= 0, supposons qu’il existe
une fonction C∞ g telle que{

dg = 0 si W = 0,
Hess g �= 0 si W = 0.

Alors, au voisinage de tout point où W s’annule, il existe une fonction λ, C∞

strictement positive telle que

g = Cte± 1
2
(λW )2.

Preuve du lemme 8. — Le problème est invariant par changement de coordon-
nées dans R2 ; on peut donc supposer W (x) = x1 et se placer au voisinage de
0. La fonction g vérifie dans ces nouvelles coordonnées

∀x2 ∈ R, dg(0, x2) = 0 et d2g(0, x2) �= 0.

Nécessairement, g(0, x2) = Cte ; notons a cette constante. D’après la formule
de Taylor, il existe une fonction C∞ γ telle que

g(x) = a+
x21
2
γ(x).

Comme d2g(0, x2) =
(
γ(0, x2) 0

0 0

)
�= 0, on en déduit que γ(x) �= 0 dans un

voisinage de 0 ; la fonction λ =
√
|γ| est alors C∞ et résout notre problème.
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On sait par la proposition 4 qu’il existe une fonction φ vérifiant (29), φ
satisfait donc aux hypothèses du lemme précédent avec Wτ (x) = V (x) + τ .
Quitte à changer φ en −φ et à la modifier par addition d’une fonction de τ si
nécessaire, il existe une fonction λ = λ(x, τ) strictement positive, C∞ dans les
variable x et τ , telle que

φ(x, τ) =
1
2
(
λ(x, τ)

(
V (x) + τ

))2
.

C’est cette fonction λ que nous allons utiliser. Du fait que |∇φ| = |V (x) + τ |,
la fonction λ vérifie certaines propriétés qui nous seront utiles dans la suite et
que nous allons rassembler dans la remarque suivante.

Remarque. — Comme ∇φ = λ(τ + V )∇x(λ(τ + V )) = (τ + V )ω, on a

(45) λ∇x

(
λ(τ + V )

)
= ω.

De plus 1 = |λ∇x(λ(τ + V ))| = λ2|∇V | sur {τ + V (x) = 0}, donc

(46)
(
λ(x, τ)

)2 = 1
|∇V (x)| sur

{
τ + V (x) = 0

}
.

Revenons à la démonstration de la proposition 6. Considérons

σ = −λ(x, τ)
(
τ + V (x)

)
et s = λ(x, τ)ω(x, τ) · ξ.

Le calcul donne

{σ, s} = λ(x, τ)ω(x, τ) · ∇x

(
λ(x, τ)

(
V (x) + τ

))
= 1

et, pour toute fonction µ = µ(x, τ), par (45),{
σ, λ(x, τ)µ(x, τ)ω(x, τ) ∧ ξ

}
= λ(x, τ)µ(x, τ)ω(x, τ) ∧∇x

(
λ(x, τ)

(
V (x) + τ

))
= 0.

Recherchons alors µ telle que ζ2 = λ(x, τ)µ(x, τ)ω(x, τ)∧ξ vérifie {s, ζ2} = 0.
Compte tenu de

(47) {λω · ξ, λµω ∧ ξ} = [λω, λµω⊥] · ξ,
le lemme suivant nous permet de conclure.

Lemme 9. — Soient X1 et X2 deux champs de vecteurs de R2 partout non
nuls et tels que X1 ·X2 = 0. Alors

[X1, X2] = 0 ⇐⇒ ∇∧
( X1

|X1|2
)
= 0 et ∇ ∧

( X2

|X2|2
)
= 0.

Appliqué à X1 = λω et X2 = λµω⊥, le lemme 9 établit l’existence de κ sous
les conditions

∇∧
(ω
λ

)
= 0 et ∇ ∧

(ω⊥

λµ

)
= 0.

Comme ω/λ = ∇x(λ(V (x)+τ)) d’après (45), la première condition est vérifiée.
Il reste à choisir localement µ > 0 telle que ∇x · (ω/λµ) = 0, ce qui ne présente
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pas de difficulté puisque ω/λ est un champ de vecteur régulier ne s’annulant
pas. On choisit alors z1 = τ et z2 = z2(x, τ) tel que

∇xz2 =
ω⊥

λµ
,

de sorte que (x, τ) �→ (z, σ) est bien de rang maximal.

Preuve du lemme 9. — Il suffit de raisonner localement près d’un point x0.
Le fait que X1 et X2 commutent équivaut à l’existence d’une application
F = F (t1, t2) d’un voisinage de 0 dans R2 sur un voisinage de x0 telle que

(48) ∂tjF = Xj(F ), j = 1, 2.

L’application F est un difféomorphisme local ; notons F−1 = (u1, u2). En déri-
vant par rapport à t1, t2 les identités

uj
(
F (t1, t2)

)
= tj

on obtient

(49) ∇uj(F ) · ∂tkF = δjk,

soit, en utilisant l’orthogonalité de X1, X2,

(50) ∀j = 1, 2, ∇uj =
Xj

|Xj |2
·

Il en résulte que ∇ ∧ (Xj/|Xj|2) = 0. Réciproquement, les identités (50) as-
surent que (u1, u2) est un difféomorphisme local, dont l’inverse F vérifie (49),
donc (48).

6.2. Le système modèle. — Utilisons la transformation canonique précé-
dente pour ramener le système (3) à un système modèle. Commençons par
effectuer un changement de fonctions inconnues. Soit ω = ω(x, τ) la fonction
définie par la formule (30), et soit θ la fonction à valeurs réelles définie par(

cos
(
2θ(x, τ)

)
,− sin

(
2θ(x, τ)

))
= ω(x, τ).

Soit Rθ la matrice de rotation d’angle θ,

Rθ =
(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
.

Remarquons que

(51) RθA(ξ)R−1
θ =

(
ω · ξ ω ∧ ξ

ω ∧ ξ −ω · ξ

)
,

donc, en notant R = oph
(
Rθ(x,τ)

)
, on a l’identité

R oph
(
τ + V (x) +A(ξ)

)
R−1 = oph

(
Q̃(x, τ, ξ)

)
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où, près de m0,

Q̃(x, τ, ξ) = τ + V (x) +
(

ω(x, τ) · ξ ω(x, τ) ∧ ξ

ω(x, τ) ∧ ξ −ω(x, τ) · ξ

)
.

Soit νI la mesure à deux échelles associée à (ψh) et à I = {ω(x, τ) ∧ ξ = 0}.
La mesure ν̃ = Rθ(x,τ)νIR

−1
θ(x,τ) est la mesure à deux échelles pour l’hypersur-

face I = {ω(x, τ) ∧ ξ = 0} de la famille (Rψh) qui satisfait à

oph(Q̃)Rψh = 0.

D’après (51) et (7),
• si (t, x, τ, ξ) ∈ J−,p ∪ J+,p,

Rθ(x,τ)Π+(ξ)R−1
θ(x,τ) =

( 0 0
0 1

)
= E2,

Rθ(x,τ)Π−(ξ)R−1
θ(x,τ) =

( 1 0
0 0

)
= E1,

• si (t, x, τ, ξ) ∈ J−,f ∪ J+,f ,

Rθ(x,τ)Π+(ξ)R−1
θ(x,τ) = E1,

Rθ(x,τ)Π−(ξ)R−1
θ(x,τ) = E2.

La formule (39) s’écrit alors

ν̃ =
{
ν+E2 + ν−E1 au-dessus de J−,p ∪ J+,p,

ν+E1 + ν−E2 au-dessus de J−,f ∪ J+,f .

Soit m0 = (s = 0, z0, σ = 0, ζ1,0, ζ2 = 0) ∈ T ∗(R3), et soit κ une trans-
formation canonique définie comme au §3.2, au voisinage de m0. Soit U un
opérateur intégral de Fourier unitaire associé à la transformation canonique κ et

vh = Uoph
(
λ(x, τ)−1/2

)
Rψh.

Soit Q la matrice définie par

(52) Q =
(−σ + s αζ2

αζ2 −σ − s

)
,

avec α = 1/µ. En utilisant (20), on obtient

oph(Q)vh = oph(Q)Uoph
(
λ(x, τ)−1/2

)
Rψh

= Uoph(Q ◦ κ)oph
(
λ(x, τ)−1/2

)
Rψh +O(h2)

= Uoph
(
λ(x, τ)Q̃(x, τ, ξ)

)
oph
(
λ(x, τ)−1/2

)
Rψh.

Mais par le calcul de Weyl, on obtient

oph
(
λ(x, τ)Q̃(x, τ, ξ)

)
oph(λ(x, τ)

−1/2) = oph
(
λ(x, τ)1/2

)
oph(Q̃(x, τ, ξ))+O(h2).
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On en déduit que la famille (vh) est localement solution du système (14), au
sens où, pour toute fonction β ∈ C∞

0 à support dans un voisinage U assez petit
de m0,

(53) oph(β)oph(Q)vh = O(h2) .

D’après la proposition 1, la mesure ν = ν̃ ◦ N(κ)−1 est la mesure à deux
échelles de la famille (vh) pour l’équation ζ2/λµ = 0 de I. Les résultats
des sections précédentes assurent que ν ne charge pas l’ensemble singulier
S = {σ = s = ζ2 = 0} ⊂ I. Notons ν± = ν±◦N(κ)−1. Les mesures scalaires ν±

sont portées respectivement par {ζ2 = 0,−σ±|s| = 0} et vérifient les équations
de transport suivantes :{

∂sν
± ± ∂σν

± = 0 dans {s > 0},
∂sν

± ∓ ∂σν
± = 0 dans {s < 0}.

7. Analyse à l’infini

Dans ce paragraphe, on étudie la propagation des mesures à deux échelles
à l’infini sur le fibré normal à I, pour le problème modèle (53) obtenu au
paragraphe 6.2 précédent. On note

A(s, z, σ, ζ) =
(

s α(σ, z)ζ2
α(σ, z)ζ2 −s

)
,

de sorte que Q = −σ +A.
Notre objectif dans ce paragraphe est de démontrer les identités suivantes :

(54) 1|η|=+∞ν±|s=0+ = 1|η|=+∞ν±|s=0− .

Pour ce faire, nous démontrons tout d’abord une estimation a priori sur les
solutions d’un système du type (53). Notons au préalable que si l’on fixe χ
dans C∞

0 (U) (valant 1 près de m0), l’équation (53) et le calcul symbolique
entrâınent que vh = oph(χ)vh vérifie

(55)
∥∥oph(Q)vh

∥∥
L2= O(h).

De plus, on peut supposer que la fonction α est à support compact sur R3
σ,z,

quitte à la tronquer loin de U .

7.1. Estimation d’énergie hyperbolique

Proposition 7. — Soit (vh) une famille bornée de L2(Rs × R2
z,C

2) solu-
tion du système (55), où Q est donnée par (52). Soit ρ ∈ C∞

0 (R) une fonc-
tion valant 1 près de 0. Alors il existe ε > 0 et h0 > 0 tels que la famille
(ρ(hDz2/ε)vh)h<h0 soit bornée dans L∞(Rs, L2(R2

z)
)
.
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Preuve de la proposition 7. — Soit ρ̃ ∈ C∞
0 (R) à valeurs réelles, valant 1 dans

un voisinage du support de ρ. Notons

Aε(s, σ, z, ζ) =
(

s α(σ, z)ζ2ρ̃(ζ2/ε)
α(σ, z)ζ2ρ̃(ζ2/ε) −s

)
.

Alors le calcul symbolique pseudodifférentiel assure que vhε = ρ(hDz2/ε)vh

satisfait au système∥∥ih∂svhε + oph(Aε)v
h
ε

∥∥
L2(R3

s,z)
= Oε(h)

où Oε(h) désigne une quantité bornée par Cεh, Cε étant une constante dépen-
dant de ε. Pour tout s0 ∈ R, écrivons∥∥vhε (s0)∥∥2L2

z
= 2Re

(∫ s0

−∞

(
∂sv

h
ε (s) | vhε (s)

)
L2

z
ds
)

(56)

= Oε(1)−
2
h
Im
(∫ s0

−∞

(
[oph(Aε)v

h
ε ](s) | vhε (s)

)
L2

z
ds
)

Notons L =
( 0 1
1 0

)
,

a(t, z) =
1
2π

∫ +∞

−∞
eitσα(σ, z)dσ,

Mh
ε (t) = oph

(
a(t, z)ζ2ρ̃

(ζ2
ε

))
L ∈ L

(
L2(R2

z ,C
2)
)
.

Alors, puisque Mh
ε (t)

∗ = Mh
ε (−t),

2Im
(
[oph(Aε)v

h
ε ](s)|vhε (s)

)
L2

z

= 2Im
(∫ +∞

−∞

(
Mh
ε (t)v

h
ε (s− ht), vhε (s)

)
L2

z
dt
)

=
1
i

∫ +∞

−∞

[(
Mh
ε (t)v

h
ε (s− ht)|vhε (s)

)
L2

z
−
(
Mh
ε (−t)vhε (s)|vhε (s− ht)

)
L2

z

]
dt

Retournant à (56), le changement de variables (t, s) �→ (−t, s − ht) dans la
seconde intégrale donne,∥∥vhε (s0)∥∥L2

z
= Oε(1) +

1
ih

∫ +∞

−∞

(∫ s0+ht

s0

(
Mh
ε (t)v

h
ε (s− ht) | vhε (s)

)
L2

z
ds
)
dt.

D’après l’inégalité de G̊arding (cf. par exemple [6]),∥∥Mh
ε (t)
∥∥
L(L2

z)
≤ sup

z,ζ2

∣∣∣a(t, z)ζ2ρ̃(ζ2
ε

)∣∣∣+ hCε sup
z

|α|≤N

∣∣∂αz a(t, z)∣∣,
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d’où, en utilisant la décroissance rapide en t de sup
z

|∂αz a(t, z)|,∥∥vhε ∥∥2L∞(R,L2)
≤ Oε(1) +

(
Cε+Oε(h)

)
‖vhε ‖2L∞(R,L2),

ce qui achève la démonstration.

7.2. Réflexion totale. — Une conséquence importante de l’estimation pré-
cédente est le lemme suivant.

Lemme 10. — Il existe un voisinage ouvert U ′ ⊂ U de m0 tel que, pour toute
fonction χ ∈ C∞

0 (U ′), la famille vh = oph(χ)vh vérifie, pour h assez petit, et
pour tout compact K de R6, l’estimation∣∣(oph(b)vh | vh

)∣∣ ≤ C

∫ +∞

−∞
sup

k+|β|≤N
sup

(z,σ,ζ)∈R5

∣∣∂kσ∂βz b(s, z, σ, ζ)∣∣ds,
pour tout b ∈ C∞

0 (K), N étant un entier fixe.

Preuve du lemme 10. — Il suffit d’écrire

(oph(b)v
h, vh)

=
1
h3

∫
R3

k
(s+ s′

2
,
ζ − ζ′

h
,
s− s′

h
,
ζ + ζ′

2

)
v̂h(s′, ζ′)v̂h(s, ζ)dsdζds′dζ′

où v̂ désigne la h-transformée de Fourier de v par rapport à la variable z, et où

k(s, ζ̇, ṡ, ζ) =
∫

R3
b(s, z, σ, ζ)ei(σṡ−z·ζ̇)

dσdz
(2π)3

·

La proposition 7 et le lemme de Schur entrâınent alors∣∣(oph(b)vh | vh
)∣∣ ≤ C

∫
R4

sup
ζ

∣∣k(s, ζ̇, ṡ, ζ)∣∣dsdṡdζ̇,
et l’estimation annoncée s’en déduit, puisque b ∈ C∞

0 (K).

Venons-en à la démonstration de la formule (54). Les valeurs propres de A
et leurs projecteurs associés sont

λ(s, z, σ, ζ2) =
√

s2 + α(σ, z)2ζ22 ,(57)

Π±(s, z, σ, ζ) =
1
2

(
1± A

λ

)
=

1
2

(
1± 1√

s2 + α2ζ22

(
s αζ2

αζ2 −s

))
.(58)

Remarquons que, sur ζ2 = 0,

Π+
|s=0+ = Π−

|s=0− = E1, Π−
|s=0+ = Π+

|s=0− = E2.

Rappelons également que
ν± = tr(νΠ±).

Nous traitons le cas de ν+, celui de ν− lui est semblable. La proposition 7
assure que ν+ est décrite près dem0 par une fonction L∞ de s à valeurs mesures
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dans les autres variables ; en particulier, ν+ ne charge pas {s = 0}. Il en résulte
que, pour toute fonction test a0 = a0(z, σ, ζ, η),

(59)
〈
ν+(s = 0+)− ν+(s = 0−), a0

〉
= lim
δ→0

〈
∂sν

+, a0ρ
(s
δ

)〉
,

où ρ ∈ C∞
0 (R) vaut 1 près de l’origine. Soit alors a = a(s, z, σ, ζ, η) un élément

de A de la forme

a(s, z, σ, ζ, η) = a0(z, σ, ζ) ρ
(s
δ

)
ρ
(ζ2
ε

)
(1− ρ)

( η
R

)
,

où ε, δ et le support de a0 sont supposés assez petits pour que a(., η) ∈ C∞
0 (U ′)

pour tout η ∈ R. Par définition de ν+,

(60)
〈
∂sν

+, a0ρ
(s
δ

)〉
= lim
ε→0

lim
R→∞

lim
h→0

Lhδ,ε,R

avec

Lhδ,ε,R = −
∫

∂sa
(
s, z, σ, ζ,

ζ2√
h

)
tr
(
Whvh(s, z, σ, ζ)Π+(s, z, σ, ζ)

)
dsdσdzdζ.

En effet, bien que Π+ soit singulière près de s = ζ2 = 0, l’annulation de ∂sa
près de s = 0 assure que l’on intègre bien Whvh contre une fonction du type
q(s, z, σ, ζ, ζ2/

√
h), où q est un élément de A à valeurs matricielles.

Pour étudier Lhδ,ε,R, nous aurons recours à des techniques d’énergie
pseudodifférentielles, et introduisons donc quelques notations à cet effet.
Si q = q(s, z, σ, ζ, η), nous noterons op(2)h (q) l’opérateur oph(q̃h), avec

q̃h(s, z, σ, ζ) = q
(
s, z, σ, ζ,

ζ2√
h

)
.

Il sera parfois utile de revenir à la quantification non semi-classique (h = 1), et
nous noterons alors

q*h(s, z, σ, ζ) = q̃h(s, z, hσ, hζ) = q
(
s, z, hσ, hζ,

√
h ζ2
)
,

de sorte que

op(2)h (q) = oph(q̃h) = op1(q
*
h).

Passons à l’expression de Lhδ,ε,R , que nous noterons Lh pour simplifier. La
localisation de ζ2 dans la zone |ζ2| ≥ R

√
h assurant que Π+ est une fonction C∞

à h fixé près du support de ãh, on a

Lh = −
(
op(2)h (∂saΠ+)vh | vh

)
(61)

=
(
op(2)h (aΠ+)∂svh | vh) + (op(2)h (aΠ+)vh | ∂svh

)
+
(
op(2)h (a∂sΠ+)vh | vh

)
.
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Pour estimer la somme Lh1 des deux premiers termes dans le second membre
de (61), on recourt classiquement à l’équation

h

i
∂sv

h − oph(A)vh = fh, oph(χ)f
h = o(h)

pour tout χ ∈ C∞
0 (U). Il vient

Lh1 = − i

h

([
oph(A), op(2)h (aΠ+)

]
vh | vh

)
+

i

h

((
op(2)h (aΠ+)fh | vh

)
−
(
op(2)h (aΠ+)vh | fh

))
.

En utilisant l’homogénéité en (s, αζ2) de Π+, on vérifie aisément que q = aΠ+

satisfait aux estimations∣∣∂βσ,z,ζ1∂γs,ζ2 q̃h(s, z, σ, ζ)∣∣ ≤ Cβ,γ

( 1
R
√
h

)|γ|
,

en supposant R
√
h ≤ 1, ce qui ne pose pas de problème puisqu’on fait tendre

d’abord h vers 0. Notons que l’on utilise ici que α �= 0 sur U , de sorte que
λ̃h ≥ CR

√
h sur le support de ãh. En termes de calcul de Weyl-Hörmander,

pour lequel nous référons aux sections 18.4, 18.5, 18.6 de [16], il revient au
même de dire que q*h ∈ S(1, gh), où gh est la métrique suivante,

gh = dz2 +
ds2

R2h
+ h2(dσ2 + dζ21 ) +

hdζ22
R2

·

On remarque que

gh
gσh

≤
(√h

R

)2
,

de sorte que le gain du calcul symbolique est majoré par
√
h/R.

Soit alors χ ∈ C∞
0 (U) telle que χa = a. Alors le théorème de calcul symbo-

lique 18.5.4 de [16] assure que

op(2)h (aΠ+) = op(2)h (aΠ+χ) ∈ op(2)h (aΠ+)oph(χ) + op1
(
S
((√h

R

)N
, gh

))
pour tout entier N . Ainsi, d’après le théorème de continuité L2 18.6.3 de [16],
on obtient, quand h tend vers 0,

i

h

((
op(2)h (aΠ+)fh | vh

))
=

i

h

((
op(2)h (aΠ+)oph(χ)f

h | vh
))

+ o(1) = o(1).

On a de façon analogue,

i

h

((
op(2)h (aΠ+)vh | fh

))
= o(1).
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Par ailleurs, observons que A*h ∈ S(λ*h, gh) et que, puisque a est supporté
dans un compact fixe, q*h ∈ S((λ*h)

−N , gh) pour tout entier N . Combiné avec
l’identité AΠ+ = Π+A, le théorème de calcul symbolique assure alors que[

oph(A), op(2)h (aΠ+)
]
=
[
op1(A

*
h), op1(q

*
h)
]

∈ 1
2i
op1
(
{A*h, q

*
h} − {q*h, A

*
h}
)
+ op1

(
S
((√h

R

)2
, gh

))
,

de sorte que, par le théorème de continuité L2, on obtient finalement

Lh1 =
1
2
(
oph
(
{A, ãhΠ+} − {ãhΠ+, A}

)
vh | vh

)
+O
( 1
R2

)
.

De plus, puisque A = 2λΠ+ − λ et (Π+)2 = Π+, on vérifie aisément que

{A,Π+} − {Π+, A} = 0.

Il en résulte que

{A, ãhΠ+} − {ãhΠ+, A} = {A, ãh}Π+ −Π+{ãh, A} = b̃h,

avec

b(s, z, σ, ζ, η) = −∂σa(JΠ+ +Π+J)
+(α∂z2a+ ζ2∂σα∂sa− ζ2∂zα · ∂ζa− ∂z2αη∂ηa)(LΠ

+ +Π+L),

et J =
( 1 0
0 −1

)
, L =

( 0 1
1 0

)
.

En écrivant ∇a = χ∇a pour χ ∈ C∞
0 (U ′) valant 1 près du support de a,

et en appliquant le calcul de Weyl-Hörmander comme précédemment, on peut
remplacer vh par vh = oph(χ)v

h dans l’expression ci-dessus de Lh1 . Appliquons
alors le lemme 10 au symbole b̃h ci-dessus. Il vient, quand h tend vers 0,

|Lh1 | ≤ O
( 1
R2

)
+ C

∫ +∞

−∞

{ε
δ

∣∣∣ρ′(s
δ

)∣∣∣+ ρ
(s
δ

)}
ds.

Passant à la limite quand h tend vers 0, puis quand R tend +∞ et quand (ε, δ)
tend vers (0, 0), on conclut que la contribution de Lh1 à (60) est nulle.

Il reste à annuler la contribution du troisième terme de (60), c’est-à-dire

Lh2 =
(
op(2)h (a∂sΠ+)vh | vh

)
,

qui représente l’interaction entre les deux modes. On se convainc aisément
qu’une application directe du lemme 10 au symbole (a∂sΠ+ )̃ montre seule-
ment que Lh2 est borné. Pour conclure, nous allons donc utiliser à nouveau
l’équation, en partant de l’identité

∂sΠ+ =
[
A,

A

2λ2
∂sΠ+

]
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qui est une conséquence facile de A = λ(2Π+ − 1) et de (Π+)2 = Π+. Utilisons
à nouveau le calcul de Weyl-Hörmander avec la métrique gh précédente. On a
A*h ∈ S(λ*h, gh) et (aA∂sΠ+

λ2

)*
h
∈ S
( 1√

hRλ*h
, gh

)
d’après l’inégalité λ*h ≥ C

√
hR sur le support de a*h. On en déduit

op(2)h (a∂sΠ+) ∈ 1
2
oph(A) op(2)h

(aA∂sΠ+

λ2

)
−1
2
op(2)h

(aA∂sΠ+

λ2

)
oph(A) + op1

(
S
( 1
R2

, gh

))
d’où, en tenant compte de l’équation sur vh,

Lh2 = O
( 1
R2

)
− 1

2
(
op(2)h (aA∂sΠ+λ−2)vh | fh

)
+

1
2
(
op(2)h (aA∂sΠ+λ−2)fh | vh

)
− h

2i
(
op(2)h (∂s(aA∂sΠ+λ−2))vh | vh

)
.

En localisant vh et fh à l’aide d’une troncature χ comme précédemment, on
obtient, quand h tend vers 0 puis R tend vers +∞,

Lh2 = o(1) +O
( 1
R2

)
− h

2i
(
op(2)h (∂s(aA∂sΠ+λ−2))vh | vh

)
où vh = oph(χ)v

h. On utilise alors le lemme 10, en tenant compte de∣∣∂βσ,z∂s(aA∂sΠ+λ−2)∼h
∣∣ ≤ Cβ

(s2 + hR2)3/2
·

Il vient finalement

|Lh2 | ≤ o(1) +O
( 1
R2

)
+ Ch

∫ +∞

−∞

ds
(s2 + hR2)3/2

≤ o(1) +O
( 1
R2

)
,

ce qui achève la démonstration.

8. Analyse à distance finie

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer les formules de Landau-Zener
telles qu’elles sont énoncées dans le théorème 3 pour la partie {|η| < +∞} des
mesures ν+ et ν−.

8.1. Une forme normale à distance finie. — Rappelons que nous tra-
vaillons sur le système (53). Commençons par analyser les différents rôles des
variables σ et z : la variable z1 est un simple paramètre, le cas α = α(z2) se
ramène à l’étude du système (10) par un simple changement de variables en z2.
L’unique difficulté provient de la variable σ. Nous allons donc montrer que le
système (14) admet une forme normale avec α = α(z).
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Proposition 8. — Il existe deux matrices Ch(σ, z, η) et C̃h(σ, z, η),

Ch(σ, z, η) = C0(σ, z, η) +
√
hC1(σ, z, η) + hC2(σ, z, η),

C̃h(σ, z, η) = C̃0(σ, z, η) +
√
hC̃1(σ, z, η) + hC̃2(σ, z, η),

telles que pour tout a ∈ C∞
0 (R7

s,σ,z,ζ,η),

(62)
∥∥∥op(2)h (a)

[
op(2)h (C̃h)oph(Q)− oph(Q0)op

(2)
h (Ch)

]∥∥∥
L(L2)

= O
(
h
√
h
)

avec C0, C̃0 unitaires et

Q0(s, z, σ, ζ) =
( −σ + s α(0, z)ζ2
α(0, z)ζ2 −σ − s

)
.

Preuve de la proposition 8. — Soit

J =
( 1 0
0 −1

)
et K =

( 0 1
−1 0

)
.

Il est plus commode de travailler avec les matrices JQ et JQ0. L’équation (62)
devient alors compte tenu de J2 = I : pour tout a ∈ C∞

0 (R7
s,σ,z,ζ,η),∥∥∥op(2)h (a)

[
op(2)h (JC̃hJ)oph(JQ)− oph(JQ0)op

(2)
h (Ch)

]∥∥∥
L(L2)

(63)

= O
(
h
√
h
)
.

Notons que, puisque a est à support compact dans la variable η,∥∥op(2)h (a)oph(ζ2)
∥∥
L(L2)

=
√
h
∥∥op(2)h (a)op(2)h (η)

∥∥
L(L2)

= O(1).

En utilisant le calcul de Weyl, on écrit le premier membre de (63) sous la forme∥∥op(2)h (a)op(2)h
(
A0 +

√
hA1 + hA2 +O(h

√
h )
)∥∥

L(L2)
.

On identifie alors A0, A1 et A2 à 0. Comme Ch et C̃h ne dépendent pas de s,
on peut identifier le coefficient de s à 0, ce qui donne Ch = JC̃hJ . On obtient
les équations suivantes :

[J,C0] = 0,(64)

−σ[J,C1] + α(0, z)ηKC0 = α(σ, z)ηC0K,(65)

−1
i
∂σC0 +

1
2i
(
α(0, z)K∂z2C0 − ∂z2α(0, z)ηK∂ηC0

)
(66)

+α(0, z)ηKC1 − σJC2

= − 1
2i
(
α(σ, z)∂z2C0K − ∂z2α(σ, z)η∂ηC0K

)
+ α(σ, z)ηC1K − σC2J.
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Nous allons maintenant exploiter sucessivement ces trois équations. Notons
pour chaque indice i ∈ {0, 1, 2},

(67) Ci =
(
ai ci

bi di

)
.

L’équation (64) implique que C0 est diagonale, c0(σ, z, η) = b0(σ, z, η) = 0.
L’équation (65) ne peut avoir de solutions que si α(0, z)η[K,C0]|σ=0 = 0,

ce qui impose

(68) a0(0, z, η) = d0(0, z, η)

Sous cette condition, l’équation (65) donne deux équations sur les coefficients
antidiagonaux de C1, qui sont

2σc1(σ, z, η) = −α(σ, z)ηa0(σ, z, η) + α(0, z)ηd0(σ, z, η),(69)

2σb1(σ, z, η) = −α(σ, z)ηd0(σ, z, η) + α(0, z)ηa0(σ, z, η).(70)

Les coefficient antidiagonaux de l’équation (66) conduisent aux conditions
de compatibilité suivantes sur σ = 0 :

d1(0, z, η) = a1(0, z, η),(71)

α(0, z)∂z2(a0 + d0)|σ=0 = ∂z2α(0, z)η∂η(a0 + d0)|σ=0.(72)

Modulo ces conditions, les coefficients b2 et c2 sont déterminés en fonction de
a0, d0, a1 et d1.

En utilisant les équations (69) et (70), les coefficients diagonaux de l’équa-
tion (66) conduisent à

1
i
∂σa0 −

η2

2σ
(
α(0, z)2 − α(σ, z)2

)
a0 = 0,

1
i
∂σd0 +

η2

2σ
(
α(0, z)2 − α(σ, z)2

)
d0 = 0.

Notons

β(σ, z) =
1
σ

(
α(σ, z)2 − α(0, z)2

)
.

En choisissant a0(0, z, η) = d0(0, z, η) = 1 (ce qui assure (68)), on obtient la
solution

a0 = e−i
η2

2 ∫σ

0β(t,z)dt, d0 = ei
η2

2 ∫σ

0 β(t,z)dt.

On vérifie alors que (72) est satisfaite. Puis on choisit d1 = a1 = a2 = d2 = 0 :
la condition (71) est vérifiée et b1, c1, b2 et c2 sont alors déterminés. La propo-
sition 8 est démontrée.
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8.2. La formule de Landau-Zener. — Dans ce paragraphe, notre but est
d’achever la démonstration du théorème 3. Reprenons les notations du para-
graphe 5.2 et utilisons la forme normale du paragraphe 7.1.

La fonction vh0 = op(2)h (Ch)vh satisfait localement à

oph(Q0)vh0 = o(h),

et pour |η| < +∞, la mesure ν0 = C0(σ, z, λµη)ν C0(σ, z, λµη)∗ est la mesure
à deux échelles de la famille (vh0 ) pour l’hypersurface d’équation ζ2/λµ = 0.

Notons µ0(z) = µ(0, z). Une transformation canonique κ̃ changeant ζ2/µ0
en ζ2 nous conduit à l’étude de la concentration sur l’hypersurface d’équation
µ0ζ2/λµ = 0 d’une famille de solutions (wh) du système

oph
((−σ + s ζ2

ζ2 −σ − s

))
wh = o(h).

Sa mesure à deux échelles est alors ν0 ◦ N(κ̃)−1(η), appelons-la ρ(s, σ, z, ζ1, η).
Nous avons

ρ̃ = ρ+E1 + ρ−E2 au-dessus de J+,p ∪ J−,p,(73)

ρ̃ = ρ+E2 + ρ−E1 au-dessus de J+,f ∪ J−,f ,(74)

avec, compte tenu de l’expression de C0 et de ν,

(75) ρ± = ν± ◦ N(κ̃ ◦ κ)−1(η).

Rappelons que dans les coordonnées (s, z, σ, ζ),

J+,p = {ζ2 = 0, σ + s = 0, s < 0}, J−,p = {ζ2 = 0, σ − s = 0, s < 0},

J+,f = {ζ2 = 0, σ − s = 0, s > 0}, J−,f = {ζ2 = 0, σ + s = 0, s > 0}.

Soient ρ±,p et ρ±,f les traces de ρ± sur S = {ζ2 = σ = s = 0}. Notre but
est de calculer ρ+,f et ρ−,f en fonction de ρ+,p et ρ−,p.

Commençons par établir le lien avec le problème de diffusion de l’appendice.
Avec les notations du paragraphe 9, il existe des familles α±

h , β
±
h telles que la

h-transformée de Fourier de wh par rapport à z2 s’écrive

ŵh(s, z1, ζ2) = α+
h (z1, ζ2)u

+
+

( s√
h
, ζ2√

h

)
+ β+h (z1, ζ2)u

+
−

( s√
h
, ζ2√

h

)
,

ŵh(s, z1, ζ2) = α−
h (z1, ζ2)u

−
+

( s√
h
, ζ2√

h
) + β−

h (z1, ζ2
)
u−
−

( s√
h
, ζ2√

h

)
avec (

α+
h (z1, ζ2)

β+h (z1, ζ2)

)
= S
( ζ2√

h

)( α−
h (z1, ζ2)

β−
h (z1, ζ2)

)
.
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Puisque wh est bornée dans L∞
s (L2), les fonctions α±

h , β
±
h sont bornées dans

L2(R2). Rappelons que notre analyse se situe à distance finie en η = ζ2/
√
h, ce

qui autorise l’utilisation des asymptotiques de la proposition 9. On en déduit

ŵh(s, z1, ζ2) = α+
h (z1, ζ2)e

is2/2h
∣∣∣ s√

h

∣∣∣iζ22/2h( 10 )
+ β+h (z1, ζ2)e

−is2/2h
∣∣∣ s√

h

∣∣∣−iζ22/2h( 01 )+ o(1), s > 0,(76)

ŵh(s, z1, ζ2) = α−
h (z1, ζ2)e

is2/2h| s√
h
|iζ22/2h

( 1
0

)
+ β−

h (z1, ζ2)e
−is2/2h| s√

h
|−iζ22/2h

( 0
1

)
+ o(1), s < 0.(77)

En comparant les équations (76) et (77) avec (73) et (74), on constate que
• pour s < 0, ρ+ = δ(σ + s)⊗ ρB− , ρ− = δ(σ − s)⊗ ρA− ,
• pour s > 0, ρ+ = δ(σ − s)⊗ ρA+ , ρ− = δ(σ + s)⊗ ρB+ ,

où A±, B± sont définies par Â± = α±, B̂± = β± et ρF désigne la mesure à
deux échelles de F pour l’équation

µ0ζ2/λµ = 0.

Compte tenu de l’hypothèse ρ−,p ⊥ ρ+,p et de l’expression de S(η) obtenue à
la proposition 9, on obtient la formule

ρ+,f

ρ−,f
=
( 1− T̃ T̃

T̃ 1− T̃

)(
ρ+,p

ρ−,p

)
avec

T̃ (η) =
∣∣∣a(λµη

µ0

)∣∣∣2 = 1−
∣∣∣b(λµη

µ0

)∣∣∣2 = e−πλ
2η2

puisque µ = µ0 sur S. En utilisant d’une part les relations (75) entre ν et ρ,
d’autre part le fait que λ2|∇V (x)| = 1 sur S (formule (46)), on obtient que les
traces (ν+,fS , ν−,fS ) et (ν+,pS , ν−,pS ) de νI sur S sont reliées par(

ν+,fS

ν−,fS

)
=
( 1− T T

T 1− T

)(
ν+,pS

ν−,pS

)
avec T (x, η) = e−πη

2/|∇V (x)|. Cette dernière équation est une formulation équi-
valente de (13) puisque l’hyperplan P vérifie

P = TI|S .

Ceci termine la preuve du théorème 3.
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9. Appendice : Un problème de diffusion

Nous nous attachons ici à étudier le problème de la diffusion pour le sys-
tème (10),

1
i
∂su =

(
s η
η −s

)
u,

Le but de cet appendice est de donner une démonstration autocontenue du
résultat suivant :

Proposition 9. — Il existe (u++, u
+
−) et (u−

+, u
−
−) deux bases de solutions

de (10) telles que, localement uniformément en η,

u−
−(s, η) = e−is

2/2|s|−iη2/2
( 0
1

)
+ o(1), si s → −∞

u−
+(s, η) = eis

2/2|s|iη
2/2
( 1
0

)
+ o(1), si s → −∞

et

u+−(s, η) = e−is
2/2|s|−iη2/2

( 0
1

)
+ o(1), si s → +∞,

u++(s, η) = eis
2/2|s|iη

2/2
( 1
0

)
+ o(1), si s → +∞.

De plus la matrice unitaire permettant de passer des composantes dans (u−
+, u

−
−)

aux composantes dans la base (u++, u
+
−) est

S(η) =
(
a(η) −b(η)
b(η) a(η)

)
,

avec

(78) a(η) = e−πη
2/2, b(η) =

2i√
πη

2−iη
2/2e−πη

2/4 Γ
(
1 + i

η2

2

)
sh
(πη2

2

)
.

Démonstration. — Commençons par un changement de coordonnées symplec-
tiques

(s, σ) �−→ (z, ζ) =
(σ − s√

2
, σ + s√

2

)
,

quantifié par l’opérateur intégral de Fourier unitaire

v(z) =
1√
π
√
2

∫
e

i
2 (z

2+s2−2
√
2sz)u(s)ds.

Après ce changement de fonction inconnue, le système (10) devient
√
2
i

∂zv1 = ηv2,
√
2 zv2 = ηv1,
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soit encore

z∂zv1 = i
η2

2
v1, v2 =

√
2

iη
∂zv1.

Après résolution de ce système, on obtient

u(s, η) =
∫

e−
i
2 (s

2+z2−2
√
2sz)M(z, η)

(
C(η)
D(η)

)
dz,

où C(η) et D(η) sont des constantes dépendant du paramètre η et

M(z, η) =
( |z|iη2/2 iη

2
√
2
|z| iη2

2 sgn(z)
√
2
iη ∂z(|z|iη

2/2) 1
2∂z
(
|z|iη2/2sgn(z)

) ).
Notre but est alors de déterminer le comportement quand s tend vers +∞ de
la matrice

(79) M̃(s, η) =
∫

M(z, η)exp
(
− i

2
(s2 + z2 − 2

√
2zs)
)
dz.

Lemme 11. — Lorsque s tend vers ±∞

M̃(s, η) =
(

eis
2/2|s|iη2/2a± eis

2/2|s|iη2/2c±

e−is
2/2|s|−iη2/2b± e−is

2/2|s|−iη2/2d±

)
+ o(1),

avec
a+(η) = a−(η) = 2iη

2/4
√
2πe−iπ/4,

b+(η) = −b−(η) = 2i
√
2

η 2−iη
2/4Γ(1 + iη2/2)sh(πη2/4),

c+(η) = −c−(η) = i η
√
π

2 e−iπ/42iη
2/4,

d+(η) = d−(η) = 2−iη
2/4Γ(1 + iη2/2)ch(πη2/4).

Ce lemme clôt la preuve de la proposition 9 puisque la matrice de scattering
S(η) est donnée par

S(η) =
( a+ c+
b+ d+

)( a− c−
b− d−

)−1

.

Il nous reste donc à prouver le lemme 11.

Preuve du lemme 11. — L’outil principal de cette preuve est une méthode de
phase stationnaire. Notons

M̃(s, η) =
(
a(s, η) c(s, η)
b(s, η) d(s, η)

)
,
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avec

a(s, η) =
∫

e−
i
2 (s

2+z2−2
√
2sz)|z|iη2/2dz,(80)

b(s, η) =
√
2

iη

∫
e−

i
2 (s

2+z2−2
√
2sz) ∂

∂z

(
|z|iη2/2

)
dz,(81)

c(s, η) = i
η

2
√
2

∫
e−

i
2 (s

2+z2−2
√
2sz)|z|iη2/2sgn(z)dz,(82)

d(s, η) =
1
2

∫
e−

i
2 (s

2+z2−2
√
2sz) ∂

∂z

(
|z|iη

2/2sgn(z)
)
dz.(83)

Le changement de variable z �→ −z nous donne

M̃(−s, η) =
(

a(s, η) −c(s, η)
−b(s, η) d(s, η)

)
,

c’est pourquoi nous nous contenterons d’étudier la limite s → +∞.

Coefficient a : après le changement de variable z = sy, a(s, η) s’écrit

a(s, η) = s1+iη
2/2

∫
e−

i
2 s

2(1+y2−2
√
2y)|y|iη

2/2dy.

La phase λ(y) = − 1
2 (1+y2−2

√
2y) a un point critique non-dégénéré en y =

√
2.

Comme la fonction y �→ |y|iη2/2 n’est pas régulière en 0, nous introduisons une
fonction de troncature χ ∈ C∞(R), 0 ≤ χ ≤ 1, χ(y) = 0 pour |y| ≥

√
2
2 et

χ(y) = 1 pour |y| ≤
√
2
4 , qui nous permet de décomposer a(s, η) en la somme

de deux intégrales :

a(s, η) = s1+iη
2/2

∫
χ(y)e−

i
2 s

2(1+y2−2
√
2y)|y|iη

2/2dy

+s1+iη
2/2

∫ (
1− χ(y)

)
e−

i
2 s

2(1+y2−2
√
2y)|y|iη2/2dy

= A0 +B0.

Le théorème de la phase stationnaire nous donne

B0 =
√
2π e−iπ/42iη

2/4siη
2/2eis

2/2 + o(1).

Remarquons que pour |y| ≤
√
2
2 , y �→ y2 − 2

√
2y est une fonction stricte-

ment décroissante, on peut donc faire dans A0 le changement de variables
y =

√
2− (2− 2z/s2)

1
2 ; alors

y2 − 2
√
2y +

2z
s2

= 0 et s2dy =
dz√

2− 2z/s2
·
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Il vient

A0 = s−1+iη2/2e−is
2/2

∫
χ

(√
2−
√
2− 2z

s2

)∣∣∣∣√2−
√
2− 2z

s2

∣∣∣∣iη2/2

× eiz√
2− 2z

s2

dz = O
(1
s

)
en utilisant une méthode d’intégrale oscillante comme dans [2], par exemple.
On en déduit a(s, η) = siη

2/2eis
2/2a+(η) + o(1) lorsque s → +∞ avec

a+(η) =
√
2πe−iπ/42iη

2/4.

Coefficient b : après une intégration par parties, il vient

b(s, η) =
√
2
η

∫
e−

i
2 (s

2+z2−2
√
2sz)
(
z −

√
2s
)
|z|iη2/2dz.

Le changement de variables z = sy nous donne

b(s, η) =
√
2
η

s2+iη
2/2

∫
e−

i
2 s

2(1+y2−2
√
2y)
(
y −

√
2
)
|y|iη2/2dy.

Comme précédemment on va distinguer les deux zones |y| ≤
√
2
2 et |y| ≥

√
2
2

grâce à la même fonction de troncature χ et on écrit

b(s, η) = A1 +B1.

Comme la phase est critique en y0 =
√
2 et (y−

√
2)|y|iη2/2 s’annule en y0, on a

B1 = O
(1
s

)
.

Dans A1 nous effectuons comme précédemment le changement de variable
y =

√
2− (2− 2z/s2)1/2 :

A1 = −
√
2
η

s
iη2

2 e
−is2

2

∫ √
2− 2z

s2
·
∣∣∣∣√2−

√
2− 2z

s2

∣∣∣∣iη2/2

χ

(√
2−
√
2− 2z

s2

)
× eizdz√

2− 2z
s2

= −
√
2
η

siη
2/2e−is

2/22−iη
2/4

∫
eiz
∣∣∣ z
s2

∣∣∣iη2/2

dz + o(1)

= −
√
2
η

s−iη
2/2e−is

2/22−iη
2/4

∫
eiz |z|iη2/2dz + o(1).
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On obtient alors l’expression de b+(η), compte tenu de∫
eiz |z|iη2/2dz =

∫ +∞

0

eizziη
2/2dz +

∫ +∞

0

e−izziη
2/2dz

= ie−πη
2/4Γ(1 + iη2/2)− ieπη

2/4Γ(1 + iη2/2)

= −2iΓ
(
1 + i

η2

2
)
sh
(πη2

4
)
.

Enfin, les coefficients c et d se traitent respectivement comme les coefficients a
et b. Ceci achève la démonstration de la proposition 9.
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