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RELATIONS DE FUCHS POUR LES SYSTÈMES
DIFFÉRENTIELS RÉGULIERS

par Eduardo Corel

Résumé. — Dans cet article, nous montrons que la notion analytique d’exposants
développée par Levelt pour les systèmes différentiels linéaires en une singularité régu-
lière s’interprète algébriquement en termes d’invariants de réseaux, relatifs à un réseau
stable maximal que nous appelons « réseau de Levelt ». Nous obtenons en particulier un
encadrement pour la somme des exposants des systèmes n’ayant que des singularités
régulières sur P1(C ).

Abstract (Fuchs’ relations for regular differential systems). — In this article, we
reinterpret A.H.M. Levelt’s notion of exponents for linear differential systems at a
regular singularity as eigenvalues of the residue of a regular connection on a maximal
lattice (that we call “Levelt’s lattice”). This allows us to establish upper and lower
bounds for the sum of exponents for systems having only regular singularities on P1(C ).

La notion d’exposant pour une équation ou un système différentiels linéaires
caractérise l’ordre de croissance des solutions en un point singulier régulier. Les
résultats contenus dans cet article concernent une généralisation de la relation
de Fuchs pour les équations différentielles au cas des systèmes différentiels.

Pour une équation différentielle

y(n) + an−1(z)y(n−1) + · · ·+ a0(z)y = 0
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190 COREL (E.)

fuchsienne sur P1(C), c’est-à-dire à singularités régulières, la relation de Fuchs
(cf. [Po], p. 77) relie les exposants es1, . . . , esn, à savoir les ordres maximaux de
croissance de n solutions indépendantes, en les points s ∈ P1(C), par la formule∑

s∈P1(C)

( n∑
i=1

esi −
1
2
n(n− 1)

)
= −n(n− 1).

Pour un système différentiel d’ordre n

(1)
dX
dz

= AX,

méromorphe sur P1(C), on dispose, en une singularité régulière s, d’une no-
tion d’exposants définie par A.H.M. Levelt [Le1] comme celle des ordres de
croissance maximaux es1, . . . , e

s
n d’un système fondamental de solutions du sys-

tème (1) par rapport à une valuation convenable. On les appellera les exposants
de Levelt du système (1) en s.

Si les coefficients de la matrice A sont des fractions rationnelles, on définit
la hauteur du système (1) comme la somme de ses rangs de Poincaré

h(A) =
∑

s∈P1(C)

sup(0,−ordsAdz − 1),

où ords désigne l’ordre d’une fonction, éventuellement à valeurs matricielles.
Nous démontrons alors le résultat suivant.

Théorème 1. — Soit dX/dz = AX un système différentiel à singularités ré-
gulières sur P1(C), et soient es1, . . . , e

s
n les exposants de Levelt associés à ce

système en les points s ∈ P1(C). La somme des exposants vérifie alors

−1
2
n(n− 1)h(A) ≤

∑
s∈P1(C)

n∑
i=1

esi ≤ −h(A).

L’inégalité de droite précise un résultat d’A.A. Bolibrukh ([Bo3], prop. 1.2.3,
p. 24), qui montre que sous les mêmes hypothèses∑

s∈P1(C)

n∑
i=1

esi ≤ 0.

Si le système n’a que des pôles simples, on a h(A) = 0, et l’on retrouve la
caractérisation de Bolibrukh des systèmes fuchsiens par la propriété∑

s∈P1(C)

n∑
i=1

esi = 0.

La double inégalité ci-dessus repose sur une étude algébrique locale des sin-
gularités régulières. En notant K le corps local valué C((z)), et O son anneau
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RELATIONS DE FUCHS 191

de valuation C[[z]], nous parlerons d’un système d’ordre n
dX
dz

= AX,

où A ∈ Mn(K), comme l’expression dans une base donnée (e) d’un K-espace
vectoriel à connexion (V,∇), de dimension n, de l’équation

∇d/dz(v) = 0,

où ∇d/dz désigne la contraction de ∇ avec la dérivation usuelle d/dz (cf. [G-L],
p. 164). Les transformations de jauge

A[P ] = P−1AP − P−1 dP
dz

,

où P ∈ GLn(K) est une matrice non singulière correspondant au changement
d’inconnue X = PY , s’interprètent alors comme des changements de base
dans V. Rechercher une jauge holomorphe P ∈ GLn(O) revient à respecter
une structure supplémentaire de réseau, c’est-à-dire la structure de O-module
engendré par la base (e). Au lieu de caractériser la singularité régulière en
termes de croissance modérée des solutions du système, nous nous servirons
de l’existence d’un réseau M de V stable sous l’action de l’opérateur ∇zd/dz

(cf. [Ka], p. 211).
À la notion analytique d’exposants de Levelt correspond par cette traduc-

tion une notion algébrique, que nous obtenons en utilisant les décompositions
suivantes de matrices fondamentales. Si le système différentiel (1), supposé
holomorphe en z = 0, y admet une singularité régulière, il existe une matrice
fondamentale Y de solutions du système sous la forme

Y = ΩzNzL

où :
• Ω est une matrice n×n non singulière, holomorphe sur un germe de disque
D de centre z = 0 ;

• N = diag(N1, . . . , Nn) est une matrice diagonale d’entiers ordonnés par
ordre décroissant ;

• L est une matrice constante triangulaire supérieure, dont les valeurs
propres appartiennent au sous-ensemble {z ∈ C | Re(z) ∈ [0, 1[} de C.

En considérant les résidus en 0 dans la relation de Liouville
d(detY)

dz
= (TrA) detY,

on obtient, à l’aide des décompositions ci-dessus, l’équation

(2) Res0TrA = ord0 detΩ + TrN +TrL.

Le premier à avoir considéré ce type d’écriture est F.R. Gantmacher qui, en
1947 (voir [G], chap. XIV, §10, p. 143 seq.), a montré que, sous l’hypothèse que
la matrice A est à pôle simple, on peut supposer que la matrice Ω est inversible
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192 COREL (E.)

à coefficients holomorphes. L’entier ord0 detΩ est alors nul, et les nombres
Ni + Lii sont les valeurs propres du résidu A−1 de la matrice du système.

Dans [Le1], A.H.M. Levelt montre qu’il existe une telle écriture qui vérifie
Ni +Lii = e0i , connue sous le nom de forme normale de Levelt. En remarquant
que

∑n
i=1 e

0
i = TrN +TrL, on en déduit la relation

(3) Res0TrA = ord0 det Ω +
n∑

i=1

e0i .

On voit alors, par le théorème des résidus, que généraliser la relation de Fuchs
revient à évaluer l’ordre ords detΩ du déterminant de la transformation de
jauge Ω en tout s ∈ P1(C).

Nous montrons que le nombre ord0 det Ω s’interprète algébriquement comme
la dimension [Λ : ΛL] du C-espace vectoriel Λ/ΛL, où Λ est le réseau engendré
par la base (e) dans laquelle on a exprimé le système, et ΛL est un autre réseau
que nous appelons le réseau de Levelt de Λ. Cette notion, qui semble dépendre
de la matrice Ω, ne dépend en fait que de la classe d’équivalence holomorphe
du système.

Le réseau ΛL se caractérise algébriquement de la façon très simple suivante.

Proposition. — ΛL est le plus grand réseau de V stable sous ∇zd/dz et
contenu dans Λ.

De ce fait, l’entier [Λ : ΛL] est minimal parmi ceux des réseaux stables conte-
nus dans Λ, et la différence entre Res0TrA et

∑n
i=1 e

0
i la plus petite possible.

L’utilité du réseau de Levelt tient au résultat suivant.

Théorème 2. — Les exposants de Levelt du système (1) sont les valeurs
propres du résidu de la connexion ∇ pour le réseau de Levelt associé.

Ce résultat constitue la caractérisation algébrique des exposants de Levelt
évoquée plus haut, et permet de faire le rapprochement entre la construction
de Levelt et les résultats obtenus antérieurement par Gantmacher dans le cas
d’un pôle simple.

Dans une première partie, nous rappelons des propriétés algébriques essen-
tielles des réseaux des K-espaces vectoriels à connexion. Nous définissons en-
suite le réseau de Levelt, dont nous majorons les invariants grâce à la première
partie. Nous établissons enfin le théorème 2 ainsi que les inégalités de Fuchs.

1. Réseaux des espaces vectoriels à connexion

Pour plus de détails sur les notions que nous présentons dans ce paragraphe,
nous renvoyons à [G-L].

Soit K = C((z)) le corps des séries méromorphes formelles, muni de la
dérivation θ = zd/dz, soient O = C[[z]] l’anneau de valuation de K pour la
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RELATIONS DE FUCHS 193

valuation z-adique v, et Ω1
K|C le K-espace vectoriel des 1-formes différentielles

sur C.
On désigne par V un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une

connexion
∇ : V −→ V ⊗K Ω1

K|C.

Pour toute C-dérivation ∂ de K, on note ∇∂ l’opérateur différentiel de V
correspondant

∇∂ : V −→ V,

v �−→ 〈∇v, ∂〉.

On appelle matrice de l’opérateur différentiel ∇∂ dans une base (e) de V , la
matrice A = (Ai,j), notée également Mat(∇∂ , (e)), définie par la formule

∇∂(ej) = −
n∑

i=1

Ai,jei

pour j = 1, . . . , n, où l’on désigne par ei le i-ème vecteur de la base (e).
Pour une autre base (ε) de V , la matrice Mat(∇∂ , (ε)) = A[P ] est donnée

par la transformation de jauge

(4) A[P ] = P−1AP − P−1∂(P ),

où P ∈ GLn(K) est la matrice de passage de (e) à (ε). Un réseau de V est par
définition un O-module Λ engendré par une base de V.

Si (e) est une base de V , on note R(e) le réseau engendré par (e), et l’on dit
que (e) est une (O-)base de R(e).

Lemme 1.1. — Soit Λ un réseau de V. Pour tout K-automorphisme ϕ de V ,
l’image ϕ(Λ) de Λ est un réseau, et l’on a ϕ(Λ) ⊂ Λ (resp. ϕ(Λ) = Λ) si et
seulement s’il existe une base (e) de Λ telle que Mat(ϕ, (e)) ∈ Mn(O) (resp.
Mat(ϕ, (e)) ∈ GLn(O)). Cette dernière condition est alors vérifiée pour toute
base (e) de Λ.

Nous rappelons que la connexion ∇ est dite régulière s’il existe un réseau
stable sous l’action de ∇θ.

Lemme 1.2. — Pour tout réseau Λ de V les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Λ est stable sous l’action de ∇θ ;
(ii) il existe une O-base (e) de Λ telle que la matrice A = Mat(∇θ, (e)) soit

à coefficients dans O ;
(iii) pour toute O-base (e) de Λ, la matrice A = Mat(∇θ, (e)) est à coeffi-

cients dans O.
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194 COREL (E.)

1.1. Valuation associée à un réseau. — On rappelle que pour tout ré-
seau Λ de V , on définit une valuation vΛ sur l’espace vectoriel V , en posant
pour tout x ∈ V

vΛ(x) = sup
{
k ∈ Z | x ∈ zkΛ

}
.

Pour tout réseau M de V , et plus généralement pour toute partie non vide M
d’un réseau, on pose

vΛ(M) = inf
x∈M

vΛ(x),

en convenant que vΛ(M) =∞ si M = (0).

Lemme 1.3. — Soit Λ un réseau de V.
(i) Pour tout x ∈ V , et toute O-base (e) de Λ, soit x =

∑n
i=1 xiei l’écriture

en coordonnées de x dans (e). On a alors

vΛ(x) = min
i=1,...,n

v(xi).

(ii) Pour tout réseau M de V , et toute famille (ε1, . . . , εm) de V engendrant
le réseau M sur O, on a

vΛ(M) = min
i=1,...,m

vΛ(εi).

(iii) La valuation vΛ(M) est égale à l’unique entier k ∈ Z tel que z−kM ⊂ Λ
et z−k−1M �⊂ Λ.

(iv) Pour tout réseau M , on a vΛ(z−vΛ(M)M) = 0.

1.2. Diviseurs élémentaires. — L’anneau O étant principal, on sait par le
théorème des diviseurs élémentaires que si M est un sous-réseau de Λ, il existe
une unique suite croissante d’entiers k1 ≤ · · · ≤ kn et une base (e) de Λ telles
que (zk1e1, . . . , z

knen) soit une base de M .

Dans le cas général, le réseau z−vΛ(M)M est un sous-réseau de Λ. Un réseau
de V admet donc toujours une base de la forme ci-dessus.

Définition 1.4. — Soient Λ et M deux réseaux de V.
(i) On appelle (abusivement) diviseurs élémentaires de M dans Λ les entiers

k1 = �1 + vΛ(M), . . . , kn = �n + vΛ(M)

où z�1 , . . . , z�n sont les diviseurs élémentaires au sens usuel de z−vΛ(M)M
dans Λ.

(ii) On appelle base de Smith de Λ pour M toute base (e) de Λ telle que la
famille (zk1e1, . . . , z

knen) soit une base de M .
(iii) On appelle multiplicité d’un diviseur élémentaire ki le nombrem(ki) d’in-

dices j tels que kj = ki. On posera m(�) = 0 si � n’est pas un diviseur
élémentaire de M dans Λ.
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RELATIONS DE FUCHS 195

Nous écrirons les diviseurs élémentaires de M dans Λ sous la forme ki,Λ(M)
pour préciser si nécessaire les réseaux concernés, et on posera alors

KΛ(M) =
(
k1,Λ(M), . . . , kn,Λ(M)

)
.

L’indice d’un sous-réseau M d’un réseau Λ de V est défini comme l’entier

[Λ :M ] = v(detP )

pour toute matrice P de passage de Λ à M (cf. [Mar], p. 14).

Lemme 1.5. — Soient Λ ⊃M deux réseaux de V. On a :
(i) [Λ :M ] =

∑n
i=1ki,Λ(M) ;

(ii) [Λ :M ] = dimC(Λ/M).

Proposition 1.6. — Soient N ⊂ M deux réseaux de V , et soit Λ un réseau
quelconque de V. Les diviseurs élémentaires respectifs de M et N dans Λ véri-
fient, pour tout i = 1, . . . , n,

ki,Λ(M) ≤ ki,Λ(N).

Démonstration. — Soit P la matrice de passage d’une base de Smith pour M
à une base de Smith pour N dans Λ. La matrice z−KΛ(M)PzKΛ(N) fait passer
d’une base de M à une base de N . Par conséquent, d’après le lemme 1.1, on a,
pour tout 1 ≤ i, j ≤ n,

v
(
Pi,jz

kj,Λ(N)−ki,Λ(M)
)
≥ 0.

Comme P ∈ GLn(O), il existe une permutation σ telle que v(Pi,σ(i)) = 0 pour
tout i = 1, . . . , n. D’où la relation kσ(i),Λ(N) ≥ ki,Λ(M). Les deux suites étant
croissantes, on en déduit que ki,Λ(N) ≥ ki,Λ(M).

1.3. Invariants d’une connexion relatifs à un réseau. — Se donner un
réseau Λ engendré par une base (e) dans un K-espace vectoriel à connexion
(V,∇∂) revient à considérer la classe d’équivalence{

∂X = A[P ]X | P ∈ GLn(O)
}

de systèmes différentiels modulo l’action de jauge (4) de GLn(O) sur la matrice
A = Mat(∇∂ , (e)). À la différence de GLn(K), l’action de GLn(O) conserve les
quantités suivantes.

1.3.1. Le rang de Poincaré. — Dans la théorie classique, on appelle rang de
Poincaré d’un système singulier dX/dz = AX le nombre −v(A)− 1. La défini-
tion intrinsèque suivante correspond au système exprimé avec la dérivation θ.

Définition 1.7. — On appelle rang de Poincaré de la connexion ∇ sur le
réseau Λ l’entier

r(∇,Λ) = max
(
−vΛ(∇θ(Λ)), 0

)
.

La vérification du lemme suivant est immédiate.
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196 COREL (E.)

Lemme 1.8. — Soit Λ un réseau de V. Le réseau Λ est stable sous l’action
de ∇θ si et seulement si r(∇,Λ) = 0.

1.3.2. La trace du résidu. — L’application∇θ induit sur l’espace vectoriel ∧nV
une connexion naturelle, notée ∧n∇, qui est régulière. Comme dimK ∧nV = 1,
tout réseau de ∧nV est stable par ∧n∇ (cf. [Le2], p. 5). L’application ∧n∇θ

induit donc un endomorphisme ∧n(∇θ) sur le C-espace vectoriel ∧nΛ/z ∧n Λ
de dimension 1.

Définition 1.9. — On appelle trace du résidu de la connexion ∇ sur le ré-
seau Λ le nombre complexe

τ(∇,Λ) =
n
∧(∇θ).

Dans une O-base (e) de Λ, on a τ(∇,Λ) = TrRes0A, où A = Mat(∇∂ , (e))
est la matrice de la connexion, Tr désigne la trace d’une matrice et Res0 sa
matrice résidu en z = 0.

Si la matrice A est à pôle simple, une jauge P ∈ GLn(O) la transforme
en une matrice à pôle simple A[P ] dont le résidu est conjugué du précédent
par P (0).

Définition 1.10. — Soit Λ un réseau ∇θ-stable de V. On appelle résidu de ∇
sur le réseau Λ l’endomorphisme ResΛ∇ induit sur Λ/zΛ par la connexion ∇θ.

Dans une base quotient (e) de Λ/zΛ, la matrice de ResΛ∇ est le résidu de
la matrice de la connexion ∇d/dz exprimée dans (e).

1.3.3. Le rang polaire de la connexion. — Pour tout P ∈ GLn(O), le terme
« le plus polaire » de la matrice A[P ] s’obtient en conjuguant le terme le plus
polaire de la matrice A par P (0). Si r > 0 désigne le rang de Poincaré du
système (1), on a (

A[P ]

)
−r

= P (0)−1A−rP (0).

En particulier, le rang de A−r est invariant. Nous l’appellerons le rang polaire
de la connexion. Sa définition intrinsèque est la suivante.

Définition 1.11. — Soit Λ un réseau de (V,∇) et soit r = r(∇,Λ) > 0 le
rang de Poincaré de ∇ sur Λ. On appelle rang polaire de la connexion ∇ sur le
réseau Λ l’entier η(∇,Λ) défini par

η(∇,Λ) = rgC z
r∇θ,

où zr∇θ désigne l’endomorphisme induit par zr∇θ sur le quotient Λ/zΛ, et
rgC le rang d’une application linéaire.
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RELATIONS DE FUCHS 197

2. Le réseau de Levelt

Soit (V,∇) un K-espace vectoriel de dimension finie à connexion régulière,
et Λ un réseau de V.

Proposition 2.1. — L’ensemble des réseaux stables par ∇θ et contenus
dans Λ admet un unique élément maximal pour l’inclusion.

Démonstration. — Λ étant un module de type fini sur l’anneau principal O,
il suffit de vérifier le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate.

Lemme 2.2. — Soient M et M̃ deux réseaux de V. Le réseau M + M̃ vérifie
les propriétés suivantes :

(i) si M et M̃ sont ∇θ-stables, il en est de même pour M + M̃ ;
(ii) on a M + M̃ =M si et seulement si M ⊃ M̃ .

Définition 2.3. — On appelle réseau de Levelt associé à Λ, et l’on note ΛL,
le plus grand réseau de V contenu dans Λ et stable par ∇θ.

Proposition 2.4. — Soit (V,∇) un K-espace vectoriel de dimension finie à
connexion régulière et Λ un réseau. Le réseau de Levelt ΛL associé à Λ vérifie
les propriétés suivantes :

1) vΛ(ΛL) = 0 ;
2) pour tout réseau ∇θ-stable M ⊂ Λ, on a [Λ : ΛL] ≤ [Λ :M ].

Démonstration. — Le réseau ΛL est par définition un sous-réseau de Λ. On
a donc vΛ(ΛL) ≥ 0. D’autre part, si vΛ(ΛL) = k > 0, le réseau z−kΛL est
encore stable et contient strictement ΛL, ce qui contredit la définition de ΛL,
d’où 1). Pour tout sous-réseau M de Λ, stable sous ∇θ, on a M ⊂ ΛL, donc
ki,Λ(M) ≥ ki,Λ(ΛL). Le 2) est alors une conséquence directe des définitions.

Remarquons que si Λ est lui-même stable par ∇θ, on a ΛL = Λ.

2.1. Invariants de ∇ relatifs à Λ : les exposants.

Définition 2.5. — On appelle exposants de la connexion régulière ∇ relati-
vement au réseau Λ, les valeurs propres ei(∇,Λ) du résidu de la connexion pour
le réseau de Levelt associé.

Par définition, le réseau de Levelt de Λ est stable par ∇θ. Dans toute O-base
(ε) de ΛL, la matrice A = Mat(∇θ, (ε)) est à coefficients dans O. Elle s’écrit
par conséquent

A = A0 +A1z +A2z
2 + · · · .

Les exposants de ∇ pour Λ sont alors les valeurs propres de la matrice
A0 ∈Mn(C).

Remarque 2.6. — La somme des exposants vaut
∑n

i=1 ei(∇,Λ) = τ(∇,ΛL).
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Remarque 2.7. — La partie non-entière des exposants est un invariant méro-
morphe de la connexion. Nous noteronsNi(∇,Λ) les parties entières des parties
réelles des exposants ei(∇,Λ).

2.2. Majoration des invariants du réseau de Levelt. — Le réseau de
Levelt est le sous-réseau stable le plus proche de celui de départ au sens de
l’indice. Nous déterminons dans ce paragraphe un encadrement de cet indice.

Proposition 2.8. — Soit (V,∇) un K-espace vectoriel à connexion régulière,
Λ un réseau de V et r = r(∇,Λ) le rang de Poincaré de la connexion relati-
vement à Λ. Soit ΛL le réseau de Levelt associé. Les diviseurs élémentaires
0 = k1 ≤ · · · ≤ kn de ΛL dans Λ vérifient la double inégalité

max
i=1,...,n−1

(ki+1 − ki) ≤ r ≤ kn.

Démonstration. — Si r = 0, on a ΛL = Λ, et donc k1 = · · · = kn = 0. Nous
supposerons dans la suite que r > 0.

Soit (ε) une base de Smith de Λ pour ΛL. Nous noterons X = (x1, . . . , xn)
un n-uplet d’entiers, zX la matrice

zX =

(
zx1 0. . .
0 zxn

)
et (zXε) la famille (zx1ε1, . . . , z

xnεn). La matrice de la connexion dans la
base (ε) étant notée A = Mat(∇θ, (ε)), on a

Mat
(
∇θ, (zXε)

)
= A[zX ] = (Ai,jz

xj−xi − δi,jxi)1≤i,j≤n.

Le réseau de Levelt ΛL est stable sous∇θ. La matriceA[zK] avecK = (k1, . . . , kn)
est donc à coefficients dans O. On a ainsi

(5) v(Ai,j)− ki + kj ≥ 0 pour 1 ≤ i, j ≤ n.

Comme r = max1≤i,j≤n(−v(Ai,j)), on obtient l’inégalité de droite

r ≤ max
1≤i,j≤n

(kj − ki) = kn.

D’autre part, l’indice [Λ : ΛL] =
∑n

i=1 ki est minimal parmi les indices dans Λ
des sous-réseaux stables de Λ. Pour tout T = (t1, . . . , tn) ∈ Zn tel que

0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn et
n∑

i=1

ti <

n∑
i=1

ki,

le réseau engendré par (zT ε) n’est pas ∇θ-stable. Il existe donc un couple
d’indices (i(T ), j(T )) ∈ {1, . . . , n}2 tels que

(6) v(Ai(T ), j(T ))− ti(T ) + tj(T ) < 0.
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Soit � tel que k�+1 ≥ 1. Montrons que

k�+1 − k� ≤ r.

On pose ti = ki pour i ≤ � et ti = ki − 1 pour i ≥ � + 1. Il existe alors un
couple (i, j) et ε = −1, 0 ou 1 tels que

0 > v(Ai,j)− ti + tj = v(Ai,j)− ki + kj + ε ≥ ε.

On a donc v(Ai,j) = ki − kj et i ≤ � ≤ �+ 1 ≤ j. On en déduit que

k�+1 − k� ≤ kj − ki = −v(Ai,j) ≤ r.

L’inégalité de gauche max
i=1,...,n−1

ki+1 − ki ≤ r s’ensuit.

Corollaire 2.9. — Soit Λ un réseau de V.

1) Les diviseurs élémentaires du réseau de Levelt ΛL dans Λ vérifient

ki,Λ(ΛL) ≤ (i− 1)r

pour tout i = 1, . . . , n.
2) L’indice du réseau de Levelt ΛL dans Λ vérifie les inégalités

r ≤ [Λ : ΛL] ≤
1
2
n(n− 1)r,

où r désigne le rang de Poincaré de ∇ sur Λ.

Proposition 2.10. — Soit Λ un réseau instable de V. Si le rang de polarité
vérifie η(∇,Λ) = n− 1, on a

[Λ : ΛL] =
1
2
n(n− 1)r.

Les diviseurs élémentaires sont dans ce cas

KΛ(ΛL) =
(
0, r, 2r, . . . , (n− 1)r

)
.

Démonstration. — Soit (e) une base de Smith de Λ pour ΛL, et

A = Mat
(
∇θ, (e)

)
.

D’après (5), la matrice A−r est triangulaire supérieure de diagonale nulle, et sa
première colonne est également nulle. Si rgA−r = n− 1, la « sur-diagonale »(

A
(−r)
i,i+1

)n−1

i=1

ne peut alors contenir aucun zéro. Par conséquent, on a ki+1−ki ≥ r pour tout
i = 1, . . . , n− 1. La proposition 2.8 entrâıne alors l’égalité ki+1 − ki = r.

À l’opposé de ce cas où l’indice est maximal, on a le résultat suivant.
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Corollaire 2.11. — Avec les mêmes notations, s’il existe un sous-
réseau stable M de Λ dont les diviseurs élémentaires dans Λ vérifient
KΛ(M) = (0, 0, . . . , 0, r), alors on a

M = ΛL.

Remarque 2.12. — Si la dimension de V est n = 2, on a nécessairement
[Λ : ΛL] = r et KΛ(ΛL) = (0, r).

3. Exposants

La définition des exposants de Levelt, que nous rappelons plus en détail
au 3.1 ci-dessous, est formulée dans le cadre analytique. Nous considérons donc
ici le corps k = C{z}[z−1] des séries entières convergentes méromorphes en 0.
Le corps k est un sous-corps différentiel du corps K = C((z)). L’étude classique
des systèmes analytiques à singularité régulière, par exemple dans [G] ou [Wa],
montre que les objets introduits dans les parties précédentes sont également
analytiques. En particulier, il en résulte l’existence du réseau de Levelt obtenu
en remplaçant l’anneau O = C[[z]] par l’anneau R = C{z} des séries entières
convergentes en z = 0 (qui est l’anneau de valuation de k correspondant à la
restriction de la valuation v).

3.1. Rappel de la définition des exposants de Levelt. — Nous suivons
ici en grande partie la présentation d’A. Beauville [Be].

Considérons un système différentiel d’ordre n

(7)
dX
dz

= AX,

holomorphe sur une couronne D∗ = {z ∈ C | 0 < |z| < ρ}, où ρ > 0 est un réel
arbitraire, et admettant un point singulier régulier en z = 0.

Soient p : D̃∗ → D∗ un revêtement universel de D∗ et log z une détermina-
tion du logarithme sur D∗. Pour toute matrice C ∈ GLn(C), on note

logC

l’unique matrice de Mn(C) telle que elogC = C et telle que ses valeurs propres
soient éléments de l’ensemble {z ∈ C | Im(z) ∈ [0, 2π[ }. Une fonction holo-
morphe sur D̃∗ est dite à croissance modérée s’il existe un réel λ tel que, pour
toute section holomorphe locale s de p, on ait

lim
z→0

z−λf
(
s(z)

)
= 0.

On note Hmod(D̃∗) l’espace des fonctions holomorphes sur D̃∗ à croissance
modérée, et l’on pose, pour f ∈ Hmod(D̃∗),

v̂(f) = sup
{
k ∈ Z | ∀λ < k, ∀s section de p, lim

z→0
z−λf(s(z)) = 0

}
.
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Comme le système (7) est à singularité régulière en z = 0, l’espace X des
solutions de (7) est un sous-C-espace vectoriel de (Hmod(D̃∗))n. On étend la
valuation v̂ à l’espace X en posant

v̂ : X −→ Z,

y = (fi)i=1,...,n �−→ v̂(y) = min
i=1,...,n

v̂(fi).

Les ensembles Xk = {y ∈ X | v̂(y) ≥ k} forment une filtration décroissante
de X . Considérons la suite des entiers N1 ≥ · · · ≥ Nn, obtenue en répétant
dimC(Xi/Xi+1) fois l’entier i quand i parcourt Z. Il existe une base (y) de X
telle que v̂(yi) = Ni pour tout i = 1, . . . , n et telle que la matrice G de la
monodromie du système exprimée dans (y) soit triangulaire supérieure (cf. [Be],
p. 7). On pose

L =
1
2iπ

logG.

Définition 3.1. — Avec les notations précédentes, on appelle valuations de
Levelt du système (7) les nombres N1, . . . , Nn et exposants de Levelt du système
(7) les nombres N1 + L11, . . . , Nn + Lnn.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la base (y) choisie.

La suite N1, . . . , Nn représente les maxima successifs de l’application v̂ (voir
[Le1], p. 375). En particulier, si l’on note Yi la i-ème colonne d’une matrice
fondamentale Y de solutions de (7), et si v̂(Y1) ≥ · · · ≥ v̂(Yn), alors v̂(Yi) ≤ Ni

pour tout i = 1, . . . , n (cf. [Be], p. 7). Nous notons N la matrice diagonale
diag(N1, . . . , Nn).

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant.

Théorème 3.2. — Les exposants de Levelt du système (7) sont égaux aux va-
leurs propres du résidu (c’est-à-dire aux exposants au sens de la définition 2.5),
de la connexion ∇ définie par (7) dans la base canonique de Kn, relativement
au réseau canonique On.

La démonstration de ce théorème s’appuie sur la proposition 3.3 ci-dessous.

Soit M l’ensemble des triplets (Ω, T, L), que nous appellerons dans la suite
triplets GLB (pour Gantmacher-Levelt-Bolibrukh), où

• Ω est une matrice n × n non singulière, holomorphe sur le disque
D = D∗ ∪ {0} ;

• T = diag(T1, . . . , Tn) est une matrice diagonale à coefficients dans Z ;

• L est une matrice constante dont les valeurs propres appartiennent au
sous-ensemble {z ∈ C | Re(z) ∈ [0, 1[} de C.
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En notant F l’anneau des fonctions holomorphes sur D̃∗, on associe à tout
triplet (Ω, T, L) le produit ΩzT zL dans l’anneauMn(F) des matrices d’ordre n
à coefficients dans F , où l’on note

zL = eL log z.

On appelle matrice fondamentale de solutions de (7) (relativement à F) tout
élément Y ∈ GLn(F) tel que dY/dz = AY. On dit qu’une matrice fondamen-
tale Y admet une factorisation GLB s’il existe un triplet GLB (Ω, T, L) tel que
Y = ΩzT zL.

Définissons les ensembles Mfaible, composé des triplets GLB tels que
zTLz−T soit holomorphe, et Mfort, composé des triplets GLB pour lesquels
T1 ≥ · · · ≥ Tn et L est triangulaire supérieure, ainsi que leurs sous-ensembles
respectifs Mfaible

0 et Mfort
0 pour lesquels on impose de plus que Ω(0) soit une

matrice inversible. Remarquons que Mfort ⊂Mfaible et que Mfort
0 ⊂Mfaible

0 .

Nous rappelons, et rassemblons dans la proposition suivante, trois résultats
essentiels concernant les « formes normales » et la matrice N des valuations de
Levelt.

Proposition 3.3. — Avec les notations ci-dessus, on a :
(i) Il existe (Ω, T, L) ∈ Mfort, où T = N , tel que ΩzT zL soit une matrice

fondamentale de solutions du système (7) (cf. [Bo3], p. 16). Une telle écri-
ture s’appelle forme normale de Levelt.

(ii) Si la matrice A admet en z = 0 au plus un pôle simple (c’est-à-dire
ord0A ≥ −1), alors il existe (Ω, T, L) ∈ Mfort

0 , tel que ΩzT zL soit une
matrice fondamentale de solutions du système (7). De plus, les nombres
Ti+Lii sont les valeurs propres de la matrice résidu de A (cf. [G], ch. XIV,
§10, th. 2, p. 157). Nous appelons une telle écriture forme normale de
Gantmacher.

(iii) Si (Ω, T, L) ∈ Mfaible est tel que Y = ΩzT zL soit une matrice fonda-
mentale de solutions du système (7), on a v̂(Yi) ≥ Ti pour tout i = 1, . . . , n
(cf. [Bo3], cor. 1.2.1, p. 21).

Démonstration du théorème 3.2. — L’application « développement de Taylor »
permet de considérer A comme une matrice à coefficients dans le corps K =
C((z)), complété formel du corps k = C{z}[z−1], le système (7) définissant une
connexion régulière ∇ sur Kn. Le réseau de Levelt (On)L associé à ∇ et au
réseau canonique On de Kn est en fait défini sur l’anneau de valuation R de k,
c’est-à-dire (On)L = (Rn)L⊗kK, où (Rn)L est le réseau de Levelt associé à Rn

(voir [Ma], prop. 1.2). Il existe donc une matrice W holomorphe et inversible
dans Mn(k), qui est la matrice de passage de la base canonique de kn à une
base du réseau de Levelt (Rn)L, et telle que le système

(8)
dZ
dz

= BZ,
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de matrice B =W−1AW −W−1dW/dz soit à pôle simple.
D’après la proposition 3.3, il existe une matrice fondamentale Y = ΩzNzL

de (7) où (Ω, N, L) ∈ Mfort, et une matrice fondamentale Z̃ = Ω̃z eNzL̃ de (8)
où (Ω̃, Ñ , L̃) appartient àMfort

0 . Alors les Ni +Lii sont les exposants de Levelt
(voir [Bo3], p. 16), et d’après la prop. 3.3 (ii), les Ñi + L̃ii sont les exposants
de la définition 2.5.

Comme Ỹ = WZ̃ est également une matrice fondamentale de (7), il existe
une matrice C ∈ GLn(C) telle que WZ̃ = YC. On en déduit que

W Ω̃z eNzL̃ = ΩzNzLC = ΩzNCzC−1LC .

Dans ces conditions, e2iπL est la matrice de monodromie de Y, et e2iπL̃ celle
de Z̃, donc aussi de WZ̃ = YC. On a ainsi L̃ = C−1LC, et W Ω̃z eN = ΩzNC.
En prenant la valuation des déterminants de ces matrices, on obtient la relation

(9) v(detW ) + v(det Ω̃) + Tr Ñ = v(detΩ) + TrN.

La matrice Ω̃ est inversible dans Mn(R), d’où v(det Ω̃) = 0, et

Tr Ñ − TrN = v(det Ω)− v(detW ).

Comme (Ω, N, L) ∈ Mfort, la matrice Ω fait passer dans kn de la base canonique
à une base d’un réseau stable N de kn inclus dans le réseau canonique Rn. Le
réseau de Levelt étant maximal, on a [Rn : N ] = v(det Ω) ≥ v(detW ), d’où
l’on déduit que Tr Ñ ≥ TrN .

D’autre part, comme (Ω̃, Ñ , L̃) ∈ Mfort
0 , on a (W Ω̃, Ñ , L̃) ∈ Mfort. D’après

la proposition 3.3 (iii), les colonnes Ỹi de Ỹ vérifient v̂(Ỹi) ≥ Ñi pour tout
i = 1, . . . , n. Soit alors σ une permutation qui réordonne les v̂(Ỹi) par ordre
décroissant, de sorte que v̂(Ỹi) ≤ Nσ−1(i). En sommant terme à terme, on
obtient l’inégalité

n∑
i=1

Nσ−1(i) ≥
n∑

i=1

Ni.

On en déduit que Tr Ñ = TrN . Les deux suites étant décroissantes, on a
Ñi = Ni pour tout i = 1, . . . , n.

Par conséquent, le réseau N donné par Ω est égal au réseau (Rn)L de Levelt,
donc zNCz−N = Ω−1W Ω̃ ∈ GLn(R). On montre alors que l’action de la ma-
trice C sur L permute les valeurs propres de L correspondant à des éléments
égaux de N , d’où l’égalité

Ni + Lii = Ñi + L̃ii pour tout i = 1, . . . , n

qui achève la preuve du théorème 3.2.

Dans une forme normale de Levelt ΩzNzL, la jauge Ω est une matrice de
passage de la base d’origine du système à une base du réseau de Levelt associé
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à ce système. À l’aide des résultats de la partie 2.2, on peut majorer a priori
l’écart entre le système de départ et le système à pôle simple le plus proche.
Ces majorations conduisent à des estimations sur la somme des exposants.

4. Inégalités de Fuchs

Dans ce paragraphe, nous prendrons pour corps K le corps des fractions
rationnelles C(z), muni en tout point a ∈ P1(C) de l’application de valuation
locale orda. On note

ordaA = min
1≤i,j≤n

ordaAi,j

l’ordre en a d’une matrice A, et Resz=a f le résidu d’une fonction f(z) au point
z = a. En un point s ∈ P1(C), les définitions locales précédentes s’étendent en
effectuant le changement de coordonnée t = z− s si s ∈ C et t = 1/z si s =∞.
On désignera en particulier le rang de Poincaré au point s par rs.

Définition 4.1. — Si la matrice A est à coefficients dans C(z), on appelle
hauteur du système dX/dz = AX l’entier

h(A) =
∑

a∈P1(C)

sup(0,−ordaAdz − 1).

Lemme 4.2. — Pour tout système (1) à coefficients dans C(z), on a :
(i) h(A) =

∑
s∈P1(C) rs ;

(ii) h(A) = 0 si et seulement s’il existe a1, . . . , ap dans C et A1, . . . , Ap dans
Mn(C) tels que A =

∑p
i=1 Ai/(z − ai).

Démonstration. — Le (i) se déduit aisément de la définition de la hauteur. Si
h(A) = 0, la forme différentielle Adz est au plus à pôles simples sur P1(C).
Le (ii) en découle directement (voir par exemple [Bo3], p. 1).

Théorème 4.3 (relation de Fuchs). — Soit dX/dz = AX un système diffé-
rentiel à singularités régulières sur P1(C). Les exposants de Levelt es1, . . . , e

s
n

associés à ce système en les points s ∈ P1(C) vérifient

−1
2
n(n− 1)h(A) ≤

∑
s∈P1(C)

n∑
i=1

esi ≤ −h(A).

Remarque 4.4. — Si le système est d’ordre n = 2, l’encadrement ci-dessus
devient l’égalité

∑
s∈P1(C)(e

s
1 + es2) = −h(A).

Démonstration du théorème 4.3. — On se ramène à z = 0 en utilisant une
coordonnée locale. Le système (1) définit une connexion ∇ sur Kn. On associe
à On son réseau de Levelt (On)L. Pour toute matrice P faisant passer de la
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base canonique deKn à une O-base de (On)L, la matrice A[P ] est à pôle simple.
Par le théorème 3.2, on a

n∑
i=1

e0i = Res0TrA[P ] = Res0Tr
(
P−1AP − P−1 dP

dz

)
= Res0TrA− v(detP ) = Res0TrA− [Λ : ΛL].

Le corollaire 2.9 entrâıne que

Res
t=0

TrA− 1
2
n(n− 1)r0 ≤

n∑
i=1

e0i ≤ Res
t=0

TrA− r0.

En sommant sur toutes les singularités, on obtient∑
s∈P1(C)

Res
t=s

TrA− 1
2
n(n− 1)

∑
s∈P1(C)

rs

≤
∑

s∈P1(C)

n∑
i=1

esi ≤
∑

s∈P1(C)

Res
t=s

TrA−
∑

s∈P1(C)

rs.

Le théorème des résidus et le lemme 4.2 terminent la preuve.

5. Comportement par dualité

Étant donné un espace vectoriel à connexion (V,∇), il existe une connexion
canonique ∇∗ induite par ∇ sur le K-dual V ∗ de V (on peut définir une
connexion canonique pour toute construction de V , cf. [M]). Elle est définie
pour toute C-dérivation ∂ de K par la formule, pour tout f ∈ V ∗, et tout
v ∈ V
(10)

(
∇∗

∂(f)
)
(v) = ∂

(
f(v)

)
− f

(
∇∂(v)

)
.

La dualité s’étend aux réseaux de façon convenable (cf. [Bou], VII, §4, n◦ 2,
p. 243).

Lemme 5.1. — Soit M un réseau de V engendré sur O par la base (e) et soit
(e∗) la base duale de (e). On a alors

HomK(M,O) = HomO(M,O) = R(e∗).

On note ce réseau M∗ et on l’appelle réseau dual de M .

Si la connexion ∇ s’exprime dans (e) comme le système différentiel

dX
dz

= AX,

alors la connexion duale s’exprime dans (e∗) par le système

(11)
dX
dz

= − tAX.
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Le rang de Poincaré du dual M∗ est donc r(∇∗,M∗) = r(∇,M). Si M est un
sous-réseau de Λ et M , on a, au contraire, M∗ ⊃ Λ∗. On est donc amené à
poser la définition suivante, qui, d’après la proposition 2.1, a bien un sens.

Définition 5.2. — Soit Λ un réseau de V. On appelle co-réseau de Levelt
associé à Λ, et l’on note ΛL, le plus petit réseau stable contenant Λ.

Il s’agit de la notion duale de la définition 2.3.

Proposition 5.3. — Soit Λ un réseau de V. Soient (k1, . . . , kn) les diviseurs
élémentaires du réseau de Levelt ΛL dans Λ et (k∗1 , . . . , k

∗
n) ceux du réseau de

Levelt (Λ∗)L dans Λ∗. On a alors :
1) (Λ∗)L = (ΛL)∗ ;
2) ki + k∗n+1−i ≤ kn pour tout i = 1, . . . , n ; en particulier k∗n = kn.

Démonstration. — Le 1) est une conséquence immédiate des définitions.
2) Le réseau (ΛL)∗ est ∇∗

θ-stable et, par hypothèse, ses diviseurs élé-
mentaires relatifs à Λ∗ sont (−kn, . . . ,−k1). Sa valuation dans Λ∗ est donc
vΛ∗((ΛL)∗) = −kn. Comme le réseau (Λ∗)L est maximal dans V ∗, on obtient
l’inclusion

zkn(ΛL)∗ ⊂ (Λ∗)L.

La proposition 1.6 entrâıne que ki,Λ∗(zkn(ΛL)∗) ≥ k∗i . Or on a

ki,Λ∗
(
zkn(ΛL)∗

)
= kn − kn+1−i,

ce qui montre 2). Les réseaux ΛL et (Λ∗)L sont des réseaux de Levelt, donc
on a k1 = k∗1 = 0. Par conséquent, kn = k∗n.

Corollaire 5.4. — Les diviseurs élémentaires du réseau de Levelt du dual de
Λ dans Λ∗ sont les diviseurs élémentaires de Λ dans le co-réseau de Levelt ΛL

de Λ. Autrement dit, KΛ∗((Λ∗)L) = KΛL(Λ).

6. Réseau de Levelt et réseau saturé de Gérard-Levelt

Dans le but de déterminer di vers invariants d’irrégularité, Gérard et Levelt,
dans [G-L], définissent en 1973 la notion de réseau saturé.

Reprenons les notations du chapitre 1. Soit Λ un réseau de V , et soit ϑ une
C-dérivation de K. Pour tout k ∈ N, on appelle k-ième saturé de Λ pour la
dérivation ϑ le réseau

Fk
ϑ(Λ) = Λ +∇ϑ(Λ) + · · ·+∇k

ϑ(Λ).

Quand la connexion est régulière, on associe ainsi à tout réseau un réseau stable,
de façon canonique.
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Théorème 6.1 (Gérard-Levelt). — Si la connexion ∇ est régulière, alors
pour tout réseau Λ de V , le (n − 1)-ième saturé Fn−1

θ (Λ) de Λ est ∇θ-stable.
Nous le notons F(Λ) et l’appelons saturé de Gérard-Levelt de Λ (pour ∇θ).

Le réseau saturé encadre les réseaux que nous avons définis. En effet, on a

(12) z−vΛ(F(Λ))F(Λ) ⊂ ΛL ⊂ Λ ⊂ ΛL ⊂ F(Λ).

Dans [Cor2], appendice, nous avons utilisé ce résultat pour obtenir des approxi-
mations des exposants de Levelt. Depuis ce travail, A.H.M. Levelt a obtenu un
algorithme général pour déterminer le réseau de Levelt d’un réseau quelconque
(cf. [Le4]). À partir d’un sous-réseau stable du réseau Λ de départ (typique-
ment on prend z−vΛ(F(Λ))F(Λ)), il construit un sous-réseau stable de Λ qui est
strictement plus grand tant que l’on n’a pas atteint le réseau ΛL.

On peut néanmoins conclure sans algorithme dans un cas particulier.

Proposition 6.2. — Si le rang polaire de la connexion ∇ vérifie

alors on a
η(∇,Λ) = n− 1,

ΛL = z(n−1)rF(Λ).

Remarquons que pour n = 2, on a sans aucune hypothèse ΛL = zrF(Λ).

Démonstration. — Si r = 0, on a Λ = ΛL = F(Λ). Nous supposerons que l’on
a r > 0. On procède en deux étapes.

1) On montre que vΛ(F(Λ)) = −(n− 1)r. Soit (e) une base de Λ. On note

A = Mat(∇θ, (e)) = A−rz
−r + · · ·+A−1

1
z
+A0 + · · · .

Dans la base (e), le réseau F(Λ) est engendré par les colonnes d’une matrice
de format n× n2 (cf. [Le3]) donnée par

MF
(
∇, (e)

)
=MF(A) = (IAA2 . . .An−1),

où l’on a posé

A0 = I, Ak+1 = θAk +AAk pour tout k ≥ 0.

Les termes « les plus polaires » de la matrice élargie MF(A) proviennent
de colonnes de la matrice (A−r)n−1. La matrice A−r est nilpotente de rang
rgA−r = η(∇,Λ) = n − 1. La matrice (A−r)n−1 est donc non nulle. Il existe
par conséquent un vecteur dans F(Λ) dont la valuation par rapport à Λ est
exactement −(n−1)r.

2) Les diviseurs élémentaires de ΛL sont, d’après le lemme 2.10,

KΛ(ΛL) =
(
0, r, . . . , (n− 1)r

)
.

Comme le rang polaire du dual est η(∇∗,Λ∗) = η(∇,Λ), on a de même

KΛ∗((Λ∗)L) = (0, r, . . . , (n− 1)r).
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Posons ti = ki,Λ(F(Λ)) pour tout i = 1, . . . , n . Comme ΛL ⊂ F(Λ), on a

ki,Λ

(
F(Λ)

)
≤ ki,Λ(ΛL)

pour tout i = 1, . . . , n. Or ki,Λ(ΛL) = −k∗n+1−i = −(n− i)r, d’où l’on déduit

(13) ti ≤ −(n− i)r.

pour tout i = 1, . . . , n.
Inversement, l’inclusion z(n−1)rF(Λ) ⊂ ΛL entrâıne que

ki,Λ

(
z(n−1)rF(Λ)

)
≥ ki,Λ(ΛL).

On a donc (n− 1)r + ti ≥ ki,Λ(ΛL) = (i− 1)r, d’où pour tout i = 1, . . . , n,

(14) ti ≥ −(n− i)r.

De (13) et (14), on déduit que ti = −(n− i)r pour tout i = 1, . . . , n. On a
alors[

Λ : z(n−1)rF(Λ)
]
=

n∑
i=1

(
(n− 1)r − (n− i)r

)
=

1
2
n(n− 1)r = [Λ : ΛL].

Par conséquent, on a ΛL = z(n−1)rF(Λ). Remarquons également que
ΛL = F(Λ).
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