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RELATIONS DE FUCHS POUR LES SYSTEMES
DIFFERENTIELS REGULIERS

PAR EDUARDO COREL

RESUME. Dans cet article, nous montrons que la notion analytique d’exposants
développée par Levelt pour les systemes différentiels linéaires en une singularité régu-
liere s’interprete algébriquement en termes d’invariants de réseaux, relatifs & un réseau
stable maximal que nous appelons «réseau de Levelt ». Nous obtenons en particulier un
encadrement pour la somme des exposants des systémes n’ayant que des singularités
régulieres sur P1(C).

ABSTRACT (Fuchs’ relations for regular differential systems). — In this article, we
reinterpret A.H.M. Levelt’s notion of exponents for linear differential systems at a
regular singularity as eigenvalues of the residue of a regular connection on a maximal
lattice (that we call “Levelt’s lattice”). This allows us to establish upper and lower
bounds for the sum of exponents for systems having only regular singularities on P1(C).

La notion d’exposant pour une équation ou un systeme différentiels linéaires
caractérise I’ordre de croissance des solutions en un point singulier régulier. Les
résultats contenus dans cet article concernent une généralisation de la relation
de Fuchs pour les équations différentielles au cas des systemes différentiels.
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190 COREL (E.)

fuchsienne sur P*(C), c’est-a-dire & singularités régulieres, la relation de Fuchs
(cf. [Po], p. 77) relie les exposants ej, ..., e5, & savoir les ordres maximaux de

rEn?

croissance de n solutions indépendantes, en les points s € P1(C), par la formule

Z (Ze ——nn—l)) n(n —1).
sePL(C) i=1
Pour un systeme différentiel d’ordre n
dX
1 = AX,
(1) T

méromorphe sur P!(C), on dispose, en une singularité réguliere s, d’une no-
tion d’exposants définie par A.H.M. Levelt [Lel] comme celle des ordres de
croissance maximaux ej, ..., e; d’un systeme fondamental de solutions du sys-
téme (1) par rapport & une valuation convenable. On les appellera les exposants
de Levelt du systéme (1) en s.

Si les coefficients de la matrice A sont des fractions rationnelles, on définit
la hauteur du systéme (1) comme la somme de ses rangs de Poincaré

h(A) = Z sup(0, —ords Adz — 1),
sePL(C)

ou ordy désigne 'ordre d’une fonction, éventuellement a valeurs matricielles.
Nous démontrons alors le résultat suivant.

THEOREME 1. — Soit dX/dz = AX un systéme différentiel o singularités ré-
guli¢res sur PY(C), et soient e5,...,es les exposants de Levelt associés a ce
systeme en les points s € PY(C). La somme des exposants vérifie alors

—ln(n—l Z Ze
2 sE]P’1 (C) i=1

L’inégalité de droite précise un résultat d’A.A. Bolibrukh ([Bo3], prop. 1.2.3,
p. 24), qui montre que sous les mémes hypotheses

> Yeso

seP1(C) i=1

Si le systéeme n’a que des poles simples, on a h(A) = 0, et l'on retrouve la
caractérisation de Bolibrukh des systémes fuchsiens par la propriété

> Y-

seP1(C) i=1

La double inégalité ci-dessus repose sur une étude algébrique locale des sin-
gularités régulieres. En notant K le corps local valué C((z)), et O son anneau
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RELATIONS DE FUCHS 191

de valuation C[[z]], nous parlerons d’un systéme d’ordre n

dX
— = AX
dz ’
ou A € M,,(K), comme l'expression dans une base donnée (e) d'un K-espace

vectoriel & connexion (V, V), de dimension n, de "équation

Vayaz(v) =0,
olt Vy,q. désigne la contraction de V avec la dérivation usuelle d/dz (cf. [G-L],
p. 164). Les transformations de jauge

dpP
Apy=P 'AP-P'—,
dz
ou P € GL,(K) est une matrice non singuliere correspondant au changement
d’inconnue X = PY, s’interpretent alors comme des changements de base

dans V. Rechercher une jauge holomorphe P € GL,(O) revient a respecter
une structure supplémentaire de réseau, c’est-a-dire la structure de O-module
engendré par la base (e). Au lieu de caractériser la singularité réguliere en
termes de croissance modérée des solutions du systéme, nous nous servirons
de l'existence d’'un réseau M de V stable sous I'action de l'opérateur V,q/q.
(¢f. [Ka], p. 211).

A la notion analytique d’exposants de Levelt correspond par cette traduc-
tion une notion algébrique, que nous obtenons en utilisant les décompositions
suivantes de matrices fondamentales. Si le systéme différentiel (1), supposé
holomorphe en z = 0, y admet une singularité réguliere, il existe une matrice
fondamentale ) de solutions du systéme sous la forme

V= QN1
ou :
o () est une matrice n X n non singuliere, holomorphe sur un germe de disque
D de centre z = 0;

e N = diag(Ny,...,N,) est une matrice diagonale d’entiers ordonnés par

ordre décroissant;

e L est une matrice constante triangulaire supérieure, dont les valeurs

propres appartiennent au sous-ensemble {z € C | Re(z) € [0,1[} de C.

En considérant les résidus en 0 dans la relation de Liouville

d(det Y)
————= =(TrA)det
dz ( )det Y,
on obtient, a ’aide des décompositions ci-dessus, I’équation
(2) ResgTr A = ordgdet Q@ + Tr N + Tr L.

Le premier a avoir considéré ce type d’écriture est F.R. Gantmacher qui, en
1947 (voir [G], chap. XIV, §10, p. 143 seq.), a montré que, sous ’hypotheése que
la matrice A est & pole simple, on peut supposer que la matrice €2 est inversible
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192 COREL (E.)

a coefficients holomorphes. L’entier ordgdet () est alors nul, et les nombres
N; + L;; sont les valeurs propres du résidu A_; de la matrice du systeme.

Dans [Lel], A.-H.M. Levelt montre qu’il existe une telle écriture qui vérifie
N; + L;; = €Y, connue sous le nom de forme normale de Levelt. En remarquant
que Y.° ;€Y =Tr N + Tr L, on en déduit la relation

n
(3) ResoTr A = ordg det 2 + Z el
i=1
On voit alors, par le théoreme des résidus, que généraliser la relation de Fuchs
revient & évaluer 'ordre ordg det Q du déterminant de la transformation de
jauge 2 en tout s € P1(C).

Nous montrons que le nombre ordg det 2 s’interprete algébriquement comme
la dimension [A : Az] du C-espace vectoriel A/Az, ot A est le réseau engendré
par la base (e) dans laquelle on a exprimé le systeéme, et Ay, est un autre réseau
que nous appelons le réseau de Levelt de A. Cette notion, qui semble dépendre
de la matrice 2, ne dépend en fait que de la classe d’équivalence holomorphe
du systeme.

Le réseau Ay, se caractérise algébriquement de la fagon tres simple suivante.

PROPOSITION. — Ay, est le plus grand réseau de V stable sous V.qu. et
contenu dans A.

De ce fait, Pentier [A : Ap] est minimal parmi ceux des réseaux stables conte-
nus dans A, et la différence entre ResgTr A et Y ., ) la plus petite possible.

L’utilité du réseau de Levelt tient au résultat suivant.

THEOREME 2. — Les exposants de Levelt du systéme (1) sont les valeurs
propres du résidu de la connexion V pour le réseau de Levelt associé.

Ce résultat constitue la caractérisation algébrique des exposants de Levelt
évoquée plus haut, et permet de faire le rapprochement entre la construction
de Levelt et les résultats obtenus antérieurement par Gantmacher dans le cas
d’un pole simple.

Dans une premiere partie, nous rappelons des propriétés algébriques essen-
tielles des réseaux des K-espaces vectoriels & connexion. Nous définissons en-
suite le réseau de Levelt, dont nous majorons les invariants grace a la premiere
partie. Nous établissons enfin le théoréeme 2 ainsi que les inégalités de Fuchs.

1. Réseaux des espaces vectoriels & connexion

Pour plus de détails sur les notions que nous présentons dans ce paragraphe,
nous renvoyons a [G-L].

Soit K = C((2)) le corps des séries méromorphes formelles, muni de la
dérivation § = zd/dz, soient O = CJ[[z]] 'anneau de valuation de K pour la
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RELATIONS DE FUCHS 193

valuation z-adique v, et Q}q«: le K-espace vectoriel des 1-formes différentielles
sur C.
On désigne par V un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une
connexion
v:Vv —>V®KQ}(‘C.
Pour toute C-dérivation 0 de K, on note Vg lopérateur différentiel de V'
correspondant

Vo:V —V,
v — (Vv,0).

On appelle matrice de l'opérateur différentiel V dans une base (e) de V, la
matrice A = (4, ;), notée également Mat(Vp, (e)), définie par la formule

Valej) = — ZAi,jei
i=1

pour j =1,...,n, ou 'on désigne par e; le i-éme vecteur de la base (e).

Pour une autre base (¢) de V, la matrice Mat(Vy, (¢)) = Ajp est donnée
par la transformation de jauge

(4) Appy =P 'AP — PT'O(P),

ou P € GL,(K) est la matrice de passage de (e) & (¢). Un réseau de V est par
définition un O-module A engendré par une base de V.

Si (e) est une base de V', on note R(e) le réseau engendré par (e), et 'on dit
que (e) est une (O-)base de R(e).

LEMME 1.1. — Soit A un réseau de V. Pour tout K-automorphisme ¢ de V,
Uimage ©(A) de A est un réseau, et l'on a @(A) C A (resp. ¢(A) = A) si et
seulement s’il existe une base (e) de A telle que Mat(p, (¢)) € M, (O) (resp.
Mat(p, (e)) € GL,(0)). Cette derniére condition est alors vérifiée pour toute
base (e) de A.

Nous rappelons que la connexion V est dite réguliére s’il existe un réseau
stable sous 'action de V.

LEMME 1.2. — Pour tout réseau A de V les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A est stable sous l’action de Vg ;

(i) 4l existe une O-base (e) de A telle que la matrice A = Mat(Vy, (e)) soit
a coefficients dans O ;

(iii) pour toute O-base (e) de A, la matrice A = Mat(Vy, (€)) est a coeffi-
cients dans O.
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194 COREL (E.)

1.1. Valuation associée a un réseau. — On rappelle que pour tout ré-
seau A de V, on définit une valuation vy sur 'espace vectoriel V', en posant
pour tout z € V

va(z) =sup{k € Z | x € zFA}.

Pour tout réseau M de V, et plus généralement pour toute partie non vide M
d’un réseau, on pose
M) = inf
vp (M) inf va (),

en convenant que vp (M) = oo si M = (0).

LEMME 1.3. — Soit A un réseau de V.
(i) Pour tout x € V, et toute O-base (e) de A, soit x =Y ., x;e; l'écriture
en coordonnées de x dans (e). On a alors
va(x) = min v(x;).
i=1,...,n
(ii) Pour tout réseau M de V', et toute famille (e1,...,em) de V engendrant
le réseau M sur O, on a

oA (M) = ._rlnin va(g:).

(iii) La valuation va(M) est égale & l'unique entier k € Z tel que 27 *M C A
et 27 1M ¢ A.

(iv) Pour tout réseau M, on a va(z~ "2 M) = 0.

1.2. Diviseurs élémentaires. — L’anneau O étant principal, on sait par le
théoréme des diviseurs élémentaires que si M est un sous-réseau de A, il existe
une unique suite croissante d’entiers k1 < --- < k, et une base (e¢) de A telles
que (zF1ey, ..., zFe,) soit une base de M.

Dans le cas général, le réseau z~"2(M) M est un sous-réseau de A. Un réseau

de V admet donc toujours une base de la forme ci-dessus.

DEFINITION 1.4. — Soient A et M deux réseaux de V.

(i) On appelle (abusivement) diviseurs élémentaires de M dans A les entiers

k1 Zfl—l—v/\(M),...,k‘nan-‘r’UA(M)

fn sont les diviseurs élémentaires au sens usuel de z=vA(M) pf

ouzh,.. . z
dans A.

(ii) On appelle base de Smith de A pour M toute base (e) de A telle que la
famille (z¥tey, ..., 2% e, ) soit une base de M.

(iii) On appelle multiplicité d’un diviseur élémentaire k; le nombre m(k;) d’'in-
dices j tels que k; = k;. On posera m(£) = 0 si £ n’est pas un diviseur
élémentaire de M dans A.
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RELATIONS DE FUCHS 195

Nous écrirons les diviseurs élémentaires de M dans A sous la forme k; A (M)
pour préciser si nécessaire les réseaux concernés, et on posera alors

Ka(M) = (kya(M), ..., kna(M)).
L’indice d’'un sous-réseau M d’un réseau A de V est défini comme l'entier
[A: M] = v(det P)
pour toute matrice P de passage de A & M (¢f. [Mar], p. 14).

LEMME 1.5. — Soient A D M deux réseauzx de V. On a :
(i) [A:M] =300 k(M) ;
(i) [A: M] = dimc(A/M).

PROPOSITION 1.6. — Soient N C M deux réseaux de V', et soit A un réseau
quelconque de V. Les diviseurs élémentaires respectifs de M et N dans A véri-
fient, pour touti=1,...,n,

ki’A(M) < ki,A(N).

Démonstration. — Soit P la matrice de passage d’une base de Smith pour M
& une base de Smith pour N dans A. La matrice z~*a(M) p2Ka(N) fajt passer
d’une base de M a une base de N. Par conséquent, d’apres le lemme 1.1, on a,
pour tout 1 <4,5 < n,

U(Pi7jzkj’A(N)7k'i'A(M)) > 0.

Comme P € GL,(0), il existe une permutation o telle que v(P; 5(;) = 0 pour
tout i = 1,...,n. Dol la relation kq;y A (IN) > ki a(M). Les deux suites étant
croissantes, on en déduit que k; A(N) > k; o (M). O

1.3. Invariants d’une connexion relatifs & un réseau. — Se donner un
réseau A engendré par une base (e) dans un K-espace vectoriel & connexion
(V, V) revient a considérer la classe d’équivalence

{0X = AjpX | P € GL,(0)}
de systemes différentiels modulo I'action de jauge (4) de GL,(O) sur la matrice

A =Mat(Vy, (€)). A la différence de GL,,(K), action de GL, (©) conserve les
quantités suivantes.

1.3.1. Le rang de Poincaré. — Dans la théorie classique, on appelle rang de
Poincaré d’un systéme singulier dX/dz = AX le nombre —v(A) — 1. La défini-
tion intrinseque suivante correspond au systeme exprimé avec la dérivation 6.

DEFINITION 1.7. — On appelle rang de Poincaré de la connexion V sur le
réseau A l'entier
r(V,A) = max(—va(Ve(A)),0).

La vérification du lemme suivant est immédiate.
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196 COREL (E.)

LEMME 1.8. — Soit A un réseau de V. Le réseau A est stable sous [’action
de Vg si et seulement sir(V,A) = 0.

1.8.2. La trace du résidu. — L’application Vg induit sur I’espace vectoriel AV
une connexion naturelle, notée A"V, qui est réguliere. Comme dimg A"V =1,
tout réseau de A"V est stable par A"V (cf. [Le2], p.5). L’application A"V
induit donc un endomorphisme A" (Vy) sur le C-espace vectoriel A"A/z A" A
de dimension 1.

DEFINITION 1.9. — On appelle trace du résidu de la connexion V sur le ré-
seau A le nombre complexe

7(V,A) = A(Vp).

Dans une O-base (e) de A, on a 7(V,A) = TrResp4, ot A = Mat(Vy, (e))
est la matrice de la connexion, Tr désigne la trace d’une matrice et Resy sa
matrice résidu en z = 0.

Si la matrice A est a pdle simple, une jauge P € GL,(O) la transforme
en une matrice a pole simple Ajp; dont le résidu est conjugué du précédent
par P(0).

DEFINITION 1.10. — Soit A un réseau Vg-stable de V. On appelle résidu de V
sur le réseau A endomorphisme Resp V induit sur A/zA par la connexion V.

Dans une base quotient (e) de A/zA, la matrice de Resp V est le résidu de
la matrice de la connexion Vg4, exprimée dans (e).

1.3.3. Le rang polaire de la connexion. — Pour tout P € GL,(0O), le terme
«le plus polaire » de la matrice A|p) s’obtient en conjuguant le terme le plus
polaire de la matrice A par P(0). Si » > 0 désigne le rang de Poincaré du
systéme (1), on a

(Aipy)_, = P0) A, P(0).

En particulier, le rang de A_, est invariant. Nous 'appellerons le rang polaire
de la connexion. Sa définition intrinseque est la suivante.

DEFINITION 1.11. — Soit A un réseau de (V,V) et soit r = r(V,A) > 0 le
rang de Poincaré de V sur A. On appelle rang polaire de la connexion V sur le
réseau A V'entier n(V, A) défini par

n(V,A) =rgc 2"V,

ou 2"Vy désigne 'endomorphisme induit par 2"Vy sur le quotient A/zA, et
rge le rang d’une application linéaire.
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2. Le réseau de Levelt

Soit (V, V) un K-espace vectoriel de dimension finie & connexion réguliere,
et A un réseau de V.

PROPOSITION 2.1. — L’ensemble des réseaux stables par Vg et contenus
dans A admet un unique élément mazximal pour l'inclusion.

Démonstration. — A étant un module de type fini sur 'anneau principal O,
il suffit de vérifier le lemme suivant, dont la démonstration est immédiate. [

LEMME 2.2. — Soient M et M deuz réseauz de V. Le réseau M + M vérifie
les propriétés suivantes :

(i) si M et M sont Vg-stables, il en est de méme pour M + M ;

(ii) on a M + M = M si et seulement si M D M.

DEFINITION 2.3. — On appelle réseau de Levelt associé & A, et 'on note Ay,
le plus grand réseau de V' contenu dans A et stable par V.

PROPOSITION 2.4. — Soit (V,V) un K-espace vectoriel de dimension finie d
connexion réguliére et A un réseau. Le réseau de Levelt A associé a A vérifie
les propriétés suivantes :

1) ’UA(AL) = 0,’

2) pour tout réseau Vg-stable M C A, on a [A: Ap] <[A: M].

Démonstration. — Le réseau A est par définition un sous-réseau de A. On
a donc wp(Ar) > 0. D’autre part, si va(Az) = k > 0, le réseau 2 *Ap est
encore stable et contient strictement Ay, ce qui contredit la définition de Ap,
d’ou 1). Pour tout sous-réseau M de A, stable sous Vg, on a M C Ap, donc
ki a(M) > ki aA(AL). Le 2) est alors une conséquence directe des définitions. [

Remarquons que si A est lui-méme stable par Vg, on a Ap = A.

2.1. Invariants de V relatifs & A : les exposants.

DEFINITION 2.5. — On appelle exposants de la connexion régulicre ¥V relati-
vement au réseau A, les valeurs propres e;(V, A) du résidu de la connexion pour
le réseau de Levelt associé.

Par définition, le réseau de Levelt de A est stable par Vy. Dans toute O-base
(¢) de Ar, la matrice A = Mat(Vy, (€)) est a coefficients dans O. Elle s’écrit
par conséquent

A=A0—|—A12—|—A2Z2—|—"' .

Les exposants de V pour A sont alors les waleurs propres de la matrice

Ay €M, ((C)

REMARQUE 2.6. — La somme des exposants vaut > ., e;(V,A) = 7(V,ALr).
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REMARQUE 2.7. — La partie non-entiere des exposants est un invariant méro-
morphe de la connexion. Nous noterons N;(V, A) les parties entieres des parties
réelles des exposants e;(V, A).

2.2. Majoration des invariants du réseau de Levelt. — Le réseau de
Levelt est le sous-réseau stable le plus proche de celui de départ au sens de
I’indice. Nous déterminons dans ce paragraphe un encadrement de cet indice.

PROPOSITION 2.8. — Soit (V, V) un K -espace vectoriel a connezion réguliére,
A un réseau de V et r = r(V,A) le rang de Poincaré de la connexion relati-
vement a A. Soit A, le réseau de Levelt associé. Les diviseurs élémentaires
0=k <--- <k, de AL dans A vérifient la double inégalité
max (kﬂ,l — kl) S r S kn
i=1,..,n—1

Démonstration. — Sir =0, on a A, = A, et donc k; = --- = k, = 0. Nous
supposerons dans la suite que r > 0.

Soit (¢) une base de Smith de A pour Aj. Nous noterons X = (z1,...,2,)
un n-uplet d’entiers, X la matrice

et (2Xe) la famille (2%1eq,...,2%"¢,). La matrice de la connexion dans la
base (&) étant notée A = Mat(Vy, (¢)), on a

Mat(Vg, (ZX€)) = A[ZX] = (Ai7j2mj_mi — 6i,jxi)1§i,j§n-

Le réseau de Levelt A, est stable sous V. La matrice Ap.x) avec K = (k1,...,kn)
est donc a coefficients dans @. On a ainsi
(5) v(A;;)—ki+k;j >0 pour 1<4,j<n.

Comme r = max;<; j<n(—v(4;;)), on obtient 'inégalité de droite

< k) =Fk. .
rilérl_l,&;)én(k] ki) =kn

D’autre part, U'indice [A: Ag] = Y ;" k; est minimal parmi les indices dans A

des sous-réseaux stables de A. Pour tout T = (¢1,...,t,) € Z™ tel que
n n
0Sti<- <ty et Y ti<) ki
i=1 i=1

le réseau engendré par (z7¢) n'est pas Vp-stable. Il existe donc un couple
d’indices (i(ry,jr)) € {1,...,n}? tels que
(6) U(Ai(T)yj(T)) - ti(T) + tj(T) <O0.
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Soit £ tel que kg1 > 1. Montrons que
key1 — ke <.

On pose t; = k; pour i < £ et t; = k; — 1 pour ¢ > £+ 1. Il existe alors un
couple (i,7) et e = —1,0 ou 1 tels que

0> U(Ai’j) —ti+t; = U(Ai’j) —kit+kjte>e
On adonc v(A; ;) =k —kj et i << {+1<j. On en déduit que

kog1 —ke <kj —k; = —U(Ai’j) <r.

L’inégalité de gauche 1max 1ki+1 — k; < r s’ensuit. O
i=1,..., n—
COROLLAIRE 2.9. — Soit A un réseau de V.

1) Les diviseurs élémentaires du réseau de Levelt Ay, dans A vérifient
ki,A(AL) < (Z — 1)7‘

pour touti=1,...,n.
2) L’indice du réseau de Levelt A, dans A vérifie les inégalités

1
r<[A:Ar] < §n(n —Dr,
ot r désigne le rang de Poincaré de V sur A.

PrOPOSITION 2.10. — Soit A un réseau instable de V. Si le rang de polarité
vérifie n(V,A) =n—1, on a

[A:AL] = %n(n —1)r.
Les diviseurs élémentaires sont dans ce cas
Ka(AL) = (0,7,2r,...,(n—1)r).
Démonstration. — Soit (e) une base de Smith de A pour Ay, et
A =Mat(Vy, (¢)).

D’apres (5), la matrice A_,. est triangulaire supérieure de diagonale nulle, et sa
premieére colonne est également nulle. Si rgA_,. = n — 1, la « sur-diagonale »

(=r)\n—1

(Ai,i+1)i:1
ne peut alors contenir aucun zéro. Par conséquent, on a k;11 —k; > r pour tout
i =1,...,n — 1. La proposition 2.8 entraine alors I’égalité k; 11 — k; = 7. O

A Topposé de ce cas ol 'indice est maximal, on a le résultat suivant.
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COROLLAIRE 2.11. — Avec les mémes notations, s’il existe un sous-
réseau stable M de A dont les diviseurs élémentaires dans A vérifient
Ka(M) = (0,0,...,0,r), alors on a

M =Ag.

REMARQUE 2.12. — Si la dimension de V est n = 2, on a nécessairement
[A : AL] =7 et ’CA(AL) = (O,T).

3. Exposants

La définition des exposants de Levelt, que nous rappelons plus en détail
au 3.1 ci-dessous, est formulée dans le cadre analytique. Nous considérons donc
ici le corps k = C{z}[z7!] des séries enti¢res convergentes méromorphes en 0.
Le corps k est un sous-corps différentiel du corps K = C((z)). L’étude classique
des systémes analytiques & singularité réguliére, par exemple dans [G] ou [Wa],
montre que les objets introduits dans les parties précédentes sont également
analytiques. En particulier, il en résulte ’existence du réseau de Levelt obtenu
en remplacant 'anneau O = C[[z]] par Panneau R = C{z} des séries entiéres
convergentes en z = 0 (qui est 'anneau de valuation de k correspondant a la
restriction de la valuation v).

3.1. Rappel de la définition des exposants de Levelt. — Nous suivons
ici en grande partie la présentation d’A. Beauville [Be].

Considérons un systeme différentiel d’ordre n

dX

7 — = AX,
(7) P
holomorphe sur une couronne D* = {z € C| 0 < |z| < p}, ot p > 0 est un réel
arbitraire, et admettant un point singulier régulier en z = 0.

Soient p : D* — D* un revétement universel de D* et log z une détermina-
tion du logarithme sur D*. Pour toute matrice C' € GL,(C), on note

log C

'unique matrice de M,,(C) telle que e'°8¢ = C et telle que ses valeurs propres
soient éléments de I’ensemble {z € C | Im(z) € [0,27[}. Une fonction holo-
morphe sur D* est dite a croissance modérée s’il existe un réel A tel que, pour
toute section holomorphe locale s de p, on ait

iii% z*’\f(s(z)) = 0.

On note Humod(D*) l'espace des fonctions holomorphes sur D* & croissance
modérée, et on pose, pour f € Hpoa(D*),

o(f) =sup{k € Z | VA < k, Vs section de p, lirr(l)z*’\f(s(z)) =0}.
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Comme le systeme (7) est a singularité réguliere en z = 0, l'espace X des
solutions de (7) est un sous-C-espace vectoriel de (Hmod(D*))™. On étend la
valuation ¥ a l'espace X en posant

v: X — 7,
y=(fi)i=1,..n — 0(y) = T{Hnn{’(fz)

i=1,.
Les ensembles X, = {y € X | 0(y) > k} forment une filtration décroissante
de X. Considérons la suite des entiers N; > --- > N,,, obtenue en répétant
dimc (X;/X;41) fois 'entier ¢ quand ¢ parcourt Z. Il existe une base (y) de X
telle que 9(y;) = N; pour tout i = 1,...,n et telle que la matrice G de la
monodromie du systéme exprimée dans (y) soit triangulaire supérieure (cf. [Be],
p. 7). On pose

1
29T
DEFINITION 3.1. — Avec les notations précédentes, on appelle valuations de
Levelt du systeme (7) les nombres Ny, ..., N, et exposants de Levelt du systeme

(7) les nombres Ny + Li1,..., Ny + Lpy.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la base (y) choisie.

La suite Nq,..., N, représente les mazima successifs de 'application ¥ (voir
[Lel], p.375). En particulier, si 'on note ); la i-éme colonne d’une matrice
fondamentale ) de solutions de (7), et si 0(J4) > -+ > 9(Vy), alors 9(Y;) < N;
pour tout i = 1,...,n (cf. [Be], p.7). Nous notons N la matrice diagonale
diag(Ny, ..., Ny).

Le but de cette partie est d’établir le résultat suivant.

THEOREME 3.2. — Les exposants de Levelt du systéme (7) sont égaur aux va-
leurs propres du résidu (c¢’est-a-dire auzr exposants au sens de la définition 2.5),
de la connexion V définie par (7) dans la base canonique de K™, relativement
au réseau canonique O".

La démonstration de ce théoreme s’appuie sur la proposition 3.3 ci-dessous.

Soit M l'ensemble des triplets (2, 7T, L), que nous appellerons dans la suite
triplets GLB (pour Gantmacher-Levelt-Bolibrukh), ot

e ) est une matrice n X n non singuliere, holomorphe sur le disque
D = D*U{0};

o T =diag(Ty,...,T),) est une matrice diagonale a coefficients dans Z ;

e L est une matrice constante dont les valeurs propres appartiennent au
sous-ensemble {z € C | Re(z) € [0, 1[} de C.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



202 COREL (E.)

En notant F I'anneau des fonctions holomorphes sur 5*, on associe a tout
triplet (Q, 7T, L) le produit Q272 dans 'anneau M,,(F) des matrices d’ordre n
a coefficients dans F, ou I'on note

ZL _ eLlogz.

On appelle matrice fondamentale de solutions de (7) (relativement & F) tout
élément Y € GL,,(F) tel que dY/dz = AY. On dit qu'une matrice fondamen-
tale ) admet une factorisation GLB s’il existe un triplet GLB (Q, T, L) tel que
Y =0T .

Définissons les ensembles M P composé des triplets GLB tels que
2TLz=" soit holomorphe, et M composé des triplets GLB pour lesquels
Ty > --- > T, et L est triangulaire supérieure, ainsi que leurs sous-ensembles
respectifs MPe et ML pour lesquels on impose de plus que 2(0) soit une
matrice inversible. Remarquons que Mt ¢ MfaiPle ef que Miert ¢ pfrible,

Nous rappelons, et rassemblons dans la proposition suivante, trois résultats
essentiels concernant les « formes normales » et la matrice N des valuations de
Levelt.

PROPOSITION 3.3. — Avwec les notations ci-dessus, on a :

(i) Il existe (Q,T,L) € M, o0 T = N, tel que QzTzL soit une matrice
fondamentale de solutions du systéme (7) (cf. [Bo3], p. 16). Une telle écri-
ture s’appelle forme normale de Levelt.

(i1) Si la matrice A admet en z =0 au plus un pole simple (c’est-d-dire
ordgA > —1), alors il existe (Q,T,L) € M tel que QzT2F soit une
matrice fondamentale de solutions du systéme (7). De plus, les nombres
T;+4 Ly; sont les valeurs propres de la matrice résidu de A (cf. [G], ch. XIV,
810, th.2, p.157). Nous appelons une telle écriture forme normale de

Gantmacher.
(iil) Si (Q,7T,L) € MBPe est tel que Y = Q2T2L soit une matrice fonda-
mentale de solutions du systéme (7), on a 0(Y;) > T; pour touti=1,...,n

(cf. [Bo3], cor.1.2.1, p. 21).

Démonstration du théoréme 3.2. — L’application «développement de Taylor »
permet de considérer A comme une matrice a coefficients dans le corps K =
C((2)), complété formel du corps k = C{z}[z71], le systéme (7) définissant une
connexion réguliere V sur K. Le réseau de Levelt (O™)r, associé a V et au
réseau canonique O™ de K™ est en fait défini sur 'anneau de valuation R de k,
c’est-a-dire (O™), = (R"), ®k K, ot (R™), est le réseau de Levelt associé & R™
(voir [Ma], prop. 1.2). Il existe donc une matrice W holomorphe et inversible
dans M, (k), qui est la matrice de passage de la base canonique de k™ & une
base du réseau de Levelt (R™)r, et telle que le systeme
dz

— =DBZ
) = -z,
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de matrice B =W AW — W ~1dW /dz soit & pole simple.

D’apres la proposition 3.3, il existe une matrice fondamentale J = Q2N
de (7) ot (Q, N, L) € M et une matrice fondamentale Z = QzV 2L de (8)
on (€, N, L) appartient & Mt Alors les N; + L;; sont les exposants de Levelt
(voir [Bo3], p.16), et d’apres la prop. 3.3 (ii), les N; + Li; sont les exposants
de la définition 2.5.

Comme Y = WZ est également une matrice fondamentale de (7), il existe
une matrice C' € GL,, (C) telle que WZ = YC. On en déduit que

WL = QN L0 = QNORCT L,
Dans ces conditions, 2L est la matrice de monodromie de ), et~ez“”:‘ celle
de Z, donc aussi de WZ = YC. On a ainsi L = C1LC, et WQzN = QzNC.
En prenant la valuation des déterminants de ces matrices, on obtient la relation
(9) v(det W) + v(det ) + Tr N = v(det ) + Tr N.
La matrice Q est inversible dans M, (R), d’ott v(det Q) = 0, et

TrN — Tr N = v(det Q) — v(det W).

Comme (2, N, L) € Mt la matrice  fait passer dans k" de la base canonique
3 une base d’un réseau stable A/ de k™ inclus dans le réseau canonique R"™. Le
réseau de Levelt étant maximal, on a [R™ : N] = v(det Q) > v(det W), d’olt
on déduit que Tr N > Tr N.

D’autre part, comme (2, N, L) € M on a (WS, N, L) € M D’apres
la proposition 3.3 (iii), les colonnes Y; de Y vérifient 1}(371) > N; pour tout
i = 1,...,n. Soit alors ¢ une permutation qui réordonne les #();) par ordre
décroissant, de sorte que 17(5&) < Ny-1()- En sommant terme a terme, on

obtient 'inégalité
n n
> N2 N
i=1 i=1

On en déduit que TrN = TrN. Les deux suites étant décroissantes, on a
N; = N; pour tout i = 1,...,n.

Par conséquent, le réseau N donné par Q est égal au réseau (R™)r, de Levelt,
donc zVCz=N = Q7'WQ € GL,(R). On montre alors que I’action de la ma-
trice C sur L permute les valeurs propres de L correspondant a des éléments
égaur de N, d’ou I'égalité

N; + Ly; :NH—EM pour tout i=1,...,n
qui acheve la preuve du théoreme 3.2. O

Dans une forme normale de Levelt Q221 la jauge Q est une matrice de
passage de la base d’origine du systeme a une base du réseau de Levelt associé
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a ce systeme. A Taide des résultats de la partie 2.2, on peut majorer a priori
I’écart entre le systeme de départ et le systéeme a pole simple le plus proche.
Ces majorations conduisent & des estimations sur la somme des exposants.

4. Inégalités de Fuchs

Dans ce paragraphe, nous prendrons pour corps K le corps des fractions
rationnelles C(z), muni en tout point a € P*(C) de I'application de valuation
locale ord,. On note

ord,A = min ord,A4;;
1<i,j<n

Pordre en a d’une matrice A, et Res.—, f le résidu d’une fonction f(z) au point
z = a. En un point s € P}(C), les définitions locales précédentes s’étendent en
effectuant le changement de coordonnée t = z—ssis € Cet t =1/zsi s = o0.
On désignera en particulier le rang de Poincaré au point s par rs.

DEFINITION 4.1. — Si la matrice A est & coefficients dans C(z), on appelle
hauteur du systéme dX/dz = AX Dentier

h(A) = Z sup(0, —ord, Adz — 1).

a€P(C)
LEMME 4.2. — Pour tout systéme (1) a coefficients dans C(z), on a :

(i) h(A) =D sep(c)Ts+

(ii) h(A) = 0 si et seulement s’il existe ay,...,a, dans C et Ay,..., A, dans

M,,(C) tels que A=>"_| A;/(z — a;).

Démonstration. — Le (i) se déduit aisément de la définition de la hauteur. Si
h(A) = 0, la forme différentielle Adz est au plus a poles simples sur P*(C).
Le (ii) en découle directement (voir par exemple [Bo3], p. 1). O

THEOREME 4.3 (relation de Fuchs). — Soit dX/dz = AX un systéme diffé-
rentiel a singularités régulieres sur PY(C). Les exposants de Levelt €5, ... €5
associés a ce systeme en les points s € PY(C) vérifient

1 "L
—5n(n — Dh(4) < > Zei < —h(A).
s€P1(C) i=1

REMARQUE 4.4. — Si le systeme est d’ordre n = 2, 'encadrement ci-dessus
devient I'égalité > cpi(c)(ef +€3) = —h(A).

Démonstration du théoréme 4.3. — On se rameéne a z = 0 en utilisant une
coordonnée locale. Le systéme (1) définit une connexion V sur K™. On associe
a O™ son réseau de Levelt (O™)r. Pour toute matrice P faisant passer de la
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base canonique de K" & une O-base de (O")r, la matrice Ajpj est a pole simple.
Par le théoreme 3.2, on a

Ze? = ResoTr Ajp] = ResoTr (PilAP — P*1£>
i dz

= ResoTr A — v(det P) = ResoTr A — [A: Ag].
Le corollaire 2.9 entraine que

ResTrA— in(n— 1)rg < Ze < ResTrA—ro

=1
En sommant sur toutes les singularités, on obtient

Z ft{:essTrA— %n(n— 1) Z Ts

seP1(C) selPl(C)
S IPXED o FLVED RS
sE]P’l i=1 sEP1(T) sEP1(C)
Le théoreme des résidus et le lemme 4.2 terminent la preuve. [l

5. Comportement par dualité

Etant donné un espace vectoriel & connexion (V, V), il existe une connexion
canonique V* induite par V sur le K-dual V* de V (on peut définir une
connexion canonique pour toute construction de V, ¢f. [M]). Elle est définie
pour toute C-dérivation 0 de K par la formule, pour tout f € V*, et tout
veV

(10) (V5() () = 8(f(v)) — fF(Va(v)).
La dualité s’étend aux réseaux de fagon convenable (cf. [Bou|, VII, §4, n°2,
p. 243).

LEMME 5.1. — Soit M un réseau de V' engendré sur O par la base (e) et soit
(e*) la base duale de (e). On a alors

Hompg (M, O) = Homp (M, O) = R(e*).
On note ce réseau M* et on l'appelle réseau dual de M.

Si la connexion V s’exprime dans (e) comme le systeme différentiel

dX
— = AX
dz ’
alors la connexion duale s’exprime dans (e*) par le systéme
dX
11 — = —"AX.
(11) P
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Le rang de Poincaré du dual M* est donc r(V*, M*) = r(V,M). Si M est un
sous-réseau de A et M, on a, au contraire, M* D A*. On est donc amené a
poser la définition suivante, qui, d’apres la proposition 2.1, a bien un sens.

DEFINITION 5.2. — Soit A un réseau de V. On appelle co-réseau de Levelt
associé & A, et 'on note AL, le plus petit réseau stable contenant A.

Il s’agit de la notion duale de la définition 2.3.

PROPOSITION 5.3. — Soit A un réseau de V. Soient (ki,...,ky) les diviseurs
élémentaires du réseau de Levelt Ay, dans A et (kf,..., k%) ceux du réseau de
Levelt (A*)r, dans A*. On a alors :

1) (A%) = (AF)";

2) ki +kyy; < knpourtouti=1,...,n; en particulier k; = k,.
Démonstration. — Le 1) est une conséquence immédiate des définitions.

2) Le réseau (Ap)* est Vj-stable et, par hypothese, ses diviseurs élé-
mentaires relatifs & A* sont (—k,,...,—k1). Sa valuation dans A* est donc
va=((AL)*) = —kp. Comme le réseau (A*)r est maximal dans V*, on obtient
Iinclusion

2P (Ap)* € (AL,

La proposition 1.6 entraine que k; o« (2% (Az)*) > kf. Or on a
kia- (2" (AL)") = kn — kng1—i,
ce qui montre 2). Les réseaux Ay et (A*); sont des réseaux de Levelt, donc

on a k1 = ki = 0. Par conséquent, k, = k. O

COROLLAIRE 5.4. — Les diviseurs élémentaires du réseau de Levelt du dual de
A dans A* sont les diviseurs élémentaires de A dans le co-réseau de Levelt AL
de A. Autrement dit, Kp-((A*)r) = Kaz (A).

6. Réseau de Levelt et réseau saturé de Gérard-Levelt

Dans le but de déterminer di vers invariants d’irrégularité, Gérard et Levelt,
dans [G-L], définissent en 1973 la notion de réseau saturé.

Reprenons les notations du chapitre 1. Soit A un réseau de V', et soit ¥ une
C-dérivation de K. Pour tout k € N, on appelle k-iéme saturé de A pour la
dérivation ¥ le réseau

FEA) = A+ Vy(A) + -+ V().

Quand la connexion est réguliére, on associe ainsi a tout réseau un réseau stable,
de fagon canonique.
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THEOREME 6.1 (Gérard-Levelt). — Si la connexion V est régquliére, alors
pour tout réseau A de V, le (n — 1)-iéme saturé Fy~'(A) de A est Vg-stable.
Nous le notons F(A) et U'appelons saturé de Gérard-Levelt de A (pour Vg ).

Le réseau saturé encadre les réseaux que nous avons définis. En effet, on a

(12) ZTANFODF(A) € AL € A c AP c F(A).

Dans [Cor2], appendice, nous avons utilisé ce résultat pour obtenir des approxi-
mations des exposants de Levelt. Depuis ce travail, A.H.M. Levelt a obtenu un
algorithme général pour déterminer le réseau de Levelt d’'un réseau quelconque
(cf. [Led]). A partir d’un sous-réseau stable du réseau A de départ (typique-
ment on prend z~UA(F (M) F(A)), il construit un sous-réseau stable de A qui est
strictement plus grand tant que 1'on n’a pas atteint le réseau Ap,.

On peut néanmoins conclure sans algorithme dans un cas particulier.

PROPOSITION 6.2. — Si le rang polaire de la connexion V vérifie
n(V,A)=n-—1,

alors on a
A = Z(nil)rf(A)

Remarquons que pour n = 2, on a sans aucune hypothese A;, = z"F(A).

Démonstration. — Sir =0, on a A = Ay = F(A). Nous supposerons que 1’on
a r > 0. On procede en deux étapes.
1) On montre que vp(F(A)) = —(n — 1)r. Soit (e) une base de A. On note

A =Mat(Vy, (e)) = A_Tz_r+~-~+A_1§ +Ag+ -
Dans la base (e), le réseau F(A) est engendré par les colonnes d’une matrice
de format n x n? (cf. [Le3]) donnée par
Mz (V,(e)) = Mz(A) = (TAA ... An_r),
ol l'on a posé
Ao=1, Apy1 =0A; + AA,  pour tout k > 0.

Les termes «les plus polaires » de la matrice élargie M £(A) proviennent
de colonnes de la matrice (A_,)"~!. La matrice A_, est nilpotente de rang
rgA_,. = n(V,A) = n — 1. La matrice (A_,)"~! est donc non nulle. Il existe
par conséquent un vecteur dans F(A) dont la valuation par rapport & A est
exactement —(n—1)r.

2) Les diviseurs élémentaires de Ay, sont, d’apres le lemme 2.10,
Ka(Ap) = (0,7‘, oo (n— 1)7“).
Comme le rang polaire du dual est n(V*,A*) =n(V,A), on a de méme
Kas((A)p) =(0,7,...,(n—1)r).
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Posons t; = k; A(F(A)) pour tout i = 1,...,n . Comme AY C F(A), on a
kia(F(A)) < kia(A")

pour tout i = 1,...,n. Or k; A(AY) = ki, ,_; = —(n —i)r, d’olt Pon déduit

(13) t; < —(n—1i)r.

pour tout ¢ =1,...,n.

Inversement, l'inclusion z("~V"F(A) C Ay entraine que
kia (2T F(A)) > kia(Ar).
On a donc (n—1)r+t; > kia(Ar) = (i — 1)r, d’on pour tout ¢ = 1,...,n,
>

(14) t; > —(n—1i)r

De (13) et (14), on déduit que t; = —(n —i)r pour tout i = 1,...,n. On a
alors

(A z("_l)rf(A)] = Z((n —1)r—(n—i)r) = %n(n —1r=[A:AL]
i=1
Par conséquent, on a Ap = 2z U"F(A). Remarquons également que
AF = F(A). O
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