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SUR LES TRANSFORMEES DE RIESZ SUR
LES ESPACES HOMOGENES DES
GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

PAR NoiL LOHOUE ET SamMi MUSTAPHA (*)

RESUME. — Soit G un groupe de Lie réel, semi-simple, non compact, de centre fini et soit
H un sous-groupe de G possédant les mémes propriétés. Soit A = — Z XJZ un sous-Laplacien
invariant & gauche sur G. On étudie dans cet article la bornitude des transformées de Riesz
associées au sous-Laplacien A sur Pespace homogéne H \ G.

ABSTRACT. — ON THE RIESZ TRANSFORMS ON THE HOMOGENEOUS SPACES OF SEMI-
SIMPLE LIE GROUPS. — Let G be a semisimple noncompact Lie group with finite center and
let H C G be a closed subgroup with the same properties. Let A = — ZX]Q be a left inva-

riant sub-Laplacian on G. In this paper we investigate the boundness of the Riesz transforms
associated to the sub-Laplacian A on the homogenous space H\G.

1. Introduction

Dans R" les transformées de Riesz

iA-l/z, 1<j<nm,
3.’L‘j

sont bornées sur les espaces LP pour tout 1 < p < oo et de type faible 1-1. Ce fait
est une conséquence de la théorie des intégrales singulieres. Ceci est aussi le cas
dans les contextes ol 'on a une croissance polynomiale du volume (ex. variétés
a courbure positive, groupes de Lie & croissance polynomiale, etc.). Il est alors
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486 N. LOHOUE, S. MUSTAPHA

possible, grace a la notion d’espaces de type homogene [4], d’utiliser la théorie
des intégrales singuliéres pour obtenir des estimations L? (cf. [1], [16]).

Dans les contextes ot le volume est & croissance exponentielle, on est dépourvu
de cet outil. Un moyen de contourner cette difficulté est d’utiliser les pro-
priétés spectrales du Laplacien (par exemple Pexistence d'un trou spectral) pour
controler la géométrie & infini du groupe ou de la variété (cf. [9], [10]). Cette
idée a été mise en évidence et utilisée par le premier auteur pour établir la bor-
nitude des transformées de Riesz sur les variétés riemanniennes & courbure de
Ricci minorée (cf. [9]). Le premier auteur a aussi obtenu dans [12] des estimations
pour les transformées de Riesz pour les variétés riemanniennes dont le tenseur de
courbure est borné ainsi que ses dérivées premieres et secondes qui permettent
de déduire la bornitude de ces transformées dans des espaces d’Orlicz appropriés.
Plus récemment des résultats du méme type ont été obtenus pour les groupes
de Lie & croissance exponentielle du volume (cf. [14]).

On se propose dans cet article d’étudier la bornitude des transformées de
Riesz sur les espaces homogenes des groupes de Lie semi-simples. Dans ce cas on
est confronté & une difficulté supplémentaire liée au comportement du volume
des boules de petit rayon. Pour bien comprendre cette difficulté il convient de
rappeler quelques situations classiques.

a) Soit M wune variété riemannienne compléte et & géométrie bornée. Si
0 <r < p(M), o p(M) est le rayon d’injectivité de M, alors il existe une
constante c(r) telle que c(r)™! < Vi, (r) < c(r) out Vi (r) est le volume de la
boule riemannienne de centre m € M et de rayon r > 0.

b) Si M = SL(2,Z)\ SL(2,R)/SO(2) le volume de la boule géodésique de
centre m et de rayon 1 tend vers 0 quand m tend vers l'infini. Cette assertion
peut se prouver directement ou en utilisant la formule des traces de Selberg.

¢) Maintenant si G est un groupe de Lie semi-simple non compact de centre
fini et si G = KAN est une décomposition d’Iwasawa de G et si on note M
le centralisateur de A dans K et H = M N alors on peut voir que pour toute
métrique invariante a droite sur G projetée sur l’espace des horocycles G/H le
volume de la boule de rayon 1 tend vers 0 dans certaines directions.

Le point fondamental de ce travail est d’observer que que si G est un groupe
de Lie réel connexe semi-simple non compact avec un centre fini et H un sous-
groupe de G vérifiant les mémes hypothéses, les phénomeénes obrservés en b)
et ¢) ne peuvent pas se produire sur I’espace homogene H \ G dés que les boules
proviennent d’un systéme de Hérmander sur le groupe G.

Remarquons que dans le cas ou le systeme de Hormander engendre ’algebre
de Lie comme espace vectoriel la métrique sous-riemannienne induite sur G est
riemannienne, ainsi que celle projetée sur H\G. En d’autres termes, dans ce
cas, bien que nous n’obtenons pas une estimation du rayon d’injectivité de la
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variété H \ G nous en avons au moins un substitut.

Pour obtenir I'estimation du volume recherchée nous utilisons le théoreme de
Kunze-Stein. Si I’on examine bien le contre-exemple signalé en c), on comprend
que cette estimation est fondamentalement liée au fait que le sous-groupe H est
semi-simple et par conséquent il est naturel que le phénomene de Kunze-Stein y
joue un role.

Une fois que nous disposons de cette estimation du volume nous montrons
que les tranformées de Riesz sur espace homogene H \ G induites par la donnée
d’un systéme de Hormander sur le groupe G sont bornées dans des espaces LP,
p > 1 et vérifient des estimées faibles de type Orlicz dans le cas ou p = 1.

2. Notations et énoncé des résultats

Soit G un groupe de Lie semi-simple non compact connexe de centre fini et
soit H C G un sous-groupe fermé de G qu’on suppose aussi semi-simple connexe
non compact de centre fini. On consideére Pespace homogene M = H\G des
classes & droite de G selon H. On note 7 : G — H\ G la projection canonique
de G sur M et si g € G, on convient de noter ¢ = n(g). On note dm(g) la mesure
invariante sur M (cf. [3]) et on suppose cette mesure normalisée de sorte que

1) [s@ds=[ ([ sg)an)am)

pour toute fonction f continue & support compact sur G, dg et dh désignant
respectivement des mesures de Haar sur G et sur H.

Soit X = {Xj,j = 1,...,k} un systeme de champs de vecteurs invariants &
gauche sur G vérifiant la condition de Hormander (cf. [17]) et soit A = — 37 X?
le sous-Laplacien associé & ce systéme. On notera |.|y la distance de controle
sur G associée au systéme X et d(.,.) la distance induite par X sur M (i.e.
la distance définie par d(z,y) = inf{|z " hy|x;h € H}). Soit B(z,1) la boule
de M centrée sur z et de rayon 1. Le théoreme suivant décrit le comportement
du volume des boules B(z, 1), x € M (relativement & la mesure dm).

THEOREME 1. — Les notations étant comme plus haut, on a

ziéljf/IVolM (B(z,1)) > 0.

Pour le second résultat on supposera que

(2 A= inf{Zi:/Mjd7r(XJ.)f|2dm(x),/M|f(:p)|2dm(x) = 1} > 0,
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ce qui revient & supposer que Popérateur dm (A) posseéde un trou spectral dans
Lz(M, dm). En fait, on peut montrer que ceci est toujours le cas, mais la
preuve de ce fait est longue et difficile (¢f. [13]). Observons que Eymard (cf. [7])
a prouvé existence d’un tel trou spectral dans le cas de ’espace homogene
SL(2,C)/SL(2,R). On a alors :

THEOREME 2. — Les notations étant comme ci-dessus, pour tout 1 < j < k la
transformée de Riesz
Rj = dn(X;)dm(A)~1/2

est bornée de LP(M,dm) dans LP(M,dm) pour tout p > 1 et vérifie, pour p =1,
l’estimation faible

mes{z € M, |R;f(z)| > a}

avec a > 0, f € C§*(M), ot C > 0, ¢ > 0 sont deux constantes convenables.

3. Preuve du théoréme 1

Soit ¢4(.), t > 0, le noyau correspondant au semi-groupe e *2 engendré par

le sous-Laplacien A (c¢f. [17]). Si on note pi(£,¥), t > 0, &,y € M le noyau du

semi-groupe Ty = e~ t47(A) 't > 0, alors par la formule de désintégration (1),
ona:
3) pla) = [ o hy)dh, dge M,

H

ou z, y € G sont tels que & = m(z), y = m(y). En particulier le noyau p;(.,.) est
symétrique et on a aussi :

(4) pe(8,§) = /H ¢u(y~"ha) dh.

Nous allons commencer par estimer

pi(z,x) z/ ¢1(zhz~t)dh, =€ M.
H
PRrROPOSITION 1. — Les notations étant comme plus haut, on a :

sup p1(x,x) < o0.
zeM
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Observons que les estimations gaussiennes vérifiées par le noyau ¢(.) sur G
(cf. [17]) entrainent que pour tout A > 0, il existe une constante C' > 0 telle que

p1(g) < Ce A9l geq.

En particulier, si on désigne par ¢q la fonction sphérique fondamentale sur G
(cf. [2]) et on choisit A suffisamment grande, on a :

$1(9) < Cypi(g), g€G.

Observons que la fonction g appartient & tous les espaces LP(G) pour tout
p > 2. En particulier ¢y € L*(G) et par conséquent o2 € L?(G). D’autre part
@2 étant un coefficient de représentation unitaire continue sur G, p3 € B(G)
’algebre de Fourier-Stieltjes du groupe G (cf. [6]). Considérons

k
A(G’):{ij*gj; fi € LXG), g; € IXG), j=1,... .k k21}cB(G).
j=1

Soit (¢;) C C§°(G) une approximation de l'identité dans L!(G). On a @2 x1p; —
% dans B(G). Mais comme ¢ € L*(G), @3 x 1; € A(G) qui est une partie
fermée de B(G) (cf. [6]), la fonction 3 appartient donc & A(G). 1l existe par
conséquent fi,..., fr € L%(G) et g1,...,gx € L*(G) telle que

k
08 = fi*cgj
=1

ou nous notons le produit de convolution *g pour bien mettre en évidence le fait
qu’il s’agit d’un produit de convolution dans le groupe G. On a donc :

k
[#1(ha™)] " <CY £ %6 95(wha™)

j=1

k
c (2)g;(= zha™")d
< ;/Gn(z)g](z zhe ) dz

k
<03 [ Heahe s

k

<CY Ly (f;) *¢ Re-1 (g5) (),

Jj=1
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ou pour toute fonction f sur G et pour tout z € G on désigne par L, (f) (resp.
R, (f)) la translatée & gauche (resp. & droite) de f par z, i.e. L; (f) (g9) = f(zg),
g € G (resp. R: (f) (9) = f(92), g € G).

On a bien siir, du fait de 'unimodularité de G, pour tout = € G,
(5) ”Lz (fj)”Lz(G) = “.fj”L2(G)a “Rz (gj)“Lz(G) = ||gj”L2(G)‘

Maintenant (cf. [11], appendice), pour tout z € G et pour tout 1 < j < k on
peut trouver deux fonctions F¥, G € L*(H) telle que

Ly (fj) *c Re-1(95) 1w = F} *u G5
et telle que
W N L2cmy NGF L2y < 1L (£5) llL2(c) -1 Ra-1 (95) 1 L2(c) -
En particulier (du fait de (5)), il existe une constante C > 0 telle que
(6) WEf 2y - 1GG ey <€, z€Gj=1,...,k.

De Pestimation
= 4
pi(z,z) = / ¢1(zhz™1)dh < C’Z/ IF;c *p Gﬂ (h)dh,
H 1/ H

on déduit, en utilisant le phénomeme de Kunze-Stein dans H (cf. [5], [7]) qui
entraine que

S *u Gilleacny < CIEF 2oy - 1G5 2 Il
et estimation (6), qu'il existe C > 0 telle que
pi(z,z) <C, z€M.

Ce qui acheve la preuve de la proposition 1.

Le théoreme 1 est un corollaire immédiat de cette proposition. En effet, il
suffit d’observer que (cf. [18])

C

¢ M
Vol Bz, 1) “€

n(z,z) >

pour déduire I'estimation inférieure du théoréme 1.
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4. Preuve du théoréme 2

En utilisant le théoreme spectral, on peut exprimer la puissance négative
[dm (A)]_l/ ? comme transformée de Laplace du semi-groupe Ty = exp (—tdr(A)),

[dr (A)rl/2 = c/ t™Y2exp (—tdr(A))dt = c/ t~Y2T, dt
0 0

ol ¢ = F(%)_l. On peut alors écrire

R, = dr (X;) [dr (A)] 7V = c/ 7124 (X;) Todt = Ro + Reo,
0

avec
1 [e]
Ry = c/ t=Y2dn (X;) Ty dt, R = c/ t=Y2dr (X;) Ty dt.
0 1

Nous allons commencer par analyser la partie & 'infini de R;. A lopérateur R,
correspond le noyau

o0
roo(@,y) = ¢ / V2 [dr (X;)]pe(e,y)dt, 2,y € M.
1

Par le principe de de Harnack parabolique local dans G (cf. [17]) il existe une
constante C' > 0 telle que

l(Xj):c ¢>t(y_lh:v)| < Cohipa(y~thx), t>1, 2,y € G, h€ H.

D’ou 'on déduit, en intégrant sur H
/ |(X;), ¢¢(y~'hz)|dh < C/ bep1(y~thx)dh, t>1, z,y€ G, he€ H,
H H

et par conséquent (d’apres (3))

|[d7r (Xj)]zpt(:v,y)] < Cpiyr(z,y), t>1, z,y€ M.

On a ainsi

|7oo (2, )| < Cx/ ™2y (z,y)dt < Cz/ t2py(z,y)dt, z,y € M,
1 1
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et donc
(7) |Roo (f)|(z) < Cs /100 2T, (1f)(2)dt, z€ M, feCPM).

Par ailleurs on a
[ mepame) =1, aem,
M

ce qui entraine que le semi-groupe (73),-, est contractant sur tous les espaces
LP(M,dm), 1 < p < oco. En exploitant (2), i.e. I'existence d’un trou spectral,
qui donne une estimation en e™** de | T\l 2 (M,dm)— L2 (M,dm) POUr t > 0, et en
interpolant, on déduit que

2\
(8) Tt L (M, dm)—Lr (M,am) < Caexp (- ?t), p>1,t>0.

La bornitude de R, de L?(M,dm) dans LP(M,dm), pour tout p > 1, est une
conséquence immédiate de (7) et (8).

Pour pouvoir exploiter 'hypohése (2) au niveau p = 1 nous allons nous
appuyer sur la proposition 1. D’une maniére plus précise, en utilisant la symétrie
du noyau p(.,.) et la propriété de semi-groupe on peut écrire, pour tout ¢t > 1,

sup [pe(x,9)] = IITe]l 12 (v,am)— Lo (M1,dm)
z,yeM

IA

112013 s - 1 Te—1ll2—2

e =1 qup [/ p%/z(x,y)dm(y)}
M

TeEM

IN

o At=1)

IN

oy (o)

< Ce ™™,
en vertu de la proposition 1.

Fixons maintenant 0 < f € C§°(M) et a > 0 et estimons mes {|Roo f| > a}
(pour la mesure dm). Ecrivons

oo T oo
[ erns@a= [ erni@as [ e e
1 1

T

(le parametre T > 0 sera choisi ultérieurement). On a alors (pour une constante
C > 0 convenable) :

T
mes{|Roof| > a} < mes {C/ t—1/2thdt > %a}
1

+mes{C/ t_l/Zthdt> %a}.
T
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Par D'estimation de ||T%|| £1(a1,dm)—Loo(M,dm) Obtenue ci-dessus, il existe une
constante C’ telle que

/Too 72Ty f(x) dt < Cexp (= 3 AT) || £

Supposons que « est tel que CC'||f|1 < %a. Alors, pour tout T > 1,

o0
mes{C/ V2T fdE > %a} =0
T
et en choisissant T = 1, on déduit que

mes{|Roo f| > a} = 0.

On va donc supposer que
a <4CC||f|:-

On choisit alors T' de sorte que

00" exp (— 5AT) 117l = fo

i.€e. o
T = —alog (———————)
bl fllx
ot a =2/X et b=4CC’, ce qui entraine que

> 1
mes {C’/ V2T FdE > 50(} =0
T

et donc

T
mes{|Roo f| > a} < mes {C/ t=YV2Ty fdt > %a}.
1

Comme le semi-groupe (T});>0 est contractant sur L'(M,dm), on a

T
| s, <,
1

D’ou

mes{|Rocf] > 0} < 272111y <40 - atog ()] AL
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494 N. LOHOUE, S. MUSTAPHA

des que b||f|l1 > a. On a par conséquent

mes{|Rc f| > a} < C[—log(”_j%;yr]% ”1;“1’ a0,

ou C > 0, ¢ > 0 sont deux constantes convenables.

Par ailleurs il est facile de montrer par des arguments standards (cf. [9], [12],
[15]) que I'opérateur Ry est borné de LP(M,dm) — LP(M,dm), pour tout p > 1
et de type faible 1-1. Il suffit pour cela d’écrire par exemple

Ro =Ry — Ry + R}

ot R} = cfol t=1/2dnm (X;) exp (—t(Al + dm(A)))dt et ol A est choisi suffisam-
ment grand pour assurer une décroissance exponentielle & I'infini du noyau de R}).
Le théoreéme permet de construire un recouvrement uniformément localement fini
de M et d’utiliser les résultats de [17] qui permettent de traiter la partie locale
de R}. Enfin
dr(X;) ((exp — (tdm(A)) — exp (~(dm(A) + 1))
= (1 - e M)dn(X;)exp (—tdn(A)) ~ tX, exp (—tdr(A))
(dans le sens ol les noyaux sont équivalents). Or par le théoréme V.4.2. de [17],
il existe C' > 0 et ¢ > 0 telles que
|X1¢t(g)l < Ctﬁl/QpCt(g)’ Vg € G1 Vo<t< 17
ce qui entraine, en intégrant sur H

|[dm(X;)] pe(z,y)| < Ct™Ppa(z,y), Va,yeM, VO<t<Ll

D’oit Pon déduit que le noyau de Ry — R) est dans L'(M,dm). Ce qui acheve la
preuve du théoreme.
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