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UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE

TRANSFORMATION POUR LES RÉSIDUS

PAR JEAN-YVES BOYER ET MICHEL HICKEL (*)

RÉSUMÉ. — Cet article prouve comment, dans le cadre analytique des résidus, les
représentations intégrales du type Bochner-Martinelli permettent d'obtenir une preuve
complète d'une généralisation de la loi de transformation. On montre ensuite comment,
dans une théorie très générale due à J. Lipman, ce résultat peut s'étendre sans le recours
à des outils analytiques.

ABSTRACT. — This paper shows that intégral représentations of Bochner-Martinelli
type is a way to achieve a complète proof of an generalized transformation formula for
multidimensional complex residues. Then, without any use of analytic tools we extend
this resuit in thé algebraic residue formalism due to J. Lipman.

1. Introduction
Soient R = On l'anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes

sur C^, et / = (/ i , . . . , fn) une suite de On qui admet 0 pour zéro isolé.
Pour tout h ç On on définit le résidu de h, par rapport au germe de /
en 0, par

^'•^--w^l.,^^'
les nombres r et ci étant des réels strictement positifs suffisament petits ;
Ff désigne le tube

I j = { C e B ( 0 , r ) : | / , ( C ) | = 6 , z = l , . . . , n }

orienté par la condition d(arg/i) A . . . A d(arg/^) > 0.

(*) Texte reçu le 20 juin 1996, accepté le 30 juin 1997.
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Sciences, 33405 Talence (France).
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316 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

Lorsque R = C[Zi, . . . ,Z^] et f = ( / i , . . . , /n) est une suite de
C[Zi, . . . , Zn\ qui définit une variété non vide et finie de C77', on définit
pour tout h ç C[Zi , . . . , Zn} le résidu global de h par rapport à / par :

(1.2) Resf(h) = ̂  Resçf^h).
o'ec7'1

/(a)=0

Plus généralement, soient A un anneau commutatif, R une A-algèbre
commutative et / = ( / i , . . . , fn) une suite de R quasi-régulière {cf. [Kul]
ou [M]) telle que P = R/(/i . . . fn) soit un A-module projectif de type
fini.

En suivant J. Lipman [L, §3], on peut alors définir pour tout uj
appartenant à A^R/A^ où Î^R/A ^t le R-module des différentielles de
la A-algèbre R, le résidu de uj par rapport à f que nous noterons :

Res[ " ].
I- Jl -, • • • , In -I

Brièvement, la définition procède comme suit : P étant un A-module
projectif de type fini, il existe une section A-linéaire a : P —^ R de la
surjection canonique de R dans P, et l'on peut définir sur HomA(P,P)
une application trace que l'on note Trp/A (cf. [Bi, chap. II, § 5]). Soit R
le complété /-adique de R. La suite / étant quasi-régulière, tout élément
r € R admet dans R une écriture unique de la forme :

(1.3) r = ̂  a(r,)r où r, G P.
aç^

Par conséquent, il existe des 70; G homA(P,P) uniques tels que :

(1.4) Vp e P, ra(p) = ̂  a{^(p))fa.
açN^

On définit l'élément r* e HomA(P, P)[[/]] par :

(1.5) ^ = E ̂ f-
ael^

Pour uj = rdri A . . . A drn G A^R/A, soit :

(1.6) ^ = E ̂ f" et r* = E ̂ a-3
oGN" o/eN"
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UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 317

En notant E{ le n-uplet à composantes toutes nulles sauf la z-ième qui
vaut 1, on pose :

-9-(r#} - V a-S- .f^-^Qf. v 3 ) ~~ / ^ i I J ^ J ^
a•?=(c^,...,a^)GN Î^

det^^-fr^ -Vf-l^^-fr^ } o . • . o -9- (r* \
^ V J ) ) ~ 2- ( } 9h V T ( 1 ) / Qfn [ T W )

TÇ.bn

et l'on considère l'élément de homA(P,P) '-

(1.7) ^^(—(^-E^0-
"' a€N"

On définit, d'après J. Lipman [L, § 3], le résidu de uj par rapport à f par :

(1.8) Res [ UJ 1 = Trp/A^o)
L Jl •> • ' • 1 Jn -1

=Trp/A^7o°^ (-l)^!),^ ^••^r^),^}-
Te6n

On peut montrer que cette définition algébrique des résidus recouvre
les définitions analytiques des résidus données en (1.1) et (1.2) (cf. [Boy]).

La définition donnée en (1.8) respecte la loi de transformation (voir
[L, (2.8)]) : soient / = ( / i , . . . , /n) et g = ( g ^ , . . . , Q n ) deux suites
quasi-régulières de R; si les A-modules R/(/i... fn) ̂  IV (^i • • • 9n) sont
projectifs de type fini et s'il existe une matrice A = (o'ij)i^ij<n ê A^y^R)
telle que

(1.9) 9 = A/,

alors pour tout uj ç. A^QR/A^ on a :

/i m\ -D F cc; 1 i3 F det(A)cc; 1(1.10) Res \ , , = Res v / .
L/ i , . . . , / rJ Vg\,...,gn\

L'utilité d'une telle «loi» est bien connue; cependant certaines démons-
trations, comme celle proposée dans la preuve d'un Nullstellensatz effec-
tif sur un corps de caractéristique quelconque dans [B-Y], ou encore,
dans le cadre analytique les calculs effectués dans [E] ou [K], nécessitent
d'exprimer le résidu par rapport à (/f1 '^1,.... /^n+l) où ( /3i , . . . , /3n)
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318 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

appartient à N71, en fonction d'une somme de résidus par rapport à
(^1+1,..., ̂ n+l) où (a i , . . . , an) e N", ce que permet seulement la loi
de transformation lorsque A = 0 pour tout i.

Lorsque R = On, l'article [K] d'une part, le livre [T] d'autre part
proposent la formule :

hdz
(1-11) ^...^ /JrFf fil ' ' • fimf1

_ ^r-^ f h det Adj-^ i^ ' ' • djhdetAa^^ " ' a^^ dz
=.±^l•••3m^^—^ï

ou

f1 = h • ' ' în, < .̂..̂  = ai!... aj,

ak désignant le nombre de fois où k apparaît dans la liste ( ^ i , . . . ,im)-
Cette formule, proposée dans le cas général, est uniquement démontrée
dans le cas où f et g ont un Jacobien non nul en 0.

Il est présenté ci-dessous une preuve analytique complète de (1.11). En
fait, cette formule peut prendre sa place dans une théorie algébrique des
résidus, une démonstration en est donnée dans le paragraphe 4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 2, utilise des for-
mules de représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (cf. [A],
[C] ou [Y]). L'idée de cette preuve est due à A. Yger; elle contient par ail-
leurs une méthode de démonstration originale de la loi de transformation
(cf. [Y]). On se place dans le cadre de On et des suites / = (/ i , . . . , fn)
et 9 = { 9 i ' , ' - " i 9 n ) régulières, mais la preuve est aussi valable dans le
cadre de C[Zi, . . . , Zn} et des suites f = ( / i , . . . , fn) et g = ( ^ i , . . . , gn)
de C[Zi, . . . , Zn} qui définissent une variété discrète non vide de C71. On
peut montrer que de telles suites sont quasi-régulières (voir [Boy]).

Dans la démonstration algébrique, présentée dans le paragraphe 4, on
se place dans le cadre général d'une A-algèbre commutative R où A est
un anneau commutatif, et l'on utilise le formalisme algébrique des résidus
mis en place par J. Lipman (cf. [L]). Dans le cas particulier où l'on choisit
R = On ou bien R = C[Zi, . . . , Zn] et pour éléments de R, Xi = Zi, . . . ,
Xn = Zn, le théorème 4.3 fournit le théorème 2.1 du paragraphe 2.

Nous remercions vivement A. YGER pour les discussions et idées qui
nous ont aidés à réaliser ce travail.
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UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 319

2. Une loi de transformation généralisée

THÉORÈME 2.1. — Soient f = (A^.-Jn) et g = ( g ^ . . . , g ^ ) deux
suites régulières dans On telles que g = Af où A e Mn(O-n)-

Pour (^i , . . . , /3n) ç N71 et h e On on a :

(2.1.1) Res /^ i+ i ^+1 J/i)
Ul T ' - i J n T^)

- E ^ R^:——)^^) (fadetA ft <r)"i,i+---+c^i=/3i A" v k - - / .̂̂
^l^+'-'+^nin^^Tz

où /3 = (/3i,... ,/3n), a = (û^j^îj^n e^ (7(/3,a) e5^ ^ coefficient
binomial

L^;^J(^l+'--+^n)!---L^;^^

a^c( /3fc }=———^———.^,,,.,a,,^ ai,fc!...a^!

Preuve de 2.1. — Soit [/ un ouvert, contenant 0, sur lequel on peut
choisir des représentants des germes des fonctions holomorphes en jeu
dans le théorème. On notera de la même manière les représentants et
les germes, et quitte à réduire U\ on peut supposer que f et g admettent
l'origine pour seul zéro. Le théorème est une conséquence de la proposition
suivante, qui peut avoir un intérêt pour elle-même.

PROPOSITION 2.2. — Soient U un ouvert de C^ contenant B(0,p), W
un voisinage de <9B(0,p) inclus dans U, f = (/i,...,/n) des fonctions
holomorphes sur U qui admettent pour seul zéro l'origine et s une fonction
de classe C1 sur W qui vérifie :

n

M. /(O) = Y, ̂ (C)A(O + o pour c e w.
k=l

Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout f3 = (y^i,..., f3n) e N71,
on a :

(2.2.1) Res/A+i ./3n+i Q.(h)

_(n-l^|/3|)!(-l)^ ^fr^.â^'"^^^^
/3!(2z.)- ^ n^ (^./(or^1

où ds[k} = A ̂ r
3^k
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320 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

Le théorème est une conséquence facile de cette proposition. En effet,
on choisit s défini par

n

Sk = ̂  aj,k9j
j=i

pour 1 < k <^ n et p > 0 tel que B(0, p) C U. En notant
n(n—l)

^)=(n-l+lfl)!(-l)~,
- (2î7i-)"

la proposition donne :

(2.1.2) /î!ReS( ^+i_ ^+i^(/i)

» n n detAf^-l^-^dff^AdC=K^ /^n(E^)t—fc=L^^—•î  fc=i j=i nffi i
En développant, le second membre de (2.1.2) s'écrit :

(2.1.3) K(n,(3)fhf[{ ^ L/\,,)Ù<r^}
1^ fc=i «,,,+...+»„,,=^VÛ'l•fc' • • • ' "".̂  j=i -'

detAf;(-l) fc-15fcd5[fc]AdÇ

x ' " ^ l l 2 ^ ! ^ 0

=^/?) / E ^a)

Klip °i,i+-+"n,i=^i ]-[ (afc,i + • • • + afc,n)'
oi^+..4an,n=0n fc=l

n n „
X (h(\^ A TT n"'1-'^ TT ^(ak,l+•••+ak,n) "gx ^/idetA ̂  a .̂ J ̂ ^ ,,,,,2(n+|/3|)

i,j=l k=l liffll

oùîîg= ^(-l^^d^AdC.
k=l

On peut appliquer à chaque terme de (2.1.3) la proposition 2.2 où /
est remplacé par g et s par g ; on obtient

n

^ C(f3,a)Res^ ̂ ...^^. (hdetA TJ <;-),
"l , l+---+"n, l=/3l v /c - - / ^^.^^

al,n+•••+an,n=(3n

ce qui termine la preuve du théorème. []
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UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 321

Remarque 2.3. — Les formulations proposées en (1.10) et (2.1.1)
sont différentes mais elles contiennent les mêmes informations. En effet,
dans (1.10), on peut supposer que 1 <, i^ < . . . < i^ ; on note f3k
le nombre de fois qu'apparaît k dans la liste ( î i , . . . , z ^ ) et l'on choisit
O'i, • . . Jm) e (NT où N* = N - {0}. On peut écrire :

(^ 3 j \ ajl,^l ' ' ' ajm,^m ^ TT a^kU),k

9 h ' " 9 j m ^li^ 9a,U)
Kk^n
Pk^O

où ak est une application de [[1, /3k]] dans [[1, n]]. En notant Og^ le nombre
de fois que l'application a/c prend la valeur s, (2.3.1) s'écrit :

n "s.fc

l^/c,s^n
/^O

o's,fc
^

Or pour f3k ^ 0, il existe (^ ^h.^ J applications de [[1,A]] dans
[[1,77,]] qui prennent a^ fois la valeur 5, et donc dans (1.10) on a

( h •)...( ^ )
V^l,!; • • • ; Oin,!/ V^l^; ... ; O^n/

termes identiques à

hdetAa^^ • • 'Qj^,^ d2/.r, 9 j i ' " 9 j m 9 1

D'autre part, c^... ̂  = (0/1,1 + • • • + ai,^)!. . . (0^1 + • • • + a^,^)! et
^i... îm = ^ t ce q111 prouve que (1.10) peut s'écrire comme (2.1.1). []

Preuve de la proposition 2.2. — Dans un premier temps, on prouve
que (2.2.1) ne dépend pas de la section s choisie; puis la preuve est
faite lorsque / a un Jacobien qui ne s'annule pas sur U et enfin pour /
quelconque.

Soient 0 < pi < p tel que (9-0(0, p) C W et X une fonction de classe C1

sur U qui prend la valeur 0 sur un voisinage de <9B(0,pi) et 1 sur un
voisinage de <9B(0, p) ; on pose pour C e U - {0} :

(2.2.2) 5(C) = W ——————— + (1 - W) ———(0

^(C)J(ç)) v —(/(O.AC))

où (s(c),/(0)= Esfc(C)A(C).
A;=l
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322 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

On a (5(C), /«)) = 1 ; donc Os = J\ Qsk = 0.
fe=i

En particulier, on obtient

^n^E^1)^1^^^^)
j=l A;=l

=^(E(-l) fc- l(^st)sf+l^]Adc)=0,
/c=l j^k

ce qui prouve que la forme
n n

hfls := h H sf ^(-l^-^ ds[fc] A dC
j=l A:=l

est fermée sur U — {0}. En utilisant le théorème de Stokes, on a

/ hfîs = f hfîs
•'\C.\=P J\(:\=pi

c'est-à-dire :

E(-l)'^ - lSfeds[fe]AdC
/ h 17 s133 k=•l-____________/ci=p n 3 {^mr^

, n ^(-l^-Vfcd/^AdC
= / /i TT /A fc^________ •î̂  hV3 {f^mr^

Ceci prouve que la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la section s.
Pour démontrer la proposition dans le cas où / a un Jacobien qui ne

s'annule pas sur U, on considère / comme un système de coordonnées
sur U.

D'une part, d'après la formule de Cauchy, on a :

D ^ 1 [ ^(O^
^(/f1'1,...,^1^) = (2^ J^ T^ÎT—^TÎ

1 [ (fe/detJf)
(2^7^)»^/f l + l••• /^+ l •'

_ i ^l(ft/det|f)

/î! ^ ( 7'
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UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 323

D'autre part, d'après les formules de Bochner-Martinelli — ou celle de
Leray — {cf. [A], [Y] ou [C, p. 181]), pour /o € C" proche de 0. on a :

( h } ( f } = ^-^'(-l)^11

Vdetô//ôC^ (2^1-)"

/ . . / . . ^(-l^-^d^Ad/
x / ^^—"^^^____________

7 Vdetô//^ (5(Ç),/(C)-/o)"
ICI=P

En dérivant par rapport à /o l'intégrale ci-dessus, on obtient

QW( h }
——det^W)-W-K(nB} t (——————}Qfft W-K{n,ft) j {^Q^gç)

1^
^(_l)fe-is^d5[fc]Ad/

x TT s^ i^l___________
11 3 (^/(O)"^'

ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.
Dans le cas où / est quelconque, pour e générique, fç = f — e n'a que

des zéros simples dans £/, et il existe a > 0 tel que, pour e assez petit, on
ait |/e(C)| > a sur ^^(O,^). En prenant pour section /, on a :

n

E^l^Sfcd^AdC

^•^ y "^.AC))^

. n ^(-l^Àd^AdC
=K(n^) h^ff31^———————.——

|C/=, ^1 </(CU(C);nw

. n ^(-^'-V^d^^AdC
=lim^(n,/3) / h TT f^ k^-————————^——•e^o ' / J 11 • /e^ /^^>» f (r^^

^ J=l { j e [ Ç ) U € [ Ç ) )

En remplaçant dans (2.2.2) / par /ç, le même calcul qui a permis de
prouver que Q^ est fermé sur L^ — {0}, prouve que la forme

E(-l)'-V^d/^AdCh n f^k^-______
"ll^j . n+l^l

j=l { j e [ Ç ) , J e [ Q )
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324 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

est fermée dans U - V(f^). En notant Pc les zéros de /g, le théorème de
Stokes permet de remplacer

. n E^-V^d^AdCK(n^) / h n/5 ̂ ———^—
^ J=i (m/c(C)) +1^'

par

(2.2.3) V K^f3) { h f]f^ ELl(~l)fc"l^fcd^^Adc.V / /_^ \ ^) / ll^,j , ^\n+/3

P.ey(/.) |pe+c|=r •7=1 (MC^MC))

Les zéros de /g étant simples, on est pour chaque terme de (2.2.3) dans
le cas précédant et (2.2.3) peut s'écrire :

S ^^^\...^\P^'
P^V{f^

D'autre part, d'après le «principe de continuité» {cf. [G, p. 657]), on a

l̂  ]C ^af1^..-^7^1^)^ =Res(^l+l f^+i ^W
^ P^V{fe} 1 ' ' n ' e '

ce qui termine la preuve de la proposition. \\

3. Une application des techniques utilisées
Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G],

on prouve par un argument algébrique immédiat que si g = A/, f(P) ̂  0
et g(P) = 0, P étant un zéro isolé de g^ alors

(3.1) V/.C(9p, — — — / ^detAd^
(2^ 7r^ 9i ' " Q n

où, r et Ci étant des réels strictement positifs suffisament petits,

^ = {C ^ W ^) : 1^(01 = 6, z = 1 , . . . , n}
orienté par la condition d(arg^i) A . . . A d(arg^) > 0.

Des exemples simples montrent par contre que, dans les mêmes condi-
tions, il est possible d'obtenir

[ hdetAa^^ '--a^^dz
A^ 9 j i ' " 9 j m 9 1

Un argument analytique mis en œuvre dans la preuve de la proposi-
tion 2.2 permet d'obtenir la proposition suivante qui généralise (3.1) :
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UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 325

PROPOSITION 3.2. — Soient U un ouvert de C^ / = (/i,...,/n) et
g = (^ ... ̂ g^)des fonctions holomorphes sur U telles que g = Af où
A = (ciij)i<ij<n ^st une matrice à coefficients dans 0(U). On suppose
que g admet un zéro isolé P qui n'est pas un zéro de f. Alors :

(3.2.1) V/^00/), f; c ^ , ( hdetAa^^^a^dz ̂
Jl,...,Jm=l 7r^ 9 j l " ' 9 J m 9

Preuve. — Comme dans la preuve de la proposition 2.2, on choisit W
un voisinage de <9£?(P,r), s une fonction de classe C1 sur W qui vérifie
(5(C)^/(0) ¥- 0 Pour C e W. Soient U un voisinage de B(P,r), X une
fonction de classe C1 sur U qui prend la valeur 1 sur un^ voisinage de
<9£?(P,r) et zéro sur un voisinage de P. On pose pour Ç € U :

•^^(^^-^'^fe-
Le calcul fait dans la preuve de la proposition 2.2 montre que la forme

^n^D-1)""1^^]^j=i fc=i
est fermée sur U, ce qui prouve que :

E^l^Sfcd^AdC
(3.2.2) / h TT s^ ^————————^—— = 0.

; 11 J /c(V> ^'l'»"4^1

|C+P|=r J=1 ^O'AO)

71

On choisit s défini par Sk = ^ o^j.kQk ; la formule (3.2.2) s'écrit, en
j=i

utilisant le calcul fait dans la preuve du théorème 2.1,
n

^ C7(/3,a)Res.^,,+...+^,,+i^^^^ (^detA^J a^') =0,
« l , l+ - - -+a^ , i= /3 i v gk l ^ f c ^ n ' ; ^^^

Q'l,n,+---+an.,n.=/3n

soit encore :

/ ^detAa^,,, "•a^^dz _n .E ^—A^71 ?m / T — u'

,i,..X=i ^p 9 n - - - 9 j . n 9 1
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326 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

4. Une preuve algébrique de la loi de transformation
généralisée

LEMME 4.1. — Soient R une A-algèbre commutative, g = (/i,..., fn)
une suite de R quasi-régulière, A ç. A^n(R) une matrice, £/i,..., Un des
variables algébriquement indépendantes sur R et V = AU ; alors la suite
(L7!,..., Um fi — V\i • . . , fn ~ Vn) de î^[U] est quasi-régulière.

Preuve de 4 - 1 ' — Soient (a^ , . . . , a^) e R,

1 = (t/i, . . . , Un, A - a^U^... ,fn - a^U^)R[U],

k e N* et

(4.1.1) ^ a^U^f-aUf e ̂ +1

/^N^eN71

\PW\=k

où a^ e R[U] et (/ - aU) = (A - a^U^ . . . , fn - a^U,J.
Pour montrer que la suite ( î7i , . . . , Un, fi - a^ U^,..., fn - a^ U^ ) est

quasi-régulière, il suffit de traiter le cas où 0(3^' C R ce que l'on suppose
maintenant. On montre par récurrence sur \f3\ que a^^i appartient à I .

En notant Pô l'opérateur qui à (4.1.1), considéré comme un polynôme
en U, associe son terme constant, on a :

Po( E ^'U^f-aUf)= ^ fflo,^'.
/îeN^/î'eN71 /^eN71

\(SW\=k \(3'\=k

Les éléments de J^1 s'écrivent :

(4.1.2) ^ c^U^f^ oùc^/eR.
^çrr^eN71

\OW\>k+i

En particulier, leur terme constant est de la forme ^ co^'f^ ; par
/î'çN71

conséquent : \(3f\=k-{-l

E ̂ 'f - E ^'f-
^çN71 ^çN71

I/^^A; |^|=A;+1

Cette égalité prouve que ^ ^ Q ^ ' S ^ ' appartient à J^1, où J est l'idéal
ft'ç^

\(3'\=k

J=(f^..^fn)^

La suite ( / i , . . . , fn) de R étant quasi-régulière, on a ao^' G J, en parti-
culier ao,/3/ € ^ pour tout f3' tel que l/3'l = k.
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Soit a ç. ̂ n tel que a :> 1. On suppose prouvé par récurrence sur |a|
que a^^ e 1 pour tout (f3, f3') e N2" tel que |/3| < \a et \f3\ + |/^| == A;.

En notant Pa l'opérateur qui à (4.1.1), considéré comme un polynôme
en U, associe le coefficient de son terme en U 0 ' , on a :

(4.1.3) P^ ( ^ ap^U^f - aUf')
^eN^/^eN71

\^W\=k

= E ^^f
(3'^

|Q|+|/3/|=fc

+Pa( E a^U^f-aUf).
p^^'ç^

\(3\<\a\,\(3\^\(3'\=k

D'après (4.1.2), les variables U\^ .. ̂ Un étant algébriquement indépen-
dantes sur R, il existe des c^^' G R tels que :

Fo( E a^(f-aUf)= ^ c^V-f.
^çW^'çy ^^n

\(3W\=k \aW(3'\=k-^-l

D'autre part, d'après l'hypothèse de récurrence sur (/3, y:?') on a :

Pc.( E a^U^f-aU^eI^.
^eN^^eN71,

\0\<\a\,\(3W\=k

Par conséquent, l'égalité (4.1.3) montre que ^ Cia^'U0' f^ appar-
/^'eN71

lal+l^^fe

tient à J^1. D'après (4.1.2), les variables L ^ i , . . . , Un étant algébriquement
indépendantes, on en déduit :

E r/3' ^- jk+l-\a\aa^j' e j 1 1 1 .
^eN71

\aW\=k

La suite (/i, . . . ,/^) de R étant quasi-régulière, a^^i appartient à J
donc à J, pour tout f3'. Par récurrence a^,/?7 appartient à J pour tout
(y^,/^), ce qui prouve que la suite (?7i, . . . ,Un, fi-a^Ui^ . . . ,fn-a^U^)
est R[L7'] quasi-régulière.

En réitérant ce procédé, on obtient que la suite
n n

(U^,...,Un,gi - ̂ Ûl^^,...,^ - y^Qn,^)
î=l î=l

de R[^7] est quasi-régulière. []
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LEMME 4.2. — Soient R une A-algèbre commutative^ (/i,..., fn) une
suite de R quasi-régulière telle que R/(/i ... fn) soit un A-module pro-
jectif de type fini, X^,..., Xn des éléments quelconques de R, U - y , . . . , Un
des variables algébriquement indépendantes sur R, mi,..., m^ m^ . . . m^
des entiers et h = ̂  a^U0' e R[U}. Alors

aç^

^a^dU^dX
(4.2.1) Res

rrmi+1 7-rrnn+l y î+l
.^1 ? • • • 5 ^n 5 Jl ,...^

m'+l

=Res
Ûmi,...,m^dX

L n
•> • • • •> Jn

et si mi > 0, r e R, on a :

(4.2.2) Res
^dX

/'mi+l rmz+1 ^m^+1
Jl 'i • • • i J i î • • • ? Jn

= Res
rdX

rmi+l frai /.m^+1
^1 i ' • • i J i i • • • -i j n

Preuve de 4-2. — Soient R le complété J-adique de R où J est l'idéal
de R engendré par / i , . . . , fn, P = R/J= R/J et a : P -^ R une section
de la projection canonique TT : R —^ P.

Soient R' = R[^...,^], I ' = (U^ . . . , U^ h,... Jn)^, P' le
complété J'-adique de R', P' = R'/J' = R7 /' I ' = R/J = P et a' : P -> R/
une section de la projection canonique Tr7 : R7 —> P.

D'après la propriété universelle du séparé complété, l'injection canoni-
que i de R dans R7 induit une application injective z de R dans R' et par
conséquent on peut choisir a' = z o a.

Pour r e R identifié par l'injection canonique à un élément de R, on
note

r* = E ̂
aç^

l'élément de HomA(P,P )[[/]] qui vérifie :

VpeP , a(p)r= ̂  o-(r^p))f°
Q'GNn

On a alors
7 o a ( p ) r = ^ o Ç ̂  o'{r^(p))f°zo [ / , cr(r^

'Q'eN71

TOME 125 — 1997 — ?3



UNE GÉNÉRALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 329

et par conséquent
a{p)r= ^a(r,(p))r.

aeN71

Ceci nous permet d'identifier les écritures de r^~ et î(r)^. D'autre part, si
l'on note

9-M^))-!;̂-Qfz 3
o-eN^

on a :
rdX

Res ^+1 ^+i = Trp/A(<^,.,r<).
[yi 7 • • • ? Jn J

Soit /3 e N71 ; pour tout p <E P, on a a^rU^ = ̂  ^(r^p^f^U^ et donc
aem

(r^)^ = ̂ r^, (r^det ((——Xf)) = ̂  ̂ ^F.
J 1 ^.^-f^no-eN71

Par conséquent

rdX
Res „/r^i+i ^

Jl î • • • i Jn
^+1 == Trp/A(^m^...,m^)

=Res
rU^dU^àX

7-A+l 7-^n+1 ^m/l+l ^mn+l

^1 5 • • • -> ^n i Jl i • • ' ? Jn

etsi /3^(/^. . .^) ,

Res
rU^dUAdX

,-^+1 rr/3n+1 '̂i+l ^n+l
^l 7 • • • 7 un i J \ • > • ' • • > Jn

ce qui montre l'égalité (4.2.1) :

Res
^a^dU AdX

rrmi+l T-rm^+l ^m/l+l ylmn+l

^l 5 • • • 7 un i Jl i • • • i Jn

=Res
Û'mi,...,m^ dA

/.m^+1 /.m^+1
Jl î • • • ? Jn

Pour montrer égalité (4.2.2), on a

(^det((-^))=^<W^,
-^ J

Cï£N"
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d'où:

Res ^mi+1 rm^+1 = ̂ P/A^mi ,..,m,-l,..,mJ
\_Jl •> • ' • i Jn

rdX
= Kes rmi+l rm, pMn+1 | 7

^1 5 • • • ? J i i • • • i Jn \

ce qui termine la preuve du lemme 4.2. []

THÉORÈME 4.3. — Soient R une A-algèbre commutative^ deux suites de
R quasi-régulières f = (/i,..., /„) et g = (g^,..., g^) telles que d'une part
g = Af où A e Mn(K) et d'autre part que les A-modules R/(/i... fn)
et R/(^i ... gn) soient projectifs de type fini. Pour tous entiers /3i,..., /3n
et des éléments quelconques /i, Xi,..., Xn de R, on a :

(4-3-1) ^L+i^/^i
\_J 1 t ' ' • i J n

n

^ Wa)_ f ^ e t A n ^: dX 1
2. ^r-^ tj=l

al•l+•••+a"•l=/31 Wl+""+cl'î•"+l)l^J
Ctl,n+---+Ctn,n=/3n

Preuve du théorème 4.3. — Soient Ui,...,Un des variables algébri-
quement indépendantes sur R et V = AU; d'après le lemme 4.1, les
suites de R[(7]

(<7i,..., t4, A -^i,..., fn-Un),

(t/l, ...,[/„, ffi - YI, . . . , ̂  - Vn)

sont quasi-régulières. Par conséquent, les suites

(U^\..., V^\ A -^1,..., /«-^),

(t/f^1,...,^^1,^-^,...,^-^)

sont aussi quasi-régulières (voir [L, (3.2.c)]). Les modules :

W/iU^1,..., V^\ A - ;7i, . . . ,/„- ̂ ),

R^/^f1^,...,^^1,^-^,...,^-^)

sont des A-modules projectifs de type fini.
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Soit A = ( Q" ^ j e A^2n(R[(7]) ; on a :

A

/ U^ \

^"+1

h-Ui

-C ' TT i

=

( ^1+1 \

^"+1

91 -Vi

- T r \
\fn-Un] \gn-Vn]

Donc d'après la loi de transformation (voir [L, (2.8)]) :

hdUAdX(4.3.2) Res 7^1+1^1+1 7-//3n+l ^ _ TJ f TT
-'1 i ' ' ' ? un î J l ^ l? • • • i Jn — ui

/ idetAdI/AdX
-Res U^\...^\g,-V^...^-Vn

On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
En utilisant

f^^U^+^-U^U^f^z - ^ z ) Z_^^i J i
/c=o

et en notant

B=

/ ̂  ̂ ^-k

k=0

on obtient

In 0 ^
In B

( u^1 \

^n+l

fi-u,

\̂^ Tjkf^-k
Z^ ^ n J n 1
k=0 /

/u^X
f//3n+l
^ n
^i+l
J l

\fn-Uj \f^]

qui donne en appliquant la loi de transformation :

hdU /\dX
Res

r/3i+lU?1' [/^n+i ^ - T J , f - r/^1 î • • • 5 ^n 5 j l L / l ; • • • î J n ^'î

=Res ^(n E^/f^^d^AdX
z=l A;==0

^[/f1"^1 77^+1 f^+1 f^+lJ^iy^ , . . . , u^ , j^ , . . . , J^
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Le lemme 4.2 appliqué au membre de droite donne :

hdU /\dX
(4.3.3) Res . , .

r/Pl+1 77/^+1 f. TT f TTu\ T ' - i ^ n •> Jl — ^l^ • • • ? Jn — ^i..••^r

=Res
hdX

fî/3i+l f/3n+l
• • i J n

Concernant le second membre de (4.3.2), on remarque que
|/3|+n-l

^^y^+^-y.) y vM^71-'-1,/ ^ • î ^î
/c=0

yl^l+^_ ̂ .. .TT.\' i ~ ^Z^^^^jy
(4.3.4) J=l

l/3|+n

1 ^ 1 + n

,^^...,0^E
azi+---+a^=|/3|+n

O'î,! Q'z

x ̂  • U^-

On a |/^| = /?i + • • • + /3^. Donc, pour chaque terme de 4.3.4, il existe
un entier k tel que o^/c > /3^ + 1 ; on peut par conséquent trouver des
éléments Cij ç î^[U] tels que :

V- l/3|+n -^•+1-E^j=i
On pose :

c=(c^l<^<n e^,(R[[/]),
Kj^n

D=
^"ë"^^-1-

k=0

^-1 .W^k-i
2^ ^ r i V n i

k=0 /

On a :

' în 0

/ î+l \

^n+1
^ n
gi-Vi

\Sln -Vn)

=

(u^^

c/^+l

/,1/3|+"yi

L^-y
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et en appliquant la loi de transformation :

F hdetAdU/\dX
(4.3.5) Res . , - ,

\TTP1~^ 77/3n+l n T/ n V\u^ , . . . , c y^ 7 ^ , ^ 1 — 1 / 1 , . . . , ^ — ^• • • i ^ n •> yi " lî • • • i Un vn

n |/3|+n-l ,„, , .

h det A( H E ^^l+n- ) d^ A dX'
z=l k=0=Res

r//3i+l r//3n+l .l/31+n .l^l+n

^1 ? • • • î ^n î^l T - • ^ 9 n

Or on a :

^= yffl,,î/.=(Effl^j=i
E \ai i , . . . ,a,^

Q'î,l+-"+Q'z,n==A;

Q-,,1 Oii^rjaz^ JJOi^r.
i^ -i ... u, „ cy-i ... cy^ ' .

Par conséquent :

n |/3|+n-l(4.3.6) n E ^^l+n-fc-l
i=l k=0

E ^ • • • ̂ -^l^-'1"1 • • • g^-^-1

0<^ki<\f3\-^-n-l
Ki<n

Y f](a^+"'+a^n} T\a^3
Z^ il ^ a,i,..., ain ) 11 ^

0<k^\(3\+n-l,l<,i^n i=\ ' / ' ' ij=l
al,l+•••+oil,n=kl

""""'""'"""xn^"1^-^"^!!^'^"^"1-j=i ^=1
D'après le lemme 4.2, seul les termes de 4.3.6 tels que

{ Q/l,l+... -{-On,! = /3l,

Q/l,n+• • • + Oin.n = ftn,

apportent une contribution non nulle à (4.3.5). Par conséquent, on
obtient :

, , / zde tAd^/AdX
(4.3.7) Res . , 1 , ,/ U^\...^U^\g,-V^..^gn-V^
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n
^ V^ TT/^z,! + • • • + ̂ ,n^

~ ^ ~ ~~^ o^i, . . . , a,^ )ai,l+---+Qn,l=/3l î==l ' 1

al,n+•••+Qn,n=^n

r / .detAn<r n ^'-^dxi
Res (^) i<^n 1

J/3|+^ J/3|+^
9l 5 • • • •> 9n

^Res /ldetA„n/-E ^Kesf^A^^"

•••+Q".1^1 W^-^-^KfcJ,̂i+...+ ,̂l=^ /3! W^-^^^n

Q'l,n+-"+Q'?z,Ti=/?n

Ceci prouve en utilisant (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.7) le théorème 4.3. Q
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