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SUR LA COMPLEXITE DU PRINCIPE
DE TARSKI-SEIDENBERG

PAR

Joos HEINTZ, MARIE-FRANGOISE ROY, PABLO SOLERNO (*)

RESUME. — Cet article est consacré a un algorithme d’élimination des quantifi-
cateurs dans les corps réels clos dont la complexité est simplement exponentielle en
séquentiel (et polynomiale en paralléle) en le nombre de variables dés lors que le nom-
bre d’alternances de quantificateurs est fixé.

ABSTRACT. — This paper is devoted to an algorithm for quantifier elimination in
the real closed case which is of complexity single exponential in the number of variables
in the sequential model (and polynomial in the parallel model) as soon as the number
of alternations of quantifiers is fixed.

1. Introduction

Nous remercions Teresa Krick et Henri LOMBARDI pour l’aide qu’ils
nous ont apportée et leurs nombreuses suggestions utiles concernant ce
travail.

Avant d’énoncer plus précisément notre résultat, il est nécessaire de
faire quelques rappels sur la géométrie algébrique réelle et la complexité
d’algorithmes.

1.1. Rappels sur la géométrie algébrique réelle.
Pour les notions et preuves résumées dans ce paragraphe on peut
voir [3].

Définition. — Un corps réel clos est un corps ordonné ou tout élément
positif a une racine carrée et ou tout polyndome de degré impair a une
racine.

(*) Texte regu le 31 octobre 1989, révisé le 3 avril 19go.
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102 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

Dans tout l’article A désigne un anneau intégre et R un corps réel clos
contenant A.

Définition. — Un ensemble semi-algébrique S de R™ défini sur A est un
ensemble défini par une combinaison booléenne d’inégalités polynomiales
a coefficients dans A.

Beaucoup de censtructions restent a l’intérieur du domaine semi-
algébrique et on a les résultats suivants :

THEOREME (théoréme de projection). — La projection d’un ensemble
semi-algébrique de R™1 défini sur A sur R" est un ensemble semi-
algébrique défini sur A.

THEOREME (composantes semi-algébriquement connexes). — Les com-
posantes (semi-algébriquement) connezes d’un ensemble semi-algébrique
défini sur A sont en nombre fini. Ce sont des ensembles semi-algébriques
définis sur A.

Le théoréme de projection peut se reformuler en termes logiques. On
doit pour cela introduire la définition suivante.

Définition. — Une formule du langage des corps ordonnés d parametres
dans A est construite en un nombre fini d’étapes & partir des formules
atomiques qui sont des égalités et inégalités portant sur des polynomes
a coeflicients dans A, a l'aide des connecteurs logiques (ou, et, non) et
de quantificateurs (3, V) portant sur les éléments du corps. Une formule
préneze est une formule ou tous les quantificateurs apparaissent au début
de la formule. Toute formule est équivalente & une formule prénexe.

Exemple. — Si S est un ensemble semi-algébrique de R™, son adhérence
peut-étre décrite par la formule suivante

{(ml,...,zn) ER"|Ve>03(y1,...,yn) €S
Yo (@i-w)?< 52}-
i=1,...,n

Le théoreme de projection admet I'importante conséquence suivante
qu’on démontre par induction sur le nombre de quantificateurs :

THEOREME (principe de Tarski-Seidenberg ou élimination des quanti-
ficateurs). — Un sous-ensemble de R™ défini par une formule du langage
des corps ordonnés & parametres dans A est un ensemble semi-algébrique

défini sur A.

On en déduit le corollaire suivant.
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SUR LA COMPLEXITE DU PRINCIPE DE TARSKI-SEIDENBERG 103

THEOREME (principe de transfert). — Soient R’ un corps réel clos
contenant R et ® une formule du langage des corps ordonnés d paramétres

dans A. La formule ® est vraie dans R si et seulement si elle est vraie
dans R'.

Notation. — Si R’ est un corps réel clos contenant R et S est un
ensemble semi-algébrique de R™ on note S(R’) le sous-ensemble de R'™
défini par la méme formule sans quantificateurs que S. Le fait que cette
notation ait un sens est une conséquence facile du principe de transfert.

1.2. Notions de complexité d’algorithme.

Les polynémes que nous considérons sont a coefficients dans A. Les
opérations arithmétiques considérées sur A sont les additions, multiplica-
tions, divisions exactes (lorsqu’on sait d’avance que le rapport est encore
dans A) et déterminations du signe d’un élément de A (dans R).

On évaluera la complexité des algorithmes en considérant les parame-
tres suivants :

d le degré total des polyndmes;
t la taille des coefficients (dans le cas ou A = Z);
s le nombre des polynomes;
n le nombre de variables;
m le nombre d’alternances de quantificateurs dans une formule
prénexe.

Les algorithmes sont décrits par une famille de réseaux arithmétiques

sur A dépendant de ces divers parametres (voir [12]).

Définition. — La complexité séquentielle (sur A) d’un algorithme est la
fonction des parametres qui mesure la taille du réseau arithmétique donc
compte le nombre (maximal) d’opérations arithmétiques sur A nécessaires
pour l'algorithme. La complezité séquentielle binaire (lorsque A = Z) d’un
algorithme est la fonction des parameétres qui évalue le nombre (maximal)
d’opérations binaires nécessaires pour ’algorithme. La complexité paral-
lele (sur A) est la fonction des parametres qui mesure la la profondeur du
réseau arithmétique.

Nous nous intéresserons aussi a la parallélisation des algorithmes.

Définition. — On dit qu’un algorithme de complexité séquentielle poly-
nomiale (resp. simplement exponentielle, resp. doublement exponentielle)
est bien parallélisable si sa complexité paraléle est polylog (i.e. polyno-
miale dans le log) (resp. polynomiale, resp. simplement exponentielle). La
largeur du réseau arithmétique qui définit ’algorithme est alors polyno-
miale (resp. simplement exponentielle, resp. doublement exponentielle).
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104 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

Ezemple. — Les calculs de déterminants sont bien parallélisables : on
connait un algorithme pour le le calcul des déterminants d’une matrice
a coefficients dans A de taille = de complexité paralitle log’z et de
complexité séquentielle polynomiale en x (voir [2]).

Ce résultat permet de bien paralléliser tous les calculs & base d’algebre
linéaire.

1.3. Nos résultats.

Le résultat essentiel de cet article est le suivant :

La réponse au probléme de ’élimination des quantificateurs (principe de
Tarski-Seidenberg) est donnée par un algorithme de complezité doublement
exponentielle en m bien parallélisable.

Ce résultat a déja été annoncé dans [19] (voir aussi [28] et [24]). La preuve
repose sur une nouvelle démonstration du résultat suivant :

On peut décider si S est vide en complexité séquentielle simplement
exponentielle, en complexité paralléle polynomiale en n (voir [4], et [23],
[28] [18]).

Cet énoncé d’élimination des quantificateurs est similaire & un résultat
récent dans le cas algébriquement clos (voir (7], [11]).

Les problemes mathématiquement significatifs ont un petit nombre
d’alternances de quantificateurs. Les résultats ci-dessus signifient qu’ils
sont résolubles en complexité simplement exponentielle (polynomiale en
parallele). C’est le cas par exemple du calcul de I’adhérence ou de l'inté-
rieur d’un ensemble semi-algébrique, de la distance entre entre deux
ensembles semi-algébriques, etc.

1.4. Historique du sujet.

Le théoréme d’élimination des quantificateurs est di a TARSKI et
SEIDENBERG et a été publié au début des années 50 (voir [31], [26]). La
complexité des algorithmes qu’on peut déduire de leurs démonstrations
est hyperexponentielle.

Dans les travaux de CoLLINS datant des années 70 on utilise les progrés
du calcul formel pour obtenir un algorithme séquentiel (mais qui n’est
pas bien parallélisable) polynomial en d, s,t doublement exponentiel en n
(voir [6]).

Les résultats de BEN-Or, KozEN et REIF [1], complétés par FiTCHAS,
GALLIGO et MORGENSTERN [10] donnent un algorithme doublement expo-
nentiel en n, bien parallélisable.

ToME 118 — 1990 — ~° 1



SUR LA COMPLEXITE DU PRINCIPE DE TARSKI-SEIDENBERG 105

Les travaux de WEISPFENNING [34] et de DAvENPORT et HEINTZ [9],
fournissent une borne inférieure doublement exponentielle en n en séquen-
tiel, (simplement exponentielle en n en paralléle [10]).

Les résultats de GRIGOR’EV et VOROBJOV [16] permettent de décider
si S est vide en complexité simplement exponentielle. Leurs algorithmes ne
sont pas bien parallélisables. Enfin GRIGOR’EV [15] montre que le probléme
de la décision peut se résoudre en complexité doublement exponentielle
dans le nombre d’alternances de quantificateurs m. Dans cet article,
GRIGOR'EV conjecturait que le théoréme est vrai aussi pour !’élimination
des quantificateurs.

Nous répondons & cette question de GRIGOR'EV par des algorithmes
bien parallélisables. Un résultat de méme nature que le notre a été obtenu
indépendamment par J. RENEGAR (voir [24]).

1.5. Plan de Yarticle.

Dans la section 2 nous étudierons des algorithmes de base sur les
polynémes en une variable. Il s’agit de déterminer par des algorithmes en
temps polynomial bien parallélisables les signes d’une liste de polynémes
aux racines rélles d’un polynéme. On utilise la méthode des sous-résultants
et la suite de Sturm-Habicht, dont les méthodes de calcul sont basées sur
I’algebre linéaire.

La section 3 est le cceur de Particle. On y étudie la complexité des
ensembles semi-algébriques. Aprés avoir énoncé les résultats et fait une
premiere réduction dans le paragraphe 1, on opere dans le paragraphe 2
une réduction géométrique au cas d’une hypersurface qui s’inspire large-
ment de [16]. On étudie les extréma d’une fonction bien choisie sur cette
hypersurface et on est ramené & considérer un nombre fini de points cri-
tiques. On peut alors projeter ce nombre fini de points sur une droite
convenable, et on a & résoudre un probléme en une variable qu’on traite
par les méthodes de la section 2. On fait appel & quelques notions de
géométrie différentielle et de géométrie semi-algébrique sur des corps réels
clos non archimédiens.

L’algorithme et sa complexité sont précisés dans le paragraphe 3.
On utilise pour cela des conséquences récentes du Nullstellensatz effectif
(élimination des quantificateurs dans le cas algébriquement clos (voir [11]).
Nos algorithmes sont essentiellement différents de ceux de [16] et [15].

Une conséquence de notre algorithme est une nouvelle démonstration
donnée dans la section 4 d’un résultat de VoroBJjoOV sur le diameétre d’une
boule rencontrant toutes.les composantes d’un ensemble semi-algébrique.
La section 4 est consacrée 4 I’élimination d’un seul quantificateur. Il s’agit
de paramétriser les résultats de la section 2, et ’'obtention de la complexité
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106 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

souhaitée passe par les résultats de la section 3.

Enfin le résultat principal est démontré dans la section 5. Il s’agit
essentiellement de réinterpéter l’algorithme de la section 3 dans une
situation avec parametres. Les résultats de la section 4 sont utilisés dans
la derniere étape de I’algorithme. Il reste ensuite & faire une induction sur
le nombre de blocs de quantificateurs de la formule.

2. Les polynémes en une variable

2.1. Le probléeme de base.

La méthode classique semi-numérique ou on approche les racines
par dichotomie (voir [6]) n’est pas bien parallélisable. De plus elle ne
fonctionne pas dans le cas non archimédien.

Ici nous adoptons une approche purement formelle, basée sur une
généralisation du théoreme de Sturm et des algorithmes d’algebre linéaire.

Tout est ramené au probléeme de base suivant : P,Q1,...,Qs étant des
polynoémes en une variable & coefficients dans A

(*) “déterminer les signes des polyndémes @1, ...,Qs aux racines de P
dans R”.
On note d un entier supérieur aux degrés de P et des Q1,...,Qs. Nous

allons voir qu’on a une solution & (*) en complexité polynomiale en s et d,
bien parallélisable.

Pour cela on fait appel & la théorie des sous-résultants.
2.2. Les sous-résultants.

Définition. — Le déterminant polynomial d’une matrice M a m lignes
et n colonnes avec n > m est le polynéme de degré inférieur ou égal a
(n — m) dont le coefficient de X7 est le déterminant de la matrice carrée
obtenue en rajoutant aux (m—1) premiéres colonnes de M celle de numéro
(n—3).

Soit P un polynéme de degré p et @ un polynoéme de degré < q. Le
polynome sous-résultant S;(P,p,Q,q), avec j < inf(p,q), est le déter-
minant polynomial de la matrice dont les lignes sont les polynémes

xl=1=9p  XP P, XP179Q, . .. XQ,Q
dans la base X(Pt9=1-3) X 1. Les sous-résultants sont nuls ou égaux
(& une constante multiplicative pres) aux restes successifs de P et Q

(voir [22] ou [13] ou [14]).

ToMmE 118 — 1990 — ~° 1
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2.3. La suite de Sturm-Habicht.
La suite de Sturm-Habicht ([13], [14]) se déduit par des changements
de signe systématiques de la suite des sous-résultants de P'Q et de P.

Définition. — Soit P un polynéme de degré p a coefficients dans A. On
notera cd(P) le coefficient dominant de P. La suite de Sturm-Habicht de
P est définie par

StHa,(P) = cd(P) P, StHa, ;(P)=cd(P)P’,
e po‘érj Spo2 1 L-p-i-1) /
tHa;(P) = EE(}T)(_”Q Si(P,p,P',p—1).
Soit ) un autre polynéme & coefficients dans A de degré g supérieur
ou égal & 1. La suite de Sturm-Habicht de P et () est définie par
StHa,(P,Q) = cd(P) P,

et, pour j <p—1,

1

N
aE TS (P PQp - 1),

StHa, (P, Q) =

La suite de Sturm-Habicht est & coefficients dans A. Les coefficients de
Sturm-Habicht stha;(P, Q) sont les coefficients de X7 dans StHa;(P,Q).

On a la variante suivante du théoréme de Sturm-Sylvester ([29], [30]).
Définition. — Soit £ une liste de polynémes a coefficients dans A. On

définit v(£) comme la différence entre le nombre de variations de signes
dans £ en —o0 et en +o00.

ProrosITION 1. — Soient P et ) deuz polynémes d coefficients dans A.
La quantité v(StHa(P, Q)) est la différence entre le nombre c5o(P, Q) des
racines de P dans R rendant Q > 0 et le nombre c<o(P, Q) des racines
de P dans R rendant Q < 0. D’autre part v(StHa(P,Q)) ne dépend que
des signes des stha;(P, Q).

Démonstration. — Voir [13] ou [14].

COROLLAIRE. — On a l’égalité

1 1 1 c=o(P; Q) v(stha(P, 1))
01 1 |[es0(P5Q) | = v(stha(P,Q?))
01 -1 c<o(P;Q) v(stha(P, Q))

qui permet de calculer cso(P,Q), c<o(P, Q) et c=o(P, Q).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



108 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

Remarque. — On peut remplacer — si on le souhaite — les calculs de
suite de Sturm-Habicht par des calculs de signature de formes quadrati-
ques (méthode de Hermite) comme dans [10]. Il est en fait montré dans
la derniére section de [14] que les déterminants & calculer dans les deux
cas sont identiques.

Les bonnes propriétés de spécialisation de la suite de Sturm-Habicht,
énoncées dans la proposition suivante, nous serons utiles dans la section 4.

ProrosITION 2. — Soient P(Yy,...,Yi)(X) et Q(Y1,...,Y:)(X) des
polynémes de A[Y,...,Y;][X] et p le degré de P. Soient y1,...,yx des
points de R* tels que le degré de Pi(X) = P(y1,...,yx)(X) soit encore p.
Notons Q1(X) = Q(y1,.-.,yx)(X). La suite £ obtenue en substituant
Yis-- Yk 0 Y1,..., Yy dans la suite de Sturm-Habicht de P est telle
que v(€) est la différence entre le nombre cso(P1, Q1) des racines de P
dans R rendant Q1 > 0 et le nombre c<o(P1,Q1) des racines de P, dans
R rendant @1 < 0.

Démonstration. — Voir [13] ou [14].

2.4. La solution au probléme de base.
Revenons & notre probleme (*).

PropositioN 3. — Soient P,Q1,...,Qs des polynémes en une variable
de degrés inférieur ou égal 4 d d coefficients dans A. Il existe un algo-
rithme de complexité ségquentielle (sur A) polynomiale en d et s et de
complexité paralléle polylog en d et s qui résoud le probléme

(*) “déterminer auz racines de P dans R les signes des polyndémes

Q1. Qs

Démonstration. — En utilisant la PRoPOSITION 1 et en calculant les
3% suites de Sturm correspondant & tous les produits possibles des Q;
et Q2 on peut résoudre le probleme (*) grace & une matrice de taille 3°
en complexité polynomiale en d, mais exponentielle en s. En utilisant
le fait que, parmi les 3° conditions de signes possibles, au plus d sont
réalisées on peut éviter la croissance exponentielle du nombre de suites
de Sturm & calculer en limitant la taille de la matrice & 3d a chaque
étape (voir [1] ou [25]). Ceci se parallélise bien car on peut séparer les
polynomes en paquets de taille égale et faire logs étapes (voir [1]). On
obtient la complexité paralléle et séquentielle correctes car les calculs de
polynémes de la suite de Sturm-Habicht sont des calculs de déterminants
extraits de matrices de Sylvester (cf. 1.2.).

COROLLAIRE 1. — Soient P, Q)1,...,Qs des polynomes en une variable
de degrés inférieur ou égal a d a coefficients entiers de taille inférieure ou
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SUR LA COMPLEXITE DU PRINCIPE DE TARSKI-SEIDENBERG 109

égale d t. On peut résoudre le probléme

*) “déterminer aux racines de P dans R
les signes des polynémes Q1,...,Qs"

par un algorithme de complexité séquentielle binaire polynomiale en d, s
et t.

Démonstration. — La taille des déterminants considérés qui sont tous
extraits de matrices de Sylvester est polynomiale en d, s et t.

2.5. Le probléme de base pour le corps des séries de Puiseux.

Définition. — Si € est une variable on note R(e)" le corps des séries de
Puiseuz en € d coefficients dans R dont les éléments sont les séries

1>10, t€EL
avec ig € Z, a; € R, a;, # 0 et ¢ € N (voir [33]). On définit a, = 0 pour
k < 1p.
Le corps R(e)" est réel clos (voir [3]). L’élément ¢ y est infiniment
petit positif (positif et plus petit que touts les éléments de R positifs).

Les éléments de R(e)” bornés sur A forment un anneau de valuation
noté V(e). On note eval Papplication de V(¢) dans R qui a

E a; €l/q
1210, 1€Z

avec ig € N, a;, # 0 associe ao.

Dans le corps réel clos R’ = R(1/)" I’élément 2 est infiniment grand
positif (positif et plus grand que les éléments positifs de R). L’ordre induit
sur le corps R(Q) par R’ est noté +o00. Les éléments de R’ bornés sur R
sont les éléments de la forme

1219, 1€L

avec ig € N, a; € R, a;, # 0. Les éléments de R’ bornés sur A forment
un anneau de valuation noté V'. On note eval’ I'application de V' dans R

qui a _
> a(m)”

1219, 1€EZ

avec 39 € N, a;, # 0 associe ao.
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110 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

COROLLAIRE 2. — Soient P,Q1,...,Qs des polynémes de A[Q][X]
de degrés inférieur ou égal & d. Il existe un algorithme de complexité
séquentielle polynomiale en d et s (sur A) et de complezité paralléle polylog
en d et s qui résoud le probléme

(* “déterminer aur racines de P dans R’
) les signes des polynomes Q1,...,Qs.”

Démonstration. — On utilise le fait que tous les calculs de suite de
Sturm-Habicht sont des calculs de déterminants extraits de matrices de
Sylvester et se font dans ’anneau A[Q)].

La morale de ce COROLLAIRE est la suivante : la réponse au probléme (*)
en 0 = +ooou en Q2 = 0 s’obtient par des algorithmes dont les complexités
sont de méme nature (ramenés en opérations arithmétiques sur A).

On aura aussi besoin des résultats suivants :

CoOROLLAIRE 3. — Soient P,Q1,...,Qs des polynémes de A[Q][X] de
degrés inférieurs ou égaux a d. Il existe un algorithme sur A de complexité
séquentielle polynomiale en d et s et de complexité paralléle polylog en d
et s qui calcule un polynome K de A[Q)] de degré polynomial en d et s
tel que pour tout élément M de R supérieur a la plus grande racine de
K dans R et pour tout s-uple de conditions de signe (o1,...,0s) il existe
une racine de P(Q)(X) dans R’ donnant d Q1(Q)(X),...,Qs(Q)(X) les
signes (01,...,05) si et seulement si il eriste une racine de P(M)(X)
dans R donnant ¢ Q1(M)(X),...,Qs(M)(X) les signes (o1,...,05).

Démonstration. — Le polynéme K s’obtient en faisant le produit de
tous les coefficients principaux des polyndomes en X qui apparaissent dans
les calculs de suite de Sturm-Habicht nécessaires dans le COROLLAIRE 2. 11
est alors clair que le signe de tous ces coeflicients principaux est le méme
dans R en M que dans R’.

CoROLLAIRE 4. — Soient P,Qy,...,Qs des polynémes de Z[Q][X] de
degrés inférieurs ou égaur d d avec des coefficients de taille inférieure
ou égale a t. Il existe un algorithme de complexité séquentielle binaire
polynomiale en d, s et t qui calcule un polynéme K de A[Q] de degré
polynomial en d et s dont les coefficients sont de taille polynomiale
en d et s et linéaire en t tel que pour tout réel M supérieur a la
plus grande racine de K et pour tout s-uple de conditions de signe

(01,...,05) il existe une racine de P(Q)(X) dans le corps des séries de
Puiseuz d coefficients réels donnant ¢ Q1(2)(X),...,Qs(Q)(X) les signes
(01,...,05) si et seulement si il existe une racine réelle de P(M)(X)

donnant & Q1(M)(X),...,Qs(M)(X) les signes (o1,...,05).
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3. Complexité des ensembles semi-algébriques

3.1. Les résultats annoncés et la réduction au cas des conjonc-
tions.

Précisons 1’énoncé du théoréme que nous allons démontrer :

THEOREME 1. — Soient S un ensemble semi-algébrique défini par une
combinaison booléenne de longueur L portant sur une famille F de s
polynomes Fi,...,Fs d coefficients dans A de degrés totauz deg(Fy),...,
deg(Fs) et D = 37,  deg(Fy). Il existe un algorithme sur A de

nOM

complexité séquentielle O(L) D et de complexité paralléle O(log L) +
(nlogD)O(l) qui décide si S est vide ou non. De plus si S est non
vide, cet algorithme construit au moins un point par composante (semi-
algébriquement) connexe de S. Les coordonnées de ces points vérifient des
équations polynomiales de degré DO,

En réexaminant l’algorithme obtenu on obtiendra immédiatement le
résultat suivant.

COROLLAIRE. Soit S un ensemble semi-algébrique défini par une
combinaison booléenne de longueur L portant sur une famille F' de s
polynémes Fi, ..., Fy a coefficients dans Z de degrés totaur deg(Fy), ...,
deg(Fs) et D =}, deg(F;). Il existe un algorithme permettant de

décider si S est vide ou non en complexité séquentielle binaire O(L) D

ot D' est une borne supérieure 4 D et d la longueur binaire des coefficients
de Fl,...,FS.

La réduction au cas des conjonctions que nous allons maintenant opérer
est semblable & [15].

Définition. — Un F-semi-algébrique de base de R™ est un ensemble
semi-algébrique non vide défini par une conjonction de conditions de signes
(> 0, < 0, = 0) portant sur des polynémes extraits de la famille.

Si n = 11l est clair que le nombre de toutes les composantes semi-
algébriquement connexes de tous les F-semi-algébriques de base est en
O(D), c’est-a-dire que parmi les 3P conjonctions de signes possibles la
plupart sont vides. Ceci est un phénomene général.

On a en effet le résultat suivant.

ProrosITION 4. — Le nombre de toutes les composantes semi-algébri-
quement connezes de tous les F-semi-algébriques de base est en DO,

Démonstration. — Similaire a celle donnée dans [15], Lemme 1. La
technique est la suivante : on se rameéne au cas algébrique, on utilise les
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bornes de Thom et Milnor sur le nombre de composantes connexes d’un
ensemble algébrique sur un corps réel clos (voir [3]) et on fait appel & un
raffinnement du théoréme de Bezout (voir [17]).

On va démontrer tout d’abord le THEOREME 2.

Définition. — Un algorithme sur A est admissible s’il est défini par une
famille de réseaux arithmétiques Np , de profondeur (nlog D)O(l) et de
taille D™,

THEOREME 2. — Soient D et n des entiers naturels. Il existe un
algorithme admissible qui pour toute famille F' de s polynémes Fy, ..., F
a coefficients dans A en n variables avec D = }°,_,  deg(F;) et pour
tout s-uple de conditions de signe o, 0; € {> 0, <0, =0, >0, < 0}
décide si

S ={z € R"| Fi(z)01,...,Fy(z)0,}

est non vide. De plus si S, est non vide cet algorithme construit au moins
un point par composante (semi-algébriqguement conneze) de S, .

Le THEOREME 2 a pour conséquence le corollaire suivant :

COROLLAIRE (énumération des conditions consistantes). — Soient D
et n des entiers naturels. Pour toute famille F' de s polynémes Fy,. .., F
a coefficients dans A en n variables avec D = }_,_, _deg(F;) il existe
un algorithme admissible qui détermine les s-uples de conditions de signe
0,0, €{>0, <0, =0, >0, <0} tels que

Sy ={z € R" | Fi(z)01,...,Fs(z)0s}

est non vide. De plus si S, est non vide ce réseau arithmétique construit
au moins un point par composante (semi-algébriquement connexe) de S, .

Démonstration. — On construit les conditions de signes consistantes
grice au THEOREME 2 en rajoutant progressivement les polynomes
Fi,..., F; par une stratégie analogue a celle suivie dans la PROPOSITION 3
(il y aura donc log s étapes). La PROPOSITION 4 permet de borner & chaque
étape le nombre de cas considérés.

Le TutoriME 1 se déduit alors facilement du corollaire. Les deux
prochaines sections sont consacrées a la démonstration du THEOREME 2.

3.2. La démarche géométrique.

Il est facile en rajoutant une variable et en changeant éventuellement
le signe de certains polynomes de supposer que toutes les o; sont > 0.
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Supposons que
S={zeR"|F(z)>0,..., F(z) >0}

est non vide.

3.2.1 Réduction au cas algébrique lisse.

Notation. — Si €,6 et Q sont des variables on notera (avec i? = —1
et j=1,2)
! 1 . ! ! ~ !/ ! A~
R'=R(5). Ri=R(), Ry=Ri(),

C=R[], C=RI[] C,=R]i

On note enfin V' (resp. V', resp. V's) Panneau de valuation formé
des éléments de R’ bornés sur R (resp. de R] bornés sur R', resp.
de R, bornés sur R}) et eval’ (resp. eval], resp. evaly) les applications
correspondantes de V' dans R (resp. V'; dans R’, resp. V'3 dans R}).

Posons

Fo=Q—(X:®+ -+ X,2),
S'={zeR'"| Fy(z) >0, Fi(z)>0,...,Fy(z) >0}.

On a les inclusions
ScS cSR).

Puisque S est supposé non vide, S’ est donc non vide. 1l est clair que S’
est borné sur R’ par .

On se ramene au cas d’une hypersurface algébrique sur R’ en considé-
rant I’équation

G=(Fy+e) - (Fs+¢)—estt

a coeflicients dans A[(2, €] ou € est une nouvelle variable indépendante.

On a le résultat suivant, di & GRIGOR’EV et VOROBIOV :

LEMME 1. — Notons B(S’) le bord de S' (c’est-a-dire les point x de S’
tels que pour tout r positif de R’ la boule de centre x et de rayon r n’est
pas tout entiére contenue dans S'). Ce bord est non vide puisque S’ est
borné sur R'. Définissons

S'(e) = {a: ER™ | Fy(a1,...,00) +€>0,...,
Fo(zy,...,zn) +€ > 0}.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



114 J. HEINTZ, M.-F. ROY, P. SOLERNO

On a les propriétés suivantes :
a) Sur chaque composante semi-algébriquement conneze de

{z e R" | G(z1,...,2,) > 0}

le signe des polynémes F; + € est fixé.
b) Soit z € B(S'). Il existe un point 2 € S'(¢) qui annule G et tel que
eval;(2) = z.

Démonstration. — Voir [16], Section 1, Lemme 2.

CoROLLAIRE. — Soient z € B(S’) et z comme dans le point b) du
LEMME. La composante semi-algébriquement connexe C de

S1 ={z € R | G(1,...,2,) = 0}

contenant z est toute entiére contenue dans S'(e) et est bornée sur R’
par Q0 + 1.

Démonstration. — D’apres le point a) du LEMME.

Notons S; 'intersection de S; avec la boule ouverte de centre 0 et de
rayon 2 + 1.

On se rameéne au cas d’une hypersurface algébrique lisse en rajoutant
une deuxieéme variable indépendante § et en considérant I’équation G2 — 6
a coefficients dans R[(, ¢, d].

L’ensemble algébrique S, de R," défini par I’équation

G(X1,...,Xn)2 =6

est non singulier. Pour tout point z € §7 il existe un point z € S, tel que
evaly(2) = z d’apres [16], Section 1, Lemme 3. Soit S} 'intersection de S2
avec la boule ouverte de centre 0 et de rayon Q + 1. On a evaly(S5) = 5.

On a alors le lemme suivant di & GRIGOR’EV et VOROBJOV.

LEMME 2. — Les composantes semi-algébriguement connezes de S| sont
des unions finies d’images par eval, des composantes semi-algébriquement
connezxes de S.

Démonstration. — Voir [16], Sectionl, Lemme 1.

On peut déduire facilement de ce qui précede que pour tout z de B(S'),
S5 a une composante connexe semi-algébrique C’ bornée par 2 +1 et telle
que z € evaly(eval; (C”)).

A part quelques petits points techniques, la modification essentielle
apportée & [16] est que ’on a travaillé avec une boule de rayon infiniment
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grand © ce qui ne posera pas de probléme dans la suite grace au
CoROLLAIRE 2 de la PrRoPOSITION 3.

3.2.2. Réduction a la dimension 0.
L’ensemble S5 est non-singulier, donc la fonction

5= ¥ (52)

i:l,...,n

est strictement positive sur S2. Notons T3 le sous-ensemble de C5* défini
par G? = § et A # 0. Considérons maintenant les expressions

170G \2 0G \?
T= Z[(axl) (axn) ]
qui définissent des applications T" de T, dans C}, (resp. T de S; dans R,™).

ProposiTiON 5. — Pour tout A d coordonnées rationnelles posi-
tives appartenant & un owvert de Zariski de Uhyperplan H d’équation
Zi:o,...,n X; =1 idéal I, de CL[X1,...,X,, Y] défini par les équations

G(X1,...,Xp)? =6 T(X,...,Xp)=), YA=1

est de dimension 0.

Démonstration. — Par des arguments classiques sur la dimension des
fibres (voir [27], Chapitre 1, Corollaire du Théoréme 7) on trouve un ouvert
de Zariski non vide de H tel que pour tout A 1’idéal I, est de dimension <
0. On conclut que la dimension est bien 0 sur tout un ouvert de Zariski
non vide de H en regardant les maxima des fonctions 3°,_,  piX;
(avec p? = A, Zi:l,u.,n A; = 1, \; réel) sur les composantes connexes
bornées de Sy (voir [18]).

Pour un X & coordonnées rationnelles positives tel que I soit de di-
mension 0, ’ensemble 7~!()) contient au moins un point par composante
semi-algébriquement connexe bornée de S,.

3.2.8. Projection sur une droite.

Soit A tel que la dimension de l'idéal I est zéro. Puisque ’idéal I est
de dimension 0, on peut trouver des polynomes P;(Q,¢,8, X;) de degrés
DO dans I, & coefficients dans A[Q, ¢, 6] (voir par exemple [17]).

On divise ces polynémes par la plus grande puissance possible de § et
on fait § = 0 ce qui donne des polyndmes P;;(Q,¢e,X;) & coefficients
dans A[Q,¢c]. Le polynéme Py; n’est pas de degré zéro en X; car un
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des zéros de I a toutes ses coordonnées dans V5. On note I ) l'idéal
engendré par les équations Py;. D’aprés le LEMME 2 toute composante
semi-algébriquement connexe de 5] intersecte ’ensemble des zéros de I;
dans R} : I1 ) est donc de dimension zéro.

On divise les Py; par la plus grande puissance possible de ¢ et on fait
€ = 0 ce qui définit des polynémes p;(£2, X1). On note I} 'idéal engendré
par les p;(Q, X;). D’aprés le CoroLLAIRE du LEMME 1 toute composante
connexe de S’ intersecte 'ensemble des zéros de I} et I} est donc de
dimension zéro.

On note J, le radical de I}. On considére une direction de projection
vérifiant la propriété (P) :

(P) “deux zéros (dans C'™) distincts de Jy ont leurs coordonnées sur

I’axe des X; distinctes”.

La base standard correspondant au nouveau systéme de coordonnées
associé & cette projection a un polynéme p(), X ), les autres polyndémes
de la base sont de la forme X; — h;(Q, X1) (voir [20]). Les coefficients de ¢
et des h; sont dans K(2) o K désigne le corps de fractions de A. Toute
composante semi-algébriquement connexe de S’ intersecte ’ensemble des
zéros de J.

3.2.4. Retour auzx inégalités.

Substituons maintenant les h; aux X; (i = 2,...,n) dans les inégalités
de départ F1,..., F, ce qui donne, en se débarrassant des dénominateurs
des conditions ¢y, .. .,qs ne dépendant plus que de 2 et X;.

Pour toute composante semi-algébriquement connexe S” de S’ il y
a alors une solution z; dans R’ de I’égalité p(Q?, X;) = 0 rendant les
@ (Q,X1),...,q:(Q, X1) positifs ou nuls et telle que z1,h2(R,z1),...,
hn(Q,z1) appartienne & S”.

3.3. L’algorithme et sa complexité.

8.8.1. Calculs algébriques.
On part de ensemble

S= {xe R" | Fi(X1, ..., Xn) 20, .., Fo(X1,..., Xp) zo}
(dont on ne sait pas s’il est non vide). On pose
Fo(Q,Xo,...,Xn) =Q— (X§ +--- + X2),
G=(Fy+e) - (Fs+e)—e*th
Pour des X & coordonnées rationnelles on considére les équations

G(Xg,...,Xn)? =6, T(Xg,...,Xn)=A YA=1
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qui définissent un idéal I,.

Précisons comment choisir A pour que I, soit de dimension 0 dans le
cas ol S est non vide.

. . Oo(r
ProPOSITION 6. — Il existe une fonction M(D,n) d’ordre D™ " avec
les propriétés suivantes : si S est non vide, il existe un vecteur X de la

forme
1 1 1
Pt ) 1 - —)
(n2712 ’n,z"yn,12 Z n2’7’l.2

1=0,...,n—1

avec les vy; entiers positifs et plus petits que M(D,n) tel que Iy soit de
dimension 0.

Démonstration. — Le fait que 1’idéal I soit de dimension 0 se traduit
par une formule du langage des corps : on exprime le fait que les zéros de I,
sont non vides et qu’il n’existe existe aucun vecteur tel que la projection
des zéros de I sur la droite engendrée par ce vecteur soit surjective.

On obtient ainsi (voir [18]) une formule avec quatre blocs de quantifica-
teurs en (4n+1) variables ol les polyndmes sont de degrés O(nD). L’élimi-
nation des quantificateurs dans le cas algébriquement clos (voir [11]) per-
met de déterminer avec une complexité admissible I’ensemble des “mau-
vais A” pour lesquels I n’est pas de dimension 0.

Comme ’ensemble des “mauvais \” n’est pas Zariski dense si S est non
vide d’apres la Proposition 5, c’est qu’on a construit un polynéme A de
degré D" d’ordre D"O(l)qui s’annule sur I’ensemble des mauvais A. Il suffit
alors de remarquer que si on prend M(D,n) = D" + 1 il y a toujours un
A qui n’annule pas A dans I’ensemble des vecteurs

1 1 1
PR ] ) 1 - —)
(77/2’)’12 n?,yn_l? Z n?zyi?

1=0,...,n—1

avec les «y; entiers positifs et plus petits que M(D,n).

Pour déterminer un “bon A” on les essaye l’'un apres ’autre et on fait un
test de dimension < 0 de complexité admissible en utilisant I’élimination
des quantificateurs dans le cas algébriquement clos (voir [11]).

Si pour aucune valeur on ne trouve la dimension zéro c’est que S’ est
vide, donc que S est vide.

Sinon on a obtenu un A tel que Iy est de dimension zéro et on détermine
en résolvant un systéme linéaire des polynoémes P;(X;) de I de degrés
DO en chacune des variables X; (voir [7]).

De la construction précédente on peut déduire le théréme suivant :
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THEOREME 3. — Soit V C R™ une hypersurface lisse compacte donnée
par une équation G de degré d telle qu’en tout point de V le vecteur
(0G)0X,,...,0G]0X,) soit en tout point non nul. On peut déterminer
en temps admissible un vecteur & coordonnées rationnelles \ et un idéal
I, de dimension 0, d’équations

G(X1,...,Xn) =0, T(X1,...,Xn)=) YA=1

avec

0
2= ¥ (%) t=alGE) o R

i=1,...,n

dont les zéros réels sont les points critiques de la fonction 3-,_, X,
sur V (avec p; > 0 et u? = \;).

Apres s’étre débarrassés des dénominateurs et avoir fait § = 0 puis
¢ = 0, comme dans 3.2.4, on obtient les équations d’un idéal I}.

Si I} n’est pas de dimension zéro, S’ est vide, donc aussi S. Sinon
I, est engendré par des polynomes p;(Q,X;) de degrés DO et on
calcule son radical J, par la méthode indiquée dans [21] : J) est alors
engendré par les équations de I} et les polynomes sans facteurs carrés
(1/pged [p(Xi), ' (X4)]) p(X).

On fait un nombre convenable (borné par DO(") d’essais de directions
rationnelles de projections pour réaliser la propriété (P) : on fait le
changement de variable correspondant et on calcule la base standard
(pour l'ordre ou X; est plus petit que les autres variables) en complexité
admissible (voir [7]).

Si Jy a la propriété (P) pour cette direction de projection on s’en
apercoit en regardant la forme de la base standard : elle a un polynome
p(Q, X,) de degré DO(™ les autres polyndmes de la base sont de la forme
X; — hi(Q, X1), avec hi(Q, X;) de degré DO("),

On substitue les h; aux X; dans Fi,...,Fs et on se débarrase des
dénominateurs, ce qui définit les ¢1, ..., gs.

La construction précédente a la conséquence suivante (voir aussi [4]),
qu’on peut voir comme un “théoréme de I’élément primitif” sans factori-
sation.

ProrosiTioN 7. — Soit I un idéal de dimension 0 défini par des
équations de degré d (dont la somme des degrés est inférieure ou égale
d D) d n wvariables d coefficients dans un corps K contenu dans un
corps réel clos R et Z(I) l’ensemble des zéros de I dans R. Il existe
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un algorithme de complexité admissible définissant un polynéme P et des
polynémes P; a coefficients dans K tels que tout point de Z(I) est de la
forme (Py(t),...,Py(t)) avec t une racine réelle de P.

3.8.2. Calculs semi-algébriques.
La réponse au probléme :

(**) “a-t-on un zéro de p(Q, X1) dans R’ qui rende
QI(QaXl) Z 07 ey qs(Q,Xl) Z 0?”

est alors de complexité admissible d’apres le COROLLAIRE 2 de la
ProposiTION 4.

Si la réponse est non c’est que S’ est vide donc que S est vide.

Si elle est oui, c’est que S’ est non vide dans R, donc que S(R') est
non vide, et on est assuré d’avoir dans ’ensemble des zéros de J, un point
au moins par composante connexe de S(R/).

On revient alors a des points & coordonnées dans S en utilisant le
CoOROLLAIRE 3 de la PROPOSITION 3.

Si c’est nécessaire, on peut individualiser les points obtenus en effec-
tuant leur codage “a la Thom” ; on obtient ainsi au moins un représentant
par composante connexe de S avec une complexité admissible.

Ceci achéve la démonstration du THEOREME 2.

3.4. Un résultat de Vorobjov.

On cherche & donner une borne M qui pour un ensemble semi-
algébrique S de R™ défini par une conjonction booléenne de longueur L
portant sur une famille F' de s polynomes Fi, ..., F; a coefficients entiers
de taille inférieure a t avec D = 3, _,  deg(F;) permette d’assurer que si
I’ensemble est non vide il contient un point dans la boule de rayon M. Une
telle borne était obtenue dans [32] par des méthodes assez compliquées.

Le principe que nous considérons est simple : on peut considérer les
polynomes précédemment obtenus p(Q, X1),q1 (9, X1),...,4¢s(Q2, X1). On
leur applique le COROLLAIRE 4 du THEOREME 3, ce qui définit M.

L’ensemble S est donc non vide si et seulement si son intersection avec
la boule de centre O et de rayon M, est non vide. De plus, si S est non
vide chaque composante connexe de S rencontre la boule de centre 0 et
de rayon M.

On a des polynomes en Q de degré DO avec des coefficients de taille
t x DO D’ot le théoreme :

n)

TueOREME 4 (VOROBIOV). — Il existe une borne M en 2tXD
telle que pour tout ensemble semi-algébrique non vide S défini par une
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combinaison booléenne de polynémes de degré borné par D avec des
coefficients entiers de taille bornée par t la boule de centre O et de rayon
M rencontre chaque composante connexe de S.

Démonstration. — On utilise les résultats précédents et les majorations
classiques des racines d’un polynoéme en fonction des coefficients.

4. L’élimination d’un quantificateur
On va montrer le résultat suivant.
THEOREME 5. — Soient P,Qq, ..., Qs des polynémes en X a coefficients
dans lanneau A[Yy,...,Yy], ot k < n. Soit ® la formule

3X P()/'l,""YkaX)zoa QI(Y17"-aYkaX) 20,"'7
QS(Ylﬂ“"Yk’X) 20

et soit U Uensemble semi-algébrique

{(,2) e R | P(y,2) =0, Qi(,2) 20,...,Qu(y,2) 2 0}.

On pose D = deg(P) + >_,_; ,deg(Q:). Il eziste un algorithme
admissible sur A construisant :

o une partition de R* en ensembles semi-algébriques Ty, ;

o pour tout m une famille finie (&mj)j=1,..n,. de fonctions semi-
algébriques continues de T, dans R telle que le graphe de &y, ; est contenu
dans U et que U N (T, x R) est 'union des graphes des &m,; si P n’est
pas identiguement nul sur T,,. On obtient en particulier une formule sans
quantificateurs ¥ équivalente ¢ ® dans R sur les morceaur de R* ou P
n’est pas identiquement nul.

Démonstration. — Soit
P=cy(Y1,...,Y) X+ 4+ c;(V1,..., V) X + -+ co(Y1, ..., Vi),
On teste tout d’abord si les d ensembles

Si={(w, ) € R* ealyr, o) =0,
Cir1(Y1s - Uk) = 0,¢i(y1, .., Uk) # 0}

sont non vides en utilisant le THEOREME 2. On pourra donc supposer en
se restreignant aux différents S; non vides que P est de degré fixé.
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Traitons déja le cas s = 1. On calcule la suite de Sturm-Habicht de P
et de (); par rapport a la variables X . Elle a des coefficients dans ’anneau
A[Y1,...,Y]. Les coefficients de Sturm-Habicht forment donc une liste de
polynémes de A[Y7,...,Y;]. D’aprés la PROPOSITION 4 et le COROLLAIRE
du THEOREME 2 le nombre de conditions de signes consistantes non vides
portant sur cette liste de polynomes est en D°(™) (et non en 3P comme
il semblerait a priori) et peut étre calculée en temps admissible. Pour
chacune de ces situations consistantes on continue le calcul par 1a méthode
de [1] donnée dans la PropPosITION 3 en utilisant la PrRoPosiTION 2.

A chaque étape on a, en utilisant de nouveau le COROLLAIRE du
THEOREME 2, une liste de situations consistantes de longueur en DO
portant sur des listes de O(D) polynémes au plus ce qui donne la bonne
complexité.

On a ainsi construit la partition semi-algébrique de R* cherchée et les
fonctions &, ; consistent & suivre continiment les racines de P. La formule
sans quantificateurs annoncée s’obtient en prenant I’'union de tous les T,
pour lesquels le nombre des fonctions &, ; est non nul.

COROLLAIRE. — Soient P,Q1,...,Qs des polynémes en X d coefficients
dans Uanneau A[Q][Y1,...,Yy] de degrés totauz d. Soit ® la formule

IX P(Yi,...,Ye,Q,X) =0,
Ql(na-‘-,ykvﬂ’X) ZO,"'>QS(Y'17"'7Y]C7Q,X) 20

On pose D = deg(P) + Zi:l,.“,s deg(Q:).

1l existe un algorithme admissible sur A construisant :

o une partition de R'® en ensembles semi-algébriques T, ;

o pour tout m une famille finie (& 5)j=1,..n,. de fonctions semi-
algébriques continues de T, dans R’ telle que le graphe de &, ; est contenu
dans U et que U N (T, x R) est l'union des graphes des &,,; si P n’est
pas identiguement nul sur T,,. On obtient en particulier une formule sans
quantificateurs ¥ équivalente a ® dans R’ sur les morceauzr de R'* o1 P
n’est pas identiquement nul.

Commentaire. — Le THEOREME 4 est la clé pour obtenir la complexité

souhaitée de I’élimination des quantificateurs comme ’avait déja remarqué
GRIGOREV [15]. '
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5. Complexité du principe de Tarski-Seidenberg
On va démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 6. — Soit A un anneau intégre contenu dans un corps réel
clos R. Soit ® une formule du langage des corps ordonnés & paramétres
dans A supposée sous forme prénezxe avec m blocs de quantificateurs ou
apparaissent s polynémes en n variables & coefficients dans A dont la
somme des degrés totauz est inférieure ou égale a D. Il existe un algo-
rithme de complezité séquentielle O(L) D™ et de complexité paralléle
O(log L) n°(™) log D) qui calcule une formule sans quantificateurs équi-
valente a ®.

COROLLAIRE. — Soit ® une formule du langage de corps ordonnés a
paramétres dans Z supposée sous forme prénexe avec m blocs de quan-
tificateurs ot apparaissent s polyndémes en n variables d coefficients en-
tiers de taille inférieure ou égale d t dont la somme des degrés totauzx est
inférieure ou égale a D. On peut construire un algorithme qui calcule une
formule sans quantificateurs équivalente @ ® en complerité séquentielle
binaire O(L) D', ot D' est un entier supérieur a t et D.

Le principe de la démonstration du THEOREME 6 est clair : on travaille
par induction sur le nombre de blocs. A chaque étape on est amené & élimi-
ner un bloc de quantificateurs de méme nature (disons des quantificateurs
existentiels).

On utilise pour cela une version paramétrée de ’algorithme de test
pour connaitre si un ensemble semi-algébrique est vide.

THEOREME 7. — Soit S un ensemble semi-algébrique de R+ défini
par s polynomes en k + n variables tels que la somme de leurs degrés est
inférieure ou égale a D.

1l existe un algorithme de complezité séquentielle D+ et de com-
plexité paralléle ((k + n)log D)O(l)construz'sant :

o une partition de R* en ensembles semi-algébriques Tp, ;

o pour chaque m une famille finie (§m,;)j=1,..,1,. de fonctions semi-
algébriques continues de Ty, dans R" telle que le graphe de &, ; est
contenu dans S et telle que pour touty € T, les graphes des &, ; intersec-
tent chaque composante (semi-algébriquement) conneze de SN ({y} x R™).

Démonstration. On reprend dans le cas paramétré 'algorithme du
paragraphe 3.3 précédent. Les calculs & faire en 3.3.1 sont des calculs
algébriques et la complexité annoncée résulte de 1’élimination des quanti-
ficateurs dans le cas algébriquement clos (voir [11]).
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A chaque étape du calcul on introduit une subdivision des parameétres
en ensembles constructibles (définis par des combinaisons booléennes de
= 0 et # 0). Remarquons que les calculs de base standard “paramétrée”
se font par I’algebre linéaire puisque on peut borner par avance les degrés
des polynomes.

La seule partie “réelle” (ol on introduira des ensembles semi-algé-
briques et non des ensembles constructibles) est 3.3.2. On résoud le
probleme :

(**;) “trouver la condition booléenne T sur Yi,...,Y} telle que pour
tout choix de yi,...,yx vérifiant T un des zéros (dans R’) de
p(y1s- -, yk, 2, X1) est tel que les signes de

q1(y1;~"ayk,QyXl)"-"qs(yl,'-"ykaQaXl)

sont positifs ou nuls”.
On utilise pour cela le COROLLAIRE du THEOREME 5.

COROLLAIRE. — On peut trouver une combinaisons booléenne T sur
les Y; qui soit équivalente d

3X,---3X, SM,...,. Y, X4,..., X,)

ktn) O

grice a un algorithme de complexité séquentielle D! et de com-

plezité paralléle ((k + n)log D)°™.
Les polynomes décrivant la conditions T sont de degré DO(™+5),

Démonstration. — 1l suffit de prendre 'union des 73, donnés par le
THEOREME 7 tels que le nombre des fonctions &, ; construites dans le
théoreéme soit non nul.

Démonstration du THEOREME 6.

L’algorithme d’élimination des quantificateurs s’obtient maintenant
simplement par induction sur le nombre de blocs et on obtient aisément
le THEOREME 6 et son COROLLAIRE.

Remarque. — Cet algorithme ne produit pas de démonstration du
principe de Tarski-Seidenberg : on a utilisé pour établir sa correction des
résultats de géométrie semi-algébrique sur un corps réels clos qui utilisent
le théoreme de Tarski-Seidenberg.
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