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POINTS QUADRUPLES
IVIMMERSIONS DE VARIÉTÉS

DE DIMENSION TROIS EN CODIMENSION UN (*)

PAR

N. BOUDRIGA et S. ZARATI (»*)

RÉSUMÉ. - Soient N et M deux variétés différentiables de dimension trois telles que N
est fermée et M sans bord. et a:N-»RxM une immersion générique dont le fibre normal
est orienté (nous ne supposons pas que M est orientable). L'objet de cette note est de calculer
le nombre module 2 des points quadruples de a.

ABSTRACT. — Quadruple points of codimension one immersions of three dimcnsional
manifolds.

Let N and M be two smooth 3-manifolds such that M is closed and M without boundary.
and let a:N-^ R x M be a generic immersion with an oriented normal bundic (we do not
suppose that M is orientable). Thé aim of this note is to compute thé number modulo 2
of thé 4-fold points of CL

Introduction

Soient N et M deux variétés de dimension trois (dans cette note les
variétés sont différentiables) respectivement fermée et sans bord, et
a:N-» R x M une immersion générique dont le fibre normal est orienté.
Le groupe de cobordisme de telles immersions s'identifie au groupe
[M,QS°] des classes d'homotopie d'applications de M (compactifié

•d'Alexandroff de M) dans QS° la limite inductive lim,, ̂  oo0"5"» l15]-

(*) Les résultats de cette note sont annoncés dans [1].
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408 N. BOUDRIGA ET S. ZARATI

Chaque immersion a à un nombre fini, 9 (a), de points quadruples qui,
modulo 2, détermine un homomorphisme :

e: [M,es°]^z/2.
Quand M est l'espace R3, M. H. Freedman [4] montre que 0 est l'unique

épimorphisme du troisième groupe d'homotopie stable des sphères
îc|aiZ/24Z dans Z/2. l/homomorphisme 6 coïncide alors avec l'invariant
de Hopf.

Le cas où M est orientable a été étudié par J. Lannes [9] qui montre
que le nombre de points quadruples de l'immersion a est égal modulo 2 à
la somme de la caractéristique de la surface double de a et de son
intersection triple.

L'objet de cette note est de généraliser les résultats précédents au cas
où la variété M n'est plus supposée orientable; elle se compose de trois
paragraphes et un appendice. Dans le premier paragraphe, on construit
l'invariant de Kervaire pour les immersions de surfaces orientées en codi-
mension un. Dans le second paragraphe, on donne une autre expression
de cet invariant en fonction d'une classifiante de l'immersion considérée
et d'une classe dans H2 (QS°, Z/2). Le troisième paragraphe est consacré
à la démonstration du résultat principal de cette note et l'appendice à
pour but de montrer que toute classe de cohomologie à support compact
ueH^(A; Z/2) où A est un CW-complexe, est représentée par une applica-
tion de A (compactifié d'Alexandroff de A) dans K(Z/2, n) (l'espace d'Eilen-
berg-Maclane).

On tient à remercier MM. les professeurs Jean Lannes et François
Latour pour d'utiles conversations.

1. Invariant de Kervaire d'immersions de surfaces orientées en codimension
un

Soient Y et X deux surfaces orientées sans bord telles que Y est com-
pacte, et P : Y -^ R x X une immersion générique. La surface X étant orien-
tée, elle est stablement parallélisable et le choix d'une trivialisation stable
t sur X détermine une trivialisation stable b* t sur Y où b : Vy ->• Vy est un
morphisme entre les fibres normaux stables de Y et X induit par l'im-
mersion P. On va construire à partir de la trivialisation ( une forme
quadratique cf dite de Kervaire définie sur le premier groupe de cohomolo-
gie à support compact H\ (X\ Z/2) dans Z/2.

TOME 112—1984—?4



IMMERSIONS DE VARIÉTÉS 409

1. 1. DÉFINITION D'UNE FORME QUADRATIQUE

On suppose que la surface X est proprement plongée dans R2"*'1', p assez
grand, et on désigne par £(v^) le voisinage tubulair normal de X dans
R^Oé], [11]).

On considère la composition suivante :

S2+P^E(Vy)^E(vx) ^X'—^SP^X

où <p est l'application de Thom (S2^1' apparaît comme le compactifié
d'Alexandroff de R2^), A est l'application diagonale, A correspond au
niveau des compactifiés d'Alexandroff au morphisme de fibres:
Vjr -»• Vx A X produit de l'identité et de la projection et t est induit par la
trivialisation stable t sur X qui est un isomorphisme de fibres vectoriels
de Vjc sur ep (le fibre trivial sur le point).

On note ^t:S2^QX où QX est la limite inductive lim^ +00 fyS'X,
l'adjointe de la composition précédente.

Soit ueH^ (X; Z/2) représenté par une application /: X-^ X(Z/2,1)=K
(voir l'appendice) on note P^u l'élément (Q f)*Pz\ où i est le générateur
du ^(XîZ/l), P^e H2 (Q K, Z/2) et Qf:QX^QK est l'application
induite par/, (voir [7], [17]).

On pose :

^(lO^P^qAIS2]).

1.1.2. Description géométrique de la forme (f
La formule des coefficients universels montre que la réduction modulo

2 de H\ (X, Z) vers H^ (X, Z/2) est surjective. Étant donné un élément u
de H^ (X\ Z/2), on peut donc le représenter par une application/y: X-* S1

qu'on peut supposer transverse au point base de S1 (ici S1 est considéré
comme l'espace de Thom du fibre trivial sur le point). L'image réciproque
de ce point base par /„ est une sous-variété fermée V de X de dimension
1. La trivialisation stable t de X induit une trivialisation stable F sur V.
On a donc défini une application de H\ (X, Z/2) vers tl^ (le groupe de
cobordisme des variétés de dimension 1 fermées stablement parallélisées)
u ̂  [V, T]. On vérifie que cette application est bien définie et que l'isomor-
phisme entre Q {r et Z/2 permet d'avoir :

LEMME 1.1.2. ([7], [9]). - Avec les notations précédentes : ̂ (u)=[F, F).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



410 N. BOUDRIGA ET S. ZARATI

LEMME 1.1.3. - Soient u, veH^(X\ Z/2) et [X\ la classe S orientation
de X dans le groupe eThomologie localement finie H^(X; Z/2), on a :

^(«+iO^(y)^(o)+<uU^ra>.

Démonstration. — Soit r:QS^Sl3L rétraction stable universelle, on a
m:

P2(M+iO=P2«+P2i?+r»(uUiO+r*MUr*o.

Il en résulte :

^(M+F)=^(y)+^(»)+<r»(uU^<P»[S2]>.

D'après la définition de l'application q^ et l'isomorphisme entre
H!/(X;Z/2) et H^S, Z/2) on vérifie que r» qA^M-X].

Remarque 1.1.4. - Lorsque la surface X est compacte, la forme
quadratique (f à un invariant d'Arf appelé invariant de Kervaire du couple
(JU)etnotéK(X,t).

Définition 1 . 1 . 5 . - (f est appelé forme quadratique de Kervaire.

1.2. DÉFINITION DE L'INVARIANT DE KERVAIRE DE L'IMMERSION ?

Soit h^Hî(X, Z/2) le dual de réiément du H^(X;Z/2) représenté par
la surface des points doubles au but de l'immersion .̂

On pose :

jr(p,o=K(y,fc*o+^(^)+^^W.^(^0

où la somme est étendue à toutes les composantes connexes compactes de
X, t' est la restriction de t à X et d(X) est le degré de l'application
/= n o P de (n o P) ~1 (JT) dans JT; n : R x X -^ X étant la projection naturelle.

Remarque 1.2.1. - La classe h^eH^X, Z/2) est calculée dans [9] en
fonction d'une classifiante de l'immersion P et d'une classe dans
H1 (g5°; Z/2), précisément soit o.. le groupe symétrique de degré n, F, la
représentation obtenue en faisant agir o, sur R" par permutation et a la
limite inductive lim,^ ^ o,,. Il existe une unique classe w^(r)eH^(o;Z/2),
7>0, dont la restriction à H^a^ Z/2) pour tout n, est w^(rj la j-ième
classe de Stiefel-Whitney de la représentation F,. Soit fio50 la composante
connexe du lacet constant dans QS°, il existe une application naturelle de

TOME 112— 1984—?4



IMMERSIONS DE VARIÉTÉS 411

Ba dans QoS° induisant un isomorphisme en cohomologie [12], on note
A le plongcmcnt diagonal de H* (<r, Z/2) dans H* (QS0; Z/2) ̂ H* (a; Z/2)2.

On a, alors: Ai=fl?Awi(r) où a^Ï^QS0 est une classifiante de
l'immersion P [ûp est aussi une application à support compact de X dans
QS° (voir l'appendice)].

PROPOSITION. DÉFINITION 1.2.1 - JT(P,0 est indépendant du choix de
la trivialisation stable t. On note JT(P, t) par JT(P) et on rappelle invariant
de Kervaire de rimmersion P.

PROPOSITION 1.2.3. - (i) JT(P) ne dépend que de la classe de cobordisme
de rimmersion P.

(ii) Soient Y, et X^ i==0, 1 des sur faces fermées orientées, P(: Y, -^ R x X,
deux immersions génériques, V (respectivement U) un cobordisme compact
orienté entre Vo et Y^ (respectivement X^ et X,) et y:V-.Rx U une
immersion telle que y (Y^ c RxX<; alors, si ̂ y\^ ona: JT(Po)=^(Pi)-

Remarque 1.2.4. - Pour démontrer les deux propositions précédentes
on peut supposer la surface X connexe quitte à se restreindre à chaque
composante connexe et dans ce cas on peut aussi supposer X compacte
en effet l'image par P de la surface compacte Y est incluse dans un compact
à bord Xi de X, on désigne par DX^ le double de X^ (DX^X^ Uexi ̂ i)

et par Pi la composition: y^RxÂ\ <= RxDX^. L'application wopi de
Y dans DX^ est alors de degré 0 et on vérifie aisément que
jf(p^^)=jr(p, t) où la trivialisation ^ est induite par t sur DX^.

1.3. UN LEMME TECHNIQUE

Soient Y et X deux surfaces connexes, fermées et orientées, P : Y -^ R x X,
une immersion générique et ̂ .Y^R^p assez grand, un plongement. On
considère le plongement p x ^ y - ^ R x X x R ^ et on désigne par
g: X+ -^ Qy+ l'adjointe de la composition suivante :

S^1 AX^T(Vp>J-^T(Vp,jA y^ll^S^1 A V^

où la première flèche est la construction de Thom, A est l'application
« diagonale », a est l'homéomorphismc induit au niveau des espaces de
Thom par la trivialisation de Vp et X+(V+) est la réunion disjointe de
X(Y) et d'un point base.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



412 N. BOUDRIGA ET S. ZARATI

LEMME 1.3.1. - Pour tout veH1 (Y, Z/2) on a :

^(lO+^(/'lO==<^P2^W>

ouf! est le Gysin def.
Démonstration. — Les surfaces X et Y étant stablement parallélisées, les

mêmes constructions que dans le paragraphe 1.1 permettent d'avoir des
applications <pt:S2-^6.X+ et q>è*t:S2-»(?y+ faisant commuter le dia-
gramme suivant :

<pb"t
S2 ———————;————————- QY^

Qg
X+ —————————————————-Q(

h

OY+

où h est la limite des applications suivantes :

0*5*0" s" r+ ==Qksk-llylol(s"l y+ ̂ sfs" Y^
qui consiste à « écraser » le facteur S" Q".

Pour tout veH1 (Y; 2/2) on a par définition :

^t^)s=<P2(^<tlS2]>=<-P2(^A»oe^o<P»[S2]>

^^(^e^0^2]).
On a [7] : h*P^(v)^r*P^v^P^(r*v) d'où on obtient :

^(l,)=<r*o^(p,(^),^[s2]>-^<p,^r*(F)),<pî.[S2]>.

II est facile de vérifier que g* r* : H* (Y; Z/2) ̂  H* (X; Z/2) coïncide avec
// le Gysin de/et que r<r <p* p2]^^, ce qui donne :

^oo+^/'îO-a^o^ro)
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.3.2. ~ On suppose que F application f : Y -» X induite par
Fimmersion P est de degré d. Pour tout ueH1 (X; Z/2) on a :

^v^H^^^u^ra).
TOME 112— 1984—?4



IMMERSIONS DE VARIÉTÉS 413

Démonstration. — Pour tout lacet IrS^S^ et pour tout xeX+ on
définit une application pointée de S ' dans S^ A X+ en faisant correspondre
à tout s e S " la classe de (f(s),x) dans S ' A X+, on obtient ainsi une
application p: X+ A QS° -^ QÀ+ vérifiant [7].

(i) Le diagramme suivant est commutatif :

x, —S——- QY. ——af——— QX,^—————^ ^,^——————^ ̂ ^

lAa^

X.AQS0

où ûp : X+ -^ gS0 est une classifiante de rimmersion P.
(ii) ^*(P2"):=<*xli2-^-Awl(^)XM>

où c 6 H° (QS°, Z/2) et u e H1 (X; Z/2).
Il en résulte :

^^(/^u^^^er^M^)
= < a? A wi (r)Ui<Ĵ  > + < û? cUu2, [-X] >.

Comme -Y est orientée et hi=a^Awi(T) (îwir remarque 1.2.1), on a
d'après le lemme 1.3.1 :

^(/^)+^(/!ru)=<^uu,ro>.
L'application /: Y -^ X est de degré à donc / ! /* u === du et comme X est

orientée ̂  (du) = d^ (u), d'où le corollaire 1.3.2.

1. 4. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2.2

D'après la remarque 1.2.4 on peut supposer la surface X connexe
compacte. Soit c : X -^ S 0 un changement de trivialisation, la forme quadra-
tique (f et les invariants de Kervaire K(X, t) et X(V, b* t) vérifient [5].

^(ii)=^(u)+<uUc*GW2,ra>
X(X.ct)=K(X,t)+^(c*aw2)

x(y.(c°/)fr»o=K(y,fc*o+^(/*c*aw2)
où a:H2(BSO;î.|2)^Hl(SO;Z/2) est l'homomorphisme suspension et
w^ 6 Jf2 (BS 0;Z/2) est la deuxième classe universelle de Stiefel-Whitney.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



414 N. BOUDRIGA ET S. ZARATI

II en résulte que le « défaut d'invariance» de JT(P) par rapport au
changement de la trivialisation stable t sur X est le terme :

^((/»c<aw,)+^(c*ow,)-^<*lUc»aw^ra>

qui est nul d'après le corollaire 1.3.1

1. 5. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1.2.3

Lorsque la surface X est compacte l'assertion (i) est un cas particulier
de l'assertion (ii) qui se démontre de la façon suivante. On choisit sur la
variété U compacte orientée de dimension trois une trivialisation t qui
induit une trivialisation stable fr^t sur F où b: v^ -^ v^ est un morphisme
entre les fibres normaux stables de V et 17 induit par l'immersion y. Soit
Oy: 17 + -^ OS0 une classifiante pour y on a : ojj^ =a^ ï=0, 1.

On sait que si W est une (2n-H)-variété compacte dont le bord est
muni d'une trivialisation stable T qui se prolonge à ̂  on a [8] :

^(f»u)=0 pour tout ueff"(W;Z/2) oùi\QW^W

est l'inclusion naturelle.
H en résulte :

^(i*û?Aw^n)=0=^(a^Aw^(r)+û^Awi(n)
=^(ofcAw,(n)+^(a^Aw,(n)

où i: XQ^L X^U est l'inclusion et t, est la restriction de r à X^ i=0, 1.

K(Xo, to) -Wi, ti) et K(Y^ bf (o) ==Wi, bT îi)

où &, : Vy .̂ -^ v^ est la restriction du morphisme b : Vy -+ v^.
On en déduit: JT(Po)=^(Pi)

C.Q.F.D.

L'appellation de JT(P) invariant de Kervaire est justifiée par le lemme
suivant :

LEMME 1.6. — Lorsque la surface X est compacte et F application
f: Y -^Xest dedegré 1, F invariant de Kervaire de F immersion P: Y-^RxX
coïncide avec rinvariant de Kervaire de la donnée de chirurgie (/, b) où
6:Vy-^v, est le morphisme induit par ? au niveau des fibres normaux
stables de Y et X.

TOME 112 — 1984 — N° 4



IMMERSIONS DE VARIÉTÉS 415

Démonstration. - Rappelons que l'invariant de Kcrvaire de la donnée
de chirurgie (/, b) [2] définie par l'immersion P peut être défini comme
étant l'invariant d'Arf de la forme quadratique q définie sur le noyau K1

de l'homomorphisme/! le Gysin de/à valeur dans Z/2 [7] par :

q(v)^<g*P^[XÏ\ vcK1.

où g : X^. -^ Q y+ est l'application définie dans le paragraphe 1.3.
D'après le corollaire 1.3.2 on a :

f(f*u)^(f(u)»(h,\Ju,[X\\ ueH^XïZ/l)

c'est-à-dire que la somme de la restriction ^>t de <f^ à
f^H^X^ZWwH^X^Î/l) et de ff est linéaire donc on a:

Arf(^+^=^(fci)=^(/*fci).

L'application/est de degré 1 on a donc une décomposition orthogonale :

H1 (Y; Z/2) ûî/» H1 (X; Z/2) C X1.

ce qui montre d'après la définition de l'invariant de Kervaire de l'im-
mersion P que Jf(p) est aussi l'invariant de Kervaire de la restriction de
la forme quadratique q^ à K1. Le lemme 1.3.1 montre que pour tout
veK1 on a :

^(îO=<^p^,ra>=<KîO.
On en déduit donc que ^T(P) est égal à l'invariant de Kervaire de la

donnée de Chirurgie (/, b) défini par l'immersion P.
C.Q.F.D.

2. Une autre expression de JT

L'espace QS° est muni de deux structures de Jf-espace, la première,
notée 0, est donnée par le produit de lacets et la deuxième, notée ^, est
donnée par la « somme ou joint » de lacets. Soient 6(S°, ieZ, la compo-
sante connexe des lacets de degré i dans QS° et T: Q, S° -» Q^ i S° l'applica-
tion qui à un lacet l : S P ^ S P , p assez grand, fait correspondre le lacet
/*[!] où [l]6ÛiS° est déterminé par l'identité de S?. On définit une
application, notée Jf, de fi^(QS°) (le groupe de bordisme orienté de

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



416 N. BOUDRIGA ET S. ZARATI

l'espace QS°) dans Z/2 de la façon suivante. On représente un élément
[X,a]€Sl^(QS°) par une immersion P et on pose jT([X,û])=jr(P).
D'après la proposition 1.2.3, JT est bien défini et on vérifie aisément que
c'est un homomorphisme. Le lemme 1.6 montre que JT est non trivial.

LEMME 2.1. — Le diagramme suivant est commutatif :

^(QjS-)————^————- Z/2

(.€Z)

jr^(Q.^S-) Z/2

Démonstration. — Soit [X,a]e^(QiS°) représenté par une immersion
P : Y -^ R x AT où Y est une surface fermée orientée. Par définition de la
loi ^, l'élément TQX, a]) est représenté par l'immersion Pi : VJL-Y-» R x X
égale à ? sur Y et à l'identité sur X. Il est immédiat d'après la définition
de l'invariant de Kervaire de l'immersion ? que Jf(P)=jr(Pi).

L'isomorphisme entre Sl^QS0) et H^{QS°;Z) et la formule des coeffi-
cients universels :

x
0 -. Ext (Hi (fiS0; Z), Z/2) -. H2 (6S°; Z/2) -. Hom (^ (QS°; Z), Z/2) -. 0

montrent que l'homomorphisme Jf provient d'une unique classe
w€^^2(QSO;Z/2) modulo l'image de X. D'après le lemme 2.1 la classe w
est dans l'image du plongement diagonal

A : H* (a; Z/2) -. H* (QS09, Z/2) ̂ H* (0; Z/2)2

défini dans la remarque 1.2.1, on a donc w=Aw' où w/€H2(a,Z/2)
modulo l'image de À.:Ext(fli(a;Z), Z/2) -^ H2 (a; Z/2) qui coïncide avec
l'image de Sq1 : H1 (o; Z/2) -^ H2 (a; Z/2) de la manière suivante.

p x 2
Soient 0 -»• Z/2 -+ fi/Z -» fi/Z -» 0 une résolution injective de Z/2 et P

son Bockstein associé, on a le diagramme commutatif :
H2(ff. Z/2)

Sq1

0——Hl(<^ Z^'^H1 (C;Q/Z]

TOME 112— 1984—?4



IMMERSIONS DE VARIÉTÉS 417

Le Z-module Qfî étant injectif et ff^cr, Z)»Z/2, on a:
H1 (a; g/Z)»Hom(Z/2,6/Z) et la multiplication par 2 de H^a^Q/î)
dans lui-même est nulle donc p* est un isomorphisme ce qui montre que
l'image de Sq1 coïncide avec celle de ^Ext^aîZ^Z^-^H^aîZ^).
Comme H2 (a; Z/2)fïmSq1 est engendré par la classe ^(F)» on en déduit
que pour tout [X, ûletl^ûS0) on a :

jr([Xû])=<^Aw2(r),ro>.
On a donc démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2. - Soient Y une surface fermée, X une surface sans
bord orientée et P : Y -» R x X une immersion générique dont le fibre normal
est orienté, alors :

jr(p)=<û?Aw3(n.ra>

où a? : ̂ -» QS° est une classifîante de P et [-X] est la classe d'orientation de
X dans le groupe fhomologie localement finie H^ÇX'^/l).

2.3. EXEMPLES DE CALCUL D'INVARIANT DE KERVAIRE

Soit 51 <= R2 -^ R3 le plongement canonique du cercle S1 dans R3, on
identifie le fibre normal de S1 dans R3, en un point zeS1, avec { z } x R2.
On désigne par r\ : S1 -^ R2 l'immersion de Whitney (la figure «8») et on
considère l'immersion générique P du tore T ^ S l x S l dans R3 dont la
restriction à { z } x S1 est égale à 1 x r\.

D'après la définition de l'invariant de Kervaire de l'immersion P {voir
paragraphe 1.2) on a : Jf(P)=K(T,^r) où r est la trivialisation canoni-
que de R2. Le calcul de Jf(P) se réduit au calcul de l'invariant d'Art de
la forme quadratique de Kervaire cf^: H1 (P, Z/2) -^ Z/2.

On note e^ et ̂  les générateurs de H1 (T, Z/2), on vérifie [2], p. 376 :

^(^)=0 et ^(^)=1

doncJT(P)=0.

Considérons maintenant l'immersion •q^T^R3 dont la restriction à
{ e i 9 } x S l est égale à 1 x r® ° r\ où r^ est la rotation d'angle 6 dans SO (2).
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De la même manière que précédemment on vérifie :

^i)=^2)=l

doncjr^2)^!.

3. Le résultat principal

Soient N et M deux variétés de dimension trois respectivement fermée
et sans bord et a :N-^RxM une immersion générique dont le fibre
normal est orienté. D'après [14] soit X une surface proprement plongée
dans M, duale à la première classe de Stiefel-Whitney w^ (M) eH1 (M; Z/2)
par image réciproque on a une immersion P : Y -^ R x X qu'on peut suppo-
ser générique [6]. Le fibre normal de p est alors orienté. On dit par la
suite que P est le Bockstein de a et on donne une interprétation géométrique
de son invariant de Kervaire.

THÉORÈME 3.1. - Soit a Félément de H^(M;Z/2) représenté par la
surface double de a; ators, le nombre des points quadruples de a est égal
modulo 2 à la somme de la caractéristique de la surface double de a, de
Fintersection triple x.x.x et de Finvariant de Kervaire du Bockstein de a.

Démonstration. - Soit û«: M -^ QS0 une classifiante de a, d'après [9] la
classe û;Awi(r) est duale de l'élément x çHî(M;Z/2) représenté par la
surface des points doubles de a et il existe deux classes u et v dans
H3 (a; Z/2) vérifiant:

(i) < a? A u, [Af] > = nombre des points quadruples de a (2);
(ii) < a! A v, [M] > == caractéristique de la surface double de a (2);
(iii) u^+wîCO-hS^w^r).

La composition suivante ûp: X-^ M -^ gS°, où i est induite par l'inclu-
sion de X dans M, est une classifiante de P; comme X est duale à w^ (M),
on a :

<û?A5^W2(r)JM]>=<a?Aw2(r),ra>.

Le théorème 3.1 résulte de la proposition 2.2.
C.Q.F.D.
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Le théorème 3.1 donne la seule relation générale entre les quatre
invariants de cobordisme considérés de l'immersion a; en effet, lorsque M
est compacte, la caractéristique d'Euler de la surface des points doubles,
l'intersection triple et le nombre modulo 2 des points quadruples définissent
un homomorphisme surjectif de •^(fiS0) dans (Z/2)3.

APPENDICE

Soient A et 5 deux espaces topologiques tels que B est pointé. On
désigne par À le compactifié d'Alexandroff^de A, par [À, B\ l'ensemble des
classes d'homotopie d'applications pointées de À dans B (À est pointé par
le point à l'infini) et par [A,B\ l'ensemble des classes d'homotopie à
support compact d'applications à support compact de A dans B.

Le but de cet appendice est de montrer que lorsque le point-base de B
est non dégénéré (au sens de Steenrod [13]) alors il existe une bijection
entre [A, B] et [A, B]̂

1. Espaces bien basés

DÉFINITION 1.1. — [13]. Soit B un espace topologique muni Sun point
hase ^. On dit que ^ est un bon point-base (où ^ est non dégénéré) s'il
existe :

1° Un voisinage V de * dans B.
2° Une homotopie h^ : B -^ B (0 ̂  « 1 ) vérifiant :

(i) fco-ida.
(ii) /LW=^(O^^I).

(in) h,(V)^
Exemples 1.2. — 1° Tout CH^complexe pointé est bien basé, en particu-

lier pour tout groupe abélien îi, l'espace d'Eilenberg-Maclane K(n , n),
neN, est bien basé.

2° Soit B un espace topologique connexe bien basé alors l'espace
eB=lim^ +„ ty^B est bien basé, [10], p. 14.

3° Pour tout n^O, l'espace 0^5" est bien basé et son point-base est le
lacet constant (voir [10], p. 166).
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2. Une Injection entre [A, 5] et [A, B^

LEMME 2.1. — Soit B un espace topologique bien basé. Il existe une
bijection entre les deux ensembles [À, B] et [A, B]̂ .

Démonstration. — Rappelons que À est l'espace topologique réunion de
A et d'un point à l'infini, noté oo, tel que les voisinages du point oo sont
les complémentaires dans A des compacts de A.

L'espace B est bien basé, on considère le voisinage V et l'homotopie
fc((0<r<l) de la définition 1.1. Soit/: A-^B une application pointée
(/(oo)=^), le sous-espace ^^(V) de A est un voisinage du point oo
donc c'est le complémentaire d'un compact K de A. On définit /: A -^ B
par:

f(x)-h^f(x), xeA

c'est une application à support compact ( c X).
Inversement soit g: A -• B une application à support compact ( c K) on

définit g: A -> B par :

- / \ ^^ X€AÏ
g(x)ss ( .. x=oo.

On laisse le soin au lecteur de vérifier qu'en posant ^ [/]=[/] on réalise
une bijection ^ entre [A, B] et [A, B]c.

2.2. APPLICATIONS

2.2.1. Soient A un CW-complexe et n un groupe abélien, on a:
Jf;(A;7t)»[A,K(îi,»i)L n^O. D'après l'exemple 1.2, 1° et le lemme 2.1
on en déduit :

H;(A;îc)»[A,X(îi.n)].

2.2.2. L'espace QS° = linip „ ^ ̂  SI" S11 à le même type d'homotopie que
le « mapping-téléscope » de la suite (STS^e^^o où e^ est l'application
naturelle de tTS" dans ty'1'1^1. D'après [16], p. 375 un compact de
QS° est un compact de tys", n assez grand et on a :

[JK, QS°] = lim, ̂  ^ [X, iy 5^ pour tout compact X.
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D'après l'exemple 1.2, 3° et le lemme 2.1 on en déduit que pour toute
variété V de dimension finie sans bord, on a :

[V,QS^[V,QS^
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