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VALEURS AU BORD
POUR LES SOLUTIONS DE L’OPERATEUR d4’,
ET CARACTERISATION DES ZEROS
DES FONCTIONS DE LA CLASSE DE NEVANLINNA

PAR

Henri SKODA
[C. U. Toulon]

RESUME. — Dans un ouvert borné, strictement pseudoconvexe, de C", nous construisons
des solutions U pour I’équation d”U = f, ayant des valeurs au bord dans L?,
1<p< + 0.

Résolvant ensuite 1’équation i d’d”U = 0, nous montrons que la condition de Blaschke
caractérise les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
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226 H. SKODA

Introduction et énoncé des résultats

Nous désignons par Q un ouvert borné de C", strictement pseudoconvexe,
et de classe C2, c’est-a-dire

Q={z;p(z) <0},

ol p est une fonction de classe C?, définie dans un voisinage de ﬁ, a valeurs
réelles, strictement plurisousharmonique au voisinage de 5, et vérifiant
dp # 0 dans un voisinage de 0Q.

Nous dirons que Q est strictement convexe, si la dérivée seconde p” (z),

pour la structure réelle de C* ~ R?", est en tout point zeQ une forme
quadrathue définie positive.

Pour zeQ nous noterons T ¢ I’hyperplan « tangent complexe » en z,
c’est-a-dire le noyau de d'p au point z (avec d = d'+d").

8 (2) désigne la distance au bord de Q, et Q, I'ouvert {z; p(z) < —¢ }
ou ¢ € R est assez petit.

Les travaux fondamentaux -de I LieB [7], G. HenkiN [10],
N. KerzMAN [15] et N. OVRELID [26] ont montré ’existence, dans un tel
ouvert Q, d’un opérateur d’homotopie explicite pour la d "-cohomologie,
construit & 1’aide de noyaux intégraux et fournissant des estimations de
type L® pour les solutions de I’équation d”U = f. Il en est alors résulté
un certain nombre de résultats importants sur [’algébre H® (Q) des fonctions
holomorphes bornées dans Q (¢f. [16] et [40] par exemple). Il semble donc
désormais possible d’envisager une généralisation a n variables de la théorie
-des espaces H? (Q) (espace des fonctions holomorphes dans Q avec valeurs
au bord dans LF (6Q), 1 < p < +0), théorie qui, dans le cas n =1,
a fait ’objet d’études approfondies (¢f. par exemple [12]).

Dans ce but, il est naturel de rechercher une résolution de 1’équa-
tion d”U = f dans Q, avec une valeur au bord dans L' (éQ) pour la
solution U(1 < r < +0o0). Le but du présent article est donc essentiel-
lement de trouver de bonnes conditions suffisantes portant sur f, qui
assurent D’existence d’une solution U ayant une valeur au bord
dans L' (0Q). Nous fixerons particulicrement notre attention sur les
cas ¥ = 1 et r = oo, car, d’une part, les espaces H' et H® sont d’un intérét
tout particulier et, d’autre part, les cas r = 1 et + co ont tendance a échapper
a d’autres méthodes utilisées auparavant pour aborder ces problémes

(cf. [4] et [5]).
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VALEURS AU BORD 227

Les conditions sur f, qui paraissent au premier abord les plus naturelles,
consistent & imposer & f d’avoir en un sens convenable une valeur au bord
dans un espace L' (0Q) pour un certain » > 1.

Mais il y a des conditions sur f'd’un autre type qui paraissent beaucoup
plus utiles dans les applications : on impose aux coefficients de la forme f
d’étre des mesures bornées sur Q, ayant des propriétés de régularité au
bord de Q (mesures de L. CARLESON [1], mesures de HORMANDER [13]).
Dans [1] et [2], L. CARLESON a montré (dans le cas n = 1) que le « probléme
de la couronne » dans H* (Q) et le probléme des suites d’interpolation
pour H* (Q) sont étroitement connectés avec ce type de problémes (dans
ce cas, f est une mesure de Carleson, et on cherche U ayant une valeur au
bord dans L% (0Q)).

On a une autre motivation dans la recherche d’une généralisation éven-
tuelle a n variables des produits de Blaschke, dont on connait 1’extréme
importance dans la théorie des espaces H” (2) d’une variable. On sait
(¢f. P. LELONG [21]) que le probléme de la recherche d’une fonction holo-
morphe, dont ’ensemble X des zéros est donné, se rameéne a la résolution
de I’opérateur i d’ d” et par conséquent a la résolution de I’opérateur d”.
On constate alors que lorsque X vérifie la condition de Blaschke
(a n variables) on est ramené a résoudre une équation du type d"U = f,
ou les coefficients de f sont précisément des mesures bornées sur Q. Une
bonne solution pour U fournira donc une réponse au « probléme des
produits de Blaschke & n variables ».

Nous sommes en fait intéressés surtout par la valeur au bord u = U ,q
de la solution U. Il était donc naturel de chercher a obtenir directement u
plutdt que U. Nous avons donc été amené a construire directement # comme
solution de I’équation intégrale

) J f/\<p=J ulho
Q oQ

pour toute forme ¢ de bidegré (n—p, n—gq), d "-fermée, de classe C' dans Q
(f étant de bidegré (p, g) et u de bidegré (p, g—1), la solution u n’étant
définie a priori que sur Q. Nous notons abusivement cette relation intégrale

(1) pu =1

(u est aussi appelée solution tangentielle de d"U = f).
Dans le paragraphe 1 de I’appendice II, nous précisons cette notion de
solution tangentielle par I’opérateur d ”, et nous montrons que connaissant u
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228 H. SKODA

sur 0Q solution de (1), on peut construire U dans Q solution de d"U = f
et admettant ¥ comme valeur au bord.

Un avantage majeur de cette mise en évidence de u résidera dans le fait
qu’il est possible d’obtenir pour u des formules de représentation intégrale
particuliérement simples et liées a la stricte pseudoconvexité (cf.
théorémes 5.1 et 5.2).

Nous avons obtenu les résultats suivants, dont la démonstration détaillée
fait I’objet des paragraphes 3 4 8 du chapitre I. Avec des notations évidentes,
qui seront encore précisées au paragraphe 1, nous avons le théoréme
suivant.

THEOREME 1. — Si f est une (p, q)-forme, d"-fermée dans Q, et si les
coefficients de f et de la forme [8 (z)]~'/> d"p A f sont des mesures bornées
dans Q, il existe une solution u e L},, 4-1(0Q) vérifiant : dju = f, au sens
de (1), et

[ Julas < @il +IBEI = donrl

otr C (Q) est une constante qui ne dépend que de Q.

La condition imposée & d”p A f n’est autre qu’une limitation de la
croissance des coefficients « complexes tangents » de f.

La conjecture qui consisterait a supprimer la condition sur d”p A f est
fausse comme le montre un contre-exemple du paragraphe 1 (on reprend
I’idée du contre-exemple de E. STEIN figurant dans [15]). Ce méme contre-
exemple suggére la nécessité d’une condition en d”p A f.

La démonstration du théoréme 1 repose sur la construction d’une section
du fibré de Cauchy-Leray au-dessus de 0 (QxQ)\A (A diagonale
de C"x C") et sur une représentation intégrale du type Poisson-Szego pour
la solution u, obtenue par des méthodes semblables a [10], [15], [7] et [27].

Si les coefficients de f sont des mesures assez réguliéres au bord, la
solution u € L*® (0Q). Dans 1’énoncé suivant, D (x, ¢) désigne la boule de
Hoérmander-Koranyi de centre x € 6Q de rayon ¢ > 0, définie par

D(x, f)={zeQ; ILeT;, |{—z| <1, |(—x| <t'?},
(« boule » de rayon ¢ /2 dans les directions complexes tangentes, cf. [13]).

THEOREME 1'. — Si, en plus des hypothéses du théoréme 1, la mesure p,
définie par p = |f|+|8(2)"12d"p A f|, vérifie la condition suivante :
« il existe C; > 0 et o > n, tels que, pour tout x € 0Q et tout t > 0, on
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VALEURS AU BORD 229

ait p[D(x, t)] < Cyt% » alors la solution u, donnée par le théoréme 1,
est dans L™ (0Q), et on a

” u HL°° (0Q2) < C(Q7 CX,) Supt>0,xe¢?ﬂt_au[D(x’ t)]9

pour une constante C (Q, o) convenable.

Les mesures p vérifiant I’hypothése du théoréme avec o = n ont été
introduites par HORMANDER dans [13], généralisant les mesures de Carleson
ducasn = 1 (¢" est équivalent a la mesure de Lebesgue de D (x, t) n 0Q).
On a donc I’existence de u dans L*® (6Q) pour une mesure W, a peine plus
réguliére qu’une mesure de Hormander. Nous pensons que le théoréme 1’
est encore vrai avec o = n, et que sa démonstration serait la premiére étape
fondamentale d’une éventuelle généralisation a »n variables du théoréme
de L. CARLESON [2] sur le « Corona Problem ».

Lorsque f admet une valeur au bord dans L" (6Q2), nous avons le résultat
suivant.

THEOREME 2. — Si f est une ( p, q)-forme (q < n), d "-fermée, de classe C*

dans Q, il existe une (p, g—V)-forme u, définie et continue sur 0Q, solution
de I’équation d ; u = f au sens de (1), et donnée par un noyau intégral K :

u(z) =Kf)(2) =LQK(Z, DAS©)-

L’opérateur K envoie continiiment L™ (0Q) dans L*° (0Q) :

||Kf Ls(o0) S cQ,r, S)Hfb Lr (09) »
avecl <r,s< +ooetlls>1/r—1/2n.
La signification des normes
K flloe et i folleron

est précisée au paragraphe 1. f; est en gros la restriction de f aux plans
tangents complexes 75 & 0Q.

On remarquera que le théoréme est « vide» lorsque » =1 (g < n),
Dans la pratique, on pourra bien entendu appliquer le théoréme 2 lorsque f
n’est plus de classe C! dans Q; il suffit de pouvoir définir la valeur au bord f;
en un sens naturel. Par exemple, il suffit qu’il existe une suite f, € %}W (5)
de formes d“-fermées, telle que lim f, = f dans L},,q(Q) et telle que la
suite || fy,» || .- aq) SOit bornée.

Il suffit aussi que f soit de classe C' dans Q et que f Ime soit bornée en
norme L' (0Q,) indépendemment de ¢ > 0, on applique le théoréme a Q,,
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230 H. SKODA

et on passe a la limite en utilisant le fait que les constantes C(Q,) qui
apparaissent dans tout cet article peuvent étre choisies indépendantes
de € € R assez petit. La solution u, donnée par le théoréme 2, est en général
différente de celle du théoréme 1. Nous utilisons une section du fibré de
Cauchy-Leray sur ¢ (QxQ)\ A, discontinue sur 0Q x 0Q. Cette disconti-
nuité fait apparaitre un « saut » sur 0Q x 0Q dans la formule de Stokes,
et ce saut donne précisément le noyau K (z, {) cherché. Les valeurs trouvées
ici pour r et s sont en accord avec celles trouvées, par une toute autre
méthode, par G. B. FOLLAND et E. STEIN [5] qui toutefois excluent les
valeurs 1 et + co pour 7 et s. Il faut toutefois remarquer qu’il y a une notable
différence de nature entre le probléme posé ici et celui envisagé par [5],
car nous supposons f définie dans Q et non pas seulement sur 0Q.

Dans le chapitre 11, nous utilisons le théoréme 1 pour démontrer que la
condition de Blaschke a » variables caractérise les zéros des fonctions de la
classe de Nevanlinna. Une fonction holomorphe F dans Q est dans la classe
de Nevanlinna si

suppoLQ log™ | F|dS, <+,

avec log* | F| = sup (0, log | F|), et dS, étant I’élément d’aire euclidien
sur 0Q,. La classe de Nevanlinna contient tous les espaces H? (Q) pour p > 0.
Soit X I’ensemble des zéros de F. Il est classique (c¢f. [3] et [24]) que X
vérifie la condition de Blaschke :

J 8(z)do(z) < + o0,
X

ou do est 1’élément d’aire (2 n—2)-dimensionnel de X (pour la définition
précise de l’intégrale, ¢f. P. LELONG [20]). Inversement, nous avons le
résultat suivant.

THEOREME 3. — Si I’hypersurface complexe X de Q vérifie la condition de
Blaschke, si la classe canonique de cohomologie dans H* (Q, Z) de X est
nulle, et si H (Q, R) = 0, il existe une fonction F dans la classe de Nevanlinna
telle que X soit I’ensemble des zéros de F.

En fait, nous obtenons le théoréme 3 comme conséquence d’un théoréme
plus général, concernant la résolution de ’équation de Lelong-Poincaré :

iddw =9,
ou 0 est un (1,1)-courant, positif et fermé sur Q (¢f. P. LELonG [21]).

Le théoréme 3 s’obtient en considérant le cas ou 0 est le courant d’inté-
gration sur X, on a alors W = 1/n log ] F|. La démonstration utilise la
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VALEURS AU BORD 231

positivité de 0 et 1’opérateur d’homotopie de Poincaré pour ramener la
résolution de i d'd”"W = 0 a I’application du théoréme 1.

La condition H* (Q, R) = 0 sert uniquement a passer de W a F telle
que W = 1/nlog | F| (*).

Des résultats partiels, relatifs surtout au cas ol X est d’aire finie, sont
dus & G. LAVILLE ([18] et [19]) et L. GRUMAN [8], d’autres résultats moins
fins mais plus généraux figurent dans [25] et [35].

Le plan général de I’article est le suivant. Le chapitre I est consacré a la
démonstration des théorémes sur le d” opérateur. Les idées principales sont
dans les paragraphes 2 et 3, les formules explicites pour les solutions sont
au paragraphe 4. Le chapitre II est consacré a la résolution de I’opé-
rateur id'd"” et aux zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.
L’appendice I fait le lien de la théorie avec la théorie classique du potentiel
et la fonction de Green. L’appendice II fournit des formules explicites pour
la d”-cohomologie a support compact, et fait le lien avec la relation entre
solution tangentielle au bord et solution a I’intérieur pour le d”.

Nous sommes partis d’une remarque faite par N. OVReLID au Colloque
sur les algébres de fonctions, a Aix-en-Provence (France), en mai 1974.

L’appendice III montre le lien entre la théorie et la représentation intégrale
de Poisson-Szegd pour les fonctions holomorphes dans la boule et par suite
le groupe des automorphismes.

Je tiens a remercier N. OVRELID et W. STOLL pour de nombreuses et utiles
conversations concernant les formules intégrales pour 1’opérateur d” et
les zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna.

Les résultats du présent article ont été annoncés dans deux Notes aux
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences [36] et [37], et ils ont fait
I’objet d’un exposé au Séminaire P. Lelong, en janvier 1975, au Colloque
sur les algébres de fonctions, a Kristiansand (Norvége) en juin 1975, et au
Summer institut on several complex variables, 3 Williamstown (Etats-
Unis) en aott 1975.

Nous avons un peu amélioré le résultat annoncé dans la Note [36] en
obtenant des valeurs au bord dans L! (8Q) pour les solutions de ’opé-
rateur d”, au lieu des valeurs au bord mesures sur dQ annoncées dans [36].

RomMaNov [30] et HENKIN [11] ont annoncé récemment des résultats’
semblables a ceux exposés ici.

(*) Le Professeur R. HARVEY nous a fait observé qu’il est possible de modifier notre
démonstration de maniére a supprimer 1’hypothése H! (Q, R) = 0 (cf. [41])
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1. Valeurs au bord des solutions de I’équation d"U = f
1. Notations et préliminaires

Nous désignons par Q un voisinage de Q tel que la fonction p (qui

définit Q) soit définie dans Q. Q, est alors ’ouvert {zeQ p(z) <—e},
ou g€ R est assez petit, et V, est le voisinage de 0Q défini par
V, = {zeﬁ; [p(@)| <&}, ot £>0. €5 (Q) (resp. € ,(Q)) désigne
I’espace des formes différentielles de bidegré ( p, q), et de classe C* dans Q
(resp. dans Q), 0 < k < + 0. Df,,q(Q) est I’espace des formes de bi-
degré (p, q), de classe C*, a support compact dans Q (0 < k < + ).

Nous orientons C" par la forme (i/2)" A;—, (dz,Adz,), et nous iden-
tifierons, par abus de langage, les O-courants et les 2 n-courants. dQ est
alors orienté par la formule de Stokes, c’est-a-dire par la normale extérieure.
d)\ désigne la mesure de Lebesque sur C". C"x C" est muni de ’orientation
produit, les chaines Q x 0Q, 6Q x Q et 6Q x dQ sont orientées par la formule
de Stokes (0Qx0Q = ¢ (Qx0Q)), c’est-a-dire en fait par l’orientation
produit. L7  (Q) est l'espace des (p, g)-formes dans Q a coefficients
dans L"(Q) (fonctions de puissance r-iéme intégrables 1 < r < + 0).
M “,,q (Q) est I’espace des ( p, g)-formes ou courants dans Q, a coefficients
mesures bornées sur Q.

Sife M, ,(Q) s’écrit, en écriture canonique :

(I.1.1) f=ZI,JfI,JdZI/\dEJ’
ou |I| =p,|J]| =g, etouf, est une mesure bornée sur Q, on pose
(I~1-2) “f”l =ZI,J”fI,J”19

ol || f7,s ||1 est I'intégrale sur Q de la mesure positive | £, |.

L, (0Q) est I’espace des (p, q)-formes, définies sur 9Q, a coefficients
dans L"(0Q). C’est-a-dire : une forme fe L,  (0Q) est une application
de 0Q dans A (R*")* de type (p, q), ou A (R*")* est I’algébre extérieure
sur C construite sur I’espace vectoriel complexifié du dual de R*" ~ C™.
S s’écrit canoniquement f'= Y, ,f, ;dz;Adz,, ou les f; ;€ L' (0Q).

On pose

1i/r
(1-1-3) “f“L'(an)=ZI,J|:Lﬂ|f1,J|rdS:| s
ou dS est I’élément d’aire euclidien sur 0Q.
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VALEURS AU BORD 233

On définit de fagon analogue ’espace M 11,, 4 (0Q) des (p, q)-formes a
coefficients mesures sur 9Q.

Dans les estimations sur Q, ce n’est pas la norme || f||.- o, qui inter-
viendra le plus souvent, mais la norme de la « restriction » f, de fa T*.

On peut définir £, de la fagon suivante : soit (e;, e;, ..., ¢,) un champ
de repéres orthonormés (local) sur JQ tel que, pour chaque (e dQ,
(€2 (©), - - ., €, (§)) soit une base de T7.

Soit (v, Y2, ---» Vs la base duale de (ey, e,, ..., €,); les y; sont donc
des (0,1)-formes sur 0Q, et y, est proportionnelle & d”p. La forme
fe L,  (09Q) s’écrit de maniére unique :

(I.1.4) f=11Ng+f,

ou g est de type ( p, g— 1), et ou f; est du type ( p, g) et est engendrée par v,,
Y25 -++»Y¥nsY2s - - -» ¥u (Y1 D€ figure donc pas dans I’écriture canonique de f;
dans la base (e, €5, ..., €,)).

Nous aurons besoin de la formule de Bochner-Cauchy-Martinelli.
Soit K, la forme différentielle de Bochner-Cauchy-Martinelli sur
C"x C™ A (A diagonale de C"xC"), définie par

(1.1.5) Ky=Y1_,(—1)"" Gz Ny 2i(dly—dz)) N[N; -, (dG;—dz))].

|§_zl2n

K, est localement intégrable dans C"x C", et définit donc un courant
dans C"x C”" D’aprés G. Roos ([31] et [32]) ou N. OvreLID [27],
K, posséde la propriété fondamentale suivante :

(1.1.6) dKy = d"'Ky = ¢, [A],

au sens des courants dans C"x C", ou ¢, est une constante dépendant
de n, et ou [A] est le courant d’intégration sur la diagonale A.

Soit fe Dy, (C") une forme d"-fermée, et 9 € D;°, ,_,(C"); soit m,

et w, les projections canoniques de C"x C" sur C" :

(6 2)=¢ et 7, (G, z) = z.

La relation (I.1.6) entraine la suivante :

a.rmn (—1)”+“Jcn CnI(B/\ﬂ:’I"f/\d”(n;“(p) = c,,JC fAo.
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234 H. SKODA

Soit K, ,_ 4 la composante de Ky de bidegré (p,g—1)enzet (n—p, n—q)
en §, (I.1.7) signifie encore qu’au sens des courants dans C", on a

a.1.8) d;'UC“K,,,q_IAf@}=c,,f<z>.

On a donc une solution explicite pour 1’équation 4"U = f dans C",
lorsque fest a support compact, de classe C . Comme le noyau K, ,_, (C, 2)
est un noyau de convolution, il est immédiat en approchant f par une suite
de régularisées, d’étendre (I.1.8) au cas ou f'a pour coefficients des mesures
a support compact dans C".

La relation (I.1.6) entraine les relations suivantes entre formes
différentielles

1.1.9) d'K, . 1 =—diK
(1.1.10) &K, ,=0.

p,a’

Une autre conséquence de (I.1.6) est qu’au sens des courants dans C”,
on a

(1111) d&’KO,O:CnSZ

ou 0, est la masse de Dirac au point z.

Nous terminons avec un exemple d’une forme fe L;, (Q), ol Q est
la boule unité de C?, telle que ’équation d”U = f n’ait pas de solution
Ue L' (0Q). Soit & (z,) une fonction holomorphe d’une variable dans
le disque unité, que nous préciserons ultérieurement. On considére la forme f,
définie par
(I.1.12) f=h(z)dz, =d"[h(z,)z,]

Soit U une solution de d”U = f, telle que UeL' (0Q). Soit (p,,0,)
les coordonnées polaires telles que z, = p, €.

Au voisinage du point (1,0) de la sphére 0Q, 1’élément d’aire dS est
équivalent & Cte p, dp, d 0, dy,. Comme p} = 1—|z, |* sur Q, on peut
remplacer la variable p, par x; au voisinage de (1,0), et comme,
0/0x, (p3) = —2 au point (1,0), on a

(1.1.13) dS ~ Ctedd, di(zy),

au voisinage de (1, 0) sur oQ.
Considérons le domaine D; du disque unité, défini par

D, ={z;|z;|<let]|z,—1|<e}!
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ou ¢ est choisi de sorte que (I.1.13) soit vrai pour zedQ et z, € D,.
Pour chaque z, € D,, considérons le cercle y, (z;) formé des points de 6Q
se projetant sur z,, et considérons I’intégrale

(1.1.14) 1=f f h(zp)7, 22
Dy [ Jy2(z1) P2

Comme dz, = i p, € dO, avec p, = (1—|z; |)'/?, on a

d\(z,).

(f2n
(I1.1.15) | 1] <f | U (24, p,€°2)|d0,dA(zy).
DiJo

Soit d’aprés (I.1.13) :
(d.1.16) |I|<Ctej |U|dS <+ 0.
oQ

D’autre part, d’aprés (I.1.12), comme U—h(z;)z, est holomorphe,
on a

(1.1.17) fiz_Z:J (2072 = 2inp, (2) h(zy).
v2 (z1) P2 v2 (21) P2
Draprés (I.1.14), (I.1.16) et (I.1.17), on obtient donc :
(1.1.18) (1=|z|)"* | h(z)) | dM(z4) < + 0.
J Dy
La condition fe Lj , (Q) est équivalente a

»

(I.1.19) 1=z || h(zy) |dM(zy) < + 0.
1

Jlzi| <

Il est clair qu’on peut construire # holomorphe dans le disque unité
satisfaisant a (I.1.19) mais non a (I.1.18).

2. Solutions tangentielles de I’opérateur d”

Soit f une (p, g)-forme, d"-fermée, dans Q. On veut résoudre, dans Q
I’équation
(I1.2.1) d'U = f, ou U est une (p, g— 1)-forme.

Comme la résolution de (I.2.1) est destinée, en derniére analyse, a cons-
truire des fonctions holomorphes dans Q, et comme une fonction holo-
morphe dans Q est entiérement déterminée par sa valeur sur 0Q, il est
naturel de s’intéresser particuliérement a la valeur au bord u = U ,, de U.
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Si @ est une (n—p, n—q)-forme, d”"-fermée dans Q, et si U, f et ¢ sont
de classe C! dans Q, la formule de Stokes montre que (I.2.1) entraine

(I1.2.2) J f/\(p=J d”UA¢=f d(U/\(p)=j UAoeo,
Q Q Q Q
c’est-a-dire
(I.2.3) J‘ f/\(p=f ulo avec u = U
Q Q
On pose donc la définition suivante (¢f. HORMANDER [14] et

J.-P. SERRE [33]).

DEFINITION 2.1. — Une ( p, q—1)-forme u, définie sur 0Q, a coefficients
sommables sur 0Q (ou a coefficients mesures sur 0Q), est appelée solution
tangentielle de I’équation d”" U = f si, pour toute forme ¢ de type (n—p,n—gq),

d "-fermée, définie et de classe C' dans un voisinage de Q, on a

(I.2.4) J fA(p=J ulheo.
Q oQ

La relation (I.2.4) généralise donc (I.2.1), et garde un sens lorsque
f est a coefficients intégrables dans Q, ou a coefficients mesures bornées

sur Q. Si ¢ =d"y, ou \]/e(gj_p,n_q_l(ﬁ), on a, d’aprés la formule
de Stokes et d’aprés (I.2.4) (en supposant f de classe C* dans Q) :

f f/\<P=J f/\d"\ll=J d”(f/\\ll)=f f/\\lf=j uAd"y,
Q Q o} o0 o0

c’est-a-dire
(1.2.5) J f/\\Ll=f uANd".
Q oQ

Si u et f sont de classe C' dans Q, la condition (I.2.4) entraine donc
la relation

1.2.6) dju = f, ou dy est 'opérateur de J. KOHN [4].
On notera donc (abusivement) la relation intégrale (I.2.4) :
1.2.7) hu=f,

méme lorsque f n’a plus de valeur au bord au sens usuel.
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On cherchera a résoudre directement (I.2.4) plutét que (I.2.1).
Aprés avoir obtenu une solution u de (I.2.4), il est facile de construire
une solution U de (I.2.1) dans Q, en utilisant le procédé suivant :

en désignant par f le prolongement de f par 0 en dehors de Q et par [0Q], ,
la composante de bidegré (0, 1) du courant d’intégration sur 0Q, la relation
(I.2.4) s’écrit encore :

1.2.8) (f =091, 1 Aus 0> =0,

ou le crochet est celui de la dualité entre courants sur C”" et formes diffé-

rentielles sur C”.

En choisissant en particulier ¢ = d"y, ot V€ %,>, ,_,(C"), la relation

(I.2.8) signifie que, au sens des courants dans C”, on a
(1.2.9) d'[f-[6Q] s Au]=0.

D’aprés (I.1.8), on a donc une solution U dans C" pour I’équation
1.2.10) d'U = f—[aﬂ]o,l/\u, au sens des courants.

U est donné explicitement a 1’aide du noyau de Cauchy-Martinelli :

(1.2.11) U(z)=ij K,,,q_l(z,o/\f<z;>+if Ky a1z DA,
o Cyd o0

n

ol K, ,_ désigne la composante de bidegré (p, g—1) en z et (n—p, n—gq)
en { de la forme Kg[¢f. (I.1.5)]. Comme f et u sont intégrables respecti-
vement sur Q et 0Q, et comme | K, ,_; | est 0 (| z—{|7*"*"), U est dans
LL. (C™.

Considérons maintenant le cas ou f est de type ( p, 1) et ou par suite U
et u sont de type (p,0). Comme d/K, o est de bidegré (p,0) en z et
(n—p, n) en {, la relation d"Ky = 0, entraine

1.2.12) /K, ,=0.
La relation (I.2.4) appliquée avec ¢ (§) = K, o (z, {) montre que
(1.2.13) U(z)=0, lorsque z¢Q.

U est donc a support dans Q. La relation (I.2.10) montre que U admet u
comme valeur au bord au sens de la formule de Stokes :

(1.2.14) (—1)P+‘1J U/\d"(p=f f/\(p—f ulg,
Q Q oQ
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pour toute forme ¢ de bidegré (n—p, n—gq), de classe C® dans un voisi-

nage de Q. Lorsque fest de bidegré (0, 1), et est continu dans Q, et lorsque
u est une fonction continue sur éQ, nous allons montrer que U est continue

dans Q et a pour valeur au bord w.

On considére une « symétrie » par rapport a 0Q, c’est-a-dire une appli-
cation z — z*, définie dans V' n Q, ou V est un voisinage de o€, et a valeurs
dans [ Q, vérifiant :

|z—z*| < C8(2),
1.2.15
4219 {iz_q <)z —t,

pour tout ze Q et tout e Q, C; et C, étant des constantes. (Dans le cas
de la boule unité, on peut prendre par exemple z* = (z/| z ]2). Comme
U (z*) = 0, on obtient, en désignant par K le noyau K, o (pour simplifier
I’écriture) :

(1.2.16) ¢, U(2) =L [K(z, ©)—K(z* )]
/\f(C)"l" J;n [K(Z’ C)_K(Z*a C)]u(C)’

avec

K(z 0= 22;1(—1)i“|f+‘;l‘2~,,(/\,-¢,-di,-)Am<c>.

D’aprés la formule de Cauchy-Martinelli (I.1.11), on a
(1.2.17) ' J K(z,{) =c,, lorsque zeﬁ,
20,

(1.2.18) J K(z,{)=0, lorsque zelQ.
29,

Il en résulte, d’aprés (I.2.16), 1.2.17) et (I1.2.18), que si z, € 0Q, on a

(1.2.19) U(2)—u(zo) = glL [K(z, )—=K(E* OIAS(©)

; lfm [K (2, D—K (2%, O] [1© — 1 (zo)].

n
On montre aisément, en utilisant (I.2.15), la majoration suivante
(cf. ’appendice I) :

(1.2.20) |K(z, O—K (" 0)] SCB%ZQ)I“’
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lorsque z et £ € Q. Il en résulte que

(I.1.21) |c"|.]U(z)—u(z0)|<L[K(z, O—K(z*0)|.|f©)]

3(2)
+C3f | u(©)—u(zo)|-
oQ |Z—Cl
D’aprés le comportement classique des noyaux de Poisson, U (z) tend
donc vers u (z,) quand z tend vers z,. D’ou la proposition suivante :

PROPOSITION (2.1). — Si f est une (0, 1)-forme, continue dans Q, et si u est
une fonction continue sur 0Q vérifiant (1.2.4) (i.e. d j u = f), la fonction U,
définie par (1.2.11) dans Q, se prolonge continiiment a Q, et vérifie d"U = f
dans Q, ainsi que U ,q = u.

On peut évidemment affaiblir les hypothéses sur f et sur u, mais
cette proposition nous suffira dans les applications. D’autre part, on a vu
que lorsque f n’est plus réguliére, on a le résultat suivant.

PROPOSITION (2.2). — Si f est une (p, 1)-forme, d"-fermée, a coefficients
mesures bornées dans Q, et si u, appartenant a L},,O @0Q) ou a M ;,0 (09Q),
vérifie (1.2.4), alors la (p, 0)-forme U, définie par (1.2.11), appartient
a L;,O (Q). U vérifie I’équation d"U = f dans Q et admet u pour valeur
au bord, au sens de la formule de Stokes :

(—U”“J~ U/\d"<P=j f/\(P—j ulhg,
Q Q o

pour toute ¢ de type (n—p, n—1) et de classe C' dans Q.
On envisage maintenant le cas d’une (p,q)-forme f avec ¢ > 1.
Dans ce cas, la solution U, donnée par (I.2.11), de I’équation

d”U = _f~— [69]0, 1 /\u,

n’est plus a support compact dans 5, car d/K, , .1 # 0.
On a donc seulement

(1.1.22) (—1)"*‘11[ U/\d"(p=j f/\(p—J‘ uhg,
cn Q oQ

pour @ de classe C!, & support compact dans C™.
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Comme Q a un systétme fondamental de voisinages de Stein, on sait,
d’aprés la théorie de la dualité de J.-P. SERRE (cf. [33]ou [34]), qu’il existe

un courant U, & support compact dans Q,, tel que

(_1)p+q< Ua: d”(P >C" =jﬂf/\(P_J u/\(p,

Q
pour toute ¢ € D,_, ,_,(C"), avec € <O0.
En fait, nous montrerons dans l’appendice II qu’on peut trouver U

a support compact dans Q et dans L} 4-1 (@) (la démonstration utilisant
des techniques que nous mettrons en place plus tard, nous préférons
la rejeter en appendice).

Nous aurons alors le résultat suivant :

PROPOSITION (2.3). — Si f appartenant a L, (Q) ou M,  (Q), est
d "-fermée, et si u, appartenant a L} (0Q) ou M} (0Q), vérifie (1.2.4)

p,q—1 pq—1
(i.e. dyu=f), alors il existe U dans L, ,_, (Q), vérifiant :

(—1)”4”‘J‘n UAd"o =‘Lf/\(p—J:mu A, pour toute (pe(g,f_p,,,_q(f_l).

3. Formules générales pour la solution tangentielle de I’opérateur d”

Nous allons utiliser des méthodes semblables a celles figurant dans [23],
[10] et [27], et obtenir deux types distincts de formules intégrales, corres-
pondant a deux sections distinctes du fibré de Cauchy-Leray au-dessus
de 0 (QxQ)\A. Soit E la partie de C3" définie par

E= {(&, §5 Z)Gcsn; <§: C_Z> # 0}7
ou < C) z > = Z?=1 C.'i Z; est C-bilinéaire.
Soit © = (%n;, W,) : E— C"x C™\ A, D'application canonique

& 82— 2).

La fibre de 7 au-dessus d’un point est le complémentaire d’un hyperplan
de C". On désigne par P,_, (C) l’espace projectif complexe de dimen-
sion n—1, et par [£] le point de P,_; (C) défini par £ e C"™\\{0 }.

Le fibré de Cauchy-Leray est alors I’ensemble E, défini par

E= {([&J’ C: Z)EPn—l XCZ”; <E.n C_Z> # 0}

Soit y l’application canonique de E dans E:

& ¢ 2~ ([E]. ¢ 2).
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Soit % I’application E — C"x C™\A :
[(&]. & 2~ (&, ).

E peut étre muni d’une structure de fibré trivial & fibre espace affine
(¢f. [26], p. 141).

On considére la forme différentielle p de Cauchy-Leray :
I.3.1)  p=<L&L-2)T" Y (= DT E N mdE) Ao —2),
avec ® () = N}_, d{; et ® ((—2) = Nj_, (d{;—dz;). p est définie sur E.
On montre aisément (¢f. OVRELID [26] ou [27]) qu'on a p = y* i,

ol Ji est une forme sur E.
Un calcul immédiat montre que p est fermée

(1.3.2) du=0.
Soit S, : C"XC™\A—E :
1.3.3) G D E=C-2 z),

la section de Bochner-Martinelli du fibré E.
La forme Sy p sur C"x C™\A n’est autre que la forme K, du para-

graphe 1.
Le courant [S§ p] défini par SFp sur C"x C" vérifie donc (au sens
des courants) (¢f. N. OVRELID [27], G. Roos [31], W. KOPPELMAN [17]

ou (I.1.6)) :
(I.3.3) d{Syp]=d"[Syu]=c, [A],

ou [A] désigne le courant d’intégration sur la diagonale.

On suppose, dans tout ce paragraphe, que f est une (p, q)-forme,
d"-fermée, de classe C' dans ﬁ, et que ¢ est une (n—p, n—gq)-forme,
d"-fermée, de classe C! dans Q. Par abus de langage, nous noterons

fON@(2) la forme nf fATS ¢ sur axQ.
D’aprés (I.3.3) et d’aprés la formule de Stokes, nous avons

AR (QXQ)

—J s:‘uAd<n;*fAn:<p)+c,.j ntf ko
QxQ

= J __ SypAnifATRIo.
a@xQ)
(Pour une démonstration tout a fait détaillée, cf. [27], p. 143 et 144.)
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Comme n§ fAn3 ¢ est d’-fermée et que SFpAd’ (nffAn?) est nulle
car de bidegré (2 n+1, n—1), la premiére intégrale est nulle, et on obtient :

I.3.4) C..J f/\<P=j _ _SyuAf©OAe(2).
o o (@xD)

Soit maintenant S, : 0 (5 xﬁ)\A — E une section de E, de classe C*,

définie sur le bord o (5 xs_)) de OxQ privé de la diagonale A. |
Le principe du raisonnement va étre le suivant : E étant un fibré 2 fibres

affines, les sections S, et S, sont homotopes au-dessus de ¢ (ﬁ x Q); comme

la forme pAf (@) Ao (z) est fermée dans E et que 0 (dx 5) est un bord,
la formule de Stokes, montre que

j SZ‘uAf(ﬁ)/\tp(Z)=J SiuAf©Ae(2).
2 (QxQ) 2 (Q%xQ)

Si de plus on construit S, de sorte que S, soit holomorphe en z
quand (€ dQ, lintégrale de Sy pAf (?;)/\(p(z) sur 0Q, xQ, sera nulle
par des considérations de bidegré, et on obtiendra :

an f/\<p=J SipAf QAo (2),
Q Q% 0Q,

c’est-a-dire une solution tangentielle u donnée par
1 .
u(Z)=—J~ SyrA S (©.
cn Q

En pratique, il nous faut tenir compte des singularités de S, et S, sur A,
et expliciter I’homotopie de S, et S, , on va donc procéder de fagon légé-
rement différente. On suppose que &, a été construit de sorte que

(1.3.5) Re(&,, {—z)> >0,

lorsque (§,z) €0 (?2 x Q\A.
Soit I I’intervalle compact (0,1) de R, on considére ’application F :

Ix9(QxQ)N\A — E,
(1.3.6) t, G 2)—~(E+(1-10)E,, G, 2).
D’aprés (I.3.5), on a
1.3.7) Re<t&,+(1—1)E,,{—2z)> >0,

pour telet ((,z)ed (E) x?))\A.
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On considére d’autre part la chaine notée 0, (Q2xQ), définie dans
C"x C" par
(1.3.8) 3,(Qx Q) = 00 x Q, +0Q, x 0Q,
(o0 @, ={zeQ;p(z) <—¢}, € >0).

La forme pAnf fAnS ¢ est fermée (car pAd’ (n¥ fAnE ¢) est de bidegré

(2n+1, n) en (g, z), donc est nulle). Il en résulte qu’on a,:’d’aprés la formule
de Stokes,

(1.3.9) J F*uAf (O Ae(z) = 0.
O[I%0s (2%Q)]

Comme 0 = {1}—{0} et que F coincide avec S, pour t =1 et S,
pour ¢t = 0, on obtient, en posant ¥ = f() Ao (2) :

(1.3.10) SEpAy— SEpAY— F*pAy =0.
2 (2x Q) 0 (2% Q) Ix9[0: (2% Q)]
Le bord de 0, (2x€) est la chaine
[0, (QAx Q)] = — 09, x 0Q,+0Q, X 09, ,

les bords 0Q et 0Q, étant orientés par la normale extérieure, et 0Q x 0Q
étant orienté par l’orientation produit.
On a donc

(1.3.11) J SERAY— SEuAY
05 (2% Q) 0e (2% Q)

=—J F*p/\\l/+j F*pAV.
I %00 X 09, I%0Q,%0Q;

Faisons I’hypothése (qui serait triviale s’il n’y avait les singularités
de F*pu sur A) que la limite du 2¢ membre est nulle.
On a alors, d’aprés (I.3.11) et (1.3.4),

(I.3.12) an f/\(P=J SiuAf©OAo(2).
Q 2(QxQ)

Calculons ’intégrale sur 0Q, x Q,. Seule intervient dans le calcul la compo-
sante de S, p de bidegré (p, q) en zet (n—p, n—g—1) en {. Comme S, est
holomorphe en z lorsque { € 0Q, ona d | €, = 0 et la composante considérée
de S p est nulle pour g > 0.
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On a donc
(1.3.13) cnj f/\<P=J SirAf QAo (2).
Q Q; X 0Qz

D’ou le théoréme suivant.
THEOREME 3.1. — Soit s, une section de classe C' du fibré E sur
o (QAxQ)\A, vérifiant les trois conditions suivantes :
() Re <&, 5~z >0, ((,2)€d QxD\A;
(ii) S, est holomorphe par rapport a z quand G € 0Q;

(iii) lim,_, J F*puAy = lims_,OJ‘ F* u AV, ou F est
Ix 0Qx0Q, Ix0Q, x0Q

définie par (1.3.6), et ou Y =f()A@(z) est de classe C' dans Q.
Alors la (p, q—1)-forme u, définie par

u(z) =J‘ SywALQ©),
o

ot z € 0Q, est une solution de I’équation d; u = f, au sens de (1.2.4).
En fait, seule intervient dans la formule la composante de s;* p de bidegré

(p,q—1) en z et (n—p,n—q) en .

Dans le théoréme 3.1, on obtient u en intégrant f sur Q. On cherche
maintenant & démontrer un théoréme ot u s’obtient en intégrant f sur 6Q.
Dans ce but, on va remplacer la section s, par une section de E au-dessus

de 2(Qx ONA « discontinue » sur dQxdQ. De fagon précise, soit
Sy :(6ch§z)\A — E une section de E, de classe C!, au-dessus
de 0Q, x Q. \A, qui soit holomorphe en z.

Soit de méme s, : (S_lg x 0Q,)\A — E une section de E holomorphe en (.
Bien sir, s, et s, ne coincideront pas sur 9Q, x 9Q,\A.

On suppose que Re<(&;,{—z)> >0, pour i =1,2.

On définit les applications F; et F, :

Fy : Ix (0Q,x Q,\A) > E,
1.3.14) (46 )~ (& +(1-08&;, &, 2),

Fy 1 Ix(Q x0Q)\A > E,
(66 )= (8+(1-08,, §, 2).
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Comme 0, (Q x Q) ne contient pas dQ x dQ, F, et F, définissent une appli-
cation F de classe C' de 0,(Q2xQ) dans E. On peut donc utiliser la
formule (I.3.9) qui nous donne une formule semblable a (I.3.11) :

(1.3.15) J\ SEpAY— STRAY
2% (@x Q) 00 % 2,

—J sSEUAY— F*uAy =0.
Qe X 0Q 2 Ixd[0, (2%XQ)]

Seules interviennent la composante de s¥ p de bidegré (p, g) en z et
la composante de s¥ p de bidegré (n—p,n—q) en &.

Vu les hypothéses faites sur s, et s,, ces composantes sont nulles pourvu
que 0 < g <n. On a donc

F’l“u/\\ll+J FXuAy.

I X0Qs %X 0Qz

(1.3.16) s,’,"p/\dl:-—f

0: (2% Q) I X0Q; X 0

Faisons I’hypothése que les intégrales sur Ix 0Q, x 0Q, et Ix 0Q,x 0Q,
convergent vers les intégrales correspondantes sur I x 0Q x 0Q, de sorte que

I.3.17) J sy Ay = (Fzu—FimAV.
2(@xQ) Ix 00 % 0Q
Soit A, le 2-simplexe de R, défini par
Ay ={(hos Ay, A)ER?; A 2 0, Ao +2y +1, =1}
Soit G ’application A; x 0Q, X 6Q, — E,
(I.3.18) 8 ) (Mo Ey+ A &+ 085, G, 2),
et soit Fy I’application Ix 0Q, x 0Q, — E,
1.3.19) G 2~ (E +(1-1)&,, §, 2).

Comme pAnffAn} est fermée, on a

(1.3.20) f G*uAf () Ag(z) =0.
O[AL % 0Q X 0]

En considérant les divers segments orientés constituant le bord de A,
(I.3.20) s’écrit encore :

(1.3.21) f (—F¥u+Ffpu—F*pAy = 0.
IX0Q; X 0Q;
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D’aprés (I.3.21) et (I.3.17), on obtient finalement :

(I.3.22) anﬂfA¢=jI scxsn F3uAf©Ao(2).

On a donc une solution tangentielle # donnée par

u () =1L _FIRAQ.

Cn

F3% p désignant par abus de langage, dans cette formule, la composante
de degré 1 en t, (p,g—1) en z, et (n—p,n—g—1) en { de F¥ p.
THEOREME 3.2. — Soit s, et s, deux sections de classe C* du fibré E,

définies respectivement sur ((chxi_lz)\A et (ﬁcxaﬁz)\A, et vérifiant
les conditions suivantes :

(i) Re<(&;,—z>>0,i=1,2;
(ii) s, est holomorphe en z, et s, est holomorphe en (;

I%0Q % 09, I%0Q %90
lims_,oj FYuAy = F%uAv,
I%0Qs X 0Qz Ix0QxaQ

ol F, et F, sont définies par (1.3.14), et ou y = f({) A ¢ (2) est de classe C!

dans Q.
Alors la ( p, q—1)-forme u, définie par

1.3.23) u(z) = 1L _(FOASQ,

Cn

oir ze 0Q, est (lorsque 0 < g < n) solution de I’équation d u = f, au sens
de (1.2.4).
F; est Iapplication 1x 0Q,x 0Q, — E,

(. C )P (8 +(1 =18, §, 2).

4. Construction des sections du fibré £

Il est clair que nous pouvons utiliser pour les sections s; et s, du
théoréme 3.2, les différentes sections construites par HENKIN [10],
I. Lies [7], RAMIREZ [28], OVRELID [26].
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Le seul probléme nouveau est la construction de la section s, du
théoréme 3.1. Lorsque Q est strictement convexe (¢f. 1’introduction),
on pose

_op .
Pj(C)_aCj’ 1<J<n’
P©) =(P1(©), P2(©), ..., P,(©).

On définit s, par la formule

(1.4.1)

P(2)

(I.4.2) §h="P(§)m

+P(©),

lorsque (G, z) € (@, x 92,)\A

&= P(©),

lorsque (5, 2) € (92, x Q,)\A.
Comme p (§) = 0 pour { € 0Q, les deux définitions coincident sur 0Q x 0Q.

La section s, est de classe C* sur & (ﬁ X f_l)\A. p étant strictement convexe,
la formule de Taylor montre qu’il existe une constante ¢ > 0, telle que

(1.4.3) {p(z)—P(C)>2Re<P(C),Z—§>+c|z-—§|2,
pour z et Ceﬁ.

On a donc
(I.4.4) 2Re{P(}), t—z) = p(O)—p(D+c|z—C "

Ce qui montre que Re < §,,{—z ) > 0 sur (3, xf_zz)\A. D’aprés (1.4.2)
et (I.4.3), on a sur Q,x0Q, :

(&, E—z) =—pQ)+<{ P(), E—z),

(1.4.5) 2Re(E;, (—z) > —p©)+c|t—z[%

OnabienRe<§,,{—2z)> >0 surs_);xaﬂz\A.

Remarque. — Dans le cas de la boule unité, on a simplement

z

s +0 et (&, G—zy=1-(C 2D

pour |{|<1 et |z]|=1

& =—-[¢]H

Examinons maintenant le cas général d’un domaine strictement pseudo-
convexe. 1l est naturel de remplacer la section P ({) du cas strictement

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



248 H. SKODA

convexe, par 1’'une des sections P ({, z), holomorphe en z, construite
dans [10], [7] ou [26]. Il est d’autre part trés commode d’avoir une esti-
mation de Re { P ({, z), {—z >, nous avons donc été amené & utiliser la
section de LIEB-RAMIREZ ([7] et [28]) qui fournit une telle estimation.
Mais la section de Lieb-Ramirez P ({, z) n’est de classe C! que si le bord est
de classe C?, car la construction de Ramirez utilise le polyndme en z
« canonique »

”p

ez P S (t—2)(C—z) P
Zi=1(§i Z,)aci Z;,J(Cl Z;)(C} Zj)aciacj,

qui est de classe C* en { quand p est de classe C3.

Il nous faut donc remplacer le polynome de Ramirez [28] par le
polynéme A ({, z) d’Ovrelid [26], qui est de classe C* en {, quand p est
seulement de classe C2. On peut aussi utiliser le polyndme proposé par
RANGE et S1u [29]. D’aprés N. OVRELID ([26] p. 146 et 147), on a le lemme
suivant.

LemMME 4.1. — 1l existe des constantes C, g, & > Q et une fonction

A (C, 2) e 6" (V,x C") telle que
(i) A4 (C, z) est un polynéme holomorphe du second degré en z;

(i) 2 Re 4 2) = pQ)—p@+C|L—z|* pourLeV, et |[(—z]| < 8;

(i) 4 (@C, 0 =0;

) &AC D == AG D |y = d'p ()

On remarque que les seules propriétés du polynéme « canonique »,
utilisées par RAMIREZ ([28] p. 181 & 183), sont les propriétés (i), (ii) et (iii).
On peut donc remplacer le polynéme de Raminez par le polyndme 4 (C, z)

qui est de classe C' en {. D’aprés RAMIREZ ([28], Satz 1, p. 181), on a
le lemme ci-aprés.

LEMME 4.2. — Il existe € > 0 et une fonction g (§, z) ' (V,xQ,) telle
que :

(a) g est holomorphe en z,

(®) Reg(C, 2) > 0 pour (§, 2) € (AQx Q\A,

(c) g, Q) =0pourLeV.,

D’aprés la propriété (c) (¢f. [28]), on peut trouver P (¢, z) de classe C'
dans ¥V, xQ, , & valeurs dans C", holomorphe en z tel que

(1.4.6) 8@ 2) =P, 2), {—2z).
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De plus, d’aprés [28] (p. 182 et 183), ou d’aprés Lie ([7] p. 32),
g admet pour | {—=z | < 8 (0 assez petit) la représentation suivante

(147) g(c’ Z) =va= 1 Xi (C) 8i (C: Z)’
ou les y; forment une partition C*® de 1’unité au voisinage de ¥, et ol

g: (€, z) est du type suivant :

(1.4.8) o= 262

1+A4, 2).(h—c¢)

h; (, z) est holomorphe en z, définie pour |{—z| < §, et { appartenant &
un voisinage du support de ;. ¢ € R est choisie de sorte que

(I.4.9) Re(h;—c)>0, pour (eSupporty; et |{—z|<3.

Remarque 4.1. — Quitte & multiplier P ({, z) par une fonction y (§) de
classe C*, positive, a support dans V,, égale a 1 au voisinage de V,,,
on peut toujours supposer que P ({, z) est définie dans Q_ xQ_, et
que P =0 quand { ¢ V..

On définit alors la section s, en posant

~ . PGY
(1.4.10) & p(C)<P(z, 0, L—z)

pour (G, z)eod (S_) x Q).

+P(G, 2),

Vérifions la condition (i) du théoréme 3.1, on a

(I.4.11) e §—2> =—pO+< PG, 2), E—2),
(1.4.12) & E—z)=—p©O)+2(E 2).

D’aprés (I1.4.7) et (1.4.8), on a (pour {e V, et |{—z| <) :

ReA+|A|*Re(h;—c)
[1+A(h—o)|*

1.4.13) Reg =)\ %()

D’aprés (1.4.9), il en résulte

(1.4.14) Reg>RedYY, X—(C)_z
| 1+A(h;—c) |
Comme 4 (£, {) = 0, pourvu que d soit assez petit, on aura

(1.4.15) L oyw %) 3

2 T+ Am—-o 2
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D’autre part, d’aprés le lemme 4.1, on a
(1.4.16) 2Re A, 2) = p(Q)+c|t—z |
D’aprés (1.4.14), (1.4.15), et (I.4.16), on a donc

1.4.17) Reg (G Z)>§p(C)+2|C—Z|2-

Tenant compte de (I.4.12), on obtient :

(1.4.18) 4Re(E,, (—z)> = —p(Q)+c|l—z|*>0,
pour (§,2) € 0 (QxQ\A et [{—z| < 3.
Pour [{—z| >3, {cdQ et zeQ, on a, d’aprés le lemme 4.2 :
Reg(g, z) > 0.

Soit m > 0 la borne inférieure de Re g sur le compact |{—z|> 8
et ((,2)eoQxQ. g étant continu, il existe un voisinage V,, de
Q (e > &' > 0), tel que, pour [{—z| >3, {eV, et zeQ, on ait

m
Reg(;,)> 2,
d’ou
(1.4.19) Re<a,.,t;—z>>—p(o+§.

Quitte a remplacer € par ¢’ et 4 utiliser la remarque 4.1, on obtient dans
tous les cas :

Re(E,, L—2z>>0, pour ( 2)ed(@xQ)N\A.
Nous auront également besoin d’estimer Im g :

ImA+|A|*Imh,
[1+A4(h—o)]*

(1.4.20) Img=Y1",%

Comme 4 (§, z) est O (| {—z|) et que A; est de classe C* sur le support
de y;, il existe des constantes C; et C, telles que

(1.4.21) |Img| > C,|[ImA|-C,|¢—z [,

pour |{—z| <8, 8 étant assez petit.
En définitive, nous avons d’aprés (I.4.18) et (I.4.21) démontré le lemme
suivant
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LeEMME 4.3. — La section s, , définie par

P(z,0)

& =_p(§)<———P(z, 0,025

+P(, 2),

vérifie les conditions :

(a) Re (&, E—z > > 0 pour (C,z) € d (Qx Q\A.

(®) 4Re <&, L~2> 2 —p Q) +c|L~z %
pour{ eV, et | C—zl < 8 out € et & sont > 0 assez petits.

(© |Img|> C,|ImA| —C,|{—z|% pour |{—z| <8 oit C; et C,
sont des constantes.

Remarque 4.2. — D’aprés I. LIEB (¢f. [7], p- 32), on peut choisir les A;
de sorte que | &; | soit O (| {—z|?), il en résulte qu’on a

|Img| > C;|ImA|-Cy|¢—z|*

Mais I’estimation du lemme nous suffira.

Remarque 4.3. — <&,,{—z)> =—p (()+g ({, 2) est holomorphe en z

etnonnul pour{e V,nQetzeQ.

Cette propriété nous sera utile au paragraphe 5 pour améliorer la solution
donnée par le théoréme 3.1.

Nous aurons besoin ultérieurement des estimations suivantes, en désignant
par V, ; I'ensemble { ({, 2); (e V, et |{—z| <8 }.

LEMME 4.4 :
(@) Pour G, 2)eV, 5, Ces—l etzedQ, ona

41<8 L=2>] 2= p©+ 1 |t=2 [+ Cs [ImAG, ).
(b) Pour{edQ,zeQ, et|{~2z| <5, 0na
4[<PE, 2), {—z)| >—§p(z)+§IC—z|2+C3|ImA(C, z)|.
(¢) Pour z€0Q, LeQet |{~2z| < 8, on a
4CP@ 0. 0=2)] 3= 2@+ [C—z[*+Cs[m Az D
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(@) est une conséquence triviale du lemme 4.3 (b) et (c) puisque
Im§,, §—z) =Img(C, 2).
On peut prendre par exemple, C; = min (Cy, CC,/4 C,).
Pour montrer (), on utilise (I.4.7), (I.4.14), (1.4.15) et lemme 4.1 (ii),
on obtient donc :
(1.4.22) 4Re(P( 2),{—z)=2Red((, 2) = —p(2)+C|{~z|

(puisque § € 0Q et zeﬁ), pour ] C—z| < 9.
D’aprés le lemme 4.3 (¢), on a

(1.4.23) |Im<{ PG, 2), {—2z)| = C; |ImA|—C, | §—z |
(b) résulte alors de (I1.4.22) et (1.4.23).
Remarque 4.4. — Toutes les estimations du lemme 4 sont des consé-

quences du lemme 4.3 (¢). Or il est clair que dans le lemme 4.3 (¢) on peut
remplacer 4 par n’importe quelle fonction B ({, z) vérifiant :

|ImA|=|ImB|+0(|{—z|).

Dans le lemme 4.4 on peut donc remplacer A par une telle fonction B,
en modifiant convenablement la constante C;. Par exemple, on 2

A(Ca Z) = _A(Z’ C)+ O(‘c_z|2),
on peut donc prendre B (§, z) = A4 (z, §). '

5. Formules explicites pour la résolution de I’opérateur d”

D’aprés le théoréme 3.1, on a une solution tangentielle de dju = f,
donnée par

u(z) = (}L(s;‘ WAL Q.

Il nous suffit donc d’expliciter la composante (p, g—1)enzet (n—p, n—gq)
en § de S p. En fait, le calcul explicite de S;° p va faire apparaitre un certain
nombre de termes triviaux que nous supprimerons, et nous allons donc
modifier la solution u, donnée par le théoréme 3.1. Nous traitons d’abord
le cas particuliérement simple et important des (0,1)-formes.

Pour alléger 1’écriture, posons
(I.5.1) 0, z)=P(z,
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P est holomorphe en z, et Q holomorphe en . On a alors

9

(1.5.2) )2
SOt

B

(en supprimant ’indice 4 dans &, pour simplifier).
La composante (n, n—1) en { et (0,0) en z de Sj* p est

. . /\
(1.5.3) v =2;’=1(—1)'-1@%ndgg1/\.../\dgai/\ A A ()

Des calculs immédiats montrent que

” g Qi " "
1.5.4 dié=——=_ .
( ) Cél <Q, (:——Z> §p+d§Pw
(1.5.5) v= z;;l(—1)“1@%;9(/\,-#%&)/\03(@)
+Zi<j(_'1)i+j &i Qj_éj Qi d”p

(§6—23"CQ,C~z)
/\(/\k*i,,-dé' PYAw (),
(I1.5.6) E.»in_&jQi=Pin_PjQi'

D’apreés (I.5.2) et (I.5.6), on obtient donc :

1.5.7) v=-— P 1 O PN
A3D v == ooty ot T A PN )

+ ;l= _1)1—1__ i
Lo & C—z)"
i+j PlQ_PQl "
+ i< (=D o d
Z ( <&,§—Z> <Q’C_Z>
AN\isi, 8 PO Ao (©).

/\j;eidé' P;ANo(0)

Le deuxiéme terme est holomorphe en z (¢f. remarque 4.3), on obtient
donc une nouvelle solution % de (I.2.4), en le supprimant

(1.5.8) o= 1_L VAL ©),
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avec
~ ( l)pol "

1.5.9) = Jﬁd P;A
e C Te7 Ny 1 N U R
Zi<] ( 1) (Pl an_Pj Ql) dup

[—p+<P, (—2>]"CQ,L—2>
/\(/\k;e,-,,-dé' PY Ao (©).

On examine maintenant le cas général des (p, g)-formes. Les termes
« triviaux » dans S p sont donnés par le lemme suivant

LeMME 5.1. — Soit B et y deux formes sur Q, x 09, , B de bidegré (0,0)
enzet(n—p,n—q)eni,y de bidegré (p, g—2) en z et (0,0) en {. On suppose
les coefficients de B holomorphes par rapport @ z. On a alors :

j BAdYNf O No(2) =
Q; % 0Q,
En effet ¢ étant d” fermée, on a
J B/\d’z'Y/\f/\<P=J BAS@AA; (Y No).
Qe X 00, Q% 0Q,

D’aprés le théoréme de Fubini, B étant holomorphe en z, on a

j BAdZYAfA¢=j d’z'[v/\wj B/\f(C)]-
QX 0Q, Q, Q

vy A étant de bidegré (n, n—2) en z, la formule de Stokes montre que
la deuxiéme intégrale est nulle.

Soit @, (§, z) la composante de type (p, 0) en z et (n—p, 0) en { de la
forme o ({—z).

On cherche la composante de bidegré (p, g—1) en z et (n—p, n—gq)
en { de la forme

(1.5.10) p=2§'=1 ﬂ—I—E"—id”é AL d/”\ﬁ,-/\.../\d"&,,/\m(c—z).
g §—z)"
On a, d’aprés (1.5.2) :

0;

1.5.11 d"E =0,— —=_dp,
@.5.10) ST ey P
avec

" Q 4
1.5.12 =—pdt| — % |tap,
1312 H=e [(Q,C z>] ‘
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Il en résulte, comme pour la formule (I.5.7), qu’on a

(1.5.13) p= ZE’=1<§ Cf;;B;pQQiC_Z>(/\j¢iocj)/\0)(c—z)
— i_l .
+Z?=1(<;ﬁ%(/\j¢i“j)/\w@“'z)
(=D (P,Q;—P; Q) ,,
+ i<j ! 2 d
IS Tr N
/\(Ak;éi,j“k)/\w@“z)-

Comme o; = —pd; [0,/ Q, {—z)]+d[ P;, la composante, de type
(p,g—1)en z et (n—p,n—gq) en {, du deuxieme terme est une somme de
formes du type BAd! v, ou B et y vérifient les hypothéses du lemme 5. 1.

On obtient donc une autre solution tangentielle du d”, en considérant
au lieu de p, la forme p’ définie par

’ n (*'l)ip QL
1.5.14 = )i N o) No (G~
R T ST N e e

(=D (P, Q;~P; Q) ., .
+Zi<j<§, (—2y< 0, C_J_Z\)dgp/\(/\kaei,jak)/\m(g z).

Fcrivons maintenant o; sous la forme

1
1.5.15 i= i“ id;’————,
021 mohmel <<Q,c—z>)
avec
p " 4
1.5.16 y=— ———d, Q;+d; P,.
( ) P (0 gy = Ot

En posant p” = (&, {—z Y { Q, {—z > ', un calcul immédiat donne
la formule suivante :

1517 W= Yi(=D'p &N\ sBAoC-2)
+ij_1i+j~1 i, j ijzd,z,< 1 )
Ty (DT 000 | S
/\(Ak;ei,jBk)/\m(C“Z)

+Zi,j(_1)i+'j8.(i’ DP; deifp/\(/\k;ei,jﬁk)/\m(f;—z)
+3 (=D e (i, j, k)P Q; Qupdy; p

" 1
N <m> AN, 5,10 BY N0 (C~2),
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ou £ (i, j) et € (i, j, k) sont les signatures des permutations (i, j ), respecti-
vement (i, j, k) (€ (i, j) = 0, € (i, j, k) = 0 si i, j et k ne sont pas distincts).
€ étant antisymétrique, le deuxiéme et le quatriéme termes sont nuls, on
obtient :
(I.5.18) p"= Zi(_ 1)'p Qi(/\j#iﬁj)/\w(z;_z)
+Zi—j(_1)l+J(Pi Q;,—P; Qi)dgp/\(/\k¢i,j B Ao (—2).

Remarquons enfin que, d’aprés (I.5.16), la composante (p, g—1) en z

et (n—p, n—q) en { de p’ est la méme que celle de la forme v, définie par

(_ l)i—l (_ p)q Q " "
(1.5.19 = Yr LNl Qi+ di PY Ao (G-
) ov= 2 B G2y 0, (e i Gt AP R0 =)

+Zi<j(_1)i+j(_p)q_1(Pi Q,—P; Qi)dn
(6 8—2z)"CQ,8—z)!
/\(Ak#:i,jd;’ Oi+d; P)ANo(C—2).

On obtient donc le résultat essentiel de cet article.

THEOREME 5.1. — Si fest une forme d"-fermée, de type (p, q) de classe C!

dans Q, on a une solution u de type (p, q—1) de I’équation dyu = f, au sens
de (1.2.4), donnée explicitement par

u(z>=cif VAL,
ol z€ 0Q et o V est la composante de type (p, q—1) en z et (n—p, n—q)
en { de la forme
- n (_l)i_l(_p)q Qi A (d" -+d”P- A
v Zt=1[_p+<P, C—Z>]"< Q, Q—'Z>q J#t( z QJ (4 1) C‘)p(C9 Z)
(=)™ (=p)" ' (P Q;—P; Q) .,
+Y,<; J i d
z T=p+<P, {—2)]CQ, L—2)"
AAk#i,j(d,zI Qk+dZ Pk)/\(’)p(c, z),
ot ®, est la composante (p, 0) en z (n—p, 0) en § de & ((~z), P (G, z) étant
définie par (1.4.6), et avec Q ((, z) = P (z, §) (p désigne p (0)).

On remarquera que P; Q;—P; Q; est nul pour { = z.
Il nous reste maintenant a expliciter la solution donnée par le

théoréme 3.2.
Avec les notations du théoréme 3.2, on choisit

§1=P(C’ z) et E2=—-0C(, Z)=—P(Z, 0.
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La solution u est donnée par

(1.5.20) u(z)=lj F*uAf(©),
Ix0Q

n

ou F est I’application

Ix0Q, x 00, > E,
(t5 Q Z) - (lP—(l_t) Q, t.w Z)'

Seule intervient la composante de F* pde degré 1 en ¢, de bidegré (p, g—1)
enzet(n—p,n—q—1)enl.Ona
(_ 1)i— 1 F.

AN
LdF A ... NdF;A ... NdF, Ao (—2).

1.5.21) F*p=)>1
( ) p=2 1(F,C—Z>"

La composante cherchée est donc la composante (p, g—1) en z et
(n—p,n—q—1) en { de la forme

_\iti-1 ST .
1.5.22) v, D (O g OF g,
(F,{—2z)" ot at
A(/\k#i,jd”Fk)/\m(C_z)-

Soit encore par un calcul élémentaire

iri-1 PiQ;—P; Q;
1.5.23 peg (=T R i gy
( ) Yi<i(—1D) Fioay

ANesi j[td; Po—(1—1)d; Q] Ao ((—2z).
La composante cherchée est aussi la composante (p, g—1) en z et
(n—p, n—q—1) en ¢ de la forme
(=P Q;—P; Q) (A—y !
[1<{P, ~z)—(1-D<Q, {~z)]"
ANsi, j(d; Qu+d] PY Ao (§—2).

1.5.24) i<

Un calcul élémentaire montre que

(1.5.25) J] (—p e _ DT @=Din—g-D!
0 CP—(1=0 0, C=z2)"  nI(P, L2y 0, L=z "
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On obtient donc le théoréme suivant :
THEOREME 5.2. — Si f est une forme d’-fermée, de classe C' dans £_2,

de type (p, q) (avec 0 < q < n), il existe une solution u e ‘Kg,q_l (0Q) de
Péquation d] u = f au sens de (1.2.4), donnée & I’aide d’un noyau K sur oQ :

u(Z)=J K& 2)AfQ©),

o0,

ol ze 0, et ou K @&, 2) est la composante de bidegré (p, q—1) en z
et (n—p,n—q—1) en { de la forme K :
(-1 (P;Q;—P; Q)
(P, E—z)" 4 Q, 8-z}

c(n, q) est la constante ((q—1)! (n—gq—1)Y/c,n! et ®,(,z2) est la
composante (p, 0) en z et (n—p, 0) en { de ® ({—2).

P et Q sont définis comme dans le théoréme 5.1.

Dans le cas n = 2, il faut remplacer dans X le symbole

Akaei,j(d;’ Qw+d; Py)

K=c(n, q)Yse;

Ak=i,j(d;l O +d; PYNw, (G, 2),

par la constante 1.
Remarque 5.1. — Dans le cas des (0,1)-forme, on a simplement

~ . 1 DI l(p; P;Q;
K(S’ Z)=' Zl<]( ) f IQJ Q)

(P, E=z)"7<Q,0~z)
Remarque 5.2. — Dans le cas oll Q est strictement convexe et ou f est

de type (0,1), un calcul élémentaire (on a P; = 8p/d(;) donne la formule
simple suivante pour X :

(A k#i,jdg PYAo(©).

dé [< P(Z), C>]/\d1p/\(d/d// p)n—Z
(P, L—2z)"" 1 P(2), L—2)

ou p est fonction de {, et ou c, est une constante.

K@ 2)=¢,

Remarque 5.3. — Toujours avec les hypothéses de la remarque précédente,
la forme du théoréme 5.1 s’écrit encore (par un calcul élémentaire) :

,,[ pd'd'p+(n—1)dpAd’p]Ad, [{P(2), {Y]A(d' d’p)""?
[=p+<P©), —z)]"(P(2),{—z) ’

V=

ou encore
/0"(d d"Log—p)" "N [{ P(2), )]
"[—p+<{P©), (~2z>]"<P(2), {2z
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6. Vérification des conditions aux limites

Il nous reste a vérifier les conditions (iii) des théorémes 5.1 et 5.2. Nous
avons besoin auparavant de quelques lemmes.

LEMME 6.1. — Soit i, Dinjection canonique de 0Q, dans C" et o une
(n, n—2)-forme sur Q, on a
i¥(d'pAa)=0. .
En effet, comme p = —g sur 6Q,, on a
ig (d'p+d"p) = if (dp) = 0.
D’ou i¥(d"pAa) = —i} (d'pAa) = —i*(0) = 0.

LEMME 6.2. — 1l existe des constantes C, et Cs telles que, pour { e Q
et ze 0Q, on ait

_ 2
—_ _.p_(gz._.. < C4 et LZ_I__ < CS'
1< Q. ¢—2)| 1< 0, ¢—z)|
Pour (§, z) e V, 5, les majorations résultent du lemme (4.4) (c). Pour

G 2)¢V, et 2) € Qx 09, les fonctions considérées sont continues.
Nous allons démontrer que

(1.6.1) lima_.ojv F*uAy
IxoQ % dQg

-—rlims_,oj‘ F*uAy = F*pAvy,
I X0, % 0Q Ix0Q%0Q
avec ¥ = f(O Ao (2)

Par des considérations de bidegré, analogues a celles faites dans (I.5.21)
et (I.5.22), nous voyons que seule compte la composante de bidegré (p, g—1)
enzet(n—p, n—qg—1)en{ de la forme
() Ay ) oF oF; ,

-2 |(F,—L—F; dtA(N, z; ;d"FYNo(E—2),
<F, C—Z>n 61 J Bt ( k#i, j k) (C

avec F(t, 4, 2) = t ((—2)+(1—1) &, (¢f. (1.3.6)).

(1.6.2) s’écrit donc encore :

(1.6.2) Yic;

GO _INE _(F _ T\
(1.6.3) Zi<jm[(§i 2)§;—(C;—z;) &) dt
/\(Akaei,jd"Fk)A(D(C—z)-
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Envisageons d’abord le cas de Iintégrale sur Ix 8Q, x 09, , dans ce cas
(1.6.4) F(t,42)=t((—2)+(L—1) P 2).
Pour |{—z| < §, on a, d’aprés (I.4.22) :
4Re(F,{—z)> = 4t|(—z|°+(1-DC|{—z|* > C|¢—z]?,
en supposant C < 4. D’autre part, on a, d’aprés (I.4.23),
[Im{F,{—z)| >2(1-0[C,|ImA4|-C,|{—z|*].
Il en résulte

1.6.5) 4I<F,C—z>|>~§l§—z|2+C3(l—t)]1mA|.

F étant de classe C! sur (6Q><§)\A, il est clair que (I.6.1) est vrai
lorsqu’on restreint le domaine d’intégration a

(Ix0Q,x0Q)n{(, 2); |{—z| >n}, pour chaque n > 0 fixé.

Il nous suffit donc d’avoir une propriété d’uniforme intégrabilité de F* p

au voisinage A.

De fagon précise, nous montrerons, dans le paragraphe 7 (lemme 7.2),
consacré aux estimations, qu’il existe une constante C, indépendante de 1,
get { e 0Q telle que

(1.6.6) j |¢—z|[C|¢—z|*+2C5(1—1)|Im A|] "dtdS,(z)
Ix [0Q:NB (5, n)]

< Cgnlog?n.
Compte tenu de (I.6.3), (I.6.4) et (I.6.5), la majoration (I.6.6) entraine
limeao‘[ (F*WAY = (F*wAY.
1% 00 % 00, I%0Q; X 0Q,

De plus (I.6.6) montre que F* p est intégrable sur 7x 0Q x 0Q.
Dans le cas de I’intégrale sur I x 0Q; x 0Q,, on a

F(t, 5 2) = t(C=2)+(1-1)E,

, 0
=—p@)—=—— +P
€ p(C)< 0175

D’aprés le lemme 4.3 (b) et (c), on a
4Re(F,{—z) = 4t|{—z*+CA-0)|{—z|* = C|¢—z %,
]Im(F, C—z)] =>(1-1[C, |ImA|—C2|<‘;—z'|2].

(1.6.7)
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Il en résulte la méme estimation que dans (I.6.5) :
C |
1.6.8) 4|<F,§—z>|>ilC—z|2+C3(1—t)|ImA|.
Comme dans le cas précédent, il faut calculer la composante (p, g—1)
enzet(n—p, n—g—1)en { de la forme

(- [G—2)8,—(—Z)E]
.[69 = i<j . dt
169 =L (F, {—2p"
/\(Ak;éi,jd"Fk)/\m(c_Z)-

Mais a la différence du cas précédent, & et F ne sont pas de classe C*

dans Qx0Q,, il nous faut étudier les termes ayant @, {—z) au
dénominateur. Or d’aprés (1.6.7), on a

(I.6.10) d'F; = t(dg—dz)+(1—-1)d" &,
- " " Qi "
1.6.11)  d'¢, = d/P,— d
( R Rl
p n " 1
- &o-pod —— )
(o= ore <<Q,c—z>>
On peut donc écrire :
" _ (1—'t)Qt " H( 1 )
1.6.12) d'Fi=v,— ——=_dip—(1-)p Q;d;{ ——— |
(@612 N gty P UTIR e oy
avec
1.6.13 ,-=t(d_i—d_,-)+l—t)[d”P;——,p—— d; ]
(16.13)  p=t(dG=dz)+(L=0)| df P d1 0

D’aprés le lemme 6.1, les termes de F* u, ol apparait d/ p, donnent
des intégrales nulles sur 7xdQ, x0Q,. Dans le calcul de I’intégrale sur
Ix 0Q, x 0Q,, il nous suffit donc de considérer la composante ( p, g—1) en z
et (m,n—g—1)en{ de

1.6.13) v= 3~y EDGTDG g AL yonee-2)

<F’C_Z>n_
C(—1 i+j+x€(s J, k)(Ci_Ei)aj Oy P(l—t)d
+Zl,],k( ) <F, §_2>n 1

1
N[ —— AN, ; Ao (- z),
<<Q,§—z)> Nga, joioYD) E—2)
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ou €(i,j) et €(i,J], k) sont les mémes que dans (I.5.17).
Comme ¢ (i, j, k) est antisymétrique, on obtient d’aprés (I.6.7) :

/ v+ €0 J _i_—i) J
(1.6.14) ¥ = X, ,(~1) %M(Amm)m@_@

_Zi j<k(_1)i+j+k8(i’ Js K)Gi—z)(P; Q=P Q)
' <F,C—Z>n<Q,(;-—Z>2
xp(l=-0)dtANd;( Q,§{~z >)/\(Al¢(i,j,k)Yl)Aw(C—Z)'

D’aprés le lemme 6.2, les &; sont bornés ainsi que les coefficients des
formes ;. Les coefficients du premier terme dans (I.6. 14) sont donc majorés
par Cte|{—z|/|(F,{—z)|" Comme P; Q,—P, Q; est O(|{—z]) et
que les coefficients de d7 (< Q,{—z)) sont O(|§—z|), les coefficients
du deuxiéme terme de (I.6.14) sont majorés par

R T S [
[<F, C—z)|" |<Q,t—z>| |<Q,5—2)]
C’est-a-dire, d’aprés le lemme 6.2, par Cte | {—z |/| ( F,{—z > |"

Les coefficients de t’ sont donc tous O (|{—z |/| ( F,{—z > |".

D’aprés (I.6.8), il nous suffira donc de démontrer la propriété d uniforme
intégrabilité suivante :

C

(1.6.15) |[t—z|[C|¢—z|*+2C3(1—1)|ImA|]™"

Ix [0QenB (z,1)]

xdtdS, () < csmlog?n,
ou cg est indépendant de €, n et ze€ 0Q. 1l en résultera
]ime—»OJ‘ (F*m Ay = (F*m)AV.
I %00 X002 Ix0Qx%xoQ
Remarquons que, d’aprés N. OVRELID ([26] p. 147), on a
AG 2)=—Az O+ 0(|L—z ),
il en résulte que (I.6.15) est équivalente a (I.6.6) (c¢f. remarque 4.4).

Il nous reste maintenant & vérifier les conditions (iii) du théoréme 3.2.
La condition

limsﬂoj FipAy = FipAy

I x0Q; % 0Q, IxoQx%x0Q

est exactement la méme que celle du premier cas envisagé au début de
ce paragraphe (puisque &; = P).

TOME 104 — 1976 — N° 3



VALEURS AU BORD 263

La condition

limwo'f FuAy = F3pAY,
IX0Qe X002

Ix2QxoQ

se traite de fagon tout a fait analogue a la précédente (on a &, = Q) en uti-
lisant le lemme 4.4 (¢), et conduit & la condition (I.6.6).

7. Estimations des solutions

Les théorémes 5.1 et 5.2 ont été démontrés en supposant f de classe C*

dans Q. Dans le paragraphe 8, nous montrerons qu’ils sont vrais avec
des hypothéses beaucoup plus générales sur f. Mais le passage a la limite
sur la régularité de f nécessite de disposer d’estimations pour la solution u
et pour les noyaux v et K. Ces estimations font I’objet du présent paragraphe.
Nous démontrons également (I.6.6).

Pour chaque § € ¥, , nous utilisons en suivant [7], [10] et [26], un sys-
téme de coordonnées dans R?” ayant p (z)—p ({) et Im 4 (§, z) comme
deux premiéres coordonnées. D’aprés N. OVRELID ([26] p. 150) et
G. H. HeEnKIN ([9], § 3), nous avons comme conséquence du lemme 4.1 (iv)
et du théoréme des fonctions implicites, le lemme suivant :

LeMME 7.1. — Il existe des constantes €3, Ry et Cy > 0 et, pour chaque
teV,,, une application de classe C', w, : B (§, €o) — R?"), du type suivant
ZH(wl = p(Z)—p(L:), Wy = ImA(Q: Z), W3, - .0y w2n),
avec w,(§) =0, et telle que w, admette une application inverse

Z, : B(0, Ry) — B (§, &), de classe C', vérifiant :

() || w; @) || < Co pour tout ze B (L, &),

(i) || Z{ (w) < || Co pour tout we B (0, Ro), (w; (2) désignant la dérivée
de w, au point z).

D’aprés le lemme 4.1 (iv), on a bien entendu un énoncé analogue
en échangeant les réles de § et z

LEMME 7.2. — Il existe une constante Cg, indépendante de m, de €, et de
(e dQ, telle que

f [¢—z|[C|¢—z*+2C5(1—1)|ImA|]™"
Ix [0QsNB (5, n)]
xdtdS,(z) < Csnlog’n.
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Soit J lintégrale du lemme 7.2. Dans les estimations suivantes,

C, désignera une constante ne dépendant que de C,. D’aprés le lemme 7.1,
on a

J<cgj |w|[C|lw|*+2C;Ci1—1)|w,|]™"
Ix {wi=—¢,|w| <Con}

xdtdw, ... dw,,.

Utilisant les coordonnées polaires pour les variables ws, ..., w,,,
on obtient :

1 Con Con i
JLCy| dt dr [r2 + th_]"'”r (12273 dup,
0 0 0

(*Con (*Con

1
J<Cy dr dwzj‘ [r?+tw,] ™' dt,
0

JO JO

(*Con (*Con
J<cy| dr 1og(1+w—;>d—w-2,
Jo Jo r* ) w,
(*Con (*Conr~2 du
J<Cy dr log(1+u)—.
u

Jo Jo

Par des majorations élémentaires (du type

X du 2
log(l4+u)— < 1+log“2X ),
0 u

on a encore

Con 1
J< CQJ [1+1og?(2Conr~?)]dr = C) Conj l:l+log2<c 2nt):|dt
0

0 0

Soit
J < Cgmlog®n.

Le lemme 7.2 achéve de justifier les passages a la limite du paragraphe 6.
Le lemme suivant étudie les propriétés de sommabilité uniforme sur
le bord dQ, des noyaux du théoréme 5.1.

LeMME 7.3. — Il existe pour o > n une constante C, (o) et des cons-
tantes Cg et Cy indépendantes de C € Q, telles que :

@ [ [-p@+E=zP+Imaq 2[] a5 < G [-p@OF
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®) j [—p(©]*dS(2)
0. | —p+( P, {—z)|"|<Q, {—z)|

© [ Lrerire-reol
. | —p+{ P, §—2z>["|<Q,{—z)]

< Cg;

dS(2) < Co[—p ()]

I1 suffit de montrer 1’estimation (a) pour { € ¥, N Q, et on peut restreindre
I’intégration sur 6Q, a 0Q, N B({, g,), de telle sorte qu’on peut utiliser
le changement de variable du lemme 7.1. Appelons J (o) 'intégrale de (a),
on a

J(@) < Céj

{w1=0,| w| <Coto

} [—p®+Co?|w|*+]|w,| ] dw, ... dw,,
En utilisant les coordonnées polaires, on a
Cogo Cogo
J(a)SC&f drj (=p+r*4wy) " r*" 3 dw,.
(1] 0

On majore en intégrant de 0 a + o0 :

+ oo
J(CX) < C;)J\ (_p+r2)—a+1 r2n—3 dr,
0

J(@) < CB(-P)”_“j w(1+t2)_°‘“12"'3dt,
0
J(@) < Cy (@) (=p)""

En utilisant le lemme 4.4 (a) et (¢), ainsi que la remarque 4.4, on voit que

(I.7.1) | —p+<(P, —z>|"|<Q, {—2z )|
>C'[-p@+|¢—z|* +|Im A, 2)]"",

ou C’ est une constante convenable.

Il suffit alors d’appliquer le (a) avec o = n+gq.

Pour démontrer le (c), on remarque que P; Q;—P; Q; = O (|{—z ).

D’aprés (I.7.1), on est ramené & D’estimation (@) avec o = n+¢g—(1/2)
(on « simplifie » par |{—z ).

Le lemme 7.3 nous permet de donner des conditions sur f qui assurent
Iexistence d’une solution ue L) 4—1(0Q) pour I’équation dy u = f.
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PropPoSITION 7.1. — Si les coefficients de f et de 8™ '/2d"p\f sont
des mesures bornées sur Q, la solution u de Iéquation dju = f donnée

par le théoréme 5.1, appartient a L;l»,q—x Q) et on a

ll]les ooy < COULS (i +[[872d"p A S []2)-

(6 désignant la distance a 0Q).
Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 7.1,
de I’expression explicite de u dans le théoréme 5. 1, et du théoréme de Fubini.
Le lemme suivant nous permettra d’obtenir u € L* (6Q).

LeEMME 7.4. — Soit u une mesure > 0, bornée sur Q, telle qu’il existe
des constantes o > n et C > 0, de sorte que, pour tout t > 0 et tout x € 0Q,
on ait

p[D(x, )] < Cr

Alors il existe une constante C(Q, &) indépendante de p et de ze 09,
telle que

[ [-p@+le-zp+mac 21"
S C(Q, W)SUP;so,xcant “R[D(x, 1)].

D (x, t) est la boule de Hormander définie dans I’introduction).

Utilisons le syst¢éme de coordonnées du lemme 7.1, en échangeant
les roles de § et z, et remarquons que, d’aprés la condition (iv),
d. A, 2) |c=z = d’p (z) du lemme 4.1, nous pouvons choisir pour coor-
données wjy, ..., w,, un systéme de coordonnées réelles du plan tangent
complexe en z a Q.

Appelons D’ (z, t) la pseudo-boule, définie par

1.7.2) D'(z,)={4eQ; —p©)+|¢—z|*+{Im A, 2)| < t}.

~ Comme la fonction —p(Q)+|{—z|*+|ImA((, 2)| est équivalente
a |wy |[+|w|*+|w,|, la pseudo-boule D’(z,t) est « équivalente »
a la pseudo-boule D (z, t) au sens suivant

D(z, Cit)c D'(z, ) = D(z, C,t)  pour 0<t<g}, zedQ,

C, et C, étant des constantes ne dépendant que de Q.
Il en résulte que

(1.7.3) t7*u[D'(z, ] < t7*u[D(z, C,0)}.
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L’intégrale J du lemme 7.4, s’écrit d’autre part :
+
(1.7.49) J =J‘ t™"du(t), en posant u(t)=p[D'(z, 0]
0

En intégrant par parties, on obtient :
€0 €0
1.7.5) J t7"du(t) = sg"u(eo)+nf 7" () dt.
0 0

Le lemme 7.4 résulte trivialement de (I.7.5), (I.7.4) et (I.7.3).

PROPOSITION 7.2. — Si la mesure p = |f|+|87Y>d"pAf| vérifie
Phypothése du lemme 7.4, la solution u du théoréme 5.1 est dans Ly, (09Q),
et on a

H u l|L°° @y S C(Q, a)sup,>q,.cant “H[D(z, 1)].
Remarquons que, d’aprés le lemme 4.4 (c), on a
|<Q,¢—z>|>Cte|p|"?|—z|

Il en résulte, d’aprés le théoréme 5.1 et le lemme 4.4, en faisant des majo-
rations et minorations élémentaires, que

dp(€)
1.7.6 <C .
( ) lu(2)| < te.[ﬂci—p+<P,C—Z>l"

La proposition est alors une conséquence immédiate de (I.7.6) du
lemme 4.4 (a) et du lemme 7.4.

On étudie maintenant les propriétés du noyau K (€, z) du théoréme 5.2.

LEMME 7.5. — Pour tout B < 2n/(2n—1), il existe une constante C (B)
telle que

(a) J |IE(C, 2)|PdS () < C(B) pour tout zedQ.
oQ;

(b) J |I~((§, 2)|PdS(z) < C(B) pour tout {edQ.
a0,

Compte tenu de ’expression explicite de K dans le théoréme 5.2, et
du lemme 4.4 et de la remarque 4.4, il nous suffit de démontrer le lemme

en remplagant I~< par le noyau [ (—z l/(l {—z |2+| Im A (, 2) |)n’ ou encore
par le noyau (|{—z[*+|Im 4, 2) |)~"* @/,
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En utilisant le systéme de coordonnées du lemme 7.1, il suffit d’évaluer
I'intégrale

Coto Coto
j er (2 4 wy) "R 202023 gy |
0 0

Il est élémentaire de vérifier que I’intégrale converge pour p < 2n/(2n—1).
En utilisant un lemme classique sur les noyaux (c¢f. par exemple

N. KerzaN [15] p. 328), il résulte du lemme 7.5 que K est continu
de L' (0Q) dans L°(0Q) pour tout s vérifiant :
1 1.1 2n

T=I4C -1, B< .
s r B 2n—1

On a donc le résultat suivant.

PropoSITION 7.3. — Le noyau K donnant la solution u du théoréme 5.2
est continu de L™ (0Q) dans L*° (0Q) pour tout s tel que 1/s > (1/r )—(1/2 n),
on a donc

Hu Ls (o) S C(Q, S)Hfb

En particulier, K envoie L' (0Q) dans L' (0Q), et L* dans L*.

Lr (0Q) > 1<r<+w, 1<S<+OO.

Il nous faut justifier le remplacement de la norme || S|r@ay pAT
155 |l-oy> O f5 est défini par (I.1.4). Soit (v, v,, ..., ¥,) la base duale
du champ de repére en (eq, e,, ..., e, défini comme dans (I.1.4), on a

f = ?1 /\g+fb s
ou g est de type (p,g—1) et f, de type (p, g). Il en résulte que
1.7.7) KAf=KA¥,Ag+KA S,

Soit i I’injection canonique de dQ dans C". Comme i * (d’'p+d”p) = 0,
on a

(1.7.8) i*(KAd"pAg)=—i*(KAd'pAg) =0,

car IE’/\d’p/\g est de bidegré (n+1, n—2).
Comme v, est proportionnel a d”p, il résulte de (I.7.8) :

i*(KAY, Ng) = 0.
D’aprés (I.7.7), on a donc
(KA Sf)=i*(KAS,)

ce qui achéve de démontrer la proposition 7.3.
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8. Régularisation

L’objet de ce paragraphe est de montrer que le théoréme 5.1 est encore
vrai lorsque f vérifie seulement les hypothéses de la proposition 7.1,
la forme u appartenant alors a L;,q_l (0©Q). On procéde en approchant f
par ses régularisées mais ’exposant —1/2 et la présence de d”p dans
le terme (—p)~'/2 d"p Af compliquent la situation et nécessitent quelques
précautions.

Soit x e 2 (C,) une fonction positive, telle que Jx(g) dr(@) =1 et

telle que y soit a support dans la boule de rayon 1/2. On pose

% (§) =8'2"x<—c—)-
€

Soit f~ le prolongement de f par 0 en dehors de Q.
On considére les formes régularisées f, :
(I.8.1) Je= 1% %
On suppose que p a été choisie de sorte que
(1.8.2) |gradp| <1 sur Q.

Il en résulte que f, est d”"-fermée et de classe C* dans 55. On peut donc
appliquer le théoréme 5.1 & f, dans Q,, il existe u, e L} ,_, (0Q,) telle que

(1.8.3) J fe/\fp=f u; Ao,
Qg Qe

pour toute ¢ d’-fermée de classe C' dans Q, avec

(1.8.4) Uy (2) = L V.6, 2N L),

ol v, (, 2) est le noyau du théoréme 5.1 pour 'ouvert Q,, et ou z e dQ,.
Remarquons que le noyau v, est donné par la formule du théoréme 5.1,
dans laquelle on a remplacé —p par —p—g, puisque P (, z) est définie
pour z eQ et Ce V,,. Il en résulte, d’aprés la proposition 7.1, qu’il existe
une constante C (Q) indépendante de ¢ telle que

1.8.5) || us]|ee gy < C@OL| fellzt @n+il pe| "2 d"p A £, ||t @)
ol p, = p+e.
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L’estimation de p, |~ d"p A 1 fait D’objet des lemmes
e e |L1(Q0) ]
qui suivent.

LEMME 8.1. — SoitpunemesuresurQtellequejv lp|""?d|pn|<+o0;
Q

il existe une constante C (Q), indépendante de € et de |, telle que
Jﬂ lpal—uzlﬁ*xsldk < C(Q)Jﬂlp]—1/2d|u[.
On peut supposer p > 0. Il s’agit d’évaluer I’intégrale

(1.8.6) I =L [—p*;(Z)]'”zﬂl?»(Z)J‘Q Xe (E—2)dp().

On évalue d’abord I’intégrale

8.7 I =j - du(C)L1 [-P.@] % G—2)d\(2).

On majore I; par

(I.8.8) 11<8_2"||XH00J~ . du(C)J [—p. ()] 2 dr(2).
P> -2e QunB (. ¢/2)

Comme[ di|/t = 2 /&, lintégrale en z est majorée par C (Q) Jee
0

on a donc

(1.8.9) I <|Ix”wC(Q)a'”2J
]

< IIxIIwC(ﬂ)\/ﬁf

p ()=

au(©)

©=-2
|2 .
—2¢

On estime maintenant I’intégrale I, :

(1.8.10) I, =L [—PE(Z)]—”zd?»(Z)jn X (E—2) dp(©).

Sur le domaine d’intégration de I, on a |[{—z|(¢g/2et —p(§) ) 2¢,
d’aprés (I.8.2), on a donc

3¢ 1
—pe(2)>—p(O)— 5 >—£-1p(<§)-
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Il en résulte

IzS%f [“P(C)]—llzdll(C)f X (C—2)dA(2),
Q2¢ Qg

(I.8.11) I, < %L [—p @] dn(}).

Le lemme résulte alors de (1.8.4), (I.8.9) et (I.8.11).
Le lemme suivant tient compte du fait que la multiplication par d”p
ne commute pas avec la convolution.

LemMME 8.2. — 1l existe une constante C (Q), indépendante de ¢ et de f,
telle que

1P| "2 [@'PAf) ke xe—d"p Af K x)] ||t @ < C@ V2| 11
Par un calcul immédiat, on a
(I.8.12) dpAf)ykx.—d"p A(f k%)
= Lﬂ X (E—=2)[d"p()—d"p(2)] A f (©),
ol la notation d”p (z) (un peu ambigué) désigne la valeur de la forme d/p,
au point { = z.

Désignons par J, le membre de gauche de I’inégalité du lemme 8.2,
on a donc, d’aprés (I.8.12) et (I.8.2),

(1.8.13) JssL [—pa<z)]‘“2dx(z)Lnxsa:—z)lq—z|lf@l.

Comme |{—z

< €/2 sur le support de y, ({—z), on obtient :

0819 s< ] 5@l [-n@l o
Qc QenB (L, e/2)
En majorant de maniére identique a (I.8.8) et (I.8.9), on a
Ja S 81/2 “X Hoo C(Q)Hflll

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des lemmes 8.1, 8.2
et de (I.8.95).

LeMME 8.3. — Il existe C(Q) indépendante de € et de f, telle que
e lles oo < C@LIf [+ o7 d"p A f |11,

ot u, est donnée par (1.8.4).
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Pour ¢ assez petit, 6Q, est C' difféomorphe a 0Q, soit @, : dQ — 0Q,
un tel C*'-difféomorphisme, choisi de telle sorte que ®, — Id quand & — 0,
uniformément en norme C! sur 8Q.

On va montrer que u, o ®, converge vers u dans L* (0Q), ol u est défini par

(1.8.15) u(z)=L) V(G DAFE), zedQ.

Pour alléger les notations, nous emploierons abusivement u, au lieu
de u, o @, et v, ({,z) au lieu de v, (§, @, (z)). Nous allons d’autre part
tronquer f au voisinage du bord a l’aide d’une fonction Y, e 2 (C"),
telle que 0 < Y, < 1, Y, étant a support dans Q,_ et égale a 1 dans un voisi-
nage de Q;,, (n > 0).

On pose alors

( f'=Vf, ==V
L =M %%s =™k ke

de sorte que f, = f1+f et f=f"+fM
On a alors (avec I’abus de langage déja signalé) :

(I.8.16) ‘

(1.8.17) us—u=J vz/\fe’“—f VA fm
o Q

+J (Ve—V)/\fe"+J VA=Y,
Qn Qn

avec € < 1.
Soit & > 0 donné, on choisit 1 assez petit de sorte que

(1.8.18) [+ IIL=p] 2o A f ™|y < o

D’aprés le lemme 8.3, il en résulte que les deux premiéres intégrales
de (1.8.17) sont majorées en norme L' (6Q) par C (Q) o, uniformément en &.
n étant fixé, v, — v uniformément sur dQxQ, quand &€ — 0, f; étant
bornée en norme L' (Q) indépendemment de ¢, la troisiéme intégrale
de (I.8.17) tend vers zéro uniformément en z quand € — 0. Enfin v étant
continu sur 0Q, x Q,_, les propriétés élémentaires de la convolution montre
que la derniére intégrale tend vers zéro uniformément en z quand ¢ — 0.
On a donc finalement

(1.8.19) lims_,o||us_u”l‘1(ag)=0.
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Un passage a la limite, dans (I.8.3), montre que J fAo =J ulo,
Q oQ

pour toute ¢ d’-fermée de classe C' dans Q.

I1. Résolution de I’équation i d’ d” W = 0
et zéros des fonctions de la classe de Nevanlinna

1. Préliminaires et énoncé des résultats

On se propose de montrer que les théorémes d’existence, obtenus pour
I’opérateur d”, entrainent un bon théoréme d’existence pour I’opé-
rateur id’ d”, permettant de caractériser les zéros des fonctions de la classe
de Nevanlinna par la condition de Blaschke. On adopte le point de vue
des formes différentielles et des courants, qui fut utilisé systématiquement
pour la premiére fois par P. LELONG [21], dans les problémes de zéros
de fonctions holomorphes. Nous allons donc résoudre dans Q 1’équation

(I1.1.1) idd'w =6,

ol 0 est un courant, positif, fermé dans Q, de bidegré (1, 1). Nous renvoyons
a P. LELONG [22] pour les notions relatives aux courants positifs, fermés
et & [20] et [21] pour les relations entre les courants positifs fermés et
les zéros des fonctions holomorphes. Nous rappelons simplement les résultats
suivants :

0 s’écrit canoniquement :
(11.12) 9=i21<j’k<nejkd2j/\d2k,

ol les 0; sont des mesures. La condition de positivité signifie que,
pour tout Ae C", on a

(I1.1.3) 21$j,k$nej,k7"j}"k>0'
La mesure > 0, 6 = 2 Z'}=1 0;; , est appelée la mesure trace et majore
les coefficients de 0.
Si B est la forme P = (i/2)d’d" |z |*, o est encore donnée par
ﬁn—l
(n—1)!
Le cas particulier le plus important est celui du courant d’intégration [X]

sur une hypersurface complexe X de Q, o est alors la mesure aire de X.
Plus généralement (cf. [21]), on peut considérer le cas d’un diviseur sur Q.

(I1.1.4) c=0A

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 18



274 H. SKODA

DEFINITION 1.1. — On dira qu’un courant positif 0 sur Q (resp. une hyper-
surface X de Q) vérifie la condition de Blaschke si

(I1.1.5) Jﬁ(z)dc(z)<+oo <resp.j ES(Z)(ﬁn—_1 <+oo>.
Q x

n—1)!

DEFINITION 1.2. — Nous dirons qu’une fonction plurisousharmonique W
dans Q (resp. une fonction holomorphe F dans Q) appartient a la classe
de Nevanlinna si

g supa>0j W*(2)dS,(z) <+
(I1.1.6) o0
( (resp. suppoj log™|F|dS, < +oo>,

Qg

\

avec W* = sup (0, W).
Nous avons le résultat suivant.

TufOREME 1.1. — Si le courant positif, fermé, 0 vérifie la condition
de Blaschke et si la classe de cohomologie de © dans H?(Q, C) est nulle,
il existe une fonction plurisousharmonique W dans la classe de Nevanlinna,
solution dans Q de I’équation id’' d" W = 0.

En fait, nous montrons dans I’appendice I que W vérifie une propriété
un peu plus forte que (IL. 1.6). Lorsque 8 = [X], la solution W de ’équation
(i/myd' d" W = 0 est, d’aprés P. LELONG ([21], p. 261), du type log | F |
ou F est holomorphe dans Q, le théoréme 3 de l'introduction est alors
un corollaire du théoréme 1.1.

Pour résoudre 1’équation (II.1.1), nous suivons la méthode classique.
Nous commengons par résoudre 1’équation

(I1.1.7) idw=20
au sens des courants dans Q, puis nous décomposons w :
(I1.1.8) w=—w; o+wp 1,

ol wy o et wy, 4 sont de bidegré (1, 0) et (0, 1).
D’aprés (I1.1.7), wy 4 est d"-fermé. Soit donc U une solution de

(I1.1.9) d"U=w,,.

TOME 104 — 1976 — N°3



VALEURS AU BORD 275

Des calculs classiques montrent alors que W = 2Re U est solution
deid’ d” W = 0. Lorsque 0 est de classe C* et que Q est convexe, w et Wy, 1
sont donnés explicitement par les formules d’homotopie classiques

1
(1.1.10) Wy, = ?j’kl:J‘o tZkekj(tZ)dtilej’

Wi,0 = Wo,1-

Le plan de la démonstration va donc étre le suivant. Dans le paragraphe 2,
nous ¢étudions les propriétés des coefficients de 6 liées 4 la condition
de Blaschke. Ces propriétés nous seront utiles pour estimer w, ;.
Dans le paragraphe 3, nous supposons Q convexe, et nous étudions alors
la solution w,, ;, donnée par (II.1.10), nous montrons que w, , satisfait
aux hypothéses du théoréme 1 (de I’introduction) :

(I1.1.11) J |wo, 1| <+00 et j 82| d"p Nwq 4 | < + 0,
Q Q

en supposant d’abord 6 de classe C', puis 0 quelconque en utilisant
une régularisation et un passage a la limite faible. On peut donc appliquer
le théoréme 1 et obtenir U, et par suite W ayant une valeur au bord
dans L' (0Q). Le paragraphe 4 traite ensuite le cas ol Q est strictement
gseudoconvexe (non convexe). Le paragraphe 5 résoud la petite difficulté
aui provient du fait que la valeur au bord de la solution U est une valeur
pu bord au sens de la proposition 2.1 du I et non pas au sens usuel.

L’appendice I donne une autre solution de cette difficulté et montre méme
que W est dans la classe de Nevanlinna en un sens fort. De plus, I’appendice I
montre le role (caché en apparence) du potentiel de Green du courant 0.

Nous utilisons trés souvent la possibilité d’approcher 0 par des courants
régularisés 0 » X, qui sont également positifs et fermés, et de faire un
passage a la limite faible pour les solutions w, et U, correspondantes,
sans répéter a chaque fois des arguments classiques et fastidieux.

Rappelons enfin qu’on associe  la (1,1)-forme positive i Y ; , 0, dz; A dz,,
la forme hermitienne positive Y ; , 0, dz; ® dz,. Par abus de langage,
nous noterons également 0 cette forme hermitienne.

2. Condition de Malliavin et condition « mixte »

Comme le courant 0 est positif et fermé, la condition de Blascke entraine
de remarquables propriétés de sommabilité des coefficients de 6, que nous
allons étudier dans ce paragraphe.
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Lorsque 0 est une (1,1)-forme positive a coefficients continus sur Q, nous
désignerons par 0, (§;, &,) la valeur de la forme hermitienne positive 6,
au point § € Q sur le couple de vecteurs (§,, &,) de C". Si &, et £, sont deux
champs de vecteurs sur Q, nous noterons 0(§;, &,), la fonction
C 0, [£; (0), & (§)]. Nous aurons besoin de définir 0 (&, &,), lorsque &,
et &, sont deux champs continus de vecteurs sur Q, et lorsque 0 est un
courant positif sur Q.

On proceéde par dualité; soit d’abord (ey, e,, ..., e,) un champ continu
de repéres sur un ouvert de Q. Soit (yy, Y2, ..., ¥,) la base duale
de (ey, ey, ..., €,) dans C". Le O-courant 0 (¢;, ¢,) est alors défini par

r.2.1) 6(e;, ek)l\;t=1(i'Yl/\?l) = eA(i:Yj/\Yk)At;ej,k(in/\?z),

ou encore lorsque (e, e,, ..., €,) est orthonormée
g i A i —
(I1.2.2) 206(e;, ek);-'=9/\ EYj/\'Yk 1=j,k in/\Yl .

Si &, et €, sont deux champs continus quelconques, on définit 8 (§,, &,)
par linéarité a I’aide des composantes de &, et &, dans un champ de repére

local.
Soit p une fonction de classe C?2, strictement plurisousharmonique,

vérifiant d'p # 0 au voisinage de 0Q et définissant Q. Pour e Q, on
définit le plan « tangent complexe » 77 au point {, comme le noyau de d’p

en C.
Nous utiliserons fréquemment par la suite un champ continu local de
repéres orthonormés (e, e,, ..., €,), tel que (e,, ..., e,) constitue une

base de 7. Nous définirons la trace tangentielle o, de 6 par

(11.2.3) op = 2i=20(es, &)

o, est indépendante du choix de la base orthonormée (e,, ..., e,) de T,
mais dépend du choix de p. Si 6 est continue, o, au point { n’est autre que la
trace de la restriction de 6, a 7. Si 0 est continue et si § est un champ

continu, on pose
(11.2.4) 10, Dire =Qi=2|0(, e)[H'2,

ou (e,, ..., e,) est une base orthonormée de T°. Pour chaque {, c’est la
norme de 6, (§, .) restreinte & T7.

TOME 104 — 1976 — ~N° 3



VALEURS AU BORD 277

PROPOSITION 2.1. — Soit 0 un courant, positif, fermé, de bidegré (1,1)
dans Q, vérifiant la condition de Blaschke. O vérifie alors les propriétés
suivantes

1°f —p@d dp) 1A =J id'pNd"pA@d d"p)" *N6;

Q Q

2°f c,,B—' < C(Q, p)J 8 (2) do (z) (condition de Malhiavin);
Q ni Q

3° Si &, et &, sont deux champs de vecteurs continus sur Q, tels que, pour
tout {eQ, || E,@Q | <1 et&,(QeTi, ona

J 8Y210(¢,, &2)|E':~ <C(Q, p)J 3(z)do(z) (condition « mixte »).
Q n! Q

4° Si & est un champ continu de vecteurs de norme < 1 sur Q, et si 0 est
continue sur Q, on a

le/z 10, -)Hn% <C@Q, p)fné(z)dc(z).

La propriété 2° a été établiec par P. MALLIAVIN [24], dans une formu-
lation différente. Elle signifie intuitivement que les coefficients de 0 relatifs
au plan tangent 7° sont intégrables. Les propriétés 3° et 4° signifient que les
coefficients « mixtes » du courant 8 (on « prend la valeur de 6 » sur un
couple de vecteurs (§;, £,) dont I’un seulement est supposé « tangent
complexe ») sont intégrables avec le poids §!/2.

La propriété 1° qui signifie en fait que les conditions de P. MALLIAVIN
et de BLASCHKE sont équivalentes, nous a été suggérée par W. STOLL (dans le
cas de la boule) au Congrés d’analyse complexe de I’Université du Michigan
(aolit 1974). Lorsque 0 est de classe C' dans Q, la propriété 1° n’est autre
que la formule de Stokes :

(I11.2.5) J dlipd'pA(id d"p)y"">A0] =0,
Q
qui s’écrit encore :
(I1.2.6) f —p(id’d”p)""/\e——f id pAd’pA(id d"p)" > N0 =0.
o Q

La formule (II.2.6), dans le cas ou 0 est positif, fermé quelconque,
s’obtient par des passages a la limite standart (lorsque 0 est défini dans un
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voisinage de ﬁ, on approche 0 par ses régularisées 6 % y, qui convergent
faiblement vers 0; le cas général s’obtient & partir du cas précédent par
exhaustion en utilisant (II.2.6) dans Q,).

D’apres les hypothéses sur p, 'intégrale J —p(@id d"p)" ' A0 est équi-
Q

valente a 'intégrale de Blaschke J 3 (2) do (2).
Q

Choisissons localement un champ continu de repéres (eq, e,, ..., €,)
comme dans (II.2.3) de telle sorte que (e, (), ..., e, ({)) soit une base
orthonormée de 7 qui diagonalise la forme hermitienne positive id" d"p (§)
restreinte & 77.

Soit A, < A3 <...< A, les valeurs propres de i d’ d"p restreinte a T,
et Y4, Y25 - .. Va la base duale (comme dans I1.2.2), on a alors :

(I1.2.7) idpANd'pA(@d d'p)"2 A0
= Idlplz 71 AYy /\(Z?=2i7"j7j/\'yj)"—2/\e,
(I1.2.8) id’p/\d”p/\(id’d”p)"'z/\e>(n—2)!7»’5'2|d’p|26,,2"E‘.
n!

Le 2° résulte trivialement de (I1.2.8) et du 1° (et des hypothéses sur p).
Le 3° et 4° résultent, lorsque 0 est continu, de I’inégalit¢ de Cauchy-
Schwartz appliquée a la forme hermitienne > 0, 6 : '

(I1.2.9) 282 |8(&y, &2)| = 80(5y, £1)+0(E25 E2)s
(I1.2.10) 25'2|0(&y, €)| = S0 +03.

Les inégalités (I1.2.9) et (II.2.10) sont encore vraies pour 0 positif
quelconque, par passage a la limite faible; le 3° est ¢ onc vérifié dans le cas
général. Remarquons que le 4° est équivalent au 3° lorsque 6 est continu.

Le 4° sera commode ultérieurement, car || 0 (¢, .) || est indépendant
du choix d’une base de T°.

3. Transformation des mesures par 1’opérateur d’homotopie de « Cartan-
Poincaré »

Soit Q un ouvert strictement convexe, défini a 1’aide d’une norme p
sur C" :
Q={zeC; p(z)<1}.

On pose, dans ce paragraphe, & (z) = 1—p (2).
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Soit g une fonction continue sur Q, on considére I’opérateur K défini

par
1
(I1.3.1) (Kg)(2) =f g(tz)ds.
0
Il est bien connu que si g est nulle au voisinage de 0, et si
j 5(z)|g(z)id7»(z) < + 00,
Q
alors K g est intégrable.
Le lemme suivant généralise ce résultat.
LemME 3.1. — Soit o un nombre réel tel que o > —1. On a alors :

d\(2)

o 1 o+ 1
L [8(2)]*| K g(2)|dA(2) < a——HL [8(2)] lg(Z)IW-

Seul le cas o = 0 et & = —1/2, nous intéressera.

La démonstration est purement technique et résulte du théoréme de
Fubini. On a

1
(I1.3.2) J;Z [8 @] | Kg(2) [ dr(z) < J;: [8 )] dr (Z)Jo | g(t2) ] dt.
Posons

(I1.3.3) I=| 3@ d)»(z)jl |g(t2)] dt.
Q 0

o

D’aprées le théoréme de Fubini, on a

(11.3.4) I= ”dtj [8(2)]*| g(t2) | dL(2).
0 Q

LY

Faisons pour chaque ¢ fixé le changement de variable tz = {, on obtient
(Q étant convexe) :

(I1.3.5) I=rdtj [5<£>]a|8©|d}“z(f)-
0 p ()t t t

Appliquons encore le théoréme de Fubini :

1 o
(11.3.6) I=f Ig(ﬁ)ld?»(C)j [5<§>] %-
o P t)]¢t
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Il en résulte aussitot
a@© [* (9N
11.3.7 I< — 1— 222 | de.
(r.3.7) Lig(@l[p@]h ,,m[ : ] t
Posant 1 = 1—(p ({)/¢), on obtient :

1 o 1-p () 1-p (&)
1.3.8 1—@] dt = J « T \-I*J " dr,
(.3.8) Lm[ 1 YTPO) s Semle TE

fl |:1_ p‘(_z;_):rdt<_7[1_p(0]ﬁ1
®

b t T @+)p@©
I1 en résulte

g
[p (C)]2n+ 1

On considére maintenant 1’opérateur de Cartan-Poincaré appliqué a la
forme positive, fermée, 0, définie dans Q :

(IL.3.9) zsLJ[l—p(C)]““lg(c)\
a+1Je

1
(]‘I.3. 10) wO,l = Z;E:l l:zz=1 ijo tekj(tz) dt] dzj.

On peut toujours supposer 0 nulle au voisinage de 0.

D’aprés le lemme 3.1, appliqué avec o = 0, w,  est & coefficients inté-
grables dans Q, lorsque 0 vérifie la condition de Blaschke.

Pour pouvoir résoudre I’équation d” U = w,, ; dans Q, avec u admettant
une valeur au bord dans L! (8Q), il suffit alors de vérifier la condition
suivante :

(I1.3.11) j [3(2)]" ]| d"p Awo,1 || dM(2) < + 0.
Q
Posons, pour condenser 1’écriture,
(.[I.3.12) Z.9=zk,jzk9kj(z)d§j‘
On a alors :

wo  Nd"p = r t[2.0(t2)] Ad"p (2) dt.
0
(I1.3.13) wy Ad"p= Jl [tz.0(tz)]Ad"p(tz)dt
0
+ Jl [1z.0(t)] A [d"p(2)—d" p(tz)] dt.
0
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I1 en résulte

(11.3.14) ||wo, Ad"p|| < f|[[tz.e(zz)]Ad"p(tz)Hdz

+ f . i|[1z.6(t2)] A[d"p (tz)— d"p (2)] || dt.

Posant g (z) = || [2.0 (2)]Ad"p(2) ||, il résulte du lemme 3.1 que la
condition (IT.3.11) est vérifiée pourvu que ’on ait

(I1.3.15) J[6(2)]1/2”[z.ﬁ]/\d”p”d)»(z)<+oo.
Q
(11.3.16) J [3(2)]"*di(2)
Q
X Jl || [1z.0(t2)]A[d"p(t2)—d"p(2)] ]| dt < + o0.
0

La condition (II.3.15) sera une conséquence immédiate de la « condition
mixte ». Vérifions (IL.3.16). Comme p est de classe C2, on a

(11.3.17) ||d"p(tz)—d"p(2)|| < C(1—t)  pour zeQ.

On doit donc montrer que
1
(I1.3.18) ‘[ [3(z)] "* dh(z)J to(tz)(1—1)dt < + 0.
Q 0

En utilisant le théoréme de Fubini et le changement de variable ¢z = (,
on obtient :

1 -1/2
J=J o(C)dh(C)j (1—t)[5(§>] %,
Q p () t t

e (! [ p(t;‘)]"”z
J< — -] 1——= dt.
<L°@[p(c>]z"'1 A

Comme (1—1) est majoré par 1—p ({) dans la « seconde » intégration,
on obtient :

dro
[POT

L’intégrale de droite est finie puisque o vérifie la condition de BLASCHKE,
ce qui démontre (II.3.18) et par suite (II.3.16).

J< ZL [1-p©T"*c(©)
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Vérifions maintenant la condition (II.3.15) :

J [8(2)]"||(z.0)Ad"p||dL(2) < + 0.
o

Remarquons d’abord que si fest une (0,1)-forme, on a en utilisant en z € Q
un repére orthonormé (e, e,, ..., e,) tel que (e,, ..., e,) soit une base
de T :

Ip@) =Lz, ot [Ap =Y, P fdzndz,
0z, 0z

Il en résulte donc
a3.19) | rAdplf =| LS AR = 1 Pl AP
o IF AP =1=| Yo | A" =PI 411"
1

ou f, désigne la restriction de fa T'¢ au sens de (I.1.4).

Appliquant cette relation (II.3.19) avec f = z.0 et en considérant 6,
comme une forme hermitienne sur C", on a

(11.3.20)  ||z.O)Adp|[>=|d"p|*.|z]>Ti=2| 6, )|

avec £ = z/| z|. Comme & est unitaire et que les e; appartiennent a T,
on a la condition « mixte » (cf. proposition 2.1 (%)) :

j [8(2)]'2 (Xi-2]0.(8, e) [)'/* dr(2) < + 0,
Q

qui entraine, d’aprés (II.3.20), ’estimation (II.3.15), et achéve donc de
démontrer (IL.3.11).

La construction de w et les majorations ont été faites en supposant 0 a
coefficients continus sur Q. Mais comme toutes les estimations de w en
norme L' ((II.3.11) et lemme 3.1) s’accompagnent d’une majoration

précise par C(Q) | 6 (2) do (z), ou la constante C () est indépendante des
Q

petites déformations de classe C? de Q, il est immédiat lorsque 0 est positif,
fermé (quelconque), d’obtenir par régularisation et passage a la limite
faible, une solution w a coefficients mesures bornées sur Q vérifiant :

idw=0,

[lwo,1 ||y <+o0 et |87 2w,  Ad"p||; <+ 0.
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4. Le cas général ou Q est strictement pseudoconvexe

Drapres le théoréme I de I’introduction et (II.1.11), le seul probléme est
de résoudre globalement dans Q I’équation

(11.4.1) idw=0,

de sorte que la co‘mposante w, , de bidegré (0,1) de w vérifie
(1.4.2) J |wo, 1| <+o00 et J 872 |we,  ANd"p|| < + o0,
Q Q

la composante w, , de bidegré (1,0) vérifiant la condition conjuguée.

Q étant strictement pseudoconvexe, Q est localement isomorphe 3 un
ouvert strictement convexe. On peut donc localement (dans ﬁ) résoudre
I’équation idw = 0, w vérifiant (II.4.2). Soit donc (Q,)Y.; un recou-
vrement ouvert fini de Q et w; une solution de (II.4.1) et (II.4.2) dans Q;.
Soit V; une partition C  de I’'unité dans Q, subordonnée a Q;. On a alors

(I1.4.3) 0—id (L= Vyw) = =iy - d¥; Aw;.

La forme Y'_, di; Aw; est fermée, a coefficients mesures bornées dans Q
d’aprés (I1.4.2), et cohomologue a 6. Il nous suffit donc de montrer le
lemme suivant (car Y \_ \; w; vérifie (II.4.2)).

LEMME 4.1. — Soit 0 un courant de degré 2 sur Q, a coefficients mesures
bornées sur Q, et dont la classe de cohomologie dans H* (Q, C) est nulle.
1l existe alors un courant w sur Q d’ordre nul, tel que

dw=0 et J [6]7V*|w| <+ 0.
Q

On pourrait méme remplacer —1/2 par o avec o > —1. D’aprés les
formules explicites (IL.3.10) et le lemme 3.1, le probléme est localement
possible, ’idée de la démonstration est donc d’utiliser I’isomorphisme de

Dolbeault. Nous allons définir trois faisceaux %,, %, et &, sur 5, a

I’aide des préfaisceaux de leurs sections. Soit U un ouvert de Q.
0eI (U, #,) si, et seulement si, 8 est un courant de degré 2, d’ordre nul,

sur U n Q, vérifiant d0 = 0, et pour tout compact K = U,
(I1.4.4) J |6] <+ 0.
K
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weI (U, #,) si, et seulement si, w est un courant de degré 1, d’ordre
nul sur U N Q, tel que dw soit aussi d’ordre nul et tel que, pour tout K
compact de U,

11.4.5) J 8'”2|w]+j | dw| < + co.
K K

Enfin geI' (U, #,) si, et seulement si, g est un O-courant d’ordre nul
sur UnQ, tel que dg soit d’ordre nul et tel que, pour tout K = U
(K compact),

(11.4.6) J 5712 (| g|+|dg|) <+ 0.

Remarquons que le faisceau constant C est un sous-faisceau de F,.
On a donc la suite d’homomorphismes de faisceaux

(I1.4.7) 05 Co FosFy5F, -0,

Les formules explicites d’homotopie pour I’opérateur d dans un convexe
et le lemme 3.1 (avec & = —1/2) montrent que la suite (I.4.7) est exacte

(Q étant localement isomorphe a un convexe).

LEMME 4.2. — Les faisceaux ¥ et & , sont fins.
En effet, siwe I (U, # ) etsi ye ¥> (U) est a support compact dans U,
onaywel (U, #,), car la formule

d(Ww)=dyAw+dw

montre que { w vérifie (II.4.5). Le méme raisonnement vaut pour &,.
On peut alors répéter le raisonnement de I’isomorphisme de Dolbeault,
soit ¥ le sous-faisceau de & | noyau de d. On a les suites exactes

(I1.4.8) {0—».97?—»971-»,972-»0,

0> C >F,>Fr—-0.

Les suites exactes de cohomologie correspondantes donnent les suites
exactes

was) [ T@ #) 5T @ #) »H'Q FH->H' @ 7)),
| HYQ F) - HU@, FH > HAQ, C) > H2(Q, 7).
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Comme #, et #, sont fins (lemme 4.2), les H' (Q, #,) et H' (Q, #,)
sont nuls pour i > 0, eton a

[ H'(Q #5H~T@Q #,)d[T @ %))

(I1.4.10) a .
| H (@ #H~H*@, O),

d’ou

(I1.4.11) [(Q, #)/d[1'(Q, #,)] ~ H*(Q, C).

Comme H?(Q, C) et H*(Q, C) sont isomorphes (Q étant de classe C2),
(I1.4.11) achéve de démontrer le lemme 4.1.

5. Procédure exhaustive
Comme la valeur au bord de la solution U pour I’équation

d" U = f = w,, , donnée par le théoréme 1, n’est une valeur au bord au

sens usuel que lorsque w, ; = f est continue dans Q, on n’est pas certain
a priori que la solution W de (II.1.1), obtenue par application directe du
théoréme 1, soit bien dans la classe de Nevanlinna au sens usuel.

On va montrer qu’il en est bien ainsi en régularisant w, et en faisant un
passage a la limite utilisant le fait que la solution W est plurisousharmonique.
w étant la solution de (II.4.1) construite dans le paragraphe 4, on pose

(11.51) f =w0’1,

et on régularise f comme dans le paragraphe 8 de  : f = f * Y
On résoud

d1.5.2) d"U, = f, dans Q,,

en appliquant le théoréme 5.1 et la proposition 2.1 de I.
La valeur au bord de U, vérifiant comme dans le lemme 8.3 :

(I1.5.3) J |U.|dS, <M,
0Q;,

ol M est une constante indépendante de «.
Posant W, = 2 Re U, , on obtient, dans Q,,
(I1.5.4) idd W,=0xy,,
(x, étant a support dans B (0, €/2), 0 % x, est bien défini dans un voisinage
de ﬁe).
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Comme 0 x y, est positif, W, est plurisousharmonique dans Q,. Soit
alors H, la fonction harmonique dans Q,, continue dans I-)a, qui coincide
avec W[ sur 0Q, (W, est continue dans ﬁ;). H, est positive et vérifie,
d’apres (I.5.3),

(I1.5.5) W,< H, dans Q

R

(11.5.6) J Haa—pdsagM’,
Q, O0n

ou dp/dn désigne la dérivée normale et M’ une constante qui dépend de M
et de p.

Comme H, est harmonique et positive dans Q_, et que p est sous-
harmonique, la formule de Green montre que I’intégrale f H, dp/on dS,
oQ,

est une fonction décroissante de n pour | < &.
On a donc, d’apres (I1.5.6),

(I1.5.7) J Haa—pdSn <M' pour tout n <e.
oan  On

(II.5.7) montre que la famille A, est une famille normale de fonctions
harmoniques > 0, on peut donc trouver une suite ¢, telle que H, converge
uniformément sur tout compact de Q vers une fonction harmonique > 0,
H, dans Q.

D’aprés (I1.5.7), on a

(11.5.8) f H?Bds,, <M’ pour tout 1> 0.
o, On

D’autre part, d’aprés le lemme 8.3 et la proposition 2.1 de I, U,, et par
suite W, , reste bornée en norme L' (Q,), on peut donc extraire de la suite g,
une sous-suite, notée encore ¢,, telle que W, converge faiblement au sens
des mesures vers une limite W dans Q.

D’aprés (II.5.4), on a, dans Q, id'd” W = 0; W est donc plurisous-
harmonique dans Q. Pour toute fonction >0, ge®%°(Q), on a,
d’aprés (II.5.5),

J W.gd\ sj H,gdh pour € assez petit.
Q Q
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Par passage a la limite, on en déduit

j Wgdh <J Hgd\ pour toute fonction >0, geC°(Q),
Q Q

on a donc, dans Q, W < H; H étant positive, on en déduit, d’aprés (II.5.8),

0
j W+—pdSn<M’ pour tout 1 > 0.
oOn on

W est donc dans la classe de Nevanlinna.

APPENDICE 1

Formule de Cauchy-Martinelli et fonction de Green

Dans cet appendice, nous faisons le lien entre le terme « de Cauchy-
Martinelli » de la formule (I.2.11) et la fonction de Green de I’ouvert Q.

Lorsque f est la forme w, ,, composante de bidegré (0,1) de la forme w,
solution de idw = 0 (¢f. II, paragraphes 3 et 4), nous transformons la
formule (I.2.11) qui donne U en fonction de fet de Ia solution tangentielle u,
et nous obtenons pour W = 2 Re U, une formule explicite dans Q en
fonction de 6 et de Re u, faisant apparaitre la fonction de Green G ({, z)
de Q et le noyau de Poisson de Q. Le potentiel de Green de 6 « correspond »
donc au terme de Cauchy-Martinelli de (I.2.11).

On en déduit aussitdt que la solution Wde id' d” W = 6 vérifie un peu
mieux que (II.1.6), on a W, converge vers W, =2 Reu dans
L' (0Q), quand ¢ — 0. Nous terminons en démontrant la majoration
annoncée (I.2.20), concernant

|K(z, )—K(z* §)|.

La solution U de d” U = f, admettant la valeur au bord u, est donnée,
d’aprés le paragraphe 2, formule (I.2.11), par

0 U(z) = }LK(z, OAF©Q+ cl-fK\ Ou),
ou K est donné par
@) K@ Q=Y (—l)f“lTif_‘—;'g,, AesdE) Ao (D).
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La fonction de Green G ({, z) de I’ouvert Q peut s’écrire :
3 G 2) = cu|§—z |7 "2—H(, 2),

ou H (, z) est harmonique en {, de classe C® dans Q par rapport a { pour
chaque z fixé dans Q. ¢, désigne la constante (n—2)!/4 n".

D’aprés (2) et (I.1.11),0on a

. ntz B
4) —K(C z)—2ld|:c|C z|™? Z(n 1)']

o B est la forme kahlérienne B = (i/2)d’ d" | z |*.

Drapres (4) et (3), K s’exprime donc en fonction de G par

Bn 1
(n—1)1

(5) kG- 2¢dc[c(c Z)(B"ll ]+2z\ch)/\

n

Comme H est harmonique en §, la forme d; HA B! estd ¢ fermée.
En utilisant (I.2.4) avec ¢ = d; HA B"~1, la formule (1) s’écrit encore,
d’apreés (5),

2

6) U(z)= H id{;G/\B"“/\f(C)+J idgG/\ﬁ"‘I/\u(g)].
DL Ja oQ;

Cette formule n’est en fait qu’une variante de (I.2.16).
Comme G est nulle lorsque € 0Q, on a dy G+d/ G = 0 sur 0Q, en
posant d ¢ = i (d"—d"), (6) s’écrit donc encore :

7 U@)= 2 f zdgG/\'B"“/\f(C)—J‘ LaEGART U .
(n—1)! 802
En calculant la forme (i/2) d G A B! au point { € Q, dans un repére

(e1s e,, ..., e,)tel que (e,, .. ., e,) soit une base de T';, on obtient encore :

2

®  VE=-

fzdgG/\B" AVA(9RS J —u(C)dS(C),

ou 0G/dn est la dérivée normale a 0Q au point {, dQ étant orienté par la

normale extérieure.
— 0G/on (¢, z) n’est autre que le noyau de Poisson R (z, {) de Q, on a

donc

® U=

J dgG/\l3"_1/\f(?§)+J~ R(z, Q)u(©)dS(0).
(n—=1)! o0y
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Supposons pour I’instant £ de classe C! dans ﬁ, et appliquons la formule
de Stokes dans la premiére intégrale de (9), on a

2 j —G(z,cm"“mdgﬂf R(z, Ou(Q)dS ().
(n—D'Ja o0

10) U(z)=

Comme W = 2 Re U, que 6 = 2 Reid’f, et que les noyaux G et R sont
réels, on obtient finalement :
Bn— 1
(n—1)!
Cette formule est démontrée lorsque fet 0 sont de classe C, il est immédiat

de I’étendre au cas général en utilisant la méme procédure exhaustive que
dans le paragraphe 5 de II. On a donc la proposition suivante :

(11) W(Z)=j —-2G(z,0) /\9+J‘ R(z,{)2Reu(£)dS ().
Q 0y

PROPOSITION. — La fonction plurisousharmonique W solution de I’équation
id d" W = 0, construite dans 11, est donnée par la formule

n 1
W(z) = J —2G(z, Q)— MO +J R(z, §)2Reu(£)dS ().
(n—1)! o0

oit G est la fonction de Green de Q, R (z, {) le noyau de Poisson de Q, et u la
solution de d, u = wy { au sens de (1.2.4) (c¢f. (I1.1.8)).

La restriction de W a 0Q, converge donc vers 2 Re u en norme L' sur
le bord.

On voit que le réle joué dans la théorie par le potentiel de Green

J -G (z, é) do (§) est finalement assez modeste.
Q

On démontre maintenant la majoration (I.2.20). Rappelons que z* € c Q
vérifie :

. ;
(12) {Ilz—vzllic“i(zz , pour tout (eQ et zeQ.
z=6|s L2 =6

Commengons par majorer le nombre E, défini par,
—am _ |Z*_C|2n_lz_€[2"
Bk
Comme | A"—B"| < n|A—B|C" ' si C > max (4, B), on obtient, en
prenant C = (1+C,) | z*—{ | (d’aprés (12)),

(13) E=jz=(|7"—|z*={]

E<2 1+C)2n—1HZ*—.Cl—|Z_CH’
R P Py
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*
E<an(i+cymt__12=2"
Y =t
(14) E<2nC,Cy(14+Cy)*" ! S(Z)_.
lz_§|2n+1

On a d’autre part

zi—§; _ zF =G
IZ_C|2n iZ*_‘len

= (z=0)[|z=8| 7" | 2*=¢| ]+ (zi—2]) | 2* (| ™"
Draprés (13), (14) et (12), on en déduit :

z!

(15) zi—§; _ =G < Cte 3(2)

IZ_CIZn IZ*_CIZn IZ_§|2n’

c’est-a-dire

(16) K@ O-KG" 0| < Ce, 6(2)]2.1-
=

APPENDICE 11

d"-cohomologie a support compact

Dans cet appendice, nous démontrons la proposition 2.3 du I

D’aprés le paragraphe I, le probléme est au fond de donner des formules
intégrales explicites pour la d”-cohomologie & support compact dans Q.
D’aprés les formules générales de décomposition pour l’opérateur d”,
figurant par exemple dans [27] (théoréme 2.2, p. 142), il nous suffirait
de construire une section s : QxQ\A — E de classe C!, qui coincide
avec s, au voisinage de A, et qui est holomorphe en { (et non pas en z)
quand z est assez prés du bord 0Q.

Si f est d"-fermée et a support compact dans Q, on a une solution U a
support compact dans Q de 1’équation d’ U = f, donnée par

0] U(2) =L S*RAS(©),

s* p désignant en fait par abus de langage la composante de bidegré (p, g—1)
enzet(n—p,n—q)en{des*p(avec ¢ < n). Mais on constate alors que U
est seulement dans L'(Q) quand f est dans L' (Q), ce qui n’est guére
commode pour les passages a la limite, L n’étant pas réflexif.
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On va donc procéder de mani¢re un peu différente, quoique fonda-
mentalement équivalente. f désigne donc une ( p, g)-forme, de classe C?,
a support compact dans Q, et ¢ désigne désormais une (n—p, n—g)-forme,
de classe C! dans Q (on ne suppose plus ¢ d"-fermée).

La relation d[sfp] = d” [sfp] = ¢, [A], au sens des courants dans
C"x C" entraine la relation suivante (qui n’est autre qu’une variante
de (I.3.4)):

(2) cnj f/\<P=(—1)”+"J (s WAL 9(2)
Q axQ
+j (s WAL Ae(2).
Q%00

Utilisons la section s, du théoréme 3.2, définie sur ﬁcxanz\A,
holomorphe en £. D’aprés le paragraphe 5, s, est défini par

(3) Sa (C’ Z) = (_ Q(g’ Z)’ C’ Z)'

Soit d’autre part F, la chaine d’homotopie de s, et s,, définie par (I.3.14).
Comme f est a support compact dans Q, la formule de Stokes montre que

“ s;*u/\f/\<p=f

Q% 00, Q% 00,

sfu/\f/\(p+J FXuAfAd'e.

IXx Q% 0Q,

Comme s, est holomorphe en {, des considérations de bidegré montrent
que la deuxieme intégrale de (4) est nulle pour ¢ < n (lorsque ¢ = n,
il faut supposer f orthogonale aux (n—p, 0)-formes holomorphes dans Q).

D’aprés (2) et (4), on obtient donc :

©) anfMP = (—D"”J

Qx

s,’,"u/\f/\d"(p+Jv FXuAfAd'e.
Q

IxXQpx0Q,

On va prolonger F3 p a IxQ,xQ, de la fagon suivante. Soit « la forme
différentielle

(6) %=Z:’l=1(—1)i—l&i/\j#id&j/\w(C"z)'
F3 p est alors donnée par
Fiun
@) Fin :

[tz -(1-n<Q t-2)]"
On peut alors, d’aprés le paragraphe 4, prolonger F3 p a IxQ, xQ, par
la forme ¥, définie par

®)

Fin

Y = ,
{t|¢c—zP+(1=D[-p(@D+LQ, =]}
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ou F, est définie par

©®) Fy(1,52)=0tC-2)-(1-00,8 2),
et est une application de Ix Q, x Q, dans C3" (mais F, n’est & valeurs dans E
que sur 7 xQ, x Q).

Remplagons F3 pu par ¥ dans (5), et appliquons la formule de Stokes
par rapport a la seule variable z, nous obtenons

(10) cnj f/\¢=(—1)”+"J 's:u/\f/\d”w—J (d:Y)NfAd"p.)
Q IXQxQ

QxQ

Comme V¥ est singuliére sur A, il est nécessaire de justifier ’intégration
par parties en montrant que d’ W est localement intégrable, ce que nous
ferons dans un lemme ultéricur en méme temps que l’estimation de la
solution obtenue. D’aprés (10), nous avons le résultat suivant.

PROPOSITION 1. — Soit f une ( p, q)-forme (q < n), d"-fermée, a support
compact dans Q. On a une solution U a I’équation d" U = f dans Q, donnée
par :

(11) U(z>=iL SEUA SO+

n

( 1)p+q

f A7 YA,
n . IxQ;
ou ¥ est la forme définie par (6), (8) et (9).

U est nulle sur le bord 0Q, au sens de la formule de Stokes,

f FAo =(—1>"+"j UAd'g,
Q Q

pour toute (n—p, n—q)-forme ¢ de classe C* dans Q.

Si g = n, ’énoncé est encore vrai si on suppose f orthogonale au
(n—p, 0)-formes holomorphes dans Q

Nous allons maintenant estimer le noyau qui donne U en fonction de f,
et montrer que ce noyau est continue de L' (Q) dans L' (Q) pour r
convenable > 1. On commence donc par calculer F¥ x, puis ¥, puls d;
Désignons abusivement par & la fonct1on de t,letz:

(12) E=1((-2)—-(1-1Q.

D’aprés (6), nous devons calculer la composante de bidegré (p, g—2) en z
et (n—p, n—q) en { de la forme

() Yici (=17 1( L -6;')dt/\(/\k;e,,,d”ﬁk)/\w(c z),
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ou d” est la différentielle extérieure par rapport aux variables ({, z).
Soit encore

(14) Zi<j(—' l)iH_l [(Ci'—EE) Qj_(Cj_Ej) Qz] dt/\(/\k¢i,jd” EoNo(~—2).
Comme d” d” £, = 0 (puisque Q, est holomorphe en ), la composante

cherchée de d, ¥ n’est autre que la composante de bidegré (p, g—1) en z
et (n—p, n—q) en { de la forme :

it g G-2) 0, (4=2)

(15) Yicj (=1 ldz{ IR }Adt
2 [1]E=z " +A =D (=p()+ Q, z—L))]"
/\(Ak;ei,jd"‘ik)/\w(c—z)-

Les coefficients de d; ¥ sont donc majorés (d’apres (15) et (12), soit par

Cte

16 .

(9 [t]C—z]+ (1= (=p@)+<Q, z=))|"
soit par

(7 Cte[ |-z +(1-0|¢—z]]

|t|C—zP+(1=D(—p(2)+< Q, z=E D) "

(ou le terme en (1 —¢) du numérateur provient du terme en (1—1¢) d,p de
la différentielle du dénominateur de (15)).
Nous allons en déduire le résultat suivant :

PROPOSITION 2. — La solution U de I’équation d" U = f, donnée par (11),
vérifie I’estimation :

Lr (Q)»

Uil @ <C@ Nl f]

pour tout r tel que 1 —1/2n+2 < 1/r < 1, C(Q, r) étant une constante ne
dépendant que de Q et r.
I suffit de montrer que

(18) , jldtj ld2w (1, ¢ )| dr(2) < C,
(4] Q,

ou la constante C est indépendante de { e Q (I’estimation correspondante
pour s7 p est classique avec 1/r > 1—(1/2 n)).

Posons
(19) L=t|¢—z"+(i-0[-p@+{Q z=5>};
qui s’écrit encore, d’apres (1.4.6),
(20) L=1t|¢=z+(1-0)[-p(@)+g(z O]
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D’aprés (I.4.12) et le lemme 4.3 (b) (en échangeant les rdles de £ et z,
et en remarquant que 1’estimation de { £, , {—z ) est en fait une estimation
de —p ()+g (€, 2)), on obtient pour L I’estimation suivante

(1) |L| = Co[{C~2]*+(1=D(~p(@+|ImA])],

ou C, est une constante convenable ne dépendant que de Q. Compte tenu
de (16), (17), et (21), ’estimation (18) sera une conséquence des deux
estimations suivantes :

1
(22) j dzj [lg=z12+(1=0(—p(2)+|ImA )] ™ di(z) < Cy,

' A=ty | =z | dr(2)
» ; ..
@ L tjnz[ z;—z|2+(1—t)(—p(z)+}ImA|):|("“)’<

ou C, et C, sont indépendantes de { e Q.
Démontrons d’abord ’estimation (23) en utilisant, pour chaque { fixé,
le systéme de coordonnées du paragraphe 7. On est amené a montrer que

1 A r
24) J dtf (-9 |w]"dh(w) s <+ 00
o Jiwl<ro[|w]+(1=0)(|wy |+]|w;])]
En « simplifiant » par |w|’, et en utilisant les coordonnées polaires

dans le plan (w,, w,) et dans le sous-espace (w3, . . ., w,,), il suffit de montrer
que

o My 3dy
(25 szj duj e <t

On majore la derniére intégrale en intégrant de 0 & + oo, on obtient donc

L [Ro et (120 r too 523 0y
(26) KL‘”L t"u (tu) du o PrnEram’

L’intégrale converge pourvu que 1 < r < 2n+2)/(2n+1).
De méme pour démontrer la majoration (22), il suffit de démontrer que

1
@7 J =J dtj [lw]?+(=0)(|wy |+]|w;|)]™™dr(w) < + 0,
(0] | w]<Ro

soit encore en coordonnées polaires (et changeant t en 1 —1¢),

2n 3dU
(28) J<J dtj duj — <+
o (V¥+u +tu)"’
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On majore, en intégrant v entre 0 et + oo,

1 Ro +oov 2n—-3dv
(29) J<| dt| u@+w) ' ""du f .
0 0 o (*+D™
Soit encore
1 Ro +o0 ,2n—-3
(30) J<f dtj W? +tu)r~ Q12 _"'duj "___d"
0 0 o (@+1D)™

L’intégrable converge pour n—(1/2)—nr > —1, c’est-a-dire

1>1>1— 1

r 2n+1’

ce qui achéve de démontrer la proposition 2.

Comme les espaces L" (Q) pour r > 1 sont réflexifs, le résultat suivant
est une conséquence immédiate des proposition 1 et 2, en utilisant une
régularisation et un passage a la limite faible.

COROLLAIRE. — Soit f une (p, q)-forme (q < n), d"-fermée, a support
compact dans Q et a coefficients mesures sur Q. Il existe une solution U a
Péquation d" U = f dans Q, vérifiant || U||pr @ < CQ, 1) ||f||1> pour
tout r tel que 1—(1/2n+2)) < 1/r < 1.

De plus, U admet une valeur au bord nulle sur 0Q, au sens de la formule

de Stokesf fAho = (—1)"+"j UAd"e, pour toute (n—p, n—q)-forme ¢
o o

de classe C' dans Q.
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition annoncée.

PrOPOSITION 3. — Soit fe M zlr, 4 (Q) une forme, d"-fermée a coefficients
mesures bornées sur Q et ue Ll  _, (0Q) (ou ue M) ,_ (0Q)) une solution
de I’équation dyju = f au sens de (1.2.4). Il existe une solution U de
Péquation d, U = f dans Q, admettant u comme valeur au bord au sens

suivant
J f/\<p—f u/\<p=(—1)"+"J~ UAd'e,
Q oQ Q

pour toute (n—p, n—q)-forme ¢ de classe C* dans Q. De plus, U vérifie

ra < C, ")(Hf”1+““ ||L1 00

pour tout r tel que 1 = 1/r > 1—(1/2 n+2)).

I
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Remarquons d’abord que si on applique le corollaire dans Q, au lieu de Q,
pour € € R assez petit, on peut choisir la constante C (Q,, r) indépendante
de . L’hypothése sur f et u signifiant, d’aprés (I.2.4), que f- [0Q]o, 1 Au
est d”-fermée dans Q, pour € < 0, on peut appliquer le corollaire en y

remplagant Q par Q, et f par f—[0Q],,; Au. Il existe donc U, e L, ,_, (Q)
tel que

@D I|U.

e S C@Q I fli+]]ufle ool

pour rtel que 1 > 1/r > 1—(1/(2 n+2)), U, vérifiant de plus :

(32) J‘ f/\(P—J\ u/\(p_—_'(._l)P’qu‘ Us/\d”(l).
Q oQ Q.

D’aprés (31), on peut extraire de la famille U, une sous-suite faiblement
convergente dans L"(Q). Un passage a la limite dans (32) entraine alors
la- proposition 3.

APPENDICE III

Représentations intégrales pour les fonctions holomorphes

Lorsque f est une (n, n)-forme sur Q, la solution tangentielle de 1’équation
d" U = f, donnée par le théoréme 5.1, peut également s’interpréter par
dualité comme une formule de représentation intégrale pour les fonctions
holomorphes. D’aprés le théoréme 5.1, nous avons la relation suivante

0 c,.J "fA<p=f VAL QA @),
Q Qe x 00,

ol ¢ est une fonction holomorphe dans Q de classe C* dans Q. Comme la
formule est vraie pour toute forme f de type (n, n), elle signifie que

) 0 = 1f VAa(2),
C 0Qz

n

ol v est la composante de bidegré (0, 0) en { et (n, n—1) en z de v. Le
théoréme 5.1 donne v de fagon explicite. Il est d’autre part immédiat
d’étendre la formule (2) au cas ou ¢ est seulement holomorphe dans Q et
continue dans Q (appliquer (2) en remplagant Q par Q, (¢ > 0) et passer
4 la limite). On a donc le résultat suivant :
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PROPOSITION. — Si @ est une fonction holomorphe dans et continue

dans Q ¢ admet la représentation intégrale suivante :
N 1J Zn (__1)5—1 [_P(Q]n Qi(/\jatid;, Qj)/\m(z)
=- i=1 ; " » u
[-P@+<P, L-2)]"CQ, (~z)
ou P et Q sont donnés par (1.4.6) et (I1.5.1), 00 € Q.

Dans le cas de la boule unité, ona P = C et Q = z,on obtlent la formule
de Poisson-Szegé :

®(2),

] __1 n i-1 (1_“;]2)" .\ z
o) =— Zi=1(_]) T j#idz; N0 (2) 9 (2).
¢,Jon [1-¢8 2y
Dans le cas général, le noyau de la proposition 1 a le méme comportement
qu’un noyau de Poisson-Szegd. Les formules du théoréme 5.1 sont intuiti-
vement des formules du type Poisson-Szegd pour les formes différentielles.
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