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Introduction.

Ce travail est consacré a I'étude de certaines bases normales d’espaces
de Banach p-adiques constitués de fonctions continues ou analytiques.

On sait [15] que toute fonction a valeurs p-adiques, continue sur
. . ] \
I’anneau Z, des entiers p-adiques est la somme d’une serlez a,1<ﬁ),

n>o
uniformément convergente sur Z,. Les coefficients de cette série se
calculent par interpolation & partir des valeurs prises par la fonction
sur la suite des entiers naturels. Nous généralisons ici ce résultat : les
ensembles de définition des fonctions étudiées sont des compacts suffi-
samment réguliers, les suites permettant l'interpolation des fonctions
continues sont les suites que nous appelons tres bien réparties.

Le chapitre I rassemble des résultats valables dans des espaces
métriques compacts totalement discontinus dont la métrique satisfait
4 une condition de régularité [condition (D) du paragraphe 1]. Ces résul-
tats s’appliquent a une famille trés large de compacts d’un corps local :
on obtient alors, d’'une part les propriétés d’interpolation des fonctions
continues qui font I'objet du chapitre II, d’autre part des bases normales
des espaces de fonctions analytiques que nous construisons au chapitre III.

Les théorémes 2 et 3 du chapitre III permettent de caractériser les
fonctions localement analytiques parmi les fonctions continues et de
déterminer a 1'aide de la série d’interpolation le plus petit rayon de
convergence des séries de Taylor d’une fonction localement analytique (').

(*) Thése Sc. math., Paris, 1963.
() Une partie de ces résultats figure dans [1], [2] et [3].



INTERPOLATION p-ADIQUE. 119

Enfin, au chapitre IV, nous appliquons certains des résultats précé-
dents a I'interpolation des sommes de séries de Laurent et & des prolon-
gements continus de I’exponentielle.

NOTATIONS :

p est un nombre premier, Q, le complété p-adique du corps Q des
nombres rationnels, et Z, est ’anneau de valuation de Q,;

K désigne un corps local & valuation discréte, A est ’anneau de valua-

tion de K et m l'idéal maximal de A. Le corps des reste T = A /m est
fini; ¢ = p~ est son cardinal. De plus, K est complet.

Nous notons v (x) (resp. |x|) la valuation (resp. valeur absolue) d’un
élément x de K. Si K est de caractéristique o, v prolonge la valuation
normalisée de Q, : v(p) =1 et |z | = p—=,

CuapriTRE 1.

Suites trés bien réparties.

1. Systémes projectifs réguliers.

1.1. Définitions.

Considérons un systéme projectif dénombrable d’ensembles finis cons-
titué par :

(a) une suite d’ensembles finis (M ,)neN;

(b) des applications ¢, de M, dans M;, définies pour k <n et telles
que pour k <n <m, on ait

N f— 4
Ch,m = Pk,n® DPn,me

Soient M la limite projective de ce systéeme et pr; la projection cano-
nique de M dans M;.

La limite projective des topologies discretes des M, munit M d’une
structure d’espace compact totalement discontinu métrisable (ultra-
métrique).

Soit «€ M : les ensembles

Vi(2) = pri' (pre())

forment un systéme fondamental de voisinages ouverts et fermés de «.



120 Y. AMICE.

DEFINITION. — Nous dirons que les données (a) et (b) définissent un
systéme projectif régulier si elles satisfont aux conditions suivantes :
PR 0. M, est réduit a un élément;
PR 1. Les projections 9., sont surjectives;
PR 2. Il existe une suite d’entiers naturels q,>>1, définis pour n>i
el tels que, quel que soit «€ M,_,, on ait
Card { 9724, (%)} = g

La condition PR 0 n’est introduite que pour la commodité des notations.
La condition PR 1 restreint les ensembles M, a leur partie « efficace »
dans la définition de M : le systéme { M,, o1} est, en effet, équivalent
au systéme

M/n = pr’l (M),

Ven = Qi | M,
qui satisfait & PR 1.

Nous allons montrer comment PR 2 caractérise certains aspects de

la structure de M. Soit v(z, y) la fonction & valeurs entiéres, définie
sur M XM par

v(x, y) =sup (k@) =wv(®)} si zZy,
v(x, x) =+ 0.
Cette « valuation » satisfait & I'inégalité ultramétrique :
v(x, 2) > inf (v(x, y), vy, 2)).
Soient @ un nombre réel, o <w <1, et
do(x, ) = wl@),
la distance d,, induit la topologie naturelle de M, et les voisinages Vi ()
définis plus haut sont les boules
dy, (z, @) Zwh,

On déduit immédiatement de PR 2 la propriété :

(D) Pour k>.1, il existe un entier q;>1 lel que toute boule V;_,(a)
soit réunion disjointe de q; boules Vi(a) (i =1, ..., qx).

DEriNITION. — Soit M un ensemble muni d’une fonction a valeurs
entiéres définie sur M x M, notée v(x, y) et satisfaisant, quels que soient x, y
et z dans M a :

v(x, y) = vy, )

v(@E, Y =t S y==1

v(z, 2) > inf (2, Y), (Y, 2))-

Nous dirons que la fonction v est une valuation sur M, ou que M est
valué par v.
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Il est immédiat qu'étant donné w, o < w <1, la fonction
du) (;1,‘, y) = (,j"(x:.}')

est une distance ultramétrique sur M. De plus, si M est compact pour
la topologie définie par cette distance, toute boule Vi(a) = {x|v(x, «) > k}
est, quel que soit k> o, réunion finie de boules Vi.,(3). Nous dirons
alors que M est un compact valué.

Soit M un compact valué, tel que les boules associées a la valuation v
satisfassent a la propriété (D). Nous lui associerons :

— la relation d’équivalence m;, définie pour k> o, par
xmy &= V@) = Vi(@);
— le quotient M; de M par m;, et la projection canonique pr; de M
sur M;y;
— Tlapplication ¢, de M, sur M;, définie pour kK <n par
9r,n(@) = pri(pr;' (2)) pour oa€M,.

Le systéme (M,, 9:,.) est alors un systéme projectif régulier, que nous
associerons canoniquement a la valuation v, et dont la limite projective
est isomorphe a M.

DEeriNiTION. — Nous appellerons compact valué régulier, un compact
valué dont les boules satisfont a la condition (D).

1.2. Exemples.

1.2.1. Soient A,, ..., A,, ... des ensembles finis non vides et ¢, le
cardinal de A,.

Les produits M,= A, X...Xx A, (M, réduit & un élément), munis des
projections canoniques de M, sur M;, définies pour k < n par

@iy ooy ) > (Tiy oo ey k) (z:€A)),
forment un systéme projectif régulier.

Réciproquement, tout systéme projectif régqulier est isomorphe a un tel
systéme.

1.2.2. Soit (Gn, 9,+) un systéme projectif de groupes finis, c’est-
a-dire un systéme de données (a) et () satisfaisant de plus a :

(¢) G, est un groupe et ¢, un homomorphisme de groupes.
Supposons que ce systéme satisfasse a PRO et PR 1, ce qui est

loisible, quitte a le remplacer par un systéme équivalent. Alors il satis-
fait & PR 2.

En effet, le noyau H, de ¢,.,, est un sous-groupe distingué de G,,
donc chaque ¢!, , (=) est une classemodule H, et a Card H, = ¢, éléments.
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Réciproquement, soit G un groupe compact totalement discon-
tinu muni d’une distance d invariante par translation a gauche. Les
boules de centre I'élément neutre sont des sous-groupes de G,
Hy=GboH,>...5H,>..., et G ¢s’identifie canoniquement a la
limite projective des espaces homogénes G/H,, dont on vérifie aisément
qu’ils forment un systéme projectif régulier. On peut ici associer a la
distance d une valuation canonique, en choisissant pour les sous-groupes H,
toutes les boules centrées a 1’élément neutre, et en ordonnant la suite H,
par inclusion stricte : avec ces conventions, un groupe compact totalement
discontinu muni d’une distance invariante a gauche est un compact
valué régulier.

1.2.3. Soit a une suite de nombres entiers positifs,
a=(a, @ ...,y ...) (@§>>1).

Soient by=1, b= a,...a,, et A, 'anneau Z/b,Z.
Les anneaux A, munis des homomorphismes canoniques ¢, de A4,
sur A;, définis, pour k < n, par I'isomorphisme

Iélkg An/ak-f—l LR anAn,

forment un systéme projectif régulier d’anneaux. La limite projective Z,
de ce systéme est un anneau topologique compact dans lequel Z est dense
(cf. par exemple [9]).

En particulier, si p = (p, p, ..., p, ...), 'anneau Z, est 'anneau des
entiers p-adiques.

De plus, comme il résulte de 1.2. 1, un compact valué régulier, auxquels
sont associés les entiers qi, ..., ¢, ..., est homéomorphe a4 I'anneau Z,,
ot a=1(qis -«os Qus - .)-

1.2.4. Soient K un corps local et o = {«, ..., 2;} un systéme de
représentants de f = A /m.

A une suite (P;);~; de parties non vides de «, on peut associer le
compact M :

’

M={xlx =Z“i7Ti, o eP;

ini,

Le systéme projectif « naturel » de M induit par la structure canonique
de limite projective de K est alors un systéme projectif régulier. Nous
indiquerons au paragraphe 2.4 comment nous normaliserons le systéme
projectif associé 4 un tel compact. En particulier, I'anneau de valua-
tion A (ou une boule quelconque de K) sont de tels compacts pour
lesquels ¢q,= ¢ pour n>1.

La circonférence unité U de K, ensemble des éléments inversibles
de A : U= ? x[ x| =1 : est aussi un tel compact pour lequel

G=q—1 et Q.= q pour n>a.
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1.3. Mesure.

Soit M un compact valué régulier. Les mesures p; définies sur M; par
() = 5
) Nk

forment un systéme projectif de mesures [5] qui définit sur M une forme
I

linéaire telle que p(Vi(2)) = N
k

En particulier, si M est un groupe,
- est sa mesure de Haar.

Soit ¢ (M) I’espace des fonctions continues sur M et 4 valeurs complexes
muni de la norme de la convergence uniforme : p définit sur € (M) une
mesure de norme 1.

2. Suites trés bien réparties.

Dans ce paragraphe, ainsi qu’aux paragraphes 4 et 5 de ce chapitre,
M est un compact valué régulier de valuation v, qi, ..., ¢, sont les entiers
définis par la condition (D), N,=q,...q. 1+ est la mesure ci-dessus
définie; enfin, (M., v1,) est le systéme projectif régulier canoniquement
associé a v. .

2.1. Définitions.

Soit u une suite & valeurs dans un ensemble X. Nous noterons u; la
valeur u(i) de la suite u au point i € N et S, (u) 'ensemble des n premieres
valeurs de u

Sa(u) = {to, Uy, vvy iy | [So(u) = 9]

DeériNniTioN F. — Soient F un ensemble fini, N son cardinal, u une
suite a valeurs dans F. Pour x€ F ef n>.1, posons

vu(x, n) = Card {u—*(x)n[o, ..., n—1]}.

Nous dirons que u est bien répartie dans F si, quels que soient x€F
el n>1,

n . . n
v(x, n)> [N] <partle entiére de N'> .

DeriniTioN BRh. — Soient M un compact valué régulier et h un
entier > 1 : une suite u a valeurs dans M est bien répartie d’ordre h
dans M si, pour i = h, pr;o u est bien répartie dans M,.

DeriNniTiION TBR. — Une suite u a valeurs dans M y est trés bien
répartie si elle est bien répartie d’ordre h, quel que soit h> 1.
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Pour a€M, k>1 et n>1, nous poserons
vu(®, n, k) = Card {u~'(Vi(#)) n[o, n—1]}]
(si u est injectif, on a aussi
vu(a, n, k) = Card { Vi(@)n S.(u) }).

En général, une seule suite u interviendra : nous écrirons S, et v (o, n, k)
pour S,(u) et vu(a, n, k).

ProposiTiON 1. — La suite u est bien répartie d’ordre h dans M si et
seulement si elle satisfait a I'une des quatre conditions équivalentes ci-dessous :

BRh 1. — Quels que soient n>1 el 1< kh,

sup { v (o, n, k)— inf {v(a, n, k) } < 1.
aeM aeM

BRh 2. — Quels que soient o€ M, m>1 et 1k <h,
v (o, mNy, k) = m.
BRh 3. — Quels que soient «€ M, n>1 et 1k Zh,

v (@, n, k)é[l—\’n—k]-

BRh 4. — Quels que soient ae M, n>1 ef 1=k h,

v(a, n, k)é[nil] + 1.

Remarquons tout d’abord que v(a, n, k) = vyon (pre(e), n) : I'équi-
valence de la définition BRh et de la condition BRh 3 en résulte immé-

diatement.

::3

Nous allons montrer que 2y ;22, ce qui démontrera la propo-

=
sition.

=1 g 27
2:> . Soient n>~1, kZhet m= [Nk]
Alors mN;< n < (m + 1) N;; donc, quel que soit « €M,

v (¢, mNy, k) Z v (a, n, k) < v (o, (m + 1) N, k).

Or, v(a, MmNy, k) = m et v(«, (m + 1) Ni, k) =m 41, d’ou

[Z—%]éu(a, nky=1+ [N%J’

ce qui démontre 1 et 3.
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1=4. Soient n>1 et kh, et soit ; = inf v(a, n, k), alors
aeM

supv(a, n, k) <7 + 1.
aem

Soient «,, ..., ay, des représentants de M, :

Nk
(s n, k) =n.
i=1
Donc
Nt ZnZNi(E+1)
et

. n
;é[m]éz+1-

N

Si [Nn_] = [ n— I], la condition 4 est satisfaite. Sinon, n = mNj,
k . k
Z=m : alors sup v(o, n, k) = m 4 1 entraine

aEeEM

Np
Ev (@, nk>m+i14+ Nr—1)m=n-+1,
i=1

ce qui est absurde. Donc 4 est démontré.

3=2. En effet, d’aprés 3, v(a, mN;, k)>m, ce qui entraine,
comme nous venons de le montrer, v(a, mN;, k) = m.

4—2. En effet, d’aprés 4, v(a, mN;, k) Zm et s’il existe un «;
tel que v(a;, mN;, k) = m —1, on obtient
Np
n =Zv (@, ny k) Z=m—1+m(Nr—1)=n—r1,
i=1

ce qui est absurde.

CoroLLAIRE 1. — Une suite u est bien répartie d’ordre h dans M si et
seulement si, pour m > o, chacune des suites u™ : n ~»> U,, v, satisfait a
lune des conditions BRh 1, 2, 3, 4.

En effet, si u est bien répartie d’ordre h,

v (2, MmNy, k) = m%, pour k=h,

Dh

v (2, n, k) = v (2, MmN+ n, k)—m -
N;
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n mN;+ n Ny, . e
—_ | = —_ | — (m)
Or, [ Nk] = [ N, ] m 7 e qui montre que ul" satisfait aux

conditions BRh 1, 2, 3, 4.
Réciproquement, u!” = u.

REMARQUE. — Compte tenu de la notation <, introduite au para-
graphe 2.2, la proposition 3 admet 1’énoncé équivalent suivant :

Une suite u est bien répartie d’ordre k dans M si el seulement si,
pour m> o, la suite finie U, = { Wun; s Uminyn— | Salisfait a Zy,.

On en déduit aisément le critere de trés bonne répartition suivant :

CoroLLAIRE 2. — Une suite u est trés bien répartie dans M si et seulement
si, quels que soient m>>. o et k> 1, ’ensemble des valeurs u,, ot n = j + mN,,
0 = j < N, forme un systéme de représentants de M;.

2.2. Construction de suites trés bien réparties.

Désormais, nous supposons que M n’est pas fini (et conservons les
notations du paragraphe 2).

Etant donnée une suite finie S,= { uo, ui, ..., U, }, nous dirons
qu’elle satisfait a <, si

Iéjén)
) k>1
{aeM ’

s - [ﬁ]évw,j,k)él—k[];l]-

k
11 est clair qu’une suite u est trés bien répartie si et seulement si S, (u)
satisfait a <, quel que soit n > 1.

ProposiTioN 2. — Soit S,={u, ..., Up—} salisfaisant a <,
pour que S,. = S,V {u,} satisfase a T, il faut et il suffit que,
pour k>,

n

v(Un, N, k) = [m]

Cette condition est nécessaire : soit en effet k> 1,

n+4+i1—i

Q’n+1 = V(un,n+1, k)él—l_[ Nk J'

Or, v(un, n, k) =v(u,n + 1, k) —1, dott

n

v(Un, N, k) = lﬁJ

Réciproquement, supposons que, pour k>1, on ait

v(Un, n, k) = [Nik]
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Fixons k, et soit a €M :
v (3(, n, k) si O(¢ V/; (un)’

v(d,n—!—lak):ll_l_[lJ Si!ZGV/.-(Uu)s

N;
o l=lw
Ne |7 LNe

N ]év(.x, n+1, k) <=1 +[N£L]

donc quel que soit a € M,

et 2, est satisfaite;

. n+1 n,
— ou bien ( N ]_1 + lml, dans ce cas on a encore, quel que

soit «x e M,
v(e, n +1, k) <=1+ [Ni]
k
Montrons qu’on a aussi

v(a,n—{—l,k)é[nz\_{;kl] =m.

Soient «,, ..., 2y, des représentants de M;, et supposons par exemple
que u, € V(). Alors

v(a,n k)=m—1,

donc
N

Zv (2, n, k) =n— (M —1) = m(Ny—1).

i=2
Or, pour tout i, v (a; n, k) < m, donc, pour i = 2, ..., Ny,

v(o, n, k)y=m=v (o n+1,k)
et
v(a, n+1, k)y=m.
C. Q. F. D.
ProrosiTioNn 3. — Soit S, = { uy, Wy, ..., U,y } salisfaisant a <,
el posons

n—1

v, (2) = 2 v (z, w).

i=0
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) v.(x) = inf v.(y);
YEM

(i) vn(z) =2[1%]

k>1
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(iil) pour fout k>1, v (z, n, k) = [l];
Ni
(iv) la suite S,V {x} satisfait @ Z,.,.
De plus, U'ensemble E, des éléments x salisfaisant a I'une de ces propriétés
est ouvert et compact, et sin =n,+ NN, +...+ n,Nup+..., 0o < n; <qivr,

b (B = n(“a>‘

L’équivalence de (iii) et (iv) a fait I’objet de la proposition 2 et n’est
citée ici que pour mémoire.

L’équivalence de (ii) et (iii) résulte de 2, par l'intermédiaire de la
remarque suivante :

Le nombre des indices j<n-—1 tels que v(z,u;) ==k est
v(z, n, k) —v(z, n, k + 1), donc

®

Va(2) = Vk(v(x n, k) —v (@, n, k+1)) = I (@ n, k.
k=1 k=1

Alors
T, = () Z [Nn«] quel que soit xe M,
k

k>t

et
Uzl(x)=2[]%] < quel que soit k1, v (, n, k):[N"_k].

kx>1
I’équivalence de (i) et (iii) résultera du fait que
. n
o0 =3[ ;|
k>1

ce que nous allons montrer en étudiant 1’ensemble E, des éléments x
satisfaisant a (iii).
Soit h défini par N, n = N, alors
n=n0+n1N1+...+nhNh (O_éni<qi+1)-

Quel que soit x € M,

[Nl]Av(a n, 1)41—{—[ 1],

donc, parmi les N, disques disjoints V,(«;) recouvrant M, il y en a n,

qui contiennent 1 -+ [ 13 ] pointsde S, et N,—n, quien contiennent [ N ]
1
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L’ensemble &,,= { x

v(z, n, 1) = [ﬁ—“ est réunion de N,—n,
1
disques V,(«;) dont chacun contient

ni+n.q;+...4 nyq>...q. points de S,.

Soit, pour k> 1, &= { T

v (x, n, h) = lNih] pour tout h =k ;

Alors, 8)1,n= &, pour k> h 4 1 et
En= m 6/\‘,71: 5h+1,n-
A1
Soit j < h, et supposons que &;, soit réunion disjointe de
@—n) (@—n)...(¢/—n;—) disques V,()
dont chacun contient
‘ [l%] =n;4+nj1qjs1+...+N1qjx1...qn pointsdeS,
{ce qui est vrai pour j = 1), alors pour «€8;,, V,;(«) est réunion de
q;+1 boules V;_ (a;) parmi lesquelles

— n; contiennent 1 + [Nl] points de S,, et
J

. n
— ¢j+1— n; en contiennent [V] =Nj~+Njo+...+ NiQji2. . Qe
]

Donc V()N &4, est réunion disjointe de ¢,.1—n; boules V,,(x1),
quel que soit «€8;,, ce qui montre que E,= &,.1,, est réunion de
(g:— ny). . .(qs+1— np) disques V4 (2;); c’est donc un ensemble ouvert
et compact, dont la mesure est

- (En) =Il < a qzl
j=o0

En particulier, E, n’est pas vide, ce qui montre I'équivalence de (i)
et (iii),

CoROLLAIRE 1. — Pour que u soit trés bien répartie dans M, il faut

et il suffit que pour n>1,
n
U,l(ll,q) ZZ [m].

kx1

CorOLLAIRE 2. — Pour que u soit frés bien répartie dans M, il faut
et il suffit que pour n>.1,

v, (u,) = inf v,(2).
x€M
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ProrosiTiON 3 bis. — Si pour tout j <N, on a
+o .
. ) . Y L
.:Ielflvl(x) _kz [N/:]’
=1

alors Sy, satisfait a 2 y,.

Supposons, que Sy, ne satisfasse pas 2y, : il existe alors n€[1, ..., N/,
zeM et ke[1, h] tels que

() v(x, n, k) < [—N";]

Soit n, le plus petit des n ainsi définis, et soit k, le plus petit entier tel
qu’il existe z satisfaisant a (1) pour n = n,. Alors n, est un multiple

. ‘ny—1 _ | T
de N, sinon, [ NAO ] = [Nh] et

v(x, no, k)<[£f] = v(z, no——x,k)<[n}vjl],

0

n, ne serait donc pas minimal.
Alors, pour j <<k, et quel que soit ze M,

. n|_ ny
@ = | = 5

ce qui entraine que
V@)=
De plus, il existe z, € V;,(x,) et tel que
7 (xl, n,, ko + I)é [

n, ]
N ko+1

sinon, on aurait en sommant sur les disques V., recouvrant Vi, (x.,)

% > (0, Moy k0)>(ln.,+x)§ [NI:H J >,

ce qui est absurde.

Finalement, il existe donc ;1€ Vi1 (Ti=t, 1), ..., TL€ V; (T,0) et
tel que v (Ti—t—1, Mo, j) soit :

— ¢égal a[ ]pourj<ko,

— strictement inférieur a { N Jpour Jj=k;
ko

Ny
— inférieur ou égal a [

N,] pour j > k.

Alors v, (Vi—t,—1) <V [ ], et la proposition est démontrée.

j=1
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REMARQUES.
1. Une suite treés bien répartie est injective.

2. Soit Sy, = { U, ..., un,_, | satisfaisant a €, : Sy, est un systéme
de représentants de M;. Réciproquement, tout systéme de représentants
de M, peut étre indexé de facon a constituer une suite Sy, satisfaisant
a L.

3. Soit A>~1 : la condition (iii), pour n = N,, se réduit a : il

existe j << N, tel que v (z, u;) = h. L’ensemble Ey, est de mesure 1 —

qh+1

4. Etant donnés z, et y, distincts, on peut construire une suite
trés bien répartie u telle que :
— U= Yo;
— il existe n, avec u,= yo;
—1ZjZn—1 = (T, u;) <<V (Tos Yo).

Soient, en effet, k = v (xy, Yo) et Sv,= {x, ws, ..., uy,_, | satisfaisant
a 2y,. Alors y, € Ey,, d’aprés la remarque 3, Sy, = { Zo, Uoy «++s Ny Jo) |
satisfaisant & Py,.,, et pour j=Zn—1,

v (o, ;) <L k—1<<v (0, Yo) = k.

5. Soient plus généralement S,= {u,, ..., u,—,} satisfaisant a <,
et x, ..., %, ... des éléments de M deux & deux distincts n’appar-
tenant pas a S,, on peut alors construire une suite tres bien répartie u
telle que : ‘

— Sp= S, (u); '
— il existe i, < i,<<...<i;<..., avec u(i;) = z,. Soient, en effet,

k= suplv(xl, u;) et X={xy ..., %, ...}

j<n—

On peut construire u,, W, ..., U » de telle sorte que

N,

fuo,...,u 1

SNH - l Nig—1 )

satisfasse & 2y, et Sy, NX =0, car X étant de mesure nulle, pour
n=j~<N;_, on a n(E;)#0 et Ion peut choisir u;€E; et u;¢&X.
Alors x, € Ey,, d’aprés la remarque 3, et I'on peut prendre i, = Ny,.
La démonstration se poursuit par récurrence sur s.
En particulier, étant donnée une suite injective v, on peut construire
une suite u trés bien répartie telle que v soit une suite extraite de u.

6. Soit S une partie dense de M : on peut construire une suite trés
bien répartie dans M, a valeurs dans S.
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2.3. Exemples de suites trés bien réparties.

2.3.1. — La suite des entiers naturels est lrés bien répartie dans
Uanneau Z, construit dans I'exemple 1.2.3. En particulier, la suite des
entiers naturels est trés bien répartie dans l’anneau Z, des entiers
p-adiques.

2.3.2. — Reprenant les notations de 1.2.4, supposons de plus qu’il
existe une infinité d’indices i tels que Card P;> 1 et que chaque P;
soit indexé :

Pi= {a/}’ .o

Soit n =ny+n,N,+...+ nNy+...(0 Zn,<quss) : la suite

; 1
i a/‘/i—io—t I

n~>u —7r“02a i
n— n;
i>0

est trés bien répartie dans M comme on le voit immédiatement en appli-
quant le corollaire 2 de la proposition 3.

2.3.3. — Soient (M, : 9,) et (M, ¢} ,) deux systémes projectifs
réguliers.
Posons
Rn = Mn X M;L,
Yin=(9kns 9%, n)-
Le systéme (Rn, Ur,.) est un systéme projectif régulier auquel sont
associés les entiers r, = ¢.q,.
La limite projective R de ce systéme est canoniquement isomorphe au

produit M x M’ des limites projectives de M, et M,.
Soient u et u’ deux suites trés bien réparties dans M et M'.

Pour n>. o, posons

n=n,+mr+...4n,r,... 1 (oL n; <riv1),
o=m; <gq,
oZm; <¢,
mn)=m,+mq +...+mq ... q.
m'(n) =my,+m,q, ...+ myq,...q,

n,=m;+ q:m, avec {

Alors, la suite v 4 valeur dans R définie par
l)(n) =(um (n)s u’m’(n))
est trés bien répartie dans R : nous poserons v = (u, u’).

2.3.4. — Soient K une extension non ramifiée de Q,, s le degré de K
et A I'anneau de valuation de K. A est isomorphe a Z;. Utilisons la



INTERPOLATION p-ADIQUE. 133

construction précédente a partir de la suite des entiers naturels :
soit (wi, ..., ;) une base du Z,-module A et posons, pour n> o,

n=2n,~pi. (o£Ln; < p)
ixo
et, pour j=o, ..., s—1,

m;(n) = En,-mp’.

ixo0
: < T
La suite n ~+Zm ;(n) w1 est trés bien répartie dans A.
j=0
2.3.5. — Soit G un groupe profini (compact totalement discontinu

métrisable). Supposons que G soit monogene (ou monothétique, cf. [7]) :
il existe un générateur « de G, tel que le groupe cyclique engendré par a
soit dense dans G.

A une suite décroissante de sous-groupes ouverts H;, dont l'inter-
section est réduite a I’élément neutre, on peut associer biunivoquement
un systéme projectif régulier de groupes cycliques G/H;= G;, dont G
est la limite projective, ce qui munit G d’une structure de compact
valué régulier. Chaque G; est engendré par I'image de «, et il est immé-
diat que la suite n ~> a" est trés bien répartie dans G.

Donc n ~> a” est trés bien répartie dans G pour toute valuation inva-
riante de G.

En particulier, soient K un corps local et « € K, notons («) 'adhérence
du groupe cyclique (a"),ez.

Si |a|5£1, (2) est discret.

Si @ =1, («) est un compact régulier de K (cf. définition, § 2.4)
et n ~>a” y est trés bien répartie, donc :

Soit a€ K, pour qu’il existe un compact M de K dans lequel o" soit
équirépartie, il faut et il suffit que | o | = 1. Alors M est un compact réqulier
de K (éventuellement discret si o est d’ordre fini dans K*) ef n ~>a" y est
trés bien répartie.

Soit € Q,(p#Z2):

(a) pour que n~> an soit trés bien répartie dans 1+ pZ, il faut et il

suffit que v(e—1) =1;
(b) pour que n ~>an soit irés bien répartie dans la circonférence unité
U=2,—pZ, de Q,, il faut et il suffit que :

— a soil un générateur de< >
g @)

— v(aP~t—i1)=1.

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 2. 9
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2.4. Enoncés particuliers aux corps locaux.

DEriNiTION. — Soient K un corps local et M un compact de K, dont
le diamétre est inférieur ou égal a 1, nous dirons que M est un compact
régulier de K si la valuation a valeurs entiéres,

I

v(z, y) = I)('n')v(y—x)

induite sur M par la valuation de K satisfait a la condition (D).

I1 est naturel de dire qu'un compact de diamétre supérieur a 1 est un
compact régulier de K si ses homothétiques de diameétre 1 sont des
compacts réguliers de K. Cependant, pour éviter d’alourdir les notations,
nous nous restreindrons dans le chapitre II a des compacts de diamétre
inférieur ou égal a 1, et dans le chapitre III & ceux de diamétre 1, la
traduction des énoncés en diamétre quelconque étant immeédiate.

Dans ce paragraphe, M est donc un compact régulier de K, au sens
de la définition donnée ci-dessus. Nous supposerons de plus que M
n’est pas discret.

A une suite u a valeurs dans M, nous associerons la suite des poly-
nomes P,(X), définis pour n> o par

PX)=X—u)X—u)... X—u,).
Si u est injective, nous définirons de méme

X—u)(X—u)...(X—t,_)  P.X)
Q.(X)= (U— o) (W—y) . .. (U—tny) Po(u,)

Avec ces notations, la fonction v, (z) définie plus haut est

I
Un(x) = WTE)U(P”(X))‘
Les lemmes ci-dessous, qui seront utilisés ultérieurement, sont la tra-
duction de la proposition 3 et de ses corollaires 1 et 2, en termes de
polynoémes et valeurs absolues :

LemMme 1. — Soit S,={uo, ..., Uy} satisfaisant a 2,, alors
Pn = T )‘", U }.” == [-—rl—— ] .
sup [Pu@)]=[m ol § N,

LemME 2. — Soit S,= {u,, ..., Wy—y | salisfaisant @ Z,, alors S,V { u,}
satisfait a %, si et seulement si

| Pr(un) | = sup | P, ().
xeM
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LEmMME 3. — Pour que u soit trés bien répartie dans M, il faut et il
suffit que, pour n> o,

.gtég(l Qr(@) | =1.

Il existe une réciproque au lemme 3, que J.-P. SERRE m’a signalée
dans le cas des coefficients binomiaux (§ 7, exemple) : elle ne sera pas
utilisée ultérieurement, en voici cependant une démonstration sommaire.

Soient & le complété de la fermeture algébrique de Q,, M un compact
réqulier d’une extension finie K de Q,, et u une suile trés bien répartie
dans M, alors

-ﬁxeg[lgn(xﬂéx pour toutnéo} = M.
Le lemme 3 permet d’affirmer que M est contenu dans l’ensemble
ci-dessus défini. Soit €L, & M; posons p = sup v(x—y), ¢ est fini.
Soit h=inf {neN|p < nu(r)}. Alors e
Ng—1
p(Py, (@) = X, v(x—u)),
j=0

donc
/h—1

v(Px,()) é(2k< 2 1>> v(m) + Z 0.
( (%)

k=1 v(x—uj=kv(w u(.—u—u/)>:‘lzfi)u(m

v Nll . N/L ].
dnd Ié[Nk:' [NA-+1 ’

v(x—uj):ku(ﬂ)

Or, pour k<= h—1,

et
> ez
v(x— u/-):>(h—1) v (%)
D’ou
’V/L
p(Px, (m»4> + p—((h—1) v(x),
soit

v(PA-,,@»é(E[%"J) v(E) +p—ho(E) <P ()

k>l
Alors | Qn,(x) | > 1, ce qui démontre la propriété.
De plus, les polyndmes Q, ont la propriété suivante :
LEmME 4. — Soit u trés bien répartie dans M et soit n < N,, alors

zeVi(@ = |0.(x)—0Q.(a)] <1.
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En effet, si |Q.(a)| =1, a€ E,, donc
v(a, n, h) =[1_3/—1] =o.

Alors, pour z€ Vi(a), |x—a|<|w|.|a—uj;|, quel que soit j <n, et

r—uw_ Z|=|.
a—u;
Donc, g"gg —1| <L ||, ce qui, avec | Q.(a)| =1, donne

| Qn(x) — Qn(a)| <1.

Si|Qn(a)| <1, il n’existe aucun x€ V,(a) et tel que | Q,(x)| =1, car la
premiére partie de la démonstration entrainerait | Q,(a) | = 1. Donc pour
tout z€ Vi (a),

Q@) <1, etaussi  [Qu(@)—Qu(a)| <1

D’ou le lemme.

3. Isométries de M.

DEFINITION. — Soit M un compact valué régulier : une isométrie
de M est une application g de M dans lui-méme telle que, quels que soient x
el y dans M,

v(9(x), 9(¥) = v(z, y)-

Une isométrie est une bijection : en effet, si 2, ..., a5, sont des repré-
sentants de M, g(a)(i=1, ..., N;) sont aussi des représentants
de M;, donc ¢ induit une permutation de M;y, ceci quel que soit k, et ¢
est bijective.

L’ensemble G des isométries de M est un sous-groupe du groupe des
permutations de M.

Soient 1 l’application identique et g€ G, posons
v(g, 1) = sup (v(9(2)), 2)-
xEeEM

Ceci définit sur G une valuation qui induit la topologie de la conver-
gence uniforme, et G est un compact valué régulier : explicitons le
systéme projectif régulier associé. :

Soit S, le groupe des permutations de M.

Si ge G et prn.(x) = pr.(y), pr.(9(x)) = pr.(9(y)), donc g définit une
permutation g, de M, : soit 7, 'homomorphisme g ~>m,(9) = g. de G
dans S,.

Posons

Gn=7,(G) et  Qpu=moT,’;
alors le systéme (G., 9i,.) est le systéme projectif régulier associé au
groupe valué G.
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Les groupes G, sont d’ailleurs caractérisés par les propriétés suivantes :

— Go= Gy

— soit c€Q, :

ceCG, < (:{)n—l,n°a°(P;11,n€Gn—1-

Dans le cas ou M, est un produit A, X ... XA, (exemple 1.2.1),
le groupe G, est le produit complet des groupes symétriques de A4,...4,
(cf, par exemple, [12], [13] et [14]).

Nous allons montrer que les suites trés bien réparties permettent de
caractériser les isométries de M.

ProrosiTioN 4. — Soient U I'ensemble des suites trés bien réparties
dans M et g une application de M dans lui-méme. Alors

geG < {(ueU=gouelU}.

Si g€ G, il est clair que go UCU.
Réciproquement, d’aprés le corollaire 1, proposition 3,

el < vu(u,l)=2[l—%:| pour n>.r1.

k>

Soient ge M,

n—1

nelU, w'=goU et v,(x)=D v, u).

j=0
Nous allons montrer que si g& G, on peut construire ue U de telle sorte
que gou=u'¢U.
Soit, pour xeM,
Ax={ylv(9(@), 9(¥) # v(x, Y) }.
Si g& G, il existe x, tel que A., soit non vide. Soit y,€ A,, et tel que

v (%o, Yo) =k = inf v(xy, y).
Y€ Az,

On peut construire (remarque 4, § 2.2) une suite ue U et telle que

Uy = Yo,
uNk = Xy,
v(xo, U)) < V(To, Yo) pour 1=j <N

Alors, pour 1=j < N;, u;¢A,, Donc

Noo(g@), g(u) = X, v, u)).

Donc v, (9(x0)) 7 vn,(x0), et u'=goug U.
C. Q. F. D.
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4. Approximation des intégrales.

4.1. Notations.
Soient E une partie de M et u une suite a valeurs dans M, posons
vep(n) = Card {u=*(E)n(o, n—1 |
[alors vy, (n) = v (2, n, k)].
Equirépartition. — Nous dirons qu’une suite u est équirépartie
dans M si elle satisfait 4 'une des conditions équivalentes suivantes :

E, : Pour fout fermé E dont la frontiére est de mesure nulle,

lim vz(n)/n = p.(E).
no>—+w

E, : Pour foute fec(M) (espace des fonctions continues sur M a

valeurs complexes)
n—1
. I
Jim < ) f<u,~)> = p(f).
j=0

La démonstration classique de I’équivalence de E, et E, dans un groupe
compact (cf., par exemple, [7]) reste valable ici. On peut d’ailleurs aussi
utiliser un isomorphisme de M sur un anneau Z,.

Modules de continuité. — Soit ¢ une application décroissante de N
dans R+, tendant vers zéro & l'infini. Nous noterons A, I’ensemble des
fonctions de ¢(M) admettant le module de continuité ¢ :

Ag={fecM)|v(@, Y=k < |f@—fW|<=F) .

Enfin, pour toute fe¢ (M) et tout n> 1, nous poserons

2 m= 5 2.

4.2. Approximation.

ProrosiTioN 5. — Une suife u est trés bien répartie dans M si, et
seulement si, quel que soit le module de continuilé o,

feA,

k>1

n>xi

= | X aN)—p()| 200,

Soit u trés bien répartie : I'ensemble S,n,(u) est réunion disjointe
de n systémes de représentants de M;. Soient S, ..., S, ces systemes et
soit f;(x) la fonction constante par morceaux, définie pouri =1, ..., n, par

fi@@) = f(uy) pour x€ Vi(u;) et u;€S.
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Sifeds, |f(x)—fi(x)| <o (k), quel que soit x€ M, donc
() — - (F) [ = 9 (R).

Or
3 (1 nNy = n<§<N— 2_f<u,~>>> = n<§ H(fi)>-
D’ou - e -
| D nNy— ()| = 5| B ) —r ()| =2 .

Réciproquement, soit u une suite satisfaisant aux inégalités d’approxi-
mation de I’énoncé et soit k> 1 fixé.

Posons
o(n) =1 pour n <k,

o(n) =0 pour n>k;

I'ensemble A, associé & ce module de continuité ¢ contient, quel que
soit « € M, la fonction caractéristique y, de Vi(«). Or,

Y I
Z(Z“’ nNy) = ;I—N—kv(oc, nN;, k)
et
o) = §.
PFXe) = Nk,
Phypothése d’approximation entraine donc
I I
‘nNku(ac, nN;, k) N, Zo(k)=o,
soit
v(a, nN;, k) =n, quels que soient a€M, n>1 et kX1;

autrement dit, u est trés bien répartie dans M.

CoaPiTRE II.

Interpolation des fonctions continues.

5. Propriétés de certains espaces de Banach.

Soit E un espace de Banach sur K, c’est-a-dire un espace vectoriel sur K,
normé, ultramétrique et complet; nous supposerons parfois que la norme
sur E satisfait a la condition :

(N) yeE, y#o = il existe €K tel que |1y|=1;
(ly| désigne la norme d’un élément y de E).
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On dit qu'une famille (e;);c, d’éléments de E est une base normale
(ou orthonormale) de E si elle satisfait a :

(B) Tout yeE est, de fagon unique, somme d’une série

y =2yief,

iel
o y;€K, |yi| o quand i— + o, et |y| = sup|y:|.
iel

On sait qu’un espace satisfaisant a la condition (N) admet au moins
une base normale ([8], [16], cf. par exemple [22]).

Etant donné un espace E satisfaisant a (N), nous poserons
E,= {xEE||x|éxg,
E _ Eo/n Eo.

Si z€ E,, nous noterons Z son image dans E.

On sait ([22], lemme 1) qu’alors, pour qu'une famille (e;):c; soit une
base normale de E, il faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition (Q)
(quotient) :

Q) 11°Viel, e€E;
20 (&);c: est une base (algébrique) du f-espace vectoriel E.

Exemples.

1. Soient X un espace topologique compact et ¢(X, K) I'espace
des fonctions continues sur X et a valeurs dans K, muni de la norme de
la convergence uniforme : €(X, K) est un espace de Banach sur K
satisfaisant a la condition (N).

L’espace ¢ (X, K) associé est I'espace des fonctions continues sur X
et 4 valeurs dans f, c’est-a-dire des fonctions localement constantes
sur X et a valeurs dans f.

2. Soient E un espace de Banach sur K, X un espace topologique
compact, et ¢(X, E) I'espace des fonctions continues sur X a valeurs
dans E, muni de la norme de la convergence uniforme : ¢(X, E) est un
espace de Banach sur K; de plus, il satisfait & (N) si E y satisfait.

3. Les espaces de fonctions analytiques que nous étudierons au
chapitre III sont également de ce type.

Dans ce chapitre, nous étudions des espaces ¢(X, E), ou X est un
produit fini de compacts réguliers de K et E un espace de Banach sur K
[ne satisfaisant pas nécessairement a (N)].

Le paragraphe 6 est consacré aux espaces C(M, K), ou M est un
compact régulier de K : au paragraphe 7 les énoncés sont généralisés au
cas des espaces C(X, E), grace aux propriétés générales ci-dessous.
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Nous noterons E @ F le produit tensoriel complété (ou topologique)
de deux espaces de Banach sur K, tel qu’il est défini dans ([22], § 4).
Nous aurons essentiellement a utiliser les propriétés suivantes de E Q F,
qui se déduisent immédiatement de la proposition 6 de [22] :
PTT 1. — Soient E et F deux espaces de Banach sur K, F satisfaisant
a (N).
Soit (f;),es une base normale de F, alors tout élément 2€EQF esl,
de fagon unique, somme d’une série

Y A
2=X%Qf
jeJs
PTT 2. — Soient E et F deux espaces de Banach sur K satisfaisant
a (N), (e)ies et (f);es des bases normales de E et F. Alors (e, " ;)i jer
est une base normale de EQ F, qui satisfait donc a la condition (N).

CoNSEQUENCE : Avec les hypothéses de PTT 2, soit (a; )i jerxs
une famille de scalaires, |a;;|—o quand (i,j)—> 4. L’élément

z= 2 a;, ;e:Q f; associé admet, d’apres PTT 1, deux représentations
(L)€ 1=
) A | Pl
Z:Z%/@fj et z=}_‘ei®yi.
JE€J iel
Ces trois représentations de z sont liées par les relations
Wl
zi=Yae et yi=Xa,f)
iel jEeJ
avec
|z;| =sup|a,;[ et  |y|=supa,,.
. iel =

Proposrition 6. — Soient X un espace compact, E un espace de Banach
sur K, (9:);e: une base normale de ¢(X, K).

(a) Toute fec(X, E) s’écrit de fagon unique comme somme d’une série,

f=ZCPieis ou e€E, |e:]>o quand i,
iel
[f]=sup|el
iel

(b) L’application ¢ @ e—>ge de ¢(X, K)Q E dans ¢(X, E) définit

un isomorphisme canonique de ¢ (X, E), avec ¢(X, K)  E.

(a) f(x) est compact, donc f peut étre uniformément approchée par
des applications a valeurs dans un sous-espace de dimension finie de E.
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Or, soit E, un sous-espace de E de dimension finie, on sait [19], qu’il
est somme directe (avec sa norme) de sous-espace de dimension 1,
donc (a) y est vraie. L’existence de la série en résulte, I'unicité est une
conséquence de 1’égalité

|f] = sup|e].
i€l

(b) 1 est clair que ¢ (9 e—> ¢ e est un homomorphisme, (a) et PTT 1
montrent que c’est un isomorphisme.

CoroLLAIRE 1. — Toute famille (¢;);e, satisfaisant aux conditions (a)
de la proposition 6 pour un espace E de dimension au moins égale a 1
est une base normale de ¢ (X, K).

Il suffit, en effet, de choisir un élément a€ E, de telle sorte que Ka
soit un facteur direct de E, et d’identifier ¢(X, K) avec ¢(X, Ka)
muni de la norme |fal/ al.

CoroOLLAIRE 2. — Soient X et Y deux espaces compacts, E = ¢(X, K)
et F =¢(Y, K), et soient (2;);cr et (3));es des bases normales de E et F
respectivement, alors la famille (%;3,):,ei1<s est une base normale
de ¢(XXY, K).

On sait en effet, [4], que ¢(XXY, K)=¢(X, ¢(Y, K)). Donc,
d’aprés la proposition 6,

e(XxY, K)=¢e(X, K)® e, K),

ce qui donne le corollaire, en appliquant PTT 2.

Réciproquement, on voit facilement que deux familles (2:):e: et (3/);e
d’éléments de E et F, telles que (2;3,);,,er=s soit une base normale
de ¢(XxY, K), et qu’il existe i, et j,€J, avec |o,|>1et|B;|>1,
sont des bases normales de E et F respectivement.

6. Interpolation sur un compact régulier d’'un corps local.

6.1. Notations.

Soit M un compact régulier d’un corps local K : dans ce paragraphe,
nous noterons E l'espace ¢(M, K).

Etant donnée une suite injective u a valeurs dans M, nous associerons
a toute fonction f définie sur M et a valeurs dans K la suite f,(X) de
ses polynémes d’interpolation sur u, définie par

fr(X)eK[X]
(1) dgf.<n,
fu(uy) = f(u)) pour j=o, ..., n.

La suite u est supposée injective, de fagon a ce que ces conditions défi-
nissent effectivement les polyndmes f.
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Les polyndmes f, s’expriment par les formules usuelles (Newton).

120 = ¥, 0:Qe(X),
otl k=0
Qn (X) = (X — ll(,) M (X — un.-—1) . P,l (X)

w—uy). . .(W— )~ Pa(w)

(notations du § 2.2.4).

Les coefficients a; se calculent par exemple en remarquant que la
formule d’interpolation de Lagrange s’écrit

f2(X) = < E x— uiglggm (uk)> Pt (X),

k=0

ce qui donne, en identifiant les valeurs des termes de plus haut degré,

Nous dirons que la suite u est une suife d’interpolation pour les fonctions
continues sur M a valeurs entiéres si :
(SI) 1° quelle que soit fe E, |f-—>f.|— o0 quand n— o
20 | flZ1=|fn| <1 pour n> o.

Lorsque 1° est satisfaite, la sérieZ a,Q.(x) converge uniformément
n>o
sur M, autrement dit : toute fonction continue sur M y est limite uniforme
de la suite de ses polyndmes d’interpolation sur u.

La condition 2° exprime que les polyndomes d’interpolation d’une fonc-
tion a valeurs entiéres sont eux-mémes a valeurs entiéres; de plus, si elle
est satisfaite, les polynomes (Q,).~, constituent une base du A-module
des polyndmes a valeurs entieres.

6.2. Un théoréme d’interpolation.

Théoréme 1. — Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) u est une suite d’interpolation pour les fonctions continues sur M
el a valeurs entiéres (condition SI);

(b) | Q.] =1 pour tout n> o;
(c) u est trés bien répartie dans M;
(d) (Qn).ex est une base normale de E = ¢(M, K).

(d) = (a) & peu preés trivialement.
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Soit, en effet, f =2 a,. Q. la décomposition de f sur la base Q,, et soit

nx0

f2(X) =, Qe

k=0

On a Q.(u;) = o pour j < n, donc, pour j = n,

7
) =Y, @ Q) = f (w).
k=0
Le polyndme f, satisfait aux conditions (1) et il est le polyndome f, d’inter-
polation de f défini par ces conditions.
Alors, |a.|—o=|f—/f.|—>o0, et la condition SI, 1° est satisfaite.
De plus,
[fl=sup|a.| = [f.l<Ifls
nEN

donc la condition SI, 20 est satisfaite.

(@)= (b). En effet, Q.(u,) =1, donc |Q.|>1. Soit n fixé >o
et soit ¢ la fonction caractéristique d’un disque de centre u, ne conte-
nant aucun u; tel que j <n : ¢ est continue, et son (n + 1)-iéme poly-
noéme d’interpolation est ¢,(X) = Q.(X). La condition SI, 2° entraine
donc | Q.| <L 1.

() =(c). En effet, le lemme 3 (chap. I, § 2.2.4) peut s’énoncer
«(B) = () ».

(¢)=(d). Nous allons montrer que (Q.).ex satisfait a la condi-
tion (Q).

Soit E, le sous-espace de E constitué des fonctions a valeurs dans f,

constantes sur toute boule V), : E est réunion des E), comme il résulte
des remarques faites au paragraphe 5, exemple 1.
Soient «,, ..., ay, des représentants de M, et soit y;, la fonction

caractéristique de V(%) : (1)i=1,...,~, est une base de E;.
De plus, si u est trés bien répartie, u,, ..., uy,—, sont des représentants
de M, et Uon peut choisir a;= u;_,.
Avec ces notations, on a le lemme suivant :
LEMME 5. — @i:o, ....Ns—1 est une base de E,et, pouri=o, ..., N,—1,
Np—1
Qi=%irn+ 2 Q:(Wj—1)  %j, e
j=i+1
Il résulte immédiatement du lemme 5 que (Q.).en satisfait & la condi-

tion (Q).
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De plus, il suffit de montrer les égalités du lemme 5, pour en déduire

que (Q))i=o, n,—1 est une base de Ej, puisqu’en effet, la matrice & coeffi-
cients dans ¥ représentant les Q; sur la base X, de E, est alors une
matrice triangulaire dont la diagonale est constituée d’éléments égaux
4 1. Or le lemme 4 du chapitre I (§ 2.2.4) montre que, pour n < Ny,
Q. est dans E;, donc

Np—1

Q= Q@)%

j=0
de plus, pour j =i, Q:(u;—) = o, ce qui démontre le lemme et achéve
la démonstration du théoreme 1.

CoroLLAIRE 1. — Soient u une suite Irés bien répartie dans le compact
régulier M du corps local K et E un espace de Banach sur K. Toute fonc-
tion fec(M, E) admet une décomposition unique :

X—u)...(X—up—)
(Un—uo). .. (Un— Uny)

f=2 an ot Qu(X)=

nx0
a,€E et |a,|— o quand n—oo; de plus, f = sup]anl.

Il suffit en effet d’appliquer le (a) de Ia proposfuon 6 a la base
normale (Q,).ev de € (M, K).

CorOLLAIRE 2. — Avec les hypothéses du corollaire 1, soit f une fonction
définie sur (u,).en et a valeurs dans E; posons

ap= Pk(uli) <Z PT%) )

Pour que f soit prolongeable en une fonction conifinue sur M et a valeurs
dans E, il faut et il suffit que | ax|— o quand k —.

On peut déduire de ces résultats des énoncés sur les « polyndmes a
valeurs entiéres » dans un corps de nombres analogues a ceux
de [10], [17], [18] : nous ne les donnons pas ici, car ils sont sensiblement
équivalents aux résultats cités, et d’'un caractére algébrique assez
étranger a ce travail.

7. Application aux fonctions de plusieurs variables.

Soit R =K, < K, < ...x K, olule corpsdesrestes f;de K; a p'i éléments,
et soit K une extension finie commune de K, ..., K,. Un compact M
de R sera dit régulier si

M=DMXx...xXM:,
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ou M‘ est un compact régulier de K; (M! est donc aussi un compact
régulier de K).

Soient u‘ une suite injective a valeurs dans M, et (Q’).ex les poly-
ndémes associés a u‘.

Si n=(@m,...,n)eN’ et = (2, ..., x)EM, nous poserons

0r(2) = Qn, (). . . On, ().
Avec ces notations, on a la proposition suivante :

ProposiTioN 7. — Pour que (Q,).en: S0it une base normale de ¢(M, K),
il faut et il suffit que pour i =1, ..., s, u’ soit trés bien répartie dans M.

Pour s =1, la proposition 7 est I'équivalence « (¢) = (d) » du
théoréme 1.

De plus, quelles que soient les suites injectives u/, on a pouri =1, ..., s
et n> o0, |Q4]>=1 : le corollaire 2 de la proposition 6, avec sa réci-
proque, donne donc la proposition 7 par récurrence sur s. On en déduit
immédiatement le corollaire suivant :

CoRrOLLAIRE 1. — Soient (¢%), i =1, ..., s des suiles trés bien réparties
dans les compacts réguliers M! des corps locaux K;, et E un espace de
Banach sur une extension finie commune K des K,. Toute fonction continue
feecM!x ... xM, E) admet une décomposition unique :

f=2a,LQ,1(x), ot n=(n,...,n,), =X, ..., Ts)

nEN*
et

Qu(x) = 1_](“‘ ey

a,€E el |a,|— o quand n—o; de plus, |f| = sgp]a”].
neNs
COROLLAIRE 2. — Avec les hypothéses du corollaire 1, soit f une fonction

définie surHu’(N) et a valeurs dans E; posons

i=1

fw, ..., u;)
Qe =Pt P "«(“'“)Z ZP:zml(uh P @)
Js=0

J1=0

Pour que f soit prolongeable en une fonction confinue sur M'X ... X M?*
el a valeurs dans E, il faut et il suffit que |a,,.. .|—o quand
(i, ..., n5) >+ oo,

Le corollaire 2 sera démontré si nous prouvons que les coefficients
@, .. n, associés a une fonction continue par le corollaire 1 sont donnés
par la formule du corollaire 2.
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Pour s =1, nous ’avons déja montré, la démonstration par récurrence
sur s se fait immédiatement par le méme procédé.

Exemple. — Comme nous I'avons déja remarqué, la suite des entiers
naturels est trés bien répartie dans Z, : les polyndomes Q, associés sont
les coefficients binomiaux

(x\):x 1:—1)...I(x—-n—}—1)

n n

Les « coefficients d’interpolation » a, d’une fonction f définie sur les

entiers naturels sont
—~ [
a= X (3 ) 100,

k=0

car ici, P,(u,)=n! et P, .(u;)=j! (—1)"7(n—j)!. On retrouve
donc les théorémes 1 et 2 de [15] comme cas particulier du théoréme 1.
Plus généralement, soient (comme en 2.3.4) K une extension non
ramifiée de Q,, s =[K; Q,], A 'anneau de valuation de K et w,, ..., o,
une « base d’entiers » de A, c’est-a-dire une base du Z,-module A.

Tout x€ A s’écrit donc de facon unique
T=x,0,F...+ L0 ou x;€Z,.

Appliquons les résultats du paragraphe 7 a A = Z;, avec la suite
des entiers naturels comme suite u’ dans chaque Z,. On obtient immé-
diatement :

Soit x =z,w, 4. ..+ ;0 la décomposition d’un entier x de K sur la
base w,, ..., w; de A. Toute fonction f continue sur A et a valeurs dans
un_espace de Banach E sur K admet une décomposition unique

=% (i) (5)

(ny s g0
telle que
—aru,...,n:EE, ‘aﬂl,...,ns! ->0 quand (I'l;, R n,‘)—>00
’f| = sup |an1,...,n3|s
Mgy vy ) ENS
ny ns
Y i n n, . 5
— Ay, 0= 2 e Z (—1)71—/< ,1> e ( . >f(]1&)1+. . +Js00x)
J1 \Js

J1=0 Js=0

[oo n—j=n~+...+n—G+...+Jjs)l

Remarquons que la série ci-dessus n’est pas la série d’interpolation
sur la « suite trés bien répartie produit » définie au paragraphe 2.3.4,
dont I'expression est sensiblement moins simple.
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CuariTre III.

Fonctions analytiques.

8. Fonctions analytiques : définitions et notations.

Soient a€ K et R > o, nous noterons D, z (ou D) le disque de centre a
et de rayon R

D:{xeKl[x—aléR;.

Nous supposerons toujours R choisi de telle sorte qu’il existe pe K,
avec |p|= R.

Définition AS. — Une fonction feC (D, K) est strictement analytique
sur D s’il existe une série entiére

foX)eK[X]] ©),
convergente pour | X |-Z R, et telle que pour x €D,
f@) =f.(x—a).

Nous noterons A (D) l'espace des fonctions strictement analytiques
sur D. Soit fe A (D) et soit

Fa(X) =Y a, X" p"

nx0
la série de Taylor de f au point a: [ a,|-—> o quand n —oc et I'application
f=fl=sup|a|
définit une norme sur A (D) (norme de la convergence uniforme sur le
disque de centre a et de rayon R de la cloture algébrique de K) satis-
faisant a la condition (N). Les fonctions x—><§>" constituent une base

normale « naturelle » de cet espace.

Définition AL. — Soit M une partie de K, une fonction f€c¢(M, K)
est localement analytique sur M si :

quel que soit x€ M, il existe un disque D.>x et de rayon non nul lel
que la restriction de f a D..n M soit prolongeable en une fonction analytique
stricte sur D..

(*) Rappelons que K [[X]] désigne I’anneau des séries entiéres formelles a coeffi-
cients dans K.
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Supposons que M soit un compact, et soit f localement analytique
sur M; I’ensemble des D., o & parcourt M constitue un recouvrement

|

ouvert de M dont on peut extraire un recouvrement fini {D_n, cees DIN -

Soit R; le rayon de D,,, posons

.....

f est alors prolongeable en une fonction strictement analytique sur tout
disque de rayon | 7 |* rencontrant M.

Définition ALh. — Soit M un compact de K : une fonction localement
analytique sur M est analytique d’ordre h sur M si, quel que soit x
dans M, on peut choisir un disque D, associé a x par la définition AL,
dont le rayon soit au moins égal a | |* Nous noterons A,(M) Uespace des
fonctions analytiques d’ordre h sur M.

REMARQUES :

— Toute fonction localement analytique sur M (compact) y est
analytique d’au moins un ordre h,. L’ensemble des fonctions localement

analytiques sur M est U Au(M), h, pouvant étre choisi arbitrairement

h>hy
puisque

Ay (M)C Aprr (M).

— Une fonction strictement analytique sur un disque D de rayon |« |%
y est analytique de tous ordres h > h,.

DeériNiTION Ch. — Un compact M de K est cerclé d’ordre h s’il est
réunion de disques de rayon | |%,

Soit M un compact de K et soit M, le plus petit compact cerclé
d’ordre h contenant M : M, est la réunion des disques de rayon |= |
rencontrant M.

SifeAi(M), fadmet au moins un prolongement f € Ai(M;) (en général
ce prolongement n’est pas unique).

ProrosiTioN 8. — Si M n’a pas de points isolés, la restriction f—>f
ci-dessus définie est une bijection de A;(M) sur A,(Mz).

Nous avons déja remarqué que cette restriction est surjective. Il reste
a montrer que le prolongement f—>f est unique, c’est-a-dire que
f=o ;>f = o.

Soit D un disque de rayon |w |* rencontrant M : Card (D nM) n’est
pas fini, donc si f=o, f a une infinit¢é de zéros dans D. Or on

BULL. SOC. MATH, — T. 92, FASC. 2 10
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sait ([20], [21]) qu’une fonction non nulle strictement analytique sur un
disque fermé n’y a qu'un nombre fini de zéros, d’ou la proposition (*).

Nous supposerons dans ce paragraphe et au paragraphe 9 que h est
un entier fixé et M un compact cerclé d’ordre h : ces résultats seront
appliqués & un compact régulier non discret, qui est sans points isolés,
et les espaces A, (M) et A, (My) sont alors isomorphes, la norme sur A, (M)
étant définie par cet isomorphisme et la définition ci-dessous.

DeFINITION : NoRME DE Ax(M). — Soient M un compact cerclé
d’ordre h, Dy, ..., Dy des disques disjoints de rayon | = |* recouvrant M.
A fe A,(M) nous associerons :

— fi={f|D, et [f|: la norme de f; dans A(D));

~— | f| = sup | f|. qui sera la norme de [ dans A, (M). Ceci munit A,(M)

i

d’une structure d’espace de Banach satisiaisant a la condition (N).
~
A, (M) s’identifie algébriquement a la somme directe ZA(D")
i=1
et la norme ci-dessus définie est la norme naturelle d’une somme directe
d’espaces de Banach.
Lorsque exceptionnellement plusieurs ‘espaces A,(M) correspondant a

des valeurs différentes de h interviendront, nous noterons |f|, la norme
de Ax(M).

9. Bases d’'un espace A;(M). Interpolation.

M désigne dans ce paragraphe un compact régulier de K, cerclé d’ordre h
(h est fixé), et de diaméfre 1. Cette derniére convention est destinée a
alléger les notations : on passe au diametre quelconque par homothétie.

Les entiers No=1, ..., N, sont associés a la valuation
I
v(x, y) = Tﬁ)”(y—x)
induite sur M par la valuation de K (*).

Ce paragraphe est essentiellement consacré a la démonstration du

Théoréme 2, — Soif u une suite @ valeurs dans un compact M défini
comme ci-dessus. Posons

P(X)=(X—uo) ... ( X—tn).

(®) h étant fixé, la conclusion de la proposition reste vraie en supposant seulement
que M n’a pas de points « isolés d’ordre i », c’est-a-dire que tout disque de rayon 4 |« |
rencontrant M le rencontre en une infinité de points.

() Lorsque M sera seulement régulier de diamétre 1, au paragraphe 10, les
entiers N,, ..., N, associés a M seraient aussi ceux associés & M,, ce qui permet
de faire ici sans inconvénient I’hypothése ¢« cerclé d’ordre h ».
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(a) Pour qu’il existe des constantes s, telles que (P [sy).~, Soil une base
normale de A, (M), il faut et il suffit que u soit bien répartie d’ordre h
dans M;

h _
— oot 1, =11
(b) Alors |s. = |7 ™ oi 1,1_E[NhJ

k=1

La démonstration nécessite plusieurs lemmes, et de nombreuses
notations : nous appellerons E 'espace A;(M).

Nous noterons ay, ..., ay, des représentants de M [n* M, etD,, ...,Dy,
les disques de centres «; et de rayon |7 |* : D;= Vi(a,).

Si fe€E, f: est la restriction de f & D;, f est 'image de f dans E et f;
la restriction de f & D, c’est-a-dire 'image de f; dans A (D,). L’indice i
désigne toujours un entier compris entre 1 et Ny.

Le lemme 6 fournit une base « naturelle » de E, et des sous-

espaces Ey, ..., E,, ... dont E est réunion.

Les lemmes 7 et 8 donnent des évaluations des normes | P,| et |P,|;
compte tenu de la répartition de u.

Les lemmes 9 et 10 permettent d’affirmer qu’« il suffit que u soit bien
répartie d’ordre h », les lemmes 11, 12 et 13 montrent que cette condition
est nécessaire. '

LemME 6. — Soient (3m,:(X))nxo . les fonctions
i=1,...,Np
xr— o m .
Xm,i(x) = <-TLT-> S1 .’ZJEDi,
o si z¢ D,

Alors (fm,))m>o0 est une base normale de E.
i=1,.. h

En effet, i étan‘; fixé, ()m,)mxo €st une basehpormale de I'image cano-
nique de A(D;) dans la somme directe E =2:A(D,-).
=1
Nous noterons E,, le sous-espace de E enlgendré par ()Zk,i);-:i,__,, Nie
(=0, .0.,
Alors E,, est de dimension(m + 1) Ny sur k, E,,. . D E,, et E = U E,.

mx0

LemMme 7. — Soit Po,(X)=X—1uy)...(X—u,—), associé a une

suite u :
h

|Pn|i= 1 T I)\"’i’ ol )‘n,i=2 V(“iv n, k).

k=1
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n
Al . » e
Posons P, (x; + ©"Y) =Za, Y’. On a, par définition, | P,|;= sup |a,|,
J=0,...,n

j=0

et I'on sait ([17] ou [18]) :]ue

b

sup |a;|=sup
J=0,...,n yEA

n
2 ay
j=0

ou @ désigne I'anneau de valuation du complété de la fermeture algé-
brique de K. Par conséquent,

[Pdi= _swp [P.@L.
a

€%+ Tl

Or, pour z€o; 4 ©' A,

IT 1e—wi= [ la—wi=izp,

le—u;| > log—u;| >7h
ol
h=1
do= ¥ k(v(2 1, K)— (@ 1, k + 1))
k=1

(les indices j des u; sont dans [o, ..., n—1]).

P )‘2 l — .
| Puli= || xei‘iﬁha< Il @—w) >

i €Fp (o),
i<n
Or le corps résiduel de @ est infini : on peut donc choisir x de telle
sorte que

Donc

rea;+ A,
uje Vi(e;) = v(@—uy)=ho(m).

Donc
sup I I (x-—u/-) = | T | nv (o, n, h) et ]Pnli f— l s i"n""l“(“i,",/l)’
x€x;+Th A ;
ujef h(%;)
<n

ce qui démontre le lemme.
NortaTions. — Nous associerons a la suite u :
— les entiers p,= i?f A3
— les polynémes R,(X) = n—"P,(X).
Alors, par définition des R, et compte tenu du lemme 7, on a

I Rn' =1,
I Rnli= I &= )\n,i= Hne
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LeEmME 8 :

|R.)i=1 = dg(R..) = v(x, n, h).
En effet, soit

T

Rn(X)=irk<X_hai>k.

k=0

Alors | R,li=1< sup |ri|=1. Soit m =v(«;, n, h) : m est le nombre
J=0,...,n
des zéros de Z r: Y% situés dans A.
k=0

Le lemme s’en déduit en considérant le polygoéne de Newton de ce
polyndéme, ou ce qui revient au méme, en remarquant qu’il existe deux
polyndmes

SY)=s+sY+...+su Y"1 Y€ A[Y]
et
TY)=t+ T (Y), ou |L]|=1 et T (Y)eAl[Y],

et tels que

n

D rYE= S(Y) T(Y).

k=0

Il suffit alors d’effectuer le produit ST pour constater que |r,|=1
et j> m=|r;| <1, ce qui démontre le lemme.

LemMME 9. — Soit u bien répartie d’ordre h dans M; alors, pour m > o :
(a) n <(m + I) N/L:> Ell € Em;

I
.
on-3li)
=1
(©) { Ru}ncimann, est une base de E,,.

Démontrons le lemme par récurrence sur M.
Pour m = o, nous considérons des valeurs de n < N,.

Or, si u est bien répartie d’ordre h, Sy, satisfait a la condition % y,. Donc

+w h
i =N (o
;2£<]§v(x, n, k)>_ﬂ[Nk]_mf<E v (o, n, k)>,

kx>t k=1

puisque I’ensemble E, construit dans la proposition 3 est alors réunion
de disques de rayon | |~
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Donc, pour n < Ny, ;L":Z [NL] De plus, pour n < N, il existe i
h
k=1
tel que v(a;, n, h) = o, et
‘J(ai, n, h) >0 = )\n,i> f-’*n, dOnC En,i =0,

ce qui démontre (a).

11 reste 4 montrer que R,, ..., Ry,_: constituent une base de E,:
soit i; la permutation de [1, ..., N3] définie par D; 3 u; ..

La matrice exprimant Ry, ..., Ry,—; sur les yx,; rangés dans
Pordre iy, i,, ..., in, est triangulaire et a des unités sur la diagonale, car

|Pi(u)|=1P;| et |P;(m)]<|P;| pourk<j.

Ce qui achéve de démontrer le lemme pour m = o.
Cas général. — Nous dirons_que N, éléments de E,, sont une « base
supplémentaire 4 E,_, » si la réunion de ces éléments et d’une base

de E,._, est une base de E,.

Posons R, n,+;= R""Run, (j =0, ..., Ny—1) et notons p7, 37, .
les constantes attachées aux polynémes R : les polynomes R} sont
associés a la suite ul™, u™(j) = unny,+/ dont on sait (corollaire 2 de
la proposition 3) qu’elle est bien répartie d’ordre h.

Donc les 1_?7’ sont dans E,, ils en constituent une base, et
ho .
(m) ___ _i_ .
# *lek]
D’autre part, quel que soit i et pour k<h,

V(ai, mNh, k) = m%,

donc, quel que soit i,
N, mN;,
)\"lNhl—Z ! —_2[ ]J = MmN

Donc, pour n=mN,+j, o<j <N, et k<h,

v(o;, n, k) =m & + vim (ay, j, k),

“—Z”’Nh T —E[Nk]
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De plus, quel que soit i,
V(Ot,-, mN/u h) =Im,

donc R, n,€E, et Ry, est de degré m quel que soit i.

Alors, pour n <(m-+1)Ni R, est le produit de R, n,€E, par
un élément de E,, c’est-a-dire une fonction constante sur les disques D,
donc R,€E,.

De plus, en remarquant que j.,; X Yo,;= 04, Ym,; (OU 0; ;=0 si i Z]j
et 1 si i = j), on voit que les composantes des R,(mN;-n <(m 4 1) Ny)
sur les y,,; forment, comme celles des TZ;" une matrice triangulaire dont

la diagonale est constituée d’unités (car R,,n, a toutes ses composantes
non nulles sur les %) : les fonctions (R, n, - - .» Rt n,—1) forment
donc une « base supplémentaire & E,,_, », ce qui démontre le lemme par
récurrence sur m.

LemME 10. — Si u est bien répartie d’ordre h dans M, les polynémes

h

P.@) =n—"P,(X), ou AH:Z[N’%-J

k=1
forment une base normale de E.

En effet, cela résulte immédiatement du lemme 9 et de la condition (Q).

LemME 11. — Soit (Sn).~0 une suite de polynémes tels que
dg Si=n,  Si=X"+....

Si (Sp)nxo est une base normale de E, alors
h .
= )"F U )‘n. = —n—] .
|sal =|m ™, ol E[N’“

En effet, soit (Rn).~0 la base normale de E associée & une suite u bien
répartie d’ordre h.

Posons R,= riX”—{—. .., alors |r,|=|m ™. Soit (a,;)i~o la matrice
n >0

exprimant (S,),~o sur la base (Rp).~, : elle est triangulaire et doit étre
a coefficients entiers et inversible pour que (S,).~, soit une base normale,
donc pour n> o, | @n.| =1, d’ol

[$nl = [ ra| = [ 7|
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Lemme 12. — Pour qu’il existe des constantes s, felles que (P,[sn)n~,
soit une base normale de E, il est nécessaire que, quel que soit n> o,
h

N ) " n
Pd=Ixf o =Y [%]

k=1
Soit, en effet, | P,| = |7 |*, ol wm, = iItlf hnis S Sp = (Pn/[Sn)nxo est
une base normale, | S,| =1, donc nécessairement
|$n|=|Pn|=|m[*, or Pp(X)=X"+...,
et I'on obtient le lemme 12 en appliquant le lemme 11.

LemMmE 13. — Un polynéme de degré << N a méme norme dans A,(M)
que dans ¢ (M, K).

Soit, en effet, u une suite bien répartie d’ordre h, Q, et R, les polyndomes
associés : pour n < N,

=1

Donc R,= ¢,Qn, ol ¢, est une unité. Soit alors P un polyndéme de
degré < N,

Np—1 Np—1
Wl
R P, S
k=0 j=0

et .
IP{zz=sgp|ak|, | Ple=sup|b,|
< ]
[oit |P|. désigne la norme de P dans ¢(M, K)], or ax=—b;, d’oit
e

le lemme.
LemME 14. — Pour qu’on ait, quel que soit n> o,

n

[Py =|7 [ avec D= [N%]’

k=1
il faut que u soit bien répartie d’ordre h.
. . n
Nous allons montrer le lemme par récurrence sur l'entier m = [V J
h

Soit d’abord m = o, alors o<n < N,. Donc, d’aprés le lemme 13,
il est nécessaire que pour n << N, on ait

+ o

mo@=3[ 2 ]=3[a]

k=1
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D’aprés la proposition 3 bis, ceci entraine que Sy,= {uo, ..., Uy, 1}
satisfait & 2y,. Soit maintenant m > o, posons, comme au lemme 9,
n=mNy+j, o<Lj < Ni et P,=P,n,XP{ ou Py est le « poly-
nome P; » associé a la suite u : j ~> mN, -+ j. Alors quel que soit o,

h h
Ny (@, mNi, ) =m2%:,
k=1 k=1

donc
I

N N/L -~
= mAz N, T Iy
=1
et I’on doit avoir

h
inf)\(/!:li)=2 [Rji] pour o=j < Nu;
k=1

nous venons de montrer que ceci entraine {u{™, ..., u?_,} satisfait

a Zy,. Ceci étant vrai quel que soit m, u est bien répartie d’ordre h et
le lemme est démontré.

Le théoréme est donc démontré, en voici trois corollaires :

CoroLLAIRE 1. — Soient u une suite a valeurs dans M et

Pu(X) = (X —uw). .. (X—tpi).

Pour h>1, s0it R, »(X) = S—I—th un polynéme proportionnel & P, ayant

une norme égale @ 1 dans A,(M) :

(a) « u est bien répartie d’ordre h, dans M » < « pour tout h = h,,
(Rn,p)nso est une base normale de A, (M) »;

(b) « u est trés bien répartie dans M » < (R,1)n~0 est une base normale
de A, (M), quel que soit h> o;
(c) si u est bien répartie d’ordre h dans M, on a

v(8n,) = v(m) 2:' [le] '

COROLLAIRE 2. — Soient u une suile trés bien répartie dans M ef (a.)n o

une suite de scalaires : la sériez a. P, (X) représente une fonction analytique
n>o
d’ordre h sur M si et seulement si

h
”(an)—!—v(ﬂ)E[%]—»—{—oo quand n— -+ o,
k=1
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CoroLLAIRE 3. — Soit M un compact régulier de K, alors, pour h> o;

(a) L’injection canonique de A,(M) dans Au..(M) est complétement
continue;

(b) L’injection canonique de A;(M) dans ¢(M, K) est complétement
continue.

En effet, reprenons les notations du corollaire 1 et soient (R, 4)nxo0
et (Rni1,4)nn0 les bases normales de A, (M) et Au.. (M) associées a une
suite u trés bien répartie dans M : la matrice représentant I'opérateur

L . . Sn,
d’injection sur ces bases est diagonale et les coefficients a, ,= =2~ de

n,h
cette diagonale tendent vers zéro quand n tend vers l'infini, d’ou le (a).
De plus, I'injection de A,(M) dans ¢(M, K) se factorise en

An(M) > Aner (M) — (M, K),

la seconde injection ci-dessus est évidemment continue, le produit est
donc complétement continu, d’ou le (b).

10. Rayon de convergence.

Soit f une fonction localement analytique sur M : a tout x€ M, asso-
cions le rayon de convergence p.(f) de la série de Taylor de f en x.
M étant compact,

o(N) = int p.(f)

x€
est non nul, comme nous ’avons remarqué au paragraphe 8.

Le corollaire 2 du théoréme 2 nous permet, étant donnée une fonc-
tion continue f dont on connait la série d’interpolation sur une suite trés
bien répartie u, de déterminer le plus petit entier h tel que f soit analy-
tique d’ordre h sur M, c’est-a-dire I’entier h tel que

7> p() == |

Nous allons maintenant préciser la valeur de p(f) a I'aide de cette méme
série d’interpolation. De plus, nous pourrons dire si les séries de Taylor
de f convergent ou non sur les circonférences |x—y|=p pour x€M
et ye€Q. Il nous faut pour cela fixer quelques notations :

Définitions. — Soit f(X) =Z a.X, une série entiére et soit p son
nxo0
rayon de convergence, nous appellerons « rayon d’analyticité de f »
lun des couples :
— (p, +) (aussi noté p*) si | a,|p*— o;
— (p, —) (aussi noté p—) sinon.
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[Si p est une puissance rationnelle de p, le rayon d’analyticité (p, +)
correspond a la convergence dans un « disque fermé » de rayon p de la
fermeture algébrique et (p, —) & la convergence dans le « disque ouvert ».
Si p n’est pas une puissance rationnelle de p, la circonférence |z | = p
de la fermeture algébrique est vide, et la distinction entre p* et p— ne
correspond plus &4 un domaine de convergence : elle précise cependant
Iordre de croissance des | a,|.]

Les couples (p, ¢)€ R X[+, —] sont ordonnés de facon évidente :
(ps &) = (0, ') si p=Lp' ou e L&' lorsque p =o',

Si o est un nombre réel, et (p, ¢) un couple, nous noterons o« (o, ¢)

si (a, +) < (o, ©).

Soit f une fonction localement analytique sur le compact M, et soient p.
le rayon de convergence de la série de Taylor f.. de f en x€ M et (px, &) Son
rayon d’analyticité. Alors, nous dirons que :

pu(f) = inf p, est le rayon de convergence de f sur M ef que
rTEM

ous €) (f) = inf (px, ¢.) est le rayon d’analyticité de f sur M,
xEM

Théoréme 3. — Soit u une suite trés bien répartie dans un compact
réqulier M de K. A une suite de scalaires (an).~o0 nous associerons la série

fX) =Y a.Pu(X), ou Pu(X)=(X—u)... (X—ti).

n>o
Posons

Ull:NL1+"'+NI—h (Go=10); o= lim o)

h>+ o

v(a,)

(éventuellement ¢ = + ) ef ¥ = lim - (éventuellement y = — ).

(a) La série f définit une fonction localement analytique sur M
si et seulement si

Y+ov(@>o (y>—owsioc =4 o).

) y+v(@)ar>o0 = feAr(M).

© vy+ov@o<o = f&Ar(M).

(d) Si v+ v(w)a> o, soit hy Uentier défini par

Y+ v(7) oh> 0> ¥ 4 v(T) Op (hh=o0siy>o0).
Posons
m = N, (Y + v(%) o2,),
alors
p(N=Imlx|pl"=p
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est le rayon de convergence de f et son rayon d’analyticité est

p* siv(a,)—ny—>+ quand n— -+ «,
o~ sinon.

(a), (b) et (c) se déduisent immédiatement des corollaires précédents

car, si
h

Pn, = 0(ar) + v(ﬂ)g[%]’

nous savons, d’apres le corollaire 2 du théoréme 1, que

feAdiM) <= 9u1—>—+ quand n->-4 .
Or,

A
(n—I) U/L_héZ [%] énalz-
k=1

Donc
feA,(M) = now(rn)+ v(a,)—> + o,
ce qui donne (a), (b) et (c).

Soient K' une extension finie de K et n' son uniformisante : M est un
compact régulier de K' et si f est localement analytique sur M, il existe i’
tel que f soit analytique d’ordre R’ sur le compact Mj,, cerclé d’ordre I’
défini par M dans K'. Nous désignerons provisoirement par A.(M)x

Iespace A;(M) défini au paragraphe 8 : c’est ’espace des fonctions dont
le rayon d’analyticité sur M est supérieur ou égal a ||~

Plus précisément, si h, est défini comme en (d) dans I’énoncé,
(17 %= =) 2 (s u()> (17| +)
et f est analytique d’ordre h' sur K' si et seulement si
(s )2 (17", +)-
Soit h;, le plus petit ordre d’analyticité de f dans M relativement & K

| T llzo—1> I n/lhéé y T ]h\,.

Posons
a=|n's|n|": 1 Za<|m[N
Notons | | la norme d’un élément de An (M) : on a, d’aprés le
lemme 7,

|Pn]I= o[/ Nn] X IPnl,
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donc, f € Ay (M)k équivaut a
v(an) + (v(7) o, + (hyv(7") — hov (1)) Nn; — 400,
Soit, en posant m = N, (v + v(%)os,),

Loga
fGA/lB(M) = m+L0g|p| 0
et
Loga
m+L0g|pI >0 = feAyM).

Soit encore,
L ) e, Oulf)}

(2 )0+ (@) — ) N> o |-
D’ou
sup o | (17 [, +)< (@ (N} =p [,
soit
rr’:!Tl'[hlp["h et t=4 < I)(an)-—nxr_>+oo,

ce qui démontre (d).
Appliquons le théoréme 3 au cas oo M =2Z,, K=Q, et u,=n,
nous obtenons le corollaire 1 et le corollaire 2.

CoROLLAIRE 1. — Soit (an)n~0 une suite de nombres de Q,, et soit
N X
(1) £(X) ==zan.n1(n)-
nxo

(a) La série (1) représente une fonction continue sur Z, si et seule-
ment si
v(a,) +v(n!)—+ quand n-—>-+o.

(b) La série (1) représente une fonction localement analytique sur Z,
si et seulement si
im 2(@) > .
= n p—1
(¢) La série (1) représente une fonction analytique d’ordre h sur Z, si
el seulement si

! >—>—{-oo.

n
o(a) + 525 (1

(d) Soit h le plus petit entier tel que

mp (im0 22 (=)

I
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soit positif ou nul, alors le rayon de convergence de f esl

p(f) — Ip I/I.~m},: pm],—ll’

el son rayon d’analyticité est :

(pm;, ]L)+ si U(an) —n hm U(all) - + 0 ;

— (p"»—")~ sinon.

I1 suffit, en effet, de remarquer qu’ici N,=
I

I I I I
O'IL—I")+...+IT/LZP—_I<I-—I—)/:> et O’:;)_I-

CorOLLAIRE 2. — Soit (b),~, une suite de nombres de Q, tendant

P’

vers zéro lorsque n— -+, et soit

f@=3b(7)

nx0

la fonction continue sur Z, associée.
(a) La fonction f est localement analytique sur Z, si et seulement si

tim 2% <
—  n

(b) La fonction f est analytique d’ordre h sur Z, si et seulement si

U(bn)——v(:[i)r%]!>—>+oo

(c) Soit h le plus petit entier tel que

mi= pt (im0 =)=

quand n— -+ .

alors .
o) =pm

et le rayon d’analyticité de f est

si v(b,) —nlim quand n-—>-+ «

(pm;,—h)—(- —V([l;n) — + 0

el
(p™—"%~ sinon.

COROLLAIRE 3. — So0if (bn).~o une suite de nombres de Q, tendant

vers zéro lorsque n~++oo et soit f(x) = Zb < > la fonction continue

nx>o0

associée.
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(a) f est localement analytique sur Z, si el seulement si

1
Tim | ba|* < 1.

(b) f est analytique d’ordre h sur Z, si et seulement si

o/ (5]

(c) Soit h le plus petit entier tel que f soit analytique d’ordre h alors

p(f) =1Ipl"x I/E% b/[l%]!rf} C)-

11. Une base particuliére.

Soient ay, . .., axy,_; une suite finie satisfaisant a 2, : 1a suite définie par

W= o pour i <Ny
u;=1Uu_n, pour i>N,

est trés bien répartie d’ordre h dans M.
En reprenant les notations du théoréme 2, la base normale de A,(M)
(Rrp)n~o associé & u satisfait a la relation
Rix,= Ry, R

Notons R le polyndme Ry, et soit n=mN,+r, o=Zr <N;, on a
alors
R,= R™R,.

De plus, nous avons montré au lemme 13 que des polynémes de degré
strictement inférieur 4 N, ont méme norme dans C¢(M, K) que
dans A, (M).

Notons | f|e la norme de fec(M, K) dans ¢(M, K), et | g|» la norme
de g€ A,(M) dans A.(M).

On a alors la proposition suivante :
ProrosiTioN 9. — Soit {a, ..., an,} satisfaisant a 2y, posons

RX) =7 "M (X —a). ..(X—ay, 1),
ou .

7~N/,:]\r/z<1%1 +...+ RI]“}Z>

(®) Ce résultat est analogue a celui de [11] que J. HiLy a montré par des méthodes
tout a fait différentes.
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Toute fonction feA,(M) admet une représentation unique de la forme

.
f= Z fm Ruz’
m>0

oix :

(a) fn est un polynéme de degré inférieur ou égal @ N,—1;

(®) [f2] = sup | fulr=sup|fnle;

m>0 m>.0
k
(¢) De plus, si Fk=2me’" et si ¢ (a;) désigne la dérivée m*™e de ¢

m=—0

au point a;, on a, pour m>o,
f (o) = (f1) (a) — Fi2y (@) [R (%)™

En effet, (a) et (b) sont des applications immédiates du théoréme 2
et du lemme 13.

Remarquons qu’une série convergente dans A (M) peut y étre « dérivée
terme & terme » puisque, si f€ A, (M), |f'[n=]| f|. et que, par conséquent,
si F; est une suite telle que |f— Fi|s— o0 quand k— 4 o, il en est
de méme pour |f'— F}|n.

Or, il est immédiat que pour q¢ <m, (R™)\9(a;) = o, donc f— F; est
nulle aux points @;, ainsi que ses k premiéres dérivées, en particulier on a

[ () = Fi2, (2) + (fe R (),
or
(Fi RO () = fie(:) (R (22))
d’ou le (c).
X—a)

7i=0 ce N/—I
ml 2 H L H]

“+»
CoROLLAIRE 1, — Soient f, (X) =E A, :
m=0

les séries de Taylor d’une fonction fe€ A,(M) aux points a,.
On a, avec les notations de la proposition 9,
Np—1
fm (X) = Z bm,kRk(X)’
k=0

o1

k
, (o) — Fig, (3))
bm = ! + 3 f v J 7 / .
= g T (0 <§ R () (R )"

Cette formule résulte immédiatement de I'interpolation des valeurs f,. («;)
données au (c¢) de la proposition 9.
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12. Fonctions analytiques de plusieurs variables.
12.1. Notations.

Nous utiliserons des notations classiques analogues a celles de ([20], § 9).

X = (X ..., X,) est un ensemble de s indéterminées.

K [[X]] est ’'anneau des séries formelles entiéres & s indéterminées et
a coefficients dans K.

Soient
. a=(a, ..., a)e K>,
R=(R, ..., R)€eRy,

choisi de telle sorte que pour tout i, il existe p;€ K, avec |p:;| = R..
Le disque (ou polydisque) D de centre a et de rayon R est

_D: %x:(xl, “ ey x\)el:{A

|z —a| ZRyi=1, ..., s/

— RZR < R<ZR,,i=1,...,8;

— R<R < R<R;,i=1,...,s etil existe i, tel que R;,, < R;;

— n=(ny, ..., n)eN’ et X" désigne le monome X% ... X7,

Si R=(Ry, ..., R)et peK et est tel que |p;|] = R’, nous noterons
X_ X X
AT

Alors I'espace A (D) des fonctions strictement analytiques sur D s’iden-
tifie aux fonctions sommes, pour X e D, des séries

f:E aﬂ(Xp—a)"’ ot |a,]—o quandn—oo,

n€N*
qu'on munit de la norme

f—1fl= sup |an|.
nEN*

Ceci étant posé, les espaces A,(M) (ou M =M, X...xXM,), se défi-
nissent exactement comme pour une variable, i désignant évidemment
un multi-indice (h, ..., h).

Alors

Ar(M) ~ Ay, (M) @ A, (Ms) & . . e@ Ay (M),
comme il résulte immédiatement de PTT 1 et 2.

Etant données s suites u? a valeurs dans M;, nous noterons u = (i, ..., u)
I’application de N* dans M

n=(ny, ..., n)—> W, ..., u;).

BULL. SOC. MATH. — T. 92, FASC. 2. 11
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Nous supposerons que M est régulier et nous dirons que u est bien
répartie d’ordre h dans M si u! est bien répartie d’ordre h; dans M..

Nous noterons P,(X) = P, (X)) ... P, (X).

12.2. Théoréme 2 bis. — Soit u = (u', ..., u¥) pour qu’il existe des
constantes s, € K et telles que (%:-") ene soit une base normale de A, (M)

n

il faut et il suffit que u soit bien répartie d’ordre h dans M.

Alors
s hy _
3 | n;
Sn| = ITEII\", ou )‘\’Il‘,.-.,llxi=Z<2 [']WJ>'

i=1 \ki=1

Ce théoréme se déduit du théoréme 2 moyennant les remarques
suivantes :

— La condition est suffisante, car
An(M)~ Ay, (M) Q- ..Q A, (M)

et 'on applique PTT 2;

i
— La condition est nécessaire, car la suite <%) définie par
k/k>o0
=P 1 on n,,=(,...,0,ko0,...,0)
et
S =Sn s (k étant la i®™° composante de n; ;)

est nécessairement une base normale de A,,(M;) qui s’identifie au sous-

espace
Ai=18...0 An(M)&®...®1 de A,(M).

12.3. Fonctions analytiques & valeurs dans un espace de Banach.

Soit E un espace de Banach [satisfaisant ou non a la condition (N)]
et soit E[[X]] I'espace vectoriel des séries entieres formelles a coeffi-
cients dans E, [X = (X, ..., X)), s fixé].

Soient D, le disque de centre O et de rayon 1= (1, ..., 1) et E(D,)
I’espace des fonctions strictement analytiques sur D, & valeurs dans E,
c’est-a-dire des fonctions qui sont somme sur D d’une série appartenant
a E[[X]] et convergeant sur D.

Alors E(D,) = E & A[D,), d’aprés PTT 1.

Supposons que E soit de dimension au moins égale a 1.

Pour z€ E, x = o, posons

_ Log|z|
*(®) = Log[p]

et v(0) =+ oo.
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Avec ces conventions, les théorémes 2, 3 et 2 bis et les corollaires 1 et 2
restent valables, leur démonstration commune se réduisant a l’identi-
fication de E,(M), espace des fonctions analytiques d’ordre h sur M
et a valeurs dans E, avec E ®A/L(M). Il est clair que chaque fois que
le terme « base normale de A, (M) » intervient, il faut le remplacer par
« tel que toute f € E;, (M) soit de fagon unique, etc. » comme en PTT 1.

CuariTRE IV.

Applications.

13. Sommes de séries de Laurent.

Dans tout ce paragraphe U désigne la circonférence unité de Q,
et p un nombre premier différent de o.

Nous avons montré (§ 2.3.5) qu'étant donné «e€ U, la suite n—> a»
est trés bien répartie dans U a la condition nécessaire et suffisante que

— o soit un générateur de (Z/(p))*;

— p(r—1) =1

Nous désignerons ici par « un élément satisfaisant a ces conditions.
Il résulte immédiatement du théoréme 1 que toute fonction continue
sur U peut étre représentée de facon unique comme somme d’une série

(1) f(x):an(x—x)<x—§>...<1_§:1>,

ou
|bo(1— o) (1—a™ ) ... (1—a)|—>o.

Parmi les fonctions continues sur U, le théoreme 3 nous permet de
caractériser celles qui sont localement analytiques et de déterminer leur
rayon d’analyticité.

Nous allons caractériser les séries (1) dont la somme est développable
en série de Laurent convergente sur U : une condition nécessaire pour
une telle fonction est d’avoir un rayon d’analyticité 1—, autrement dit,

Jim 20 _ .
- n

La proposition 10 nous fournira cette caractérisation.

13.1. Définitions.

Soit « I'anneau des séries formelles restreintes, a coefficients dans Q,
(on passe aux espaces de Banach des séries a coefficients dans un espace
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de Banach, par produit tensoriel topologique) : £ est I’anneau des séries
) =2 aXr,
neEZ

ol | a,|— o quand n—> %, muni de la norme

|fl = sup | a|
n€z

qui en fait un espace de Banach sur Q,, satisfaisant & la condition (N).
Soit fe £, f définit une fonction continue sur U

—+
_
x—+2‘ a,x";

on a donc une injection canonique de £ dans ¢(U, Q,), soit L I'image
de £ par cette injection.

Si f €L, nous noterons :

[fl. la norme de I'image réciproque de f dans ~;
|fle la norme de f dans ¢ (U, Q).

L’espace £ est somme directe des deux espaces

rr={fX)ef|ar=o0 pour n<oj,
r-={f(X)e~L|an=0 pour n>oj.

Nous noterons L+ (resp. L~) l'image de £+ (resp. £~) dans ¢(U)
et si fe€L, nous poserons

f=f"+f, ou freL+ et f-€L-,

cette décomposition étant d’ailleurs unique.

13.2. Proposition 10. — Soit (a,).~: une suite tendant vers zéro,
nous lui associerons les fonctions
(1) f@=Y=  [@el,

nx1

0)  s@=rXa=P I s@ee(U, Q).

n>1

Alors :
(a) La série d’interpolation de f sur la suite o™ est

¢ f@=Xe(x)e—(1—5) ... (1—%);

k>0
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(b) La correspondance entre f el ¢ définie par ces formules est un iso-
morphisme isométrique de L~ sur ¢(U, Q).

Nous allons d’abord montrer que les formules (1) et (2) définissent un
isomorphisme isométrique de L~ sur ¢(U, Q,) : il suffit pour cela de
montrer que ’ensemble des polyndmes

x—a)...(x—o") (A1)

(1—a)... (1—ar ) —

est une base normale de ¢(U, Q,) : en effet, s’il en est ainsi, les appli-
cations f— (@n)rxo [reSP. ¢ = (@n)nx0] sont des isomorphismes isométriques
de L~ [resp. ¢(U, Q)] sur I'espace des suites tendant vers zéro.

Or, les polyndmes (A, () /x).~: constituent la base normale de ¢(U, Q,)
associée & la suite u,= a"*! (visiblement trés bien répartie dans U);
de plus, dans ¢(U, Q,), la multiplication par la fonction « x— 2 » est
un isomorphisme isométrique de ¢(U, Q,) sur lui-méme, et transforme
une base normale en base normale. Il reste donc & montrer que f et ¢
sont liées par la formule (3).

Ar(x) =2

Soient (dx,x)»~0, les coefficients définis par
A1

%:zd"”f(l_x)<l_g> <I—Elle>a

nxo0

(3) sera démontré si nous prouvons que, quelle que soit la suite (ai)ix1
tendant vers zéro, et quel que soit n <1,

9 <a—ln> :—2 dn,kak.

kx>t

Or ceci résulte de ce que d, = A; <$>, ce qui se voit par exemple en
remarquant que I'identité

I

i

o ..+ %k> pour kX1,

L
x '
entraine que
I,
dn,1= &dll—1,1 (nél),

1
o= a;dn—x,k—l- dp, k1 (n>1, k> 2),

ce qui avec do,z=1 pour tout k>~ 1, détermine les coefficients d, :

or il est immédiat que d. = A <a—ln> satisfait a ces relations, ce qui

démontre la proposition.
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CoroLLAIRE 1. — Pour que la fonction
@ =2bn(1—x)<1—§> (:-a—nx_—1>
nx0 ’

appartienne a L, il faut et il suffit qu’il existe une fonction continue
eec(U, Q,) telle que
ez
aﬂ

Alors les coefficients de la série de Laurent dont f est la somme

f@ =Y a.cn

n>1

sont définis par

o(x) = (x—a)...(x_an~1).
@) =2y a, (—a)... G—a)

nx>o0

CoROLLAIRE 2. — Pour que la fonction
x x
r@=Y bn(l—x)<1_a> ("‘W)
n>0

appartienne a L, il faut et il suffit qu’il existe une fonction continue
eec(U, Q,) telle que

o)

En effet, si v est associée a f— par la proposition 9, les coefficients

-0 quand n—+ .

n

1 s .
bp—o <&—) sont associés a f+, donc tendent vers zéro.

Nous savons caractériser les fonctions de L*; cependant, la propriété
suivante fournit une correspondance entre fonctions de L+ assez analogue
a lisomorphisme de L— sur ¢ défini par la proposition 10.

ProrositioN 11. — Soient (a.).~, une suite tendant vers zéro,

f(x =Z a,z" la fonction de L+ associée, et (b.)»~o la suite des coefficients
nx0

d’interpolation de f

f@ =2bn(1——x) I—§> <1—%>,

>0

La fonction 4 (x) € L+ associée a la suite (bn)nxo

(@) = bua

n>0
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;. . . . I
a pour série d’interpolation sur la suite — :
al

Y@ =, au(1—a) (1—22) ... (1—a"'2).

nx0

La correspondance f<>{ ainsi définie est un isomorphisme isoméirique
de L+ sur lui-méme.

Cette proposition se démontre par un calcul trés élémentaire :
si (Cp,4)r~0 sont les coefficients définis par

nxo
x
xn=2cn,k(1[——-x) e <I—— k_1)7
« /

k>0

alors on montre par récurrence que

_(ar—1) ... (ar—af)
k= =gy ... 1— )

Il en résulte que |c, x| <1, puisque c’est, & une puissance de « prés,
la valeur en un point de U du polyndme Q; associé¢ a la suite a”.

On a donc

b= ¥ Co k=D Cr, i

n>o0 n>k
et
n
N .
Y@ =Y bt =Y a. X arat )

k>0 >0 k=0

avec

n
¥ et =(1—a) (1—aa) ... (1—a"a),

k=0

d’ot la proposition.

14. Limites uniformes de séries de Laurent.
Etant donnée une série d’interpolation

® @ =3 bu—3) (1= 5+ (1= 35 )

n>o0

nous venons de montrer que b,= qo( . >, ou ¢ec (U, Q,) équivaut

an
a4 feL~. En particulier,

fel- = gglbn[=l<ﬁ>le=lflb



172 Y. AMICE.

Réciproquement, quelles sont les fonctions données par la série (1) et
telles que| b, | soit borné ?

ProposITION 12. — Soit L, la boule unité de L: Ly={feL||f[,<x|

et soit L, son adhérence dans € (U, Q,), ¢’est-a-dire I'ensemble des fonctions
continues sur U qui y sont limites uniformes de sommes de séries de Laurent.

Une fonction f donnée par la série (1) appartient & L, si et seulement si
sup | b, | < 1.
n>o0

CoroLLAIRE. — Toute fonction de L, a sur U un ragon d’analylicité
au moins égal a 1.

Notons L} (resp. L;) la boule unité de L+ (resp. L-) et L} (resp. L;)
Iadhérence dans ¢ de L{ (resp. L3).

LemMe 15. — Si la fonction f donnée par (1) appartient a L;, alors

sup | b, | < 1.
nxo

Soit f donnée par (1) et soit (fx) une suite d’éléments 'de :L;. Notons o
la fonction continue associée a f: par la proposition 10.
Alors

fr(@) =E¢Pk<$>(l—x) . <1——f%>.

nxo0

Si feL;, on peut choisir la suite f; de telle sorte que |f—fi|c—> o

quand k — + <. Or,
<bu——‘<{>k<&{,‘,>>(l-—a") e (I-——O()

1
bn_cP/\<'a_‘ﬂ>
()

P a,

Réciproquement, soit f donné ‘par (1) avec svip[b,1|ér. On peut
n>o

[f—fkle= sup

Pour un indice n fixé, on a donc —o0. Or

|9k le=|fr|L1, donc 1, et ainsi [ b, < 1.

choisir une suite de fonctions ¢;(x)ec (U, Q,) et telle que
— [Gkle=15
I . k .
— %l )= b;pour j =o, ..., k; par exemple, en prenant pour ¢

une fonction constante par morceaux, ou un polyndéme.
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Soit fi (x) € L; associée a ¢; par la proposition 10 :

fx() =2<?k<£;>(1——x) . (1_;%)

n>o

On a alors

(b,l——cpk<ai”>(1—an) . (1—3)
(b=l 5 ) =) .. =)

lf—fklu=§grg

= sup

nxk

soit

f—filo= ] (t— o) ... (x— ).
Donc |f—filv — o, et feLs.
LEmMME 16. — Lt = L.
Soit, en effet, f; une suite d’éléments de L,
fi@) =X, buii—2) ... (1= 1—@,),
n>o
ol b, —> o quand n— —+ « et

sup [ by, | =|file=1.

nxo

Supposons que cette suite converge dans € vers une fonction f €€ (U, Q,),
alors

@) =N bu(—1) ... (;-L)

a/z—-l
n>xo
et, exactement comme au lemme 15,

| b,— bp,x|—0 quand k— + o, donc sup|b.|<1.

Réciproquement, sisup | b, | < 1, soit
n=o

@ =X u0—2) ... (1—55 )
k>0
alors f,eLj et |f— fr|—o0 quand n— + .

Nous allons résumer ci-dessous les renseignements que nous avons
obtenus sur une fonction continue sur U, donnée par sa série d’inter-
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polation, en remarquant que les constantes associées 4 un compact M
qui interviennent dans le théoréme 3 sont ici
I I
O = x5 R o
=Nt

I

— ! ___P _ 1),
= Tre—=n Tt o=y (p—x)ﬂ(‘ p’t)

—_P .
(p—1)
ProposiTioN 13. — Soit (b.).~o une suite et soit
x x
@ =X b—o) (1—5 ) (1— 2% )

n>o

@ fee(U, Q) < b (a—1) ... (x—1)|>o;
(b) feL* < | b,|->o, alors [fle=sup|b.]|;

() b,1=<p<$>, ou9eC(U,Q,) < feL—, alors|f|.=]9|c;
(@) v(b)>o0 < feL,;

(e li_mu (b) >— (pﬁl)'l > flocalement analytique sur U;
m?2®) ___p L
Soit v et soit h défini par
" e fini p

*ﬁ(‘—ﬁ)é" = )( )

Posons m = (p—1) p"~'y +

(p"—1), le ragon de convergence

(p)

de f sur U estp = p~" p™ et son rayon d’analyticité est :
p*siv(b,) +ny——+ o ;
p~ sinon.

De plus, si nous notons @,— (U) I'espace des fonctions ayant un rayon
d’analyticité au moins égal a 1—, nous avons les injections canoniques
suivantes, celles dont on sait qu’elles sont complétement continues
sont notées « cc » :

Ao (U) = L'OF\M

}Lu (V) > 4:(U) 5 An(U) 5 € (U, Q).
L
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15. Logarithme.

Comme au paragraphe 14, nous nous plagons dans Q,, ou p 7 2.
Soit « une unité de Z, : cherchons a définir sur la circonférence unité U
de Q, un logarithme & base «, c’est-a-dire une fonction L, (z) satisfaisant a

L L, (x)ec (U, Q,),
L,(¢®) =n quel que soit n> o

ProrosiTioN 14. — Les conditions L définissent le logarithme & base o
si et seulement si (a"),~, est trés bien répartie dans U, alors

S x / x
(I) ng(x)22.1———_—‘1”(1—17)<I'—-&>"'(I_F>'
nx1
Plus généralement, si o€ U, ar—'~1 et si () est Uadhérence du groupe
cyclique engendré par «, la série (1) converge dans €((2), Q,) et définit

la représentation continue L, du groupe mulliplicatif («) sur le groupe
additif Z, telle que Ly (o) =1. '

Montrons d’abord que, quel que soit «€ U, a7~'>£1, la série (1) est
telle que

L, (a") =n,
c’est-a-dire que
n
at—1
ZF—(I—W”) ... (1—oa"*+1) =n, pour n>ru.
—1I
k=1

o o—1
Pour n=1, on a ev1demmenta = 1; de plus,

n n—1
- n___ n—1___
Y Zk_i (G—a ). .. (1— ok — E izzk_—ll(r—oc”*?). o (1—anh)
k=1 k=1

n—1

:20("*"‘(1—0(”—‘) (—ar ) L (1—a ") ... (1—a) =1,

k=1

La fonction définie sur (2"),~, par L(2") = n a donc comme coeffi-
cients d’interpolation sur cette suite, avec les notations du corollaire 2
du théoréme 1 (§ 6.2)

a,= (1—a1) ... (1—a).

Donc

v(a,,);[;ﬁ:] et | @n|— o.
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Or nous avons montré au paragraphe 2.3.5 que o” est trés bien répartie
dans (2) : ceci démontre que la série (1) converge dans ¢((2), Q,), sa
somme définissant évidemment la représentation continue de (=) sur Z,
puisque c’est une fonction continue représentant le semi-groupe (o).~
sur N.

En particulier, soit { une racine (p — 1)-itme de I'unité : pour tout «
tel que (), on a nécessairement

Log. () = o, puisque (p —1)Logx({) = Logx (1) = o.

De plus, toute représentation continue ¢ de U sur Z, est telle que
I'ensemble ¢—!(o) soit I’ensemble des racines !de 'équation X»—' =1 :
cherchons a prolonger a U le logarithme usuel, défini sur 1+ pZ, par

LogX :2(__1)n—1 (CcSamt Vil

n
n>1

On sait que ce logarithme est tel que
O D"
Lascespn) = Log( 3 27) =
nxo0
Soit { une racine primitive (p—r1)-iéme de 1 et soit ay="C{expp :
la fonction L. (x) définie ci-dessus satisfait ‘alors pour tout xe1 4 pZ, a

L, (x) = I;}Logac,

Puisqu’elle satisfait & cette 'relation sur ensemble {o{”=""},+,qui
est dense dans 1 -+ pZ,. De plus, tout prolongement continu sur U de
la fonction Log x est de ce type, et nous avons le corollaire :

CoroLLAIRE 1. — Tout prolongement continu sur U de la représentation
de 1+ pZ, sur pZ, définie par la série logarithme est une fonction

L@ =X6—) (1— £ ) (1= 7 ) =

0 /
nx>1

et une telle série |définit un prolongement du logarithme si o,= {expp,
ou ¢ est une racine primitive (p — 1)-iéme de 1.

Remarquons qu’un tel logarithme a, d’aprés le (f) de la proposition 14,
un rayon d’analyticité 1— comme on peut s’y attendre compte tenu des
propriétés de translation du logarithme.

16. Exponentielle.

16.1. Fonction a=.

Soit « une unité de Q (complété de la cloture algébrique de Q) :
cherchons & prolonger en une fonction continue sur Z, ’application n — a”.
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Si une telle fonction «* existe, on a nécessairement
a.L=2a,L<n> avec |a.|—o

n>o0

a =X, ()= — oy

k>0

et

Donc une fonction continue «® sur Z, existe si et seulement si
v (¢ —1) > o. En appliquant le corollaire 2 du théoréme 3 nous obtenons
la proposition :

ProposiTiON 15. — Pour que Uapplication n— o de Z, dans Q soit
prolongeable en une fonction a* continue sur Z,, il faut et il suffit que
v (a*—1) > 0, on a alors

: z
@ =Y, (x—1y( 7 );
n>1
(b) a* est localement analytique sur Z,;
(¢) Si h est le plus petit entier tel que v(a—:)épT(Ip—_T), le rayon
I
p—1
On retrouve ici le résultat classique sur les unités distinguées : a* est
I
p—1
(Remarquons que o n’est pas supposé algébrique sur Q,.)

d’analyticité de o sur Z, est (p™"), ot m = p"v(a—1) —

analytique stricte sur Z, si v(ex —1) > (cf., par exemple, [6]).

16.2. Prolongement de l'’exponentielle a Q,.

Si Ton choisit pour « la valeur o,= expp, la fonction a«* ci-dessus
définie coincide avec exp px, olt exp x est défini pour x€pZ, par

ex N L

pr = o’

Nous cherchons & construire une fonction continue sur Q,, prolon-
geant I’exponentielle ci-dessus et qui définisse une représentation multi-
plicative dans & du groupe additif de Q,.

Nous allons construire une suite de fonctions (), <3 & valeurs dans Q
telles que

¢y est continue sur la boule B, = p'—Z,;

9o (x) = expx pour 2€B, = pZ,;
o Br—1= P11 ;
9@ +3) = 9.(2) 9. (9)-
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Il est clair que si une telle suite est définie, la fonction ¢ définie
sur Q, par ¢ | By = ¢, est un prolongement de la représentation expo-
nentielle; d’autre part, tout prolongement ¢ de la représentation expo-
nentielle définit canoniquement une suite : ¢ = ¢ | B;.

Une condition nécessaire pour que (¢;) satisfasse a (®) est que, quel
que soit 2> 1, on ait
A (9.0 = et (p>7).

Toute suite (91).~, satisfaisant a (®) est donc telle que la suite des
nombres

e=ao.(p'~"),  satisfasse & e,=expp et el=e,_,.
Réciproquement, si (e;).~, désigne une suite de nombres distincts et
tels que
€ = expp,

4 "
€, = €)—,

alors e&’l =e et v(e—1)= I% [car Téquation (14 X 7 —=¢, est une
équation d’Eisenstein]. Soit K, l'extension de Q, par e, : K; est tota-
lement ramifiée sur Q, et [Ky: Q,] = p*.

SizeB;, x = p'~*y, ou yeZ, et les conditions (®) imposent

».(x) = €7,

ou e) est la fonction définie a la proposition 15.

De plus, €] a sur Z, le rayon d’analyticité (p’”l“)‘)_, ol

I 1

N 1
m; = p* X P —— I_p~1

b

soit
I
my—>)=1—h— >

p—r’

le rayon d’analyticité de ¢, sur B; est donc
R

comme on pouvait aussi le remarquer compte tenu de la construction
de ¢) « par translation ». Nous résumerons cette construction par la

ProrositioN 16. — Soit Q,—= K, CK,C ... CQ une suite d’extensions
de Q) telles que K, soit engendrée (sur Q,) par une racine e, de I'équation
Xr*=exp p. La série

9 (x) = 2 (e—1)" < P’: x>

n>o0
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définit une représentation continue de la boule B, = p'~*Z, de Q, dans ,

1 \—
@, prolonge Uexponentielle el ¢, admet le ragon d’analyticité (p —/‘_—I>
sur B;.

Soit ¢ la représentation de Q, définie par une suite K;; cherchons
maintenant a caractériser les sous groupes fermés ¢ (Q,) de 2, associés
a différentes suites K.

Soit d’abord Vi= ¢,(B:): Vi est un sous-groupe ouvert et fermé
de K;. Notons m;, I'idéal maximal de ’anneau de valuation A4; de K :
m, = (en—1) Ay. Alors V) C1 -1, mais V; 1+ my comme on le voit
m,

Quel que soit €1+ pZ,, I'équation XP* = « a une racine dans V), :
en effet, si Log« =3, 3€pZ,, pB€B) et

o (P By =90 (B) =«

par exemple en prenant I'image de V) dans 1 +

De plus, la seule racine de I'équation X?* = « qui soit dans 1 -+ m;
est dans V..

Donc V, est exactement le sous-groupe de 1-m constitué des
racines p*-itme des éléments de U.

Un sous-groupe multiplicalif V de Q* est 'image de Q, par une appli-
cation exponentielle si et seulement si :

(a) quels que soient a€ U el 11, I'équation X7* = a a dans V une
racine et une seule;

(b) quel que soit yeV, v(y—1)> o et il existe un entier n fel
que y*"€Q,.

Nous venons en effet de montrer que si ¢ est une application expo-
nentielle de Q, dans 2, ¢(Q),) satisfait & ces conditions.

Réciproquement, si V satisfait aux conditions ci-dessus, on peut
construire une suite ¢, et une suite K, comme a la proposition 16,
en choisissant pour e, la racine de I'équation X”* = expp qui est dans V.
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