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INTRODUCTION.

Sommaire. — Notre propos est I'étude des variétés localement affines et localement

projectives [parfois appelées variétés affines et projectives sans courbure ni torsion, ou
variétés affinement (resp. projectivement) plates]. Plus spécialement, nous étudions les
variétés compactes.

Nous donnerons d’abord dans cette introduction, les résultats obtenus sur ces variétés
en renvoyant au texte lorsque les énoncés comportent des termes dont les définitions ne
se laissent pas condenser en peu de mots. Puis, dans un résumé des chapitres, nous
indiquerons les méthodes de démonstration, ainsi que les résultats auxiliaires qui nous
paraissent mériter mention. Nous terminerons en situant nos théorémes par rapport a
ceux démontrés antérieurement.

1. Les résultats. — Voici les trois principaux résultats concernant les
variétés localement affines et projectives compactes.

A. Si une variété compacte } peut étre munie d’une structure localement
projective, le produit ¥ < S; peut étre muni d’une structure localement
affine (S, désigne le cercle; cf. chap. 1, § 3, prop. 1, corrolaire).

Si chacune des p variétés compactes V; peut étre munie d’une structure
localement projective, le produit V... V;x...xV,>x S{?~") peut étre
muni d’une structure localement projective (chap. 1, § 3, prop. 3, corollaire).

Les deux autres résultats concernent le revétement universel d’une variété
localement affine (resp. projective) compacte : ce revétement est muni d'une
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structure d’ouvert étalé au-dessus de 'espace affin (resp. de la sphére projec-
tive) (¢f. chap. 1, § 1).

B. Si le revétement universel d’une variété localement affine ou projective
compacte posséde une poche (resp. coque), ce revétement s’identifie a un
ouvert (resp. & un convexe) de I'espace affin, ou de la sphére projective
(¢f. chap. 2, § 3, théoréme).

Si le revétement universel W d’une variété localement projective compacte
posséde une coque stricte, ou si W considéré comme ouvert étalé, a une
projection sur la sphére projective dont la fermeture est incluse dans un
hémisphére ouvert, W s’identifie a I'intérieur d’un corps convexe de la sphére
projective (cf. chap. 2, § 3, théoréme et prop. 2).

Le revétement universel d’une variété localement affine compacte, considérée
comme ouvert étalé au-dessus de I'espace affin, a une projection non bornée
(¢f. chap. 2, § 3 : la proposition 1 énonce un résultat plus fort).

Poche, coque, coque stricte, sont définis au chapitre 2, paragraphe 1,
définitions 1, 2, 3. Corps convexe est défini au chapitre 1, paragraphe 1,
définition 11. Sans répéter ces définitions, disons qu’un ouvert étalé qui
posséde une poche (resp. coque) est univalent (resp. convexe) au voisinage
d’un point de sa frontiére.

C. Supposons que le revétement universel d'une variété localement projec-
tive compacte soit I'intérieur d’un corps convexe W : si W posséde, en un
point de sa frontiére, un ellipsoide osculateur, W est un ellipsoide; si W
posséde sur sa frontiére un point conique, W est un céne (i.e. W est
I'enveloppe convexe d’un point et d’une base hyperplane convexe) (cf. chap. 5,
§ 3, théoréme final et prop. 3, 9, 10).

2. Le plan adopté. — Exposons maintenant notre plan.

Le chapitre 1, paragraphe 1, donne les définitions générales; au para-
graphe 2 est construit un isomorphisme fonctoriel entre la catégorie des
variétés localement projectives et la catégorie des cOnes « affins » (1. e. une
sous-catégorie de la catégorie des variétés localement affines dont les objets
sont munis d’'un groupe d’homothétie compatible avec la structure affine,
¢f. définition 2); au paragraphe 3 on démontre A.

Le chapitre 2, paragraphe 1, définit les notions de coques et poches, le
paragraphe 2 introduit un invariant projectif analogue a une distance utilisée
au paragraphe 3 pour démontrer B.

Le chapitre 3 contient des résultats auxiliaires sur les convexes de I'espace
affin et projectif. Sans répéter la table des matiéres, donnons un exemple de
ces résultats : le paragraphe 2 démontre qu’un polycylindre convexe peut se
décomposer de facon unique en facteurs convexes irréductibles (¢f. théo-
rémes 1, 2, 3, cas affin et projectif).

Le chapitre % étudie le quotient de 'espace des corps convexes affins (i. e.
convexes compacts d’intérieur non vide) de dimension donnée par le groupe
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affin : ce quotient est appelé espace des formes convexes affines: c’est un
compact. Le paragraphe 1 contient notamment un lemme (cf. déf. & et
prop. 17) sur les corps convexes dont I'ellipsoide d’inertie est une sphére
de rayon unité : la distance d'un point frontiére d'un tel corps a son
centre de gravité est comprise entre deux bornes qui ne dépendent que de la
définie sdimension. Le paragraphe 2 contient un énoncé sur les relations
d’équivalence par un groupe (c¢f. prop. 1).

Le chapitre 5 se termine par la démonstration de C. Le paragraphe 1
étudie les limites de transformations projectives: on définit des endomor-
phismes projectifs dégénérés qui, a la différence des transformations linéaires
dégénérées, ne sont pas partout définis (cf. théoréme 1 et prop. 2). Le
paragraphe 2 définit de nombreux espaces de formes projectives, par exemple
I'espace € (n:o0) des formes projectives pointées; c’est le quotient par le
groupe projectif de 'espace des couples formés d’un corps convexe et d'un
point de son intérieur; £ (n:0) est isomorphe a 'espace des formes convexes
affines. Le paragraphe 3 étudie 2 (n), I'espace des formes projectives convexes
(i.e. quotient par le groupe projectif de I'’ensemble des corps convexes).
2 (n) n’est pas séparé. On étudie les espaces non séparés; on définit : un
point P’ est adhérent & P si P’ €{P |; un point P est stable si {P | =P .
11 se trouve que la notion de forme adhérente (étudiée au chapitre 5, § 3.
prop. 7, 8,9, 10) est une notion de géométrie infinitésimale directe des corps
convexes projectifs (¢f. prop. 7, 8).

Sans détailler, nous rapprocherons ce résultat du suivant: une courbe €
admet une tangente au point M, si la limite des courbes €, transformées
de € par 'homothétie de centre M de rapport 7 est une droite; de méme,
si la forme d’un corps convexe I’ est adhérente a celle de W, W' est limite
de transformés projectifs de W.

Soit W un corps convexe dont l'intérieur est revétement universel d’une
variété linéaire projective compacte :la forme de W est stable (prop. 3);
c’est ce qui permet de démontrer C.

3. Les résultats antérieurs. — K. Kobpaira et S. S. CHERN nous ont invité
a I’étude de notre objet, défini par C. EHReSMANN (cf. Enseignement mathé-
matique, 1936).

Sur le conseil de C. EHRESMANN, L. AUSLANDER a construit des variétés loca-
lement affines compactes qui n’admettent pas pour révétement le tore (Annals
of maths., t. 6k, 1956, p. 255-259). Nos résultats décrits en A permettent
d’en construire de nombreux autres exemples.

N. Kuiper a démontré que, si le revétement universel d’une surface locale-
ment projective compacte est un domaine 2 du plan dont la frontiére contient
un arc convenable, en particulier, continiment différentiable, convexe
(cf. Convegno internasionale di geometria, 1953), D est une ellipse. B et C
généralisent ce résultat.

Les démonstrations du chapitre 2 doivent beaucoup au chapitre 3 du livre



Ne 1] VARIETES LOCALEMENT AFFINES. 233

de E. CARTAN sur la géométrie des espaces de Riemann; les considérations
de géométrie infinitésimale directe des chapitres 3 et 5 au traité de
G. Bouriganp.

Cette thése a été préparée sous la direction de M. le Professeur H. CARTAN;
si les démonstrations ont quelque solidité, nous le devons & notre Maitre
qui, aprés N. BOURBAKI, nous a patiemment incité a poursuivre la concision

et la rigueur. Francoise LE RoY nous a aidé dans cette recherche.

A tous, nous exprimons ici notre gratitude, et singuliérement a M. C. EHRES-
MANN et & M. G. BouLIGAND qui nous a fait I'honneur de présider le jury de
cette thése.

CHAPITRE 1.

VARIETES LOCALEMENT PROJECTIVES ET VARIETES LOCALEMENT AFFINES.

Dans ce chapitre, on définit les variétés localement projectives et localement
affines, objets de toutel’étude (§1). Un isomorphisme fonctoriel est construit
entre la catégorie des variétés localement projectives, et une sous-catégorie
de la catégorie des variétés localement affines (§ 2). Cet isomorphisme est
utilisé pour construire des exemples de variétés compactes munies de struc-
tures affines ou projectives (§ 3).

1. Géométrie affine et géométrie projective. — Ce paragraphe contient
surtout des définitions et des notations relatives a la géométrie affine d'un
espace vectoriel £ et a la géométrie projective de la sphére S(FE) associée

a L. La fin du paragraphe concerne le cas particulier ou £ = R".

DerxiTioN 1. — On définit sur 4 une structure d’espace affin par la
donnée d’un espace vectoriel 7'(A) et d'une opération de 7'(A4) sur A par
laquelle 7°(A), considéré comme groupe abélien, opére simplement et tran-
sitivement sur 4.

T'(A) est appelé espace vectoriel de translation de A. L’opération de 7'(A4)
sur A est notée —-.

Soit M et /V deux éléments de 4. On note MV I'unique élément de 7°(A)
tel que M+ MN=N.

ExempLE. — Soit £ un espace vectoriel. E est muni canoniquement d’une
structure d’espace affin dont le groupe des translations est /' on fait opérer £
sur lui-méme par I'addition.

DermvitioN 2. — Soit A et B deux espaces affins; 7(A) et T'(B) les espaces
vectoriels définis sur un méme corps, des translations de 4 et B respectivement.
Une application / de 4 dans B est appelée application affine s’il existe une
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application / de 7'(A) dans 7°(B) telle que, quels que soient M€ A et
me T (A), on ait
(M~ m)=1(M)+1(m).

ExenpLe. — Soit 4 un espace affin, 7'(4) I'espace vectoriel sur R des
translations de 4. Une application / de 4 dans R est appelée application
affine de 4 dans R, ou fonction linéaire sur 4, s'il existe un élement /' du
dual de 7°(A) tel que, quels que soient M et /V dans A, on ait

I(N) — I(M) = U(MN).

DeriNiTioN 3. — Soit £ un espace vectoriel sur R. Le groupe multiplicatif
R+ (resp. R"=R—{0}) opére sur I comme groupe des homothéties posi-
tives (resp. des homothéties non nulles).

Nous appellerons sphére associée a I/, et noterons S(L) (resp. espace
projectif, P(E), associé & L), le quotient de £ — | O par R+ (resp. R*),
O étant P'origine de E. '

Quand aucune autre structure topologique ne sera spécifiée sur £, nous
supposerons £ muni de la topologie localement convexe la plus fine.

Une structure d’espace vectoriel topologique sur £ induit une topologie
sur £— { O} : S(&) [resp. P(L)] sera muni de la topologie quotient.

Nous noterons s la projection canonique de £ — { O} sur S(E); nous
noterons /' la correspondance qui, a une partie de S(f), associe son image
réciproque dans £ — { O}. "

DeriNiTION /. — Soit L un sous-espace vectoriel de s(L—1{0}) sera
appelé sous-variété linéaire de S (L).

ExempLes. — Si L est de dimension 1, s(L — {O}) est formé de deux
points que nous appellerons diamétralement opposés.

Si L est de dimension 2, s(L — { O}) sera appelé une droite de S(£).
Deux points diamétralement opposés divisent une droite en deux demi-
droites.

Si L estde co-dimension 1, s(L — { O}) sera appeléun hyperplande S(T).

DeriviTioN 5. — On dit qu’une partie ouverte A de S (L) estun hémispheére
ouvert de S(E) s'1l existe une forme linéaire /€ £* telle que

F(H) = - (R+).

La forme linéaire / est définie & un multiplicateur positif prés. On I'appelle
équation de I'hémispheére H.
La frontiére de / est I'hyperplan fermé 4 défini par

F(RYyu{O]=1F(0).

La fermeture HU A de H est appelée hémisphére fermé.
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Réciproquement, soit 2 un hyperplan fermé de S(E);Gh est réunion de

deux hémisphéres ouverts disjoints de frontiére /4 : en effet, désignons par /
une forme linéaire continue sur % telle que

F(h)yu{0)=11(0).

{ est défini a un multiplicateur non nul prés. G/L est réunion de deux hémis-

phéres ouverts d’équations / et — /.

DeFiNiTION 6. — Sur tout hémisphére ouvert / de S(£), nous allons définir
une structure d’espace affin.

Soient / une équation de /7 et /V le sous-espace vectoriel /-1 (O); le groupe
des translations de A sera l'espace vectoriel L(E/N, N) opérant sur H
comme suit :

Soient me H, ue L(E/N, N), Me F(m), q 'application de £ sur son
quotient I/

m-—+u=s(M-+u(q(M)))

I1 est clair que cette expression est indépendante du choix de m.

DeriNiTioN 7. — Soient m, m' deux points non diamétralement opposés
de S(E), nous allons définir le segment de droite fermé (m, m').

Soient M, M' deux points de £ — { O} appartenant a I'image réciproque
de m et m' respectivement; on pose

(m, m'y=s(M, M").

I1 est clair que le choix de M et M’ est indifférent.
On définit de méme le segment ouvert )m, m'(.

Dermnitiox 8. — On appelle partie convexe kC S(E) une partie & telle
que F(k) + { O} soit un convexe de [.

Une partie convexe de S(£) est une partie A de S(£) telle que, quels que
soient m et m' non diamétralement opposés dans A, le segment (m, m') soit
inclus dans 4.

Derizition 9. — Une partie convexe de S(£) est dite stricte si elle ne
contient pas de couples de points diamétralement opposés.

Derinition 10. — Soient L un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel £
et / Iimage de L — { O} dans S(F) par s; la sphere S(E/L) sera aussi
notée S(L)/l et appelée quotient de S (L) par /.

De méme que les convexes de L contenant L s’identifient aux convexes
de £/L, les convexes de S(£) contenant / s'identifient aux convexes de S(E) /1.

Soit £ un espace vectoriel, nous désignerons par K(E) [resp. C(E)]
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Pensemble des parties convexes (resp. convexes fermés) de £. Nous dési-
gnerons par K (S(L)) [resp. C(S(E))]'ensemble des parties convexes (resp.
convexes fermés) de S(F).

Nous désignons par G L (n, R) le groupe des automorphismes de I’espace
vectoriel R*; par G A(n, R) le groupe des automorphismes de la structure
d’espace affin de R": G A(n, R) est engendré par G L (n, R) et parle groupe
des translations.

S(R") sera appelée la sphére projective de dimension (n —r1) et
notée S(n —1).

Un hémisphére ouvert de S(n) est muni d’une structure affine isomorphe
a celle de R" (cf. déf. 6).

P (R") sera appelé espace projectif de dimension (n — 1) et notée P(n —1).

Drrinirion 11. — On appelle corps convexe de R*[resp. S(n)]un convexe
de R*[resp. un convexe strict de S(n)] qui est compact et d’intérieur non
vide.

On note £ A (n) [resp. E(n)] 'ensemble des corps convexes de R”" [resp.
de S(n)].

On note C A(n) I'ensemble des parties convexes compactes de R”.

Le quotient G S(n — 1, R) de G L(n, R) par le sous-groupe des homo-
théties positives opére sur S(n —1): c’est le groupe des automorphismes de
la structure projective de S(n — 1). De méme, le quotient G P(n — 1, R) de
G L (n, R) par le sous-groupe de toutes les homothéties opére sur P(rn — 1)
et c’est le groupe des automorphismes de sa structure projective.

G L(n, R) est le produit direct du sous-groupe, isomorphe a R+, des
homothéties positives, et du sous-groupe, G U(n, R) des automorphismes de
R dont le determinant a pour valeur absolue 1; la projection de G L(n, R)
sur son quotient G S(n —1, R) définit donc un isomorphisme (noté 7) de
GS(n—1, R)sur GU(n, R),

DeriNiTioN 12. — Sur une variété V', convexe, de dimension 7, on définit
une structure de variété localement projective (resp. affine), par la donnée
d’un ensemble ouvert J( V') de jets d’isomorphismes de ¥ dans S(n) (resp. R")
appelé ensemble de jets projectifs (resp. affins) et jouissant des propriétés
suivantes :

1° L’'image de J(V') par la projection source est } tout entier;

2° G S(n, R) [resp. G A (n, R)] opére transitivement sur chaque fibre de
J(V), composée des jets de source donnée.
11 est clair que J( V), muni de la projection source sur ¥ est un revétement

de V.

REMARQUE. — Soit j un isomorphisme, compatible avec la structure affine

de R” sur un hémisphére H de S(n). Soit V une variété localement affine,
J(V) I'ensemble des jets affins de ¥ dans R". Désignons par J'( V) 'ensemble
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des jets d'isomorphismes de V" dans S(n) obtenus en composant j et un jet
de J(V). Désignons par J'(V) I'ensemble des jets d’isomorphismes de V°
sur S(n) obtenus en composant un automorphisme de G S(n, R) et un jet
de J'(V). Il est clair que J”( V') définit sur V' une structure de variété loca-
lement projective canoniquement associée a la structure localement affine

définie par J( V).

DerisitioN 13. — Une carte d'un ouvert U d’une variété localement projec-
tive (resp. affine) sur un ouvert de S(7n) (resp. R") est dite compatible avec
la structure projective (resp. affine) si tous ses jets appartiennent a J (V).

Si aucune confusion n’est & craindre, nous parlerons de carte compatible,
sans préciser la structure.

ProrosiTion 1. — Soit 7 une variété localement affine (resp. projective);
soit U un ouvert de V.

1° Soient ¢y, 9, deux cartes compatibles de U : il existe un automorphisme
unique g€ G A (n, R) [resp. G S(n, R)] tel que

P1—=5&° P2-

2° Soit ¢, une carte compatible de Uj; soit x € U; soit j un jet de J( V)
de source z: il existe une carte compatible unique ¢, dont le jet en x soit j.
La démonstration résulte facilement de la condition du 2° de la définition 12.

Prorosition 2. — Soit V' une variété localement projective (resp. affine)
simplement connexe : il existe une application p de V' dans S(n) (resp. R")
dont tous les jets appartiennent a J(V'); p est défini & une multiplication a
gauche prés par un élément de G S(n, R)[resp. G A(n, R)]; V, muni de la
projection p, est un ouvert étalé au-dessus de S(n) (resp. R*).

En effet, J( V), revétement d’une variété simplement connexe, est topolo-
giquement isomorphe au produit de la base V par la fibre G S(n, R) [resp.
G A(n, R)], munie de la topologie discréte. Une composante connexe, de J (V')
est isomorphe a V, et définit 'application p.

ProrosiTioN 3. — Soit { U;} un recouvrement d’une variété V7 par un
systéme d’ouverts; soit { f;} un systéme de cartes des U; sur des ouverts de
S(n) (resp. R"), tel que, si UnU; @, on ait sur U;n U},

fi=giiof avec g;;€GS(n, R) [Resp. GA(n, R)];

alors il existe sur ¥ une structure localement projective (resp. affine) unique,
avec laquelle les cartes f; sont compatibles.

Cette deuxiéme définition, a l'aide de cartes, d’une structure localement
affine ou projective est bien connue.

Dans ce qui suit, nous énoncerons propriétés et définitions dans le cas
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projectif : les énoncés équivalents du cas affin s’obtiennent eu remplacant S(n)
par R*, et G S(n, R) par G A(n, R).

Les variétés localement projectives sont les objets d’une catégorie, ou I'on
définit ainsi les morphismes : soient Vi, V', localement projectives; J(V,),
J(V,) les ensembles correspondants de jets projectifs; f une application
de V', dans V,. Notons J(V,)of, 'ensemble des jets de V, dans S(7) obtenus
en composant un jet de f et un jet de J(V,): f est un morphisme de la
structure lacalement projective, si et seulement si J(V,)o fcJ(Vy).

En particulier, on définit les automorphismes d’une variété localement
projective. Soit & un groupe proprement discontinu sans point fixe, d’auto-
morphismes de la structure localement projective de V' : I'espace quotient V/G
est muni canoniquement d’une structure localement projective : c’est 'unique
structure pour laquelle la projection de V' sur V' /G soit un morphisme. Tout
ouvert étalé £ au-dessus d’une variété localement projective V' est muni
canoniquement d’une structure localement projective : 'unique structure telle
que la projection soit un morphisme. En particulier, tout revétement R de V'
est une variété localement projective, et si R est galoisien, } est le quotient
de R par un groupe d’automorphismes de sa structure projective. Au revéte-
ment universel de V, s’applique la proposition 2: il peut étre muni d’une
projection sur S(n) qui est isomorphisme Jocal des structures projectives.

DeriviTioN 1. — Soit V' une variété localement projective (resp. affine).
Une partie .S de V est appelée segments d’extrémités les deux points M et IV
de V, s’il existe un voisinage ouvert O de S, et une carte compatible ¢ de O,
telle que

@ (S) = (9 (M), 9(N))
(sur la notion de segment, cf. déf. T).

Dgrizitiony 15. — Une variété projective V' est dite homogéne, si le groupe
G des automorphismes projectifs de V" opére transitivement dans V'; elle est
dite balayable (resp. balayable pour un sous-groupe G, C () s'il existe un
compact K'C V, appelé domaine générateur pour G (resp. G,), tel que

V= Ug‘K (msp. V= Ug](>s

<“E€EG SEG

V est dit divisible s1l existe un sous-groupe G, de &, proprement discontinu,
sans point fixe, et tel que V/G, soit compact.

Dans la suite, nous étudierons les ouverts étalés IV au-dessus de S(n), qui
sont homogeénes, divisibles ou balayables. Si V' est une variété localement
projective et compacte, son revétement universel est divisible.

11 est clair que toute variété divisible (ou homogéne) est balayable. Nous
donnerons plus loin des conditions nécessaires pour qu’un ouvert étalé soit
balayable : ces conditions sont @ fortiori nécessaires pour qu’il soit divisible.
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Tous les exemples connus d’ouverts étalés divisibles sont des ouverts
homogénes : en dimension 2, dans le cas affin, les seuls ouverts étalés divi-
sibles sont le plan, le demi-plan, le quart de plan, et le revétement universel
du plan privé d'un point (¢f. Benzicri, Thése, Princeton, 1953, et Exposé,
Séminaire C. Ehresmann, 1958-1959).

Remarquons que l'intérieur d'une parabole dans le plan est homogéne pour
le groupe des automorphismes affins, mais n’est pas divisible : 'homogénéité
n’est donc pas une condition suffisante de divisibilité; on peut seulement
conjecturer que c’est une condition nécessaire.

Voici un ouvert étalé qui, sans étre homogene, admet un groupe d’auto-
morphismes tel que les images d’un point convenable forment un ensemble
partout dense : c’est le plan privé des points de coordonnées entiéres. Le
groupe des automorphismes est engendré par les transformations entieres
unimodulaires, et les translations entiéres. Considérons un point (z, ), ou x
et y sontirrationnels, et tels qu’aucune combinaison linéaire enti¢re nz + py
ne soit rationnelle : nous allons montrer que 'ensemble des transformés du
point (, y) est dense dans le plan. Montrons d’abord qu’il est dense sur la
droite d’ordonnée y: en effet, sur cette droite sont les points d’abscisse
x + ny + p(x, y entiers), transformés de (x, y) par les transformations
d’équations

X=X +n¥+p,
Y'—=Y.

Sous les hypotheses faites, ces points forment uu ensemble partout dense
de points irrationnels. Il est facile de montrer que chacun de ces
points (& —+ ny + p, ¥) a des transformés denses sur la droite d’abscisse
(2 -+ ny + p), ce qui achéve la démonstration.

L’étude des variétés localement projectives non compactes parait difficile
a aborder : pour les variétés localement euclidiennes, sous I’hypothése qu’elles
ne possédent pas de points frontiéres a distance finie, on démontre que ce
sont des quotients de R*. Pour éviter des situations par trop pathologiques,
il faut, dans le cas projectif, une autre hypothése; sans nous arréter plus
longtemps, proposons la

Derinition 16. — Une variété V localement projective et connexe est dite
maximale s'il n’existe pas de variété U connexe localement projective, de
méme dimension que V, et telle que V soit isomorphe a un ouvert de U,
distinct de U.

Une variété compacte est évidemment maximale.

2. Variétés coniques affines.

Dermvition 1. — On appelle cone ouvert de R", une partie ouverte de
Rr— { O}, réunion de demi-droites ouvertes issues de 1'origine.
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DeriNiTION 2. — Sur une variété V de dimension 7, une structure de variété
conique affine de dimension n est définie par la donnée d'un ensemble
ouvert J; (V) de jets d'isomorphismes de V dans R*— { O} tel que

1° L’image de J; (V) par la projection source est V' tout entier;

2° G U(n, R) opére transitivement sur chaque fibre des jets de source
donnée;

3° Comme dans le paragraphe 1, définition 2, appelons carte compatible,
toute carte dont les jets appartiennent a J,: tout point de ¥ posséde un voi-
sinage dont il existe une carte compatible sur un céne ouvert de R”.
Comme dans le cas localement projectif ou localement affin, il est possible
de définir la structure conique affine par un systéme de cartes : on a la

ProrosiTion 1. — Soit { V;} un recouvrement d’une variété J par un
systéme d’ouverts; f; un systéme de cartes des U; sur des cOnes ouverts de R*,
tel que, si U;nU; @, on ait, sur U;n U},

fi=gijof, avec g,;€GU(n,R).

Alors il existe sur } une structure conique affine, et une seule, avec laquelle
les cartes f; soient compatibles.

Sur une variété conique affine V, est canoniquement définie une structure
de variété localement affine : c’est 'unique structure affine dont ’ensemble
J(V) des jets affins contienne J, (V).

Les variétés coniques affines de dimension n sont les objets d’une catégorie,
dont les morphismes sont les applications f de V), dans V, telles que
Ji(Vsy)o fcJi( V) (mémes notations qu’au paragraphe 1).

DeriNiTioN 3. — Le groupe R+ des réels positifs opére sur un cone affin
de la facon suivante : soit m € V'; soit U un voisinage de m dont il existe une
carte compatible f sur un cone ouvert de R"; on pose Am — f~' (2 f(m)),
ou A € R+ opére sur R" comme une homothétie de centre O et de rapport .
Cette définition est indépendante de la carte f choisie.

V est ainsi munie d’une structure d’espace fibré /+-principal : cet espace
fibré est topologiquement trivial, puisque R+ est homéomorphe au segment
ouvert, et nous en construirons plus loin une section. 2+ opére sur /' comme
un groupe d’automorphismes de sa structure localement affine (mais non de
sa structure conique affine), que nous appellerons le groupe des homothéties
positives de V.

ProrositioN 2. — Sur le quotient B— V/R+, appelé base de l'espace
fibré V, est définie canoniquement une structure localement projective : soit j
un jet de Ji( V'), on en déduit par passage au quotient par le groupe des
homothéties positives, un jet de B dans S(n — 1), que nous noterons p(j):
la structure localement projective de B est I'unique structure telle que les p (/)
soient des jets projectifs de B.
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Tout fibré localement trivial, dont la fibre est contractile, et dont la base
est un espace normal, & base dénombrable d’ouverts, possede une section;
si V est supposé para-compact, on peut donc construire une section de V
au-desus de B.

Nous nous proposons de montrer que la correspondance établie entre
une variété conique affine et sa base, définit un isomorphisme fonctoriel
entre la catégorie des variétés coniques affines de dimension n, et celle des
variétés localement projectives de dimension n — 1.

Etant donnée une variété localement projective B de dimension (7 —1),
nous allons construire une variété conique affine /' (B) de dimension n dont
la base soit B. '

Soit J(B) l'espace des jets projectifs de B dans S(n —1). Désignons par
FJ(B) I'ensemble des couples (7, m) d’'un jet j de J(B) et d’'un point m de
R"— { O} dont I'image sur le quotient S(n —1) de R*— { O} soit le but du
jetj. F J(B) est muni de la topologie induite par celle du produit J(B) x< R".
Nous allons définir #(B) comme un quotient de F'J(B), et FJ(B) s’iden-
tifiera avec J, (F (B)). Sur F J(B), définissons la relation d’équivalence ®
suivante :

(.j? 7”) X (j17 "71)
sl
1° j et j; ont la méme source : on a alors

J =801, ou geGS(n—1, R);

2° m =1i(g) my, ol i(g) est I'homologue de g dans l'isomorphisme i
entre G S(n—1, R) et GU(n, R).
Définissons de plus le produit d’un couple (j, m) de FJ(B) par un
nombre A€ R+. On a

A(J, m)=(j, am),

ot Am désigne ’homothétique du point M dans I'homothétie de centre O et
de rapport 4.

Le quotient /' (B) de FF J(B) par R est un espace fibré principal de base B
et de groupe structural R+.

En effet, la projection source de F J(B) sur B ainsi que la multiplication
par un nombre 4 de R+ sont compatibles avec la relation d’équivalence R.

Définissons maintenant la structure conique affine de F'(B).

On appellera carte compatible d’un ouvert « de ¥ (B) dans R*— { O} une
application composée d'un relévement de u dans F J(B) etde la projection
(j, m)—>m de FJ(B)sur R"— { O}.

Etant donnés (j, m) dans FJ(B), p le projeté de (j, m) dans
F(B)=FJ(B)/®R, on peut trouver une carte compatible et une seule d’un
voisinage convenable de p qui soit composée d'un relévement de ce voisinage
sur un voisnage de (/, m) et de la projection sur R*— { O {.

F J(B)s’identifie donc avec I'espace des jets de cartes compatibles de F(B).
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Montrons maintenant que le systéme des cartes compatibles définit sur
F (B) une structure conique affine.

En effet, soient p un point de F(B), p' sa projection sur B, (j, m) un
point de F'J(B) au-dessus de p; on peut trouver un voisinage «' de p’ dont
il existe une carte sur S(n — 1) compatible avec la structure projective de B
et dont le jet dans B’ soit j. Du relévement correspondant de #' sur un
ouvert ¢’ de J(B) on déduit un relévement de I'image réciproque u de u’
dans F (B) sur 'ouvert ¢ image réciproque de ¢’ dans /' J(B), donc une carte
compatible d'un voisinage de p sur un céne ouvert de R*— { O}.

De plus, deux cartes compatibles d’'un méme ouvert de #(B) différent
I'une de I'autre par une transformation de G U(n, R).

En effet, soit (j, m), (Ji, m,) deux points de F J(B) équivalents pour la
relation R, on a

J=8°J1
ou
s€GS(n—1, R)

et le jet (j, m) de F'(B)dans R*— { O} est composé de i(g) et du jet (i, my).
Pour achever de construire I'isomorphisme fonctionnel /' entre la catégorie
des variétés localement projectives de dimension n — 1 et celles des variétés
coniques affines de dimension 7, il faut construire l'image F(¢) d'un
morphisme.
Soit ¢ un morphisme de variété projective de source B,, de but B,. Nous
allons construire F'(¢) de source F'(B;), de but F(B,) tel que

Ji(F(By))oF(9)eJ,(F (By)).

Pour cela, nous allons définir une application ¢’ de FJ(B,) dans F J(B,).
Soient (j;, m) dans ' J(B,), s, la source de j, dans B;, on peut trouver
un jet et un seul j, de J(B,) tel que 9o j,—=/,.
Nous poserons
(‘?,(J.l) ”l) = (./“-’? m)

L’application ¢’ étant compatible avec la relation ® définit une application
de F(B,) dans F'(B,). Comme ¢’ est unisomorphisme de I'image réciproque
dans ' J(B;) d’un voisinage convenable de s, sur un ouvert de ¥'J(B,), F'(¢)
est aussi un isomorphisme local de F'(B,) dans F(B,), d'ou I'on déduit
facilement qu'il est un morphisme de la catégorie des variétés coniques affines.

Dans ce qui suit, nous noterons F—! le foncteur inverse de /' qui a une
variété conique affine associe la variété localement projective qui est sa base.

3. Applications.

ProrositioN 1. — Si B est une variété localement projective homogene
(resp. balayable, resp. divisible), F ( B) considérée comme variété localement
affine est homogéne (resp. balayable, resp. divisible).
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A tout automorphisme projectif ¢ de B correspond un automorphisme
F(¢) de la structure conique affine de F(B), donc aussi de sa structure loca-
lement affine. De plus, R+, groupe des homothéties de F'(B), est un groupe
d’automorphismes de sa structure localement affine.

Montrons que si B est homogéne, F(B) est homogene. Il faut montrer
que, si m, m' sont deux points quelconques de F'(B), il existe un automor-
phisme transformant m en m’'. Soient b, b’ les projections de m et m' sur B;
par hypothése, il existe un automorphisme ¢ tel que ©b —=25'. L’automor-
phisme cherché qui transforme m en m' s’obtiendra en composant F'(9) et
une homothétie de rapport convenable.

Supposons maintenant 5 balayable.

Soit K un domaine genérateur (cf. § 1, déf. 2). Soit K; un compact section
de F(B) au-dessus de K. Il est clair que K, est un domaine générateur
pour F'(B) qui est donc affinement balayable.

Supposons enfin que B soit divisible. Et soit G un groupe proprement
discontinu d’automorphismes projectifs de B, sans point fixe, tel que B/G
soit une variété localement projective compacte.

On construira une variété localement affine compacte, quotient de F(B),
en prenant le quotient de F'(B) par un groupe d’automorphismes, produit
de F(G) par un sous-groupe cyclique infini du groupe R+ des homothéties.
En particulier, si B est une variété localement projective compacte, le quotient
de F(B) par un sous-groupe infini discret du groupe R+ est une variété loca-
lement affine topologignement isomorphe au produit de B par le cercle S;.

Nous énoncerons donc le

CoROLLAIRE. — 87 B peut étre muni d’une structure localement projec-
tive, B x< S, peut étre muni d’une structure localement affine.

ExempLE. — Le tore a p trous peut étre muni d’une structure localement
projective. en prenant le quotient de I'intérieur d’'une conique par un sous-
groupe convenable d’automorphismes projectifs.

En effet, soient D l'intérieur du disque unité, G le groupe des automor-
phismes de la structure de variété complexe a une dimension de D. Il existe
un homéomorphisme de D sur I'intérieur d’une ellipse £ et un isomorphisme
de G sur le groupe H des automorphismes de la structure projective réelle
a deux dimensions de F, compatible avec les opérations des groupes. Or il
est bien connu que les courbes algébriques sont des quotients de D par des
sous-groupes de G.

Il résulte du corollaire de la proposition 1 qu’une variété localement affine
homéomorphe au produit du tore & p trous par le cercle peut étre obtenue
comme quotient de I'intérieur d’un céne du second degré.

Dans ce qui suit, nous noterons R*7 le groupe produit de p groupes iden-
tiques a R+ et R*7/R+ le quotient de R+ par son sous-groupe diagonal.
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DermviTion 1. — Soient p variétés localement projectives By, ..., B, ..., B,;
et soit
F(B)) < F(B,) X... X F(B;) <...X F(B,)

le cone affin produit des cones affins de bases les B;. Nous munirons ce pro-
duit d’un: structure d’espace fibré R+7 principal de base B; < B, < ...x B,
en faisant opérer R+7 sur F'(B,) x<...x F(B),) suivant la formule

(Meev Dy dp) X (Myooomp) = (Mmy,y ooy iy, ooy hymy),

ou € R+, me F(B,) et };m; désigne 'homothétique de m; dans le rapport 2.

ProrosiTioN 2. — Le quotient R+?/R* opére sur
FY(F(B))<... X F(B;)x<...x F(B)))

et définit sur cette variété localement projective une structure d’espace fibré
principal de base (B;<...x B;X<...x B)).

En effet, la base du produit des F'(B;) n’est autre que le quotient de ce
produit par la diagonale de R+7. On peut encore remarquer que R+7/R+ se
reléve suivant le sous-groupe de R+7 formé des systémes de p nombres réels
positifs dont le produit est égal & 1. Un élément de ce sous-groupe définit un
automorphisme de la structure conique affine du produit des F'(B;) qui se
projette donc suivant un automorphisme projectif de la structure de la base

Un élément quelconque de R+” est seulement un automorphisme affin de
la structure du cone produit.

ProrosiTion 3. — Soient B,, ..., By, ..., B, desvariétés localement pro-
Jjectives homogénes (resp. balayables, resp. divisibles); la variété locale-
ment projective F—'(F(B,) <... <X F(B;) <X...x F(B,)) est homogéne
(resp. balayable, resp. divisible).

En effet, & un automorphisme ¢; de la structure localement projective de B;
correspond fonctoriellement un automorphisme F'(¢;) de la structure
conique affine F'(B;) qui définit un automorphisme que nous noterons F;(9;)
de la structure conique affine du produit

F(B))x<...xF(B;))x<...xXF(B,).
F~1(F;(9;)) est un automorphisme de la structure localement projective de
F=1(F(By)) <...< F(B) %...x F(B,)). ’

La proposition 3 va en résulter.
Démontrons par exemple que, si les B; sont projectivement balayables,

F~1(F(B;)<...x< F(B,))

est projectivement balayable.
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Soit G; un groupe d’automorphismes projectifs de B; tel que B;/G; soit une
variété localement projective compacte.

Soit A un sous-groupe discret de R+7/R+ tel que le quotient de R+7/Rr
par H soit compact et topologiquement isomorphe a S{~''.

Le quotient de F—'(F(B,) x...x F(B),)) par

F=(Fi(G) x<...<xFi(G))x<...x F,(G,)) < H

est une variété localement projective compacte topologiquement homéo-
morphe a
B,/Gix... X B;/G;x...x B,/G,>x S¢".

COROLLAIRE. — ST p variétés B; peuvent étre munies chacune d’une struc-
ture localement projective, le produit By><...x B;x...x B,x S{—"
peut étre muni d’une structure localement projective.

Nous nous proposons de démontrer une réciproque partielle de la propo-
sition 3. Pour cela, posons la

DerinitioN 2. — Soient p variétés localement projectives By, ..., By, ..., B,;
un automorphisme projectif fde F~=' (F(By) x<... < F(B;) x<...x F(B))
est dit compatible s’il peut s’exprimer de la facon suivante : il existe une
permutation ¢ des entiers (1, ..., {, ..., p), un systéme { ¢;} de p isomor-
phismes coniques affins entre F'(Bg ;) et F(B;), tels que, si I'on définit un
automorphisme ¢ de la structure conique affine du produit

F(B))<...xF(B)x<...x F(B,)
par la formule

(May ooy Myy ooy my)=> (0, oo, My, . m,),
avec

m, e F(By), m; € F(B)) et m; = o;mg ),
on ait

Jel{F=1(o) | x (R7/R).
L’automorphisme f sera dit associé a la permutation .

ProrosiTioN . — Soient p variétés localement projectives By, ..., B, ..., B,;
si le groupe des automorphismes compatibles opére transitivement sur
F—(F(By) <...x F(B))), les B; sont projectivement homogénes.

Si F=1(F(B,) < ... F(B,)) est balayable par le groupe de ces auto-
morphismes compatibles, les B; sont projectivement balayables.

Désignons par G le groupe des automorphismes compatibles de
F—Y(F(By) <...x F(B),)), par G; le sous-groupe des automorphismes
compatibles associés a la permutation identique.

Il est clair que, si F~'(F(B,)x<...x< F(B,)) est balayable par G,
chacun des B, est projectivement balayable. Mais G; est un sous-groupe de G

BULL. SOC. MATH. — T. 88, Fasc. 3. 18
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d’indice fini au plus égal a4 p!, donc, balayable par G entraine balayable
p g P ’ Y p Y
par Gy, ce qui démontre la deuxiéme assertion.
Montrons maintenant que, si GG opére transitivement sur

F—1(F(By) x...x F(B,)),

B, est projectivement homogeéne.

Etant donnés deux points b, et &, de B,, nous allons construire un auto-
morphisme projectif de B, qui transforme b, en b',.

Pour cela, choisissons deux points m et m’ de F—' (F(B,) x<...x F(B,))
dont les projections sur B, X< ... < B, soient respectivement (b,, b, b;, ..., b,)
et (b}, by, by, ..., b)), les (by, ..., b)) élant quelconques.

Soit f un automorphisme compatible tel que f(m) = m/.

Soient ¢ la permutation et ¢;les isomorphismes dont la définition 2 affirme
I'existence.

Désignons par ¢’ la permutation inverse de o, par 4 le plus petit entier tel
que ¢ (1) =1.

On obtient un automorphisme projectif ¢ de B, transformant b, en &' en
composant % isomorphismes comme indiqué ci-dessous

¢ =F""(gom) o I (9ispy) 0w o0 1 (961)).-

La premiére assertion de la proposition est ainsi établie. La deuxiéme est
évidente.

CHAPITRE 2.

CONVEXITE DE CERTAINES VARIETES BALAYABLES.

Voici le plan de ce chapitre :
On définit au paragraphe 1 la notion de poche pour les variétés localement

projectives (resp. affines).
Au paragraphe 2, on définit, sur I’ensemble des segments d’une variété

localement projective, un invariant projectif, positif ou nul, appelé pseudo-

longueur.
Cet invariant est utilisé au paragraphe 3 pour démontrer le théoréme 1 sur

les variétés balayables possédant une poche; deux autres résultats, ou la
notion de poche n’intervient pas, sont ensuite démontrés (prop. 1 et 2).

1. Coques et poches. — Nous distinguerons, pour plus de clarté, le cas
affin du cas projectif.

DermviTioN 1 (dans le cas affin). — Soit V" une variété localement affine de
dimension n : on définit une poche de V par la donnée :

— d’un ouvert connexe P de V;
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— d’une carte ¢ de P dans R” compatible avec la structure affine de P;

— d’une fonction linéaire s sur R* appelée cote.
Le triple (P, ¢, 5) doit satisfaire aux deux conditions suivantes :

a. Sur I'image ¢ (P) la cote 5 a pour borne inférieure o et est majorée
par 1;

b. Soit (M, N) un segment de ¥V dont I'extrémité M appartienne a P.
Soit § une carte compatible d’un voisinage de (M, /V) dans R* (cf. chap. 1,
§ 1, déf. 1k) ayant en M méme germe que ¢ (¢f. chap. 1, § 1, prop. 1, 2°).
Alors, si z(3(/V)) est inférieur a 1, /V appartient a P.

Derinition 17 (dans le cas projectif). — Soit V' une variété localement pro-
jective de dimension n : on définit une poche de V par la donnée :

— d’un ouvert connexe P de V;

— d’un hémisphére ouvert  de S(n);

— d’une carte ¢ de P dans S(n) compatible avec la structure projective,
et telle que

o (P)c i

]
— d’une fonction linéaire z, appelée cote, sur // considéré comme espace

affin (¢f. chap. 1, § 1, déf. 6).

(Le systéme P, ]c;[, o, ;) doit satisfaire aux deux conditions suivantes :

a. Sur I'image ¢ (P), la cote 5 a pour borne inférieure o et est majorée
par 1;

b. Soit (M, /V) un segment de V dont l'extrémité M appartienne a P.
Soit  une carte compatible d’un voisinage de (M, V) dans S(n) ayant en M
méme germe que ¢. Alors,

S(M, Nyc Il
et, si 5($(/V)) est inférieur & 1, /¥ appartient a P.

REMARQUE. — Soient V une variété localement affine de dimension n,
(P, ¢, 5) une poche de V, j un isomorphisme compatible avec la struc-

ture affine de A" sur un hémisphére ouvert o de S(n) : le systéme

(P, [}, Joo, s q/"1> définit une poche de V considérée comme variété loca-
lement projective (cf. chap. 1, § 1, déf. 12, remarque).

Exemple dans le cas affin. — Soient W un ouvert étalé au-dessus de R*
et p la projection de W sur R"; soit = une forme linéaire sur R"; soit P une
composante connexe de limage réciproque par p du demi-espace
ouvert : 3 <{T.

Si, sur p(P), 5 a pour borne inférieure o, le triple (P, p, z) définit une
poche de W.

11 suffit de vérifier qu’est satisfaite la condition b. Soient M€ P et (M, )
un segment de W; supposons z(p(/V)) <1. Démontrons que /V appartient
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a P; p(M, N) est inclus dans le demi-espace ouvert 5 <1, donc (M, /V) est
inclus dans une composante connexe de I'image réciproque par p de ce demi-
espace ouvert, donc dans P, composante connexe de /M.

Exemple dans le cas projectif. — Soient W un ouvert étalé au-dessus
de S(n), p la projection de W sur S(n), H un hémispheére ouvert de S(n),

o
s une forme linéaire sur // muni de sa structure affine et P une composante
connexe dans W de I'image réciproque par p du demi-espace ouvert s <C1.
Si, sur p(P), s a pour borne inférieure o, et si, de plus, pour tout

segment (M, N) de W dorigine M dans P, on a p(MN)CI;f, le
systéme (P, I}, Ds :) définit une poche de W. On vérifie, dans le cas affin,

qu’est satisfaite la condition b.
Nous verrons (§ 3, théoréme) que, si V" est une variété localement projec-

tive (resp. affine) connexe balayable, possédant une poche (P, f}, 9, :)
[resp. (P, 9, 5)], on est toujours dans la situation considérée en exemple.
© se prolonge en une application projective (resp. affine) de V sur S(n)
(resp. R*) et P n’est autre qu'une composante connexe de I'image réciproque

par ¢ du demi-espace ouvert de V74 (resp. B2*) d’équation 5 <1.

DermviTion 2. — Une poche (P, I:f, 9, :) [resp. (P, o, 5)] est appelée
coque si @ (P) est un convexe.

Dermvition 3. — Une coque (P, o, =) [resp. (P, I}, 9, ;)] d’une variété
localement affine .(resp. projective) est appelée une coque stricte si le

convexe ¢ (P) de R"[resp. si ¢ (P) considéré comme convexe de l'espace

o
affin H] ne contient pas de droite.

(e}
RemarQUE 1. — Il importe de distinguer entre droite de H, espace affin,

o
et droite de S(7) : une droite de / est une demi-droite de S(7), ou portion
de droite comprise entre deux points diamétralement opposés.

o
RemMaRrQUE 2. — Dire que la coque (P, H, o, ;) est une coque stricte équi-
vaut a dire que ¢ () est un corps convexe de S (7).

2. La pseudo-longueur. — On définit sur I'ensemble des segments d’une
variété localement projective un invariant projectif appelé pseudo-longueur.
Nous avons vu (chap. 1, § 1, déf. 12, remarque) que toute variété localement
affine est munie canoniquement d'une structure localement projective. La
pseudo-longueur est ainsi définie pour les variétés localement affines : c’est
un invariant affin.

Nous allons énoncer les principales propriétés de la pseudo-longueur avant
d’en donner la définition.



Neo 2] VARIETES LOCALEMENT AFFINES. 249

La pseudo-longueur d’un segment (M, /V) relativement a la variété loca-
lement projective } est notée :

(M, V).
l;-(M, V) posséde les propriétés suivantes :
1° (M, Ny~ o; lp(M, M)=o0;
2° Soit g un automorphisme projectif de ¥, on a
lp(gM, gN)=1p(M, N);
3° Soit (M, N)yc(M', N'), on a
lp(M, Ny ZL1l-(M', N');
4° Soit ¥’ un ouvert de V considéré comme variété localement projec-
tive, on a
ll"(M7 AT) é ZV'(Mv ]\7)
pour tout segment (M, /V) inclus dans V'
5° La pseudo-longueur est une fonction semi-continue supérieurement
du segment, c’est-a-dire que, si un segment (M;, /V;) tend vers (M, /V), on a
Lim 4y (M;, Ny) = 1p(M, N);

6° Si V est l'intérieur d’un corps convexe, /,-(M, /V) est une fonction
continue en M et /V surle produit V' < V'; [;,(M, V) est nulle si et seulement
siM=N;

~° Soit (P, ]107, o, :) une poche de V'; soit M€ P un point de V tel
que z(o(M)) < —AI~ (ou K désigne un nombre réel supérieur a 1);
soit (M, /V) un segment de V dont la pseudo-longueur /,-(M, V) soit infé-
rieure & log A; alors, NeP etz (N) << Kz(o(M)).

La définition de la pseudo-longueur utilise la

DerpiziTioN 1. — Soient 4, A', B', B quatre points d'un segment (AB)
de S(n) écrits comme ils se rencontrent si 'on ordonne de A vers B : on
appelle mesure projective de A'B' relativement a AB le logarithme du
rapport anharmonique (A4', B, B, A). Ce rapport anharmonique est une
quantité supérieure ou égale a 'unité; la notion de mesure projective est
invariante par les automorphismes de G S(n, R).

ProrositioNn 1. — La mesure projective décroit si 'on remplace le
segment (A’, B') par un segment contenu dans (A’, B'); elle décroit encore
st 'on remplace le segment A5 par un segment le contenant.
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DermiTion 2. — Soit (A, B') un segment d’une variété localement projec-
tive V; on ditque (A, B') est majoré par k dans V ¢'il existe un
segment (A4, B) de V contenant (A’, B') tel que, si ¢ est une carte compa-
tible d’un voisinage de (A, B) sur un ouvert de S(n), on ait : mesure pro-
jective de @ (A’, B') relativement & ¢ (A, B) < k.

Derinition 3. — La pseudo-longueur (M, N) d’un segment (M, V)
d’une variété localement projective est la borne inférieure des nombres & qui
majorent (M, /V) dans V.

Nous allons vérifier que la pseudo-longueur ainsi définie posséde les
propriétés 1° a 7°.

Les propriétés 1° et 2° résultent trivialement de la définition.

Les propriétés 3° et 4° résultent de la proposition 1.

La propriété 6° résulte de la

ProposiTION 2. — Soient ¥V un corps convexe de S(n) d’'intérieur V'; 4,
B deux points de V'; F, F' les points d’intersection de la droite 4B avec la
frontiére de ¥ :

ly(A, B) n’est autre que la mesure projective de 4B relativement a FF';

ly(A, B) est une fonction continue sur ¥ <V qui ne s’annule que sur la
diagonale.

La proposition résulte de ce que F, ¥’ dépendent contintiment de A, B.

Pour démontrer 5°, nous démontrerons que, si M/V est un segment borné
par k& dans V, il en est de méme de tout segment assez voisin de M.
Soient (A, B) (cf. déf. 2) un segment de V" et ¢ une carte compatible d’un
voisinage U de (A, B) sur I'intérieur d’un corps convexe de S(n) tels que la
mesure projective de ¢ (M, /V) relativement & ¢ (A4, B) soit inférieure a 4. Il
suffit de montrer, d’aprés 4°, que la pseudo-longueur /;; de tout segment
suffisamment voisin de M/V est inférieure & k. Or, cela résulte aisément de
la proposition 2.

Pour démontrer 7°, nous calculerons en considérant la structure affine
de H.

Soient F', F' les points extrémités d’un segment contenant (4, B) tel que

1<<(9(4), 9(B), 9(F'), ¢(F)) <K,
ou ¢ désigne l'extension & un voisinage de (', F') de la carte ¢ de P. Posons
9(A) =a, o(B)=0, o(F)=F, o(F'y=f"

]
Considérons dans I'espace affin de A le rapport de mesures algébriques de
segments

af' < bf
af < ff'

les quatre points a, b, f, f' ont une cote z positive.

1<< <K;
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Si la cote de b estinférieure ou égale & la cote de a, d’aprés la propriété b
de la définition d'une poche, B€ P, et la propriété 7° est démontrée.
Si la cote de b est supérieure a celle de @, on a les inégalités

o< z(f)<<sz(a)<<sz(b)<<sz(f).
bf

est supérieur a l'unité, en sorte que le quotient - est

af

af’
bf’
inférieur & K'; d’ou résulte I'inégalité

On en déduit que

(b)) < K x z(a) <1
et, d’aprés la propriété b de la définition 1’ du paragraphe 1, on a Be P.

DerFNITION & — Soit C une partie d’une variété localement projective V' :
on dit que C est majoré par kA dans ¥V, si deux points quelconques de C
peuvent étre joints par un segment qui est inclus dans C et est majoré par k

dans V.

ProrosiTioN 3. — Soit V une variété localement projective, & un nombre
réel strictement positif. Tout point M de V' posséde un voisinage qui est
majoré par k.

Si V est l'intérieur d’un corps convexe, la propriété est une conséquence
facile de la sixiéme propriété de la pseudo-longueur.

Si V n’est pas I'intérieur d’un corps convexe, choisissons un voisinage U
de M dont il existe une carte compatible dans I'intérieur d'un corps convexe.
On peut, d’aprés ce qui précéde, trouver un voisinage W de M, borné par k
dans U. D’aprés la quatriéme propriété de la pseudo-longueur, W est
a fortiori majoré par k dans V.

DermxiTiON 5. — Soit £ une partie compacte d’'une variété localement pro-
jective V'; soit k£ un nombre réel strictement positif. On désigne par n (L, k)
le plus petit entier 7, tel qu'il existe un recouvrement de F, formé de n
ouverts majorés par k.

ProrosiTioN k. — Soit /7 une partie compacte connexe d’une variété loca-
lement projective V. Deux points M et /V quelconques de L peuvent étre
joints par une ligne brisée formée d’au plus n (£, k) segments majorés par &
dans V.

Pour n(E, k) =1, la proposition & est équivalente & la définition : nous
allons démontrer la proposition par récurrence sur n(k, k). Supposons la
démonstration faite pour n(F, k) < p, et supposons n(E, k) = p. Soient
Oiy ..., Oy ..., Oy, p ouverts majorés par k dont la réunion contienne E.

Soit M€ O;; Ne O; soit Op= ‘ ’ O, la composante connexe contenant /V,

i€Q
de la réunion des ouverts O d'indice différent de j : Oy est recouvert a
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Paide d’au plus p — 1 ouverts bornés par k; donc deux points quelconques
de Og peuvent étre joints par une ligne brisée formée d’au plus p —1
segments majorés par kA (hypothése de récurrence). D’autre part, puisque O,
est composante connexe de la réunion des O d’indice différent de j, un tel
ouvert est inclus dans Og, ou a avec Oy une intersection vide. E étant
connexe, il en résulte que Op N O; n’est pas vide il suffira donc de joindre M
a un point de cette intersection, puis ce point & /V, pour relier M a /V par
une ligne brisée d’au plus p segments majorés par .

Derizimion 6. — Soient V une variété localement projective, M€ V, r un
nombre réel positif. On appelle pseudo-boule de centre M et de rayon r
I'ensemble des points ¥ de V tels qu’il existe au moins un segment fermé
d’extrémités M, /N, majoré par r.

La pseudo-boule de centre M et de rayon r, est un ouvert connexe
(cf. 39, 5°).

Si V est l'intérieur d’un corps convexe, il résulte du 6° que lcs pseudo-

boules de centre M et de rayon quelconque forment une base de voisinages
de M.

ProrosiTion 5. — Soient ¥ une variété localement projective connexe,
U un ouvert non vide de V et r un nombre réel, tels que, quel que soit ¥ € U,
la pseudo-boule de centre M et derayon r soitincluse dans U. Alors U= V.

Soit MeU; NeV : nous allons montrer que Ne U. En effet, M et V
peuvent étre joints par une ligne brisée formée de segments tous majorés
par r : on démontre de proche en proche a partir de M que tous les sommets
de cette ligne appartiennent & U.

ProrositioNn 6. — Soit V une variété localement projective, possédant une

poche (P, I}, o, z). Soient 4 et B deux points de ¥, L une ligne brisée
joignant 4 a B, et formée de p segments tous majorés dans V par k =logK.
Supposons que A€P; z(9(A))<<1/Kr : alors B est aussi dans P, ainsi
que L, et 'on a

5(9(B)) < K7 z(9(A)).

La proposition se démontre par récurrence sur p : pour p =1, c’est la
septiéme propriété de la pseudo-longueur, le passage de p a p—1 est
immédiat.

PropositioN 7. — Soit V' une variété localement projective connexe et
balayable pour un groupe G d’automorphismes projectifs (cf. chap. 1, § 1,
déf. 15). Soit (P, 1107, ?, ;) une poche de V. Soit £ un compact de V. Il

existe un automorphisme projectif g€ G, tel que g EC P.

DemonsTrATION. — Nous allons d’abord montrer que tout compact £ de V
est inclus dans un domaine générateur connexe (pour le groupe (); nous
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démontrerons alors la proposition en supposant que £ est un domaine géné-
rateur compact connexe. Soit A un domaine générateur compact. U K est
aussi un domaine générateur compact; puisque V' est localement compact
et localement connexe, on peut recouvrir £y K au moyen d’un nombre fini
de compacts connexes; soit £’, la réunion de ces compacts : puisque V est
connexe, £’ estinclus dans un compact connexe £”; il suffit, pour obtenir £,
d’ajouter a4 £’ un nombre fini de lignes brisées reliant les composantes
connexes de £,

Soit donc £ un domaine générateur compact connexe. Soit & un nombre
strictement positif (A —=logK). Soit M ° un point de P de cote z ¢ (M) infé-
rieure a 1/K"EH, Puisque F est un domaine générateur pour G, il
existe g€ G automorphisme projectif de V' et N°e F, tels que g/N°=M".
Soit /V un point quelconque de £ : nous allons montrer que g/Ve€ P.

En effet (prop. k), il existe une ligne brisée L reliant /V° & /V, et formée
d’au plus n (L, k) segments tous bornés par £. Il résulte de la proposition 6
que gNe P.

CoroLLAIRE. — Soit V" une variété localement projective, connexe balayable

pour un groupe & d’automorphismes projectifs ; soit <.P, [}, 9, z) une poche
de V' soient M et /V deux points de V. Il existe un automorphisme pro-
jectif g€ G de Vtel que gMeP; gNeP.

En effet, { M, '} est une partie compacte de V.

REMARQUE. — Soit ¥ une variété localement affine balayable pour un
groupe G d’automorphismes affins. Supposons que V posséde une
poche (P, o, z). Pour la structure localement projective de V' (cf. chap. 1,
§ 1, déf. 12, remarque), G est un groupe d’automorphismes projectifs; de
plus (c¢f. chap. 2, § 1, déf. 1, remarque), si j désigne un homéomorphisme

de R* sur un hémisphére H de S(n) (j compatible avec les structures

(<] S .
affines), (P, H, joo, s oj—1> est une poche de la variété localement projec-
tive de V. La proposition T et son corollaire sont donc vrais aussi dans le cas
affin : on a ’énoncé :

ProposiTion 7. — Soit V une variété localement affine, connexe et
balayable pour un groupe G d’automorphismes affins; soit (P, ¢, 5) une
poche de 17. Soit &' un compact de V. Il existe g€ G tel que gEECP. Si M
et /V sont deux points de V, il existe g€ G tel que : g Me P; gNeP.

3. Applications.

TutoriME. — Soit V unevariété localement projective connexe balayable.
O
Soit (P, H, o, z> une poche de V.
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1° Il existe une carte compatible § de V sur un ouvert de S(n),
induisant ¢ sur P. P n’est autre que l'image réciproque par § de l’ensemble

des points de Housz<1.

2° Si P est simplement connexe, il en est de méme de V.

30 Si o (P) est convexe (i. e. st (P, f;, ?, z) est une coque), (V) est

un convexe.

o]
4o Si (P, H, o, z> est une coque stricte, (V') est l'intérieur d’un
corps conveze.
La démonstration du 1° va se décomposer en trois points.

a. 1l existe une application § de V sur S(n), coincidant avec ¢ sur P,
et dont le germe en tout point de V appartient & J(V') (cf. chap. 1, § 1,
déf. 12).

Il faut montrer que le revétement J(V') de V est isomorphe & un produit :
$ a pour germes la composante connexe dans J(V') des germes de ¢.

Soit [/, J'] un chemin de J( V'), dont la projection sur ¥V par 'application
source soit un lacet [ M, M]. Nous allons montrer que j = '. D’aprés la pro-
position 7 du paragraphe 2, il existe un automorphisme projectif g de V, tel
que I'image par g du lacet [ M, M ] soit dans P,

glM, M]CP.

Considérons maintenant le lacet de J(V') obtenu & partir du lacet [/, j'] et
composant chaque jet avec l'automorphisme g—! : on obtient un lacet
de J(V') se projetant par P'application source sur le lacet g[ M, M}, inclus
dans P. Mais P est isomorphe par ¢ & un ouvert de S(»n) : donc la restric-
tion & P de J(V') est un produit, et tout chemin de J(¥") se projetant sur le
lacet g[ M, M]C P est fermé. Le chemin [/, ;'] dont I'image par I'automor-
phisme g—* de J(V') est fermé est donc fermé. L’assertation a en résulte
immédiatement.
b. L’application définie en @ de V sur S(n) est une carte compatible.
G est un homéomorphisme local : il faut montrer que § est un homéomor-
phisme global, c’est-a-dire que deux points distincts M et /V de V ont par §
des images distinctes.
Soit g un automorphisme projectif de ¥ : nous désignerons par y I'auto-
morphisme de S(n) (ye G S(n, R)) tel que
Fog=v°9
[ensemble des jets de Jog est une section de J(V) au-dessus de V :
puisque G S(n, R) opére transitivement sur la fibre des jetsde méme source,
il existe y transformant 3 en la section o g].
Choisissons g tel que g M e P; g/N€ P. Puisque M 7~ /V, on a gM £ gV,
et, puisque la restriction de § a4 P est un homéomorphisme, on a

GogMZ=Gogh.



No 3] VARIETES LOCALEMENT AFFINES.

I
Qr
(=A%

Mais il en résulte que
Yo3MAToTN
et donc que
SM =GN,

ce que nous voulions démontrer.
c. P est I'image réciproque par § de I'ensemble D des points de ;[,
ousz<<TI.
Montrons que
P=3(Dn3(V)).

Soit M€ G (DN T(V))nous : allons montrer que M € P. Soit ¥ € P; on peut
construire dans DN G (V') une ligne brisée allant de (M) a §(/V). De la
condition & de la définition des poches, il résulte que M appartient & P.

Dans la suite, nous supposerons, pour simplifier les notations, que J est
I'identité, et donc que P et V sont des parties de S(n).

Démontrons 2°. — Soit L un lacetde V : il faut montrer que L est homo-
tope & un point. Or il existe un automorphisme de ¥ qui envoie le compact L
dans P : comme P est simplement connexe, L est homotope & un point.

Démontrons 3°. — Soit M et N deux points de V : il faut montrer que,
dans V, il existe un segment fermé d’extrémités M, /V. Or, soit g un auto-
morphisme projectif tel que gM € P, g/N€ P : il existe un segment (g M, g/V)
puisque ¢ (P) est convexe; donc il existe un segment (M, V).

Démontrons 4°. — Si V n’est pas l'intérieur d’un corps convexe, on peut
trouver dans 7 une demi-droite L, c’est-d-dire une portion de droite limitée
a deux points diamétralement opposés de la frontiére de V.

Soit g un automorphisme projectif de V' qui envoie dans P un point M
de L : il résulte de la condition & de la définition des poches que gL est une

o
demi-droite incluse dans H, c’est-a-dire une droite de la géométrie affine
O
de H : nous allons montrer que cette inclusion est incompatible avec I’hypo-

thése faite que P ne contient pas de droite de 1.

En effet (§ 1, déf. 1/, &), tout point de gL de cote = inférieure & 1 appar-
tient & P : donc tous les points de gL ont une cote supérieure ou égale a o,
puisque la borne inférieure de 5 sur P est o. Mais alors, gL est une droite

(pour la géométrie affine de f?) de cote constante égale & 5(M) et gL est
incluse dans P, ce qui contredit I'hypothése faite sur P.

La démonstration du théoréme est achevée.

Dans le cas affin, on a le

TutoriME. — Soit V' une variété localement affine connexe balayable.
Soit (P, ¢, z) une poche de V.
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1° Il existe une carte compatible ¢ de V sur un ouvert de R*. P n’est
autre que l'image réciproque par ¢ de l'ensemble des points ou 5 <1.

2° Si P est simplement connexe, il en est de méme de V.
3° Si (P, o, z) est une coque, $(V') est un convexe.
4° Si (P, o, 5) est une coque stricte, T(V') ne contient pas de droite.

Le théoréme se démontre comme le précédent : il suffit de remplacer pro-
jectif par affin, et S(n) ou H par R".

Prorosition 1. — Soit V une variété localement affine balayable munie
d’une projection p sur R* compatible avec la structure affine (V est un
ouvert étalé au-dessus de R"). Soit E un domaine générateur compact
de V; soit K un compact de R*. Il existe un segment (M, N) de V, tel que

MeFE, p(N)gK.

a. La proposition est évidente si V' contient un fermé L homéomorphe
par p a une droite de R".
En effet, il existe un automorphisme affin g de } tel que gL NE 7 @. On

a évidemment pogL n[}K# @. 11 suffit de prendre
MeglL, p(z\")epogLnGK.

b. Supposons maintenant que V ne contienne pas de fermé L homéo-
morphe par p a une droite de R”.
Nous décomposerons la démonstration de la proposition en une suite de
points.

1° Soit & un nombre réel positif. Il existe un segment (4, B) de V
jouissant de la propriété suivante :
Soit (M, B) un segment de ¥V tel que

(A, B)yc (M, B).
Alors on a
ma

— <Kk,
ab

oum=p(M);a=p(A); b=p(B).

Démonstration du 1°. — Soit / une droite de 2" telle que p( V)Nl 0.
Une composante connexe S de p—'(/) se projette suivant un ouvert connexe
de / qui pourra étre un segment ouvert) f, g(ou une demi-droite) f, oo (.

Soit (a, b) un segment fermé de / tel que
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L’image réciproque par p dans S du segment (a, &) est un segment (A, B)
de V qui posséde les propriétés demandées.

2° Supposons désormais R* muni d’'une métrique euclidienne. Il
existe un nombre r positif tel que tout point de £ admette un voisinage U,
tel que la restriction de p a U définisse une carte sur une boule fermée de
rayon r.

L’assertion résulte de la compacité de L.

3° Il existe un segment (4', B') de V dont 'origine A" appartient a £
et qui se projette par p sur un segment de longueur supérieure a r/k.
Soit & un automorphisme affin de V tel que g4 —= 4'€FE. Le segment
gA, gB)=(A', B') de V posséde la propriété 1° de (4, B). D’autre part,
d’aprés 2°, il existe un segment (M, B') de V tel que

(4", B'Yc (M, B); |p(M), p(A")|=r.

Posons
pMy=m:  pd)y=d: p(B)=V,
on a
ma
' b
d’ou
;—; <la'b'l.

4° La démonstration va pouvoir s’achever. Soit R le diamétre du
compact p(E)U K de R".
.. r
Choisissons £ tel que 7 > R.
A
Le segment (4’, B') construit dans 3° vérifie la propriété
A ek, p(BY&EK.
D’ou la proposition.
Prorosition 2. — Soit V' une variété localement projective connexe

balayable munie d’une projection p sur S(n) compatible avec la structure
projective [V est un ouvert étalé sur S(n)]. Supposons de plus qu’il existe

un hémisphére ouvert HdeS (n) tel que

-_— o

p(V)cH.

Alors p est une carte de V sur Uintérieur d’un corps convexe de S(n).
L’enveloppe convexe de p (V) [i. e. le plus petit convexe de H conte-

nant p(V)] est un convexe W, intérieur d'un corps convexe : nous allons
montrer que p est une carte de V sur W.
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La démonstation se décompose en cinq points.

1° Soit g un automorphisme projectif de ¥/, il existe un élément
unique v € G S(n, R) tel que

pog:YOP.

v est un automorphisme projectif de W.

L’élément v a déja été considéré en b dans la démonstration du théoréme;
que y soit un automorphisme de W résulte immédiatement de ce que v est
un automorphisme de p (V') dont W est I'enveloppe convexe.

2° Tout point M€ V posséde un voisinage O, tel que la restriction de p
a Oy soit une carte sur une pseudo-boule (cf. § 2, déf. 5) de centre p (M)
et de rayon 7 convenable. O, est le lieu des points /Vde V tels qu'il existe
un segment (M, V) et que la pseudo-longueur du segment (p (M), p(NV))
dans W soit inférieure a r. Par abus de langage, O, sera appelé une pseudo-
boule de centre M et de rayon r.

L’existence de O, résulte de ce que les pseudo-boules de centre p (M) —=m
forment une base de voisinage de m. Il est clair que tout point /¥ de Oy
posséde la propriété énoncée; réciproquement, si n == p (/V) appartient a la
pseudo-boule de centre m et que /V peut étre joint & M par un segment de V,
ce segment n’est autre que le relevé de (m, n) dans Oy.

3o Il existe un nombre r positif, tel que tout point M de V posséde un
voisinage O, pseudo-boule de centre M et de rayon r.

Remarquons d’abord que, si £ est un compact de V, il existe r(F) tel
que tout point de £ soit centre d’'une pseudo-boule de rayon r (L) : cela
résulte de 2°, de la continuité de la pseudo-longueur sur W, et de la
compacité de F.

Soit £ un domaine générateur compact de V' : nous allons montrer que
tout point de V est centre d’une pseudo-boule de rayon r(£).

Soit M€ V : il existe un automorphisme projectif g de V tel que g M e E;
soit O' la pseudo-boule de centre gM et de rayon r (L) : il résulte de 1°
que g~ O’ est une pseudo-boule O de centre M et de rayon r(£).

b p(Vy=Ww.
En effet, p (V') est un ouvert de W tel que, si mep( V), la pseudo-boule
de centre m et de rayon r est incluse dans p( V). Donc p(V)= W (c¢f. §2,
prop. 5).

5° V est un revétement de W.
Soit m € W : nous allons montrer que I'image réciproque par p de la pseudo-
boule O de centre m et de rayon r n’est autre que la réunion des pseudo-
boules de rayon r centrées aux points de p=1(m), et que ces pseudo-boules
sont deux a deux disjointes.

Que les pseudo-boules soient deux & deux disjointes résulte d’un résultat
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général de la théorie des ouverts étalés : deux sections d’un ouvert étalé
(ici V') au-dessus d'une méme partie connexe de la base (ici la pseudo-
boule de centre m et de rayon r) sont identiques ou d’intersection vide.

Soit V€ p—t(0) : nous allons montrer qu’il existe M €p—t(m) tel que V
soit inclus dans la pseudo-boule de centre M et de rayon r.

En effet, soit O' la pseudo-boule de centre /V et de rayon r (une telle
pseudo-boule existe dans ¥ d’apreés 4°) : on amep(0') : donc O contient
un point M de p—*(m) : il est clair que /V est inclus dans la pseudo-boule
de centre M et de rayon r.

Le point 5° une fois établi, la proposition résulte trivialement de ce que V'
est connexe, et JJ simplement connexe.

CHAPITRE 3.

COMPLEMENTS SUR LES CONVEXES.

Ce chapitre contient la démonstration de propriétés des convexes affins et
projectifs dont il sera fait usage au chapitre 5 dans I'étude des convexes
balayables.

1. Facettes et variétés d’appui. — Dans ce paragraphe, les notions de
facettes et de variétés d’appui sont définies pour les convexes d'un espace
affin et de la sphére projective associée.

DeriNition 1. — Sur un ensemble convexe W, dans un espace vectoriel,
on définit la relation de préordre a (W) : A (W) B s'il existe un segment
(A', Byc W tel que A€ )A', B(, ousi 4d=25.

On peut simplifier 'énoncé de la définition 1 en faisant la convention sui-
vante : on appelle intérieur d’un segment AB, l'intérieur de ce segment,
muni de la topologie induite par la variété linéaire support de l'ensemble
{ A, B}; cet intérieur se note ) A, B( ou ) B, A(; si A% B, on retrouve
la définition habituelle de I'intervalle ouvert ) 4, B (; si A = B, le support
de { A} n’est autre que la variété a o dimension { 4 }, et 'on a

YA, A(= (A, A)={A}.

L’énoncé de la définition 1 devient :

A a(W)B sl existe un segment (A', B)c W tel que A€ ) A', B(.

Pour A—Bonpose A'—=Aetl'onade) A4, A(.

Dans ce qui suit, nous écrirons toujours « pour a (W) siaucune confusion
n’en peut résulter.

Pour montrer qu’on a bien une relation de préordre, il faut démontrer
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que AaB et BaC impliquent AaC. En effet, si 'on a dans W', 4" et B’ tels
que

Ae) A, B(

Be) B, C(

A', B', C engendrent un convexe : A est intérieur a ce convexe supposé
muni de la topologie de la variété linéaire support, et le support de AC le
coupe suivant un segment auquel A est intérieur.

DrriviTion 2. — La relation d’équivalence associée a la relation de pré-
ordre a (W) se note I') (A, B) : les classes d’équivalence correspondantes
sont appelées W-facettes (W ne sera noté que si une confusion est a craindre).

La relation de préordre o définit canoniquement sur l’ensemble des
facettes une relation d’ordre que nous noterons aussi a.

ReEMARQUE. — On peut donner de la définition de Fj- (A4, B) I'énoncé sui-
vant : n points Ay, .... A, de W appartiennent a une méme facette si, pour
la topologie de la variété linéaire L support de { 4, ..., 4,}, Ay, ..., 4,

sont intérieurs a L n W.

ProrosiTioN 1. — Soit /" une facette d'un convexe W, et soit L la variété
linéaire support de F'; F est un ouvert de L, supposé muni de sa topologie
localement convexe la plus fine.

I suffit de démontrer que si A € F, et si / est une sous-variété linéaire de
dimension finie telle que A€let!/cL, alors A est intérieur a /N F pour la
topologie de /. Or, cela résulte de la remarque ci-dessus.

ProposiTiON 2. — Soient F une facette de W, L son support, et soient
AeF, Be W; alors AaB si et seulement s1 Be L.

En effet, si Be L, la variété linéaire engendrée par 4 et B coupe W sui-
vant une partie convexe, qui contient B et a laquelle 4 est intérieur, donc
AaB;si AaB, la variété linéaire engendrée par A et B est coupée par F,
donc par L suivant une partie convexe d’intérieur non vide, donc Be L.

ProrosiTioxn 3. — Soit F, F' deux facettes de W de supports Let L'; on
a FaF'si et seulement si L'cL; ona L —L'sietseulement si F = F',

ProrosiTioN &. — L’ensemble des facettes muni de la relation d’ordre «
est filtrant a gauche.

En effet, soient I et I’ deux facettes 4 € F, A'€ F', B un point intérieur au
segment AA’ dans son support : BaAd; BaA'. La facette F” de B est donc
telle que F"aF'; F"aF.

CoroLLAIRE. — L’ensemble des variétés linéaires supports de facettes du
convexe W est filtrant a droite pour la relation d’inclusion.
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DerniTioN 3. — Une variété linéaire S est dite variété d'appui de W si
SN W est non vide et saturé pour la relation d’équivalence F, (cette défini-
tion équivaut a celle de BourBakl, Espaces vectoriels topologiques, chap. II,
p- 83).

D’apres la proposition 3, il est équivalent de dire que A€SNW et AaB
impliquent Be Sn W.

L’espace tout entier est une variété d’appui, le support d'une facette est
une variété d’appui; la réciproque n’est pas vraie : on trouve facilement,
dans un espace de dimension finie, un convexe W et une variété d’appui S
telle que S W ait un support distinct de S; nous allons donner un exemple
en dimension infinie d’'un convexe W et d’une variété d'appui S de W telle
que SN W engendre S, mais qu’il n’existe aucune facette dont le support
soit S. Considérons dans un espace vectoriel de dimension > R, un systéme
dénombrable de vecteurs linéairement indépendants OA; issus de 1ori-
gine O : l'enveloppe convexe de O et de A4; est un R, simplexe S dont le
support est de dimension infinie : chaque facette cependant est de dimension
finie; tout point M de S est en effet barycentre d’'un nombre fini de points de
Iensemble { O, A, ...} affectés de masses non nulles dont la somme est 1;
ces points en nombre fini engendrent le support de la facette de M. En dimen-
sion finie. on a toutefois la

ProposiTioN 5. — Si W est un convexe dont le support £ est de dimen-
sion finie, pour toute variété d’appui L a W il existe une facette F dont le
support S est tel que SN W =Ln W.

Désignons par S le support de Ln W ; alors SN W =LnW Z£0; de
plus, SN W est un convexe de support .S qui, pour la topologie de I'espace S
de dimension finie, admet donc au moins un point interne dont la facette ¥
aura S pour support.

RemMarQue. — 1° E est le support d’une facette de W qui n’est autre
que son intérieur;

2° Si W est un convexe compact de dimension finie, L n I n’est autre
que la fermeture compacte £ de F.

ProrosiTiON 6. — Soit L une variété linéaire, ¥ un convexe
W=WnL=g.

Alors la relation a( W”) est indauite par la relation o ( ).

Cela résulte immédiatement de la définition de a. Des propositions 3 et 6
il résulte que, si L est une variété d’appui a W, la facette d’un point
Me Ln W, relativement au convexe F¥ n’est autre que sa facette relative-
ment au convexe LN W.

Nous allons maintenant étudier le cas des convexes de la sphére.

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FASC. 3. 19
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DermniTioN &, — Soit k& une partie convexe de S(E); A =F(k)+ {0}
est un convexe de £'; a (k') (c¢f. §1, déf. 1) induit sur F (k) une relation de
préordre compatible avec la projection sur k. Nous noterons a (k) la relation
de préordre ainsi définie sur £.

La relation d’équivalence associée a la relation o (k) se note F'(a(k)); les
classes d’équivalence correspondantes sont appelées A-facettes et la relation
de préordre o définit canoniquement sur ’ensemble des facettes une relation
d’ordre que nous noterons aussi o.

La relation a (k) peut étre définie directement :

aa(k)b

s'il existe un segment (&', b) Ck tel que a€)a’, b( ou si a et b sont iden-
tiques ou diamétralement opposés.

DermviTion 5. — Soit L le sous-espace vectoriel facette de O dans le
convexe A'=F(k)+ { O}; la projection sur & de L —{ O} est une sous-
variété linéaire, éventuellement vide, ensemble de tous les points de S(Z)
qui appartiennent & A avec leur point diamétralement opposé. Cette sous-
variété est appelée le noyau de k. Un convexe strict est un convexe de
noyau vide (cf. §1, déf. 9).

Les propositions 2, 3, & et le corollaire sont valables pour les convexes de
S(F). La proposition 1 aussi, si 'on convient d’appeler topologie locale-
ment convexe la plus fine sous-variété / de S (£) la topologie quotient de
celle induite sur F(/) par la topologie localement convexe la plus fine de
F(l)y+{0}.

DeriNiTioN 6. — Une variété linéaire / est dite variété d’appui pour k s’il
existe un sous-espace vectoriel L de E, variété d’appui de F (k) + { O}, et

I=F'(L—{0}).

En particulier, le noyau de & est une variété d’appui de k. Si ce noyau est
vide, il constitue une variété d’appui, ou encore une facette, de k& de dimen-
sion (—1).

Les propositions 5 et 6 sont également valables pour les convexes de S (£)).

2. Sommes de convexes. — Comme au précédent paragraphe, on étudie
le cas affin, puis le cas projectif.

DetriMiTiON 1. — Soient £ un espace vectoriel, W un convexe de F,
Vi(ieI) une famille finie de convexes de E, p I'application del_l V;dans I/
iel
défini par €

{xifieIE]_—I Vi, pl{xilier) :2 Ziy

iel iel
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W est ditsomme des convexes V; si p est un isomorphisme de I l V;sur W

: i€l
(pour les structures affines). Nous noterons

W:Z Vi ou W=Vi4+Vot...4 Vp.

iel
. Ql . .

Si zeW, v,€eV;, x :}_' a;, nous dirons que x; est la composante de x

dans V;

REMARQUE. — E opére par translation sur I'ensemble K (F) des parties
convexes de £; on peut définir le quotient K (E)/E; nous dirons qu’une
classe we K (F)/E est somme de nclasses ¢; si 'on peut trouver W, ¥V, de
classes w, ¢; tels que W soit la somme des V; : dans ce cas, a tout systéme
de n convexes V; de classes ¢; correspond un convexe et un seul W' de
classe w, qui en est la somme; a tout convexe W' de classe w, on peut (et
ce d’une infinité de facons si n 2 1) faire correspondre une famille de n con-
vexes V; de classe ¢; dont W’ soit la somme.

On a le résultat plus précis suivant :

n

ProrosiTion 1. — Soient w, v,€ K(E)/E; 2 p;—=w et W de classe w
i=1
contenant I'origine de £'; alors il existe un systéme et un seul de n convexes
V; de classes ¢; contenant chacun 'origine, et tels que

W:Z Vi

i=1

En effet, supposons déterminés des V; tels que

/4 :2 v,

i=1

On a une décomposition unique de O comme somme de n vecteurs z; € V.
Les seuls convexes ¥V, de somme W, contenant l'origine et de classe ¢, ne
sont autres que les

Vit | — i}

Dans ce qui suit, nous considérerons toujours, pour la commodité des
démonstrations, les décompositions de convexes contenant l'origine en
somme de convexes contenant l'origine.

Aux théorémes 1 et 2 qui suivent correspondront des énoncés analogues

pour 'espace K (F)/E.
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REMARQUE. — Pour [/ infini, on peut encore définir la notion de convexe W
somme d’une famillle de convexes V;: on supposera que W et les V; con-
i€l

tiennent l'origine, et I'on dira que W:z V; si tout z€ W s’écrit d'une
i€l
facon et d’une seule comme une somme finie,

z= ¥ @ (27o0)
iENCI
(ou /V désigne une partie finie de 7).
La composante de = dans V; (j&/V) est o.
REMARQUE. — Soient W=EFE, V;=FE; sous-espace vectoriel de I,

. , . N\ .
W= Z V; au sens ci-dessus défini : alors on a F :Z E;, somme directe

des E};, pour les sous-espaces vectoriels la notion de somme de convexes
coincide avec celle de somme directe ordinaire.

ProrosiTiON 2. — Soit
W:Z V; <$,)’E W . y€ Vi§$:Z“’i,y:2yi>'
el

onaxza( W)y (cf. déf. 1) si et seulement si I'on a pour tout 7 : x;a(V;)y;.
La démonstration est évidente & partir des définitions.
Dans ce qui suit, nous étudierons des corps convexes comme polycylindre,
c’est-d-dire comme somme de deux ou plusieurs convexes contenus dans des
sous-espaces supplémentaires.

DiriNiTiON 2, — Soient £ un espace vectoriel, 17" un convexe de £ conte-
nant origine; on dit qu'un sous-espace vectoriel L de I fibre W si I'inter-
section de tout translaté L' de L avec W est, soit ), soit un translaté de
LnW.

DeriNiTioN 3. — Soit W un convexe de £, engendrant [/, et contenant
I'origine; on dit qu’un sous-espace L de £ fibre W cylindriquement, ou
encore que L est distingué relativement a W, s’il existe un sous-espace L’
de F, supplémentaire de L, et tel que

W=LnW-+LnW.

ReMArRQuE. — Si L fibre W (resp. fibre cylindriquement W), L fibre
(resp. fibre cylindriquement) tout translaté de W contenant I’origine.

ProrosiTiOoN 3. — 1° Si W ne contient aucune demi-droite, tout
sous-espace L qui fibre W le fibre cylindriquement;
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2° Si W ne contient aucune droite, a tout L qui fibre cylindriquement
W correspond un L’ et un seul qui soit supplémentaire de L et tel que

W=LnW+LnW.

La correspondance entre L et L' est une involution sur I’ensemble des
sous-espaces distingués relativement a .

Cette proposition légitimera la

DerviTioN &. — On dit que deux sous-espaces L et L' sont conjugués
relativement au convexe W si

W=LnW+LnW.

Démontrons maintenant la proposition :

1° Désignons par U’ I'ensemble des homologues de I'origine dans tous
les translatés de U= LN W contenus dans W. Puisque L fibre W par
hypothése, il est clair que U+ U'—= W et que U’ est convexe. Reste & mon-
trer que le support L’ de U’ est supplémentaire du support L de U : cela va
résulter de ce que tout vecteur de W s’écrit d’'une maniére unique comme
somme d’un vecteur de U et d’un vecteur de U'.

En effet, si un convexe C ne contient aucune demi-droite, il n’existe pas
de translation ¢ autre que la translation nulle, qui transforme C en un
convexe t(C)cC.

Soit we W : il existe donc un translaté et un seul U(w) de U tel que
welU(w)cW.

2° Soit we W : il existe un translaté et un seul L(w) de L tel que
weL(w).

L(w)n W est un translaté U(w) de U=L n W; nous allons montrer qu’il
existe une translation unique faisant passer de U a U(w) : il en résultera
qu'un convexe U’ de support L’ supplémentaire de L ettel que U'+ U= W,
ne peut étre que ’ensemble des homologues de I'origine dans les translations
U(w) de U.

Or, si un convexe C ne contient aucune droite, il n’existe pas de transla-
tion ¢ non nulle qui transforme C en un convexe ¢(C) = C.

Soit w e W, il existe une translation et une seule qui transforme Uen U(W).

TutoreME 1. — Soient W un convexe de E contenant U'origine O, engen-
drant E, et ne contenant aucune droite, L et L', D et D' deux couples de
sous-espaces distingués conjugués relativement a W. Alors LnD et L'n D
sont conjugués relativement a WnD.

Désignons par Pj, (resp. Py, Pp, Pp,) la projection sur L (resp. L', D, D)
parallélement a L' (resp. L, D', D); la démonstration repose sur le
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LemMe. — Solent et b deux éléments tels que b et @ + b appartiennent
a W. Alors
u=~Py(a)+beW.
En effet, on a
Pr(u)=Pr(a)+PL(b) =Pr(a+b)e W,
Pr(u)=PL(b)eW,
d’ou
u=Pr(u)+Pr(u)eW.

Soit a€ W nD, nous allons montrer que P.(a) et Py (a) appartiennent
a D, ce qui prouvera que
WnD=P,(WnD)+ PL(WnD)

d’ou le théoréme.
On a
Pp. PL(a) -+ Pp. PLr((l) :PD'(CL) —= 0.

Nous allons montrer que D'n W est stable par les translations opposées
Pp.Pr(a) et Pp Pr.(a), dou résultera la nullité de ces translations.
En effet, soit we D'n W ; on a

a+weDNnW +~-DnW=W,

d’ou, d’aprés le lemme,
Pr(a)+weW

et, en appliquant le lemme cette fois & Pp,,
Pp Pr(a)+weDnW.

On voit de méme que
PD,PL(a) +weD'n W,

ce qui achéve la démonstration.

CoROLLAIRE. — Soient W un convexe de £ contenant O, engendrant £,
ne contenant aucune droite, (L, L'), (D, D') deux couples de sous-espaces
conjugués relativement & W, P, (vesp. Py, Pp, Pp) la projection sur L
(resp. L', D, D') parallélement & L' (vesp. L, D', D) : P, P, Pp, Pp
commutent deux a deux, et I’on a

Identité:PLPD+ PLPD:+ PL'PD—F PLIPDV-

D’aprés le théoréme 1, toutpointde V' —=Dn W s’écrit d’une facon et d’une
seule comme somme d’un point de LNnDN W et d'un point de L'nDn W.
De méme, tout point de V¥’ s’écrit d’'une maniére et d’une seule comme
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somme d’un point de LnD'n W et d’'un point de L'nD’'n W. Tout point
de W s’écrit de maniére unique comme somme de points de

LnDnWwW; L'nDnW; LnDnw; L'nD'nW.

La projection correspondante sur L N Dn W n’est autre que P, Pp ou Pp Py,
par raison de symétrie. D’ou le corollaire.
De Ia on déduit aussitot le

TueorkME 2. — Soit W un convexe de E contenant l'origine, engen-
drant I et ne contenant aucune droite: I'ensemble des sous-espaces distin-
gués relativement a W peut étre considéré comme une algébre de Boole,
dont U'élément 1 est E et I'élément o l'origine (considéré comme sous-espace
de dimension o) ; on prend comme complémentaire le conjugué; comme
inf l'intersection, comme sup le produit.

COROLLAIRE. — Si £ est de dimension finie n, I'algébre de Boole des sous-
espaces distingués relativement & W n’est autre que l'algébre des parties
d’un ensemble fini dont le cardinal est compris entre 1 et n (1 correspond
a la sphére, n au cube).

Tout sous-espace distingué est obtenu d’une facon et d’une seule comme
somme d’une famille de sous-espaces distingués simples [c’est-a-dire mini-
maux parmi ceux différents de o].

Nous allons maintenant étudier la notion de somme pour les convexes de
la sphére projective S(£) associée a I'espace vectoriel .

DermviTioN 5. — Soient w un convexe de S(F), de noyau vide, {¢;} une
famille finie de convexes de S(E); w est dit somme des convexes ¢; si les
F(v;) sont convexes et si F'(w) est somme des convexes F'(¢;).

En particulier, soient w, ¢;, ¢, trois convexes non vides de S (). Soit /,,
I, les supports de ¢, v,, c’est-a-dire les plus petites variétés linéaires conte-
nant ¢; et v, respectivement. «w est somme de ¢, et ¢, si [y N/, est vide et si w
est réunion de I’ensemble de tous les segments ouverts joignant un point de ¢,
4 un point de ¢,. On convient que w est somme de w et du convexe vide.

DrrineTioN 6. — Soit w un convexe de S(Z£) dont le support est S(E) et
le noyau @. Un sous-espace / est distingué relativement a w s'il existe un
sous-espace /' tel que w soit somme de deux convexes ¢ et ¢' de supports [et ',

La donnée du sous-espace distingué / détermine complétement le sous-
espace distingué {'; [ et / sont dits coujugués relativement a w.

TurorkME 3. — Soit w un convexe de S(E) de support S(E), de noyau
vide; U'ensemble des sous-variétés distinguées relativement a w peut étre
considéré comme une algébre de Boole dont I'élément (1) est S(E) et I'élé-
ment (o) la partie vide. On prend comme complémentaire la conjuguée,
comme inf Uintersection, comme sup l'enveloppe convexe.
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COROLLAIRE. — Si E est de dimension finie (7 + 1), 'algébre de Boole des
sous-variétés distinguées relarivement & w n’est autre que l’algébre des par-
ties d’un ensemble fini dont le cardinal est compris entre 1 el (7 -+ 1). [1 cor-
respond au cas ou il n’existe pas de décomposition non triviale, (n +1) au
cas du n-simplexe ouvert de la sphére & n dimensions S(&)].

Toute sous-variété distinguée est obtenue d'une facon et d’une seule
comme enveloppe convexe d'une famille de sous-variétés distinguées simples,
c’est-a-dire minimales parmi celles distinctes de la partie vide.

Pour justifier la définition 6 et démontrer le théoréme 3 et son corollaire,
il suffit de se reporter aux énoncés correspondants formulés dans le cas affin.

ProrosiTioN k. — Soient w un ouvert convexe de S (R*+1)= S(n), de
noyau vide, /; les p sous-variétés distinguées simples relatives & w, ¢; les con-
vexes de /; dont w est la somme; on peut écrire avec les notations du cha-
pitre 1, paragraphes 1 et 2

w=F"1(F(v;) <...x F(vp,))

tout automorphisme projectif de w est un automorphisme compatible au
sens du chapitre 1, paragraphe 3, définition 2.

En effet, un automorphisme projectif de w est un élément de G P(n, R)
qui permute entre elles les variétés distinguées simples.

ProrosiTioN 5. — Avec les notations de la proposition &, w est balayable
(resp. homogéne) si et seulement si les ¢; le sont.

Cette proposition résulte de la précédente et de la proposition & du cha-
pitre 1, paragraphe 3.

COROLLAIRE. — Soit w un ouvertconvexe de S(R"+!) de noyau vide, somme
de p convexes ¢y, ..., ¢; ..., ¢p. w est balayable (resp. homogéne) si et
seulement si les ¢; le sont.

DEMONSTRATION. — On se raméne a une décomposition de w en somme de
convexes contenus dans des variétés distinguées simples et ’on applique la
proposition précédente.

3. Dualité des corps convexes — Nous allons définir cette dualité en
introduisant successivement les hypothéses nécessaires :

a. Soient E, E' deux espaces vectoriels. Supposons définie sur E < £’
une forme bilinéaire que nous noterons

{my, m', mekE, m' eE'

Nous allons définir au moyen de cette forme bilinéaire une application D de
K(S(E)) dans K(S(£")) et une application D' de K(S(E")) dans K (S (E)).
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Soit W e K (S(L)); nous poserons (pour la définition de s, voir § 1, chap. 1,
déf. 3)
D(W)y=s{m'|[{m,m>>o, YymeF(W); m Zol.

et, de méme pour W' C K (S(E")),
D(WHY=sim[{m,m >0, ym'eF(W'); m=ol.

I1 est clair que F oD (W) est un cone convexe de sommet origine dans £’
et 'on a bien défini une application de K (S(£)) dans K(S(L£")).

Soit W, c W, deux éléments de K(S(E)); ona D(Wy)cD(W,).

b. Supposons maintenant que £ (resp. £’) soit muni d’une topologie
localement convexe séparée et que la forme bilinéaire introduite en (a) soit
séparément continue en chacune des variables.

Désignons par C(S(£)) I'ensemble des convexes fermés de la sphére S(E)
d’un espace vectoriel topologique £ : D envoie C(S(E)) dans C(S(E")) et,
de méme, D' envoie C(S(E")) dans C(S(E)).

¢. Supposons vérifiées les hypothéses de (a) et (&) et supposons de
plus que la forme bilinéaire définie sur £ < £’ permette d’identifier £ a
I'ensemble des formes linéaires continues sur I'espace vectoriel topologique £
Alors D'o D induit I'identité sur C(S(FE)).

En effet, soit Wc C(S(E)); F(W)u{ O} est un cone convexe fermé de F,
il est donc lintersection des demi-espaces fermés qui le contiennent (cf.
Boursakl, Espaces vectoriels topologigues, chap. 11, § 3, corollaire 1 de la
proposition &). On voit facilement que F () est I'intersection d’une famille
de demi-espaces fermés limités & un hyperplan contenant l'origine, c’est-a-
dire définis par une équation

{m,m' >>o0

[s1 un demi-espace fermé contient F/'(W), 'intersection de tous les homothé-
tiques de ce demi-espace par rapportal’origine dans un rapport positif contient
F(W)].

Le résultat annoncé en résulte.

d. Nous pouvons maintenant énoncer la

ProrosiTiox 1. — Soient £, £’ deux espaces vectoriels topologiques semi-
réflexifs mis en dualité par une application bilinéaire notée (m, m'>, me K,
m'€ E'. la correspondance D définie en («) est une application biunivoque
de C(S(E)) sur C(S(E")), et D' est I'application réciproque-

Cela résulte de la

ProrosiTiON 2.
1 Sous les hypothéses de (b), on a D(W)=D(W);
2° Sous les hypothéses de (d), ona D'o D(W)=W.
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DEMONSTRATION. — 1° 11 suffit de montrer que D(W)c D(W): cela
résulte de ce que toute forme linéaire positive ou nulle sur (W) est posi-
tive ou nulle sur sa fermeture; .

2° On a D(W) :D(W) et 1o D —identité pour tout convexe de
C(S(E)) tel que W.

ProrosiTioN 3. — Soient £ un espace vectoriel topologique, £’ 'espace
vectoriel des formes linéaires continues sur £, { M, M'> la forme bilinéaire
sur ' < E' quiaM' € E', M € Eassociela valeur sur M de la forme linéaire M.
D'’ met en correspondance biunivoque les hémisphéres fermés de S () et les
points de S(£').

En effet, soit me S(E"); soit Me F(m)C E'. D' M n’est autre que ’hémi-
sphére fermé de £, fermeture de I'hémisphére ouvert d’équation M (cf.
chap. 1, § 1, déf. 5).

Réciproquement, soit A un hémisphére ouvert de S(E), soit M€ £’ une
équation de H, on a

H=DosM.

La proposition ci-dessus permet de donner une définition géométrique
de D : c’est 'objet de la

ProposiTiON 4. — Supposons vérifiées les hypothéses de (d) : soit
WeC(S(E)): D(W) n’est autre que '’ensemble des points M’ de S(E")
tels que W soit contenu dans ’hémisphére fermé D (| M'}).

ProposiTiON 5. — Placons-nous sous les hypothéses de (a) : Soit W une
variété linéaire ; alors D est une variété linéaire.

La proposition résulte facilement de la définition de D.

Nous supposerons maintenant que £ — R*+'; S(LE)= S(n). R*! est
muni d’un produit scalaire qui permet de l'identifier & son dual. Soit
M= (my, ..., My, ..., M), avec m;€R, N= (ng, ..., Nyy ..., ng).

n
On pose { M, N> :2 m;n;.

=0

ProposiTION 6. — Soit L une sous-variété linéaire de dimension p de
S(n)y(—1Lp=n), D(L) est une sous-variété linéaire de dimension
(n—p—1).

En effet, F/(L)U{ O} est un sous-espace R*+! de dimension (p +1), et
F(DL)U{ O} un sous-espace de dimension (n— p).

ProrosiTion 7. — Soit W e C(S(n)); désignons par v( W) la dimension
de son noyau, par o( W) la dimension de son support (c’est-a-dire de la plus
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petite variété linéaire contenant W'). D transforme le noyau (resp. support)
de W dans le support (resp. noyau) de D( W) et l'on a

c(W)+v(D(W))=n—1,
v(iW)+o(D(W))=n—1.

la proposition résulte facilement de ce que D inverse les relations d’inclu-
sion et de la proposition précédente.

Prorosition 8. — Le dual d’un corps convexe de S(n) est un convexe.

Un corps convexe de S(n) (c¢f. chap. 1, § 1, déf. 11) est un convexe
formé W tel que (W) =n; v(W)=—1.

Les corps convexes ne sont autres que les convexes fermés d’intérieur non
vide, et de noyau vide.

La proposition résulte immédiatement de la proposition 7.

Prorosition 9. — Soit A€ C(S(n)) un convexe fermé de S(n),
H=D({M}) un hémisphére fermé de S(n), les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

1° AcH;
o
2° MeDA.
La sphére de rayon 1 de R**! est une section de R"'— { O} au-dessus

de S(n).

Pour démontrer la proposition, nous identifierons S(7n) avec cette sphére
munie de sa métrique géodésique.

La propriété 1° peut s’énoncer ainsi : 4 est contenu dans une boule B

de centre M et de rayon Z—— ¢, € > 0. La propriété 1° est équivalente a
D(B)cA.
Or (D(B) n’est autre que la boule du centre M et de rayon ¢. Donc, la pro-
priété 1° est équivalente a la propriété 2°.
CoOROLLAIRE. — Si A est un corps convexe de S(n), on peut trouver un

hémisphére ouvert de S(n) contenant A.

Prorosition 10. — Soient A, B des convexes fermés : 4, Be C(S(n)).

. .
AcB entraine D(B)cD(A)
et réciproquement.
Puisque Do D —=Identité, la réciproque se change en la proposition en

posant
D(A)=B, D(B)=A.
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o

Démontrons que A C B entraine D(B) CD/(_Z). On a

D)= (DM},

MeAd
/2\ /o_\
_D(A):nD({M}).
MeA

Pour démontrer la proposition, il suffit donc d’établir que pour tout ¥ € A,
D(B)cD({M}). Or cela résulte de la proposition précédente.

Quand, au chapitre suivant (c¢f. chap. k. § 1, prop. 9 et 11), nous aurons
défini la topologie de E'(n), de la proposition 10 résultera la

ProrosiTioN 11. — D est un automorphisme topologique de £(n).

REMARQUE. — Puisque R” est canoniquement identifié & son dual, la
représentation duale de & L (n, R) est un automorphisme de G L(n, R): la
transposition. Cet automorphisme induit un automorphisme de G S(n—1, R),
que nous noterons A; A peut s’exprimer au moyen de la dualité D des parties
convexes fermées de S(n —1).

Soitge(GS(n—1, R), A(g)eGS(n—1,R); WeC(S(n—1));ona
AW =DogoDW.

En effet, cette formule est équivalente & la définition de A, quand W est un
point ou un hémisphére.

4. Contingent des ensembles convexes.

DeFniTION 1. — Soient E un espace vectoriel, We K (S(E)), ae W,
@' le point diamétralement opposé a @. On appelle céne d’appui en aa W
le plus petit convexe de S(FE) contenant W et @’ : on le note W,.

On peut donner de cette définition deux autres énoncés équivalents.

DeriNitioN 1. — W, est la réunion des demi-droites de S (') qui joignent &
au point diamétralement opposé «' et rencontrent W en un point distinct
des extrémités « et a'.

Derinition 17, — Soit A un point de F'( W) se projetant sur # suivant o :
F(W,)u{O} est 'ensemble des vecteurs de £ qui peuvent s’écrire comme
somme d’'un vecteur de F'( W) et d’un vecteur multiple de 4 par un nombre
réel

F(W)u {O}={M:3)€R; 3PeF(W); M=34+ P}.

DtrFiviTION 2. — On appelle contingent & un convexe fermé W en un de
ses points « la fermeture du céne d’appui W,.
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ProrosiTioN 1. — Soient We K(S(E)), a, be W, ', b' les points diamé-
tralement opposés a a et b.
Sib#a, b d,les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) aa(W)b;
(2) Sur la droite qui joint ¢ et b, chacune des deux demi-droites déli-
mitées par a et @' rencontre W;
(3)beWa
(4) Wyc W
Sib=—uaoub=4d, les propriétés (1), (3), (4) sont équivalentes.
Supposons d’abord b #£ a, b # a'. L’équivalence des propriétés (1) et (2)
résulte immédiatement de la définition de o (W) (cf. § 2 déf. 3).
L’équivalence des propriétés (2) et (3) apparait si I'on utilise la définition
(1') de W,.
L’équivalence des propriétés (3) et (4) apparait si 'on utilise la définition
(1) de W,.
Dans les cas b —=a ou b = «’, I'assertion de la proposition est évidente.

ProrosiTioy 2. — Soient F, £’ deux espaces vectoriels. On suppose
définie une forme bilinéaire sur le produit £ X< E' [c¢f. §3, a)]. Soit
WcK(S(E)),ae W, on a

D(W.,)ycD(W),
et si
m,eD(W,), myeD(W) et m,ya(D(W)) m,,
alors

my,eD(W,).

DEMONSTRATION. — Soit 4 un point de F/( W) se projetant en a. On peut
trouver M',, M', se projetant en m, m, tels que M\ =M',~+ M',, ou
M,eFoD(W). FoD(W,) peut étre ainsi défini

FoD(W,)U[0] = (M| {AM> =05 (MM'> > 0, Y MEF(IV)].
Rappelons la définition de FoD( W)
FoD(W)U{0} = (M| {MM> >0, Y MEF(IV)].
Pour démontrer la proposition, il suffit d’établir que {AM'>=o0. Or on a
CAM, > =0,
{AM > > o,
CAM,> +{AM, > =AMy =o.
11 en résulte
(A = o,
d’ou la proposition.
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Nous supposerons maintenant que l'espace E' est R**+!) canoniquement

identifié & son dual au moyen de la forme 2 Z; Vi

i

Dermximion 3. — Soient m, p deux points de S(n); M, P deux points
de R*+1— {0} se projetant sur m et p. Si (M, P> =—o, nous écrirons
encore {m, p> =o. Il est clair que cette définition ne dépend pas du choix
de M et de P et qu’elle est symétrique en m et p.

On peut encore I'énoncer :

{m, p>=o0 si et seulement si D({p}) contient m et le point diamétra-
lement opposé a m.

ProrositioN 3. — Soit @ un point de S(n); We K (S(n)); alors

D(W,)={m|meD(W),{m, ay=o}.
En effet,
D(W,)=D(W,)

et le contingent W, n’est autre que l'intersection de la famille des hémi-
sphéres fermés contenant W et le point diamétralement opposé a a.

ProrosiTioN k. — Soient m, m/, p, p' quatre points de S(n), entre
lesquels on suppose vérifiées les relations

ma(W)ym's pa(D(W))p'; {m,p)=o.
Alors
{m!, p'>=o.
Par raison de symétrie, il suffit de démontrer
{m', p>=o.

Or cela résulte immédiatement des propositions 1 et 3.

La proposition 3 permet d’ailleurs d’établir 1’équivalence entre la propo-
sition 2 et I'assertion {m, p'>=—=o.

Sur S(n), la proposition 2 peut donc étre démontrée comme un corollaire
de la proposition 1.

DeriNiTION k. — Solent F une facette de W, F' une facette de D (W),
nous dirons qu’est vérifiée la relation
(F,F'>=o
si pour tout point m de F et tout point m’ de F’ on a

{m, m'>=o.

D’aprés la proposition précédente, s'il existe m dans F et m’ dans F' tels
que (m, m'>=o,onalF, F'>—=o.
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ProrositioN 5. — Soient F,, F, (resp. F;, F,) deux facettes de W [resp.
de D(W)] telles que soient vérifiées les relations

Fra(W)Fy; Fia(D(W))Fy;
(Fy, Fiy=o.
Alors, on a
<F2, Fé>_—_0

La proposition 5 est un corollaire de la proposition .

ProrosiTioN 6. — Soient W e K (S(n)), Fune facettede W, ae F, D(W,)
est la fermeture d’une facette de D (W) qui ne dépend pas du choix de a et
que nous noterons @ (F).

En effet, considérons un point &' intérieur au convexe D ( W,) muni de la
topologie induite par celle de son support, @ (F') n’est autre que la facette
de a'.

ProrositioN 7. — Soient F une facette de W, F’ une facette de D (W)
telles que
(F,F>=o.
Alors, on a

@(Fya(D(W))F'

Nous dirons que @ (F’) est la facette minimale (au sens de «) parmi celles
F' qui vérifient {F, F'>=o0. Du point de vue ensembliste, notons que
@ (F) contient toutes les facettes F” telles que {F, F'> —o.

La correspondance @ n’est pas nécessairement biunivoque, mais voici
quelques propriétés de @ :

ProrosiTioN 8.
PoPoD = @.

DEMONSTRATION. — @ o @ (F') n’est autre ‘que la facette de ¥ minimale au
sens de a parmi celles F; qui vérifient {F;, @ (F)>=o.

Do@o® (F) est la facette de D (W) minimale parmi celles F” qui vérifient
(@@ (F), F'y=o.

Or, @(F) est minimale parmi celles F' vérifiant {F, F'>=o, donc a
Jortiori parmi celles vérifiant { @ oD (F'), F' > = o.

Prorositiox 9. — Une facette F vérifie @o® (F) = F si et seulement si
est I'intersection de W avec un hyperplan.

DEMONSTRATION. — Si @o® (F) = F, soit pe®(F), F n'est autre que
I'intersection de /" avec '’hyperplan frontiére de D({p}).

Réciproquement, si # = W n %, ou & est 'hyperplan fronti¢re de D({p}),
P E W, F est transformée par @ de la facette F' de p, donc

BoRD(F)=RoDoD(F')=®D(F')=F.
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Donnons un exemple de corps convexe possédant une facette qui n’est pas
P'intersection du corps avec un hyperplan.

Nous nous placerons sur .S(2) identifié a la sphére unité de R* et muni
de la métrique géodésique.

Soient @, b deux points dont la distance est 1; nous prendrons pour W le
plus petit convexe fermé contenant les deux cercles de centres @ et b et de

1

rayon 7.

La frontiére de W se compose de deux arcs de cercle et de deux segments
de droite, soit p un des quatre points ou se raccordent un segment et un arc, -
{ p} une facette qui ne peut étre obtenue comme intersection de W et d’une
droite.

DeriNiTioN 5. — Une facette /7 d’un convexe fermé W est dite conigue si
le noyau du contingent en un point de cette facette n’est autre que le support
de la facette.

ProrosiTioN 10. — Soient W un corps convexe, F' une facette conique
de W, L son support; le contingent @ W en un point de F s’identifie & un
corps convexe de S(n)/L.

Parce que W est d'intérieur non vide, il en est de méme du contingent
considéré comme partie de S(n)/L; que le noyau de cette partie soit vide
résulte de ce que F est conique.

DeriNiTION 6. — Soit F une facette conique de support L d’un corps con-
vexe de W; soit L' une sous-variété linéaire de S(n) telle que S(n) soit
somme de L et de L' au sens de la définition 6 du paragraphe2[LnL' = E,
S(n) enveloppe convexe de L et L']. L’intersection de L’ avec le contingent
a W en un point de F est appelée base dans L’ de la facette conique F.

REMARQUE. — Supposons données p sous-variétés linéaires Ly, ..., L;, ...,
L, dont S(n) soit la somme. Soient Wy, ..., W, ..., W, des corps
convexes de Ly, ..., L;, ..., L,(W; convexe fermé d'intérieur non vide

pour la topologie de L;). La fermeture de la somme des W, est un corps
convexe de S(n) dont les W, sont des facettes coniques.

5. Sur les convexes, réunions de deux convexes disjoints. — Le but
de ce paragraphe et de démontrer les théorémes 1 et 1’ qui concernent
Pespace affin et la sphére projection de dimension finie.

Plusieurs des résultats intermédiaires sont indépendants de la dimension;
nous les démontrons donc sans faire d’hypothéses restrictives.

Derivrion 1. — Soit 7 un convexe dans un espace vectoriel; V'c W : on
dit que V posséde relativement & W la propriété I si V et W — J sont tous
deux convexes, et I'on écrira : J(V, W).
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ProrositioNn 1. — Si la réunion W de deux convexes U et V est convexe,
I'une des variétés support est contenue dans l'autre.

D’une facon plus précise : ou bien tout point de U est aligné avec deux
points distincts de F/, ou bien tout point de V est aligné avec deux points
distincts de U.

DemonsTRATION. — Si Pon écarte la premiére éventualité, il existe ae U
tel que pour tout point b€ V' le segment demi-ouvert ], b] soit contenu
dans U; donc & est aligné avec deux points distincts de U.

ProrosiTion 2. — Soient W un convexe dans un espace vectoriel, V' une
partie convexe non vide de W telle que 7(V, W); la variété linéaire L
engendrée par V est une variété d’appui de W.

Soit B un point de L n W; nous allons montrer qu’il existe un point 4 de
V tel que AaB : en effet, B appartient & une sous-variété linéaire de dimen-
sion finie engendrée par des points Ay, ..., A;, ..., A, de V : si 4 est un
point intérieur a I'enveloppe convexe des A; pour la topologie de son support,
il est clair que A€V et AaB.

Soit maintenant Be€ W tel qu'ilexiste A€ L n W, avec AaB : d’'aprés ce
qui vient d’étre démontré, on peut supposer que 4 € V' : pour démontrer la
proposition, il faut établir que B € L; ceci est évident si B€ V'; nous consi-
dérons sur la droite A B un point A’ tel que A€ ) A’, B(; ona certainement
A'eV : en effet, si A’ appartient a W — V, (A', B) est contenu dans
(W — V), puisque cet ensemble est convexe, et 4 ne peut appartenir a V.
Il en résulte que la droite A B est contenue dans L.

ProrosiTioN 3. — Soit L une variété d’appui de W :[}Ln W est convexe.

Soit C une partie convexe de Ln W : (W"n GL> U C est convexe.
\

Il suffit de montrer que quels que soient
de(wn [}1> ve e« Bewn()L,

I’ensemble ) A, B(NL est vide : en effet, si Ce€)A, B(nL, ona Cab,
donc, d’apres la définition de la variété d’appui L, Be L.

PROPOSITION &. — Soit ¥ une partie convexe non vide de W convexe : il
.est équivalent de dire que V posséde la propriété 7 relativement & W, ou de
dire que le support L de ¥ est une variété d’appui de W et que V posséde
la propriété 7 relativement & Ln W.

ProrosiTioN 5. — Soient V, W convexes de méme support L, V fermé,
VTW,I(V, W) : alors, ou bien V= W, ou bien le support de W — V'
est L.

Montrons que si W — V contient un point C, son support contient tout

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FASC. 3. 20
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point A de V. En effet, la droite CA4 coupe V suivant un segment fermé
(A'A") ou une demi-droite (A', oo ) ne contenant pas C et le plus petit des
segments ouverts non vides ) C, A’(, )C, A" ( appartienta W — V.

DeriviTion 2. — Soient U, V deux convexes tels que UnV =¢. On
appelle ensemble de contact de U et V I'ensemble F' des points A4 tels qu'il
existe deux points B et C alignés avec A, et tels que )B, A(cU;
JA, C(CV (comme dans § 1, déf. 1, ) 4, A( désigne {A4}).

ProrosiTioN 6. — L’ensemble de contact /' de deux convexes est conxexe.

Il suffit, pour le démontrer, de considérer deux points 4 et 4’ de F, et
des points B, C ou B', (', correspondant & la définition 2 : ABC (resp.
A'B'C") alignés; VB, A(cU; YA, C(cV; B, A (cU; )4, C'(cV.
L’enveloppe convexe des segments ) BA(, ) B'A'( (resp. JAC(, YA'C'()
est contenu dans U (resp. V) ; etle segment (A4.A') est contenu dans I’ensemble
de contacl de ces deux enveloppes convexes, donc dans F.

Prorositiox 7. — Soient V, W deux convexes non vides de méme support
L, qu’on suppose muni de la topologie localement convexe la plus fine;
supposons V fermé, V = W, I(V, W). Il existe alors un hyperplan et un
seul séparant V' de W — V =U.

L’ensemble de contact de V' et de (W — V') est 'ensemble /' des points

A de V tels qu'il existe un Be W avec )4, B(C G V'; si un hyperplan /7

sépare V' de W — ¥V, on doit avoir FF'C/l. Nous allons montrer que le
support // de F est un hyperplan qui sépare V' de W — VT, et que
Hn W = F. Etablissons d’abord le théoréme dans le cas ou Z est de dimen-
sion finie : d’aprés la proposition 5, L est engendré par U (resp. V) et
comme la dimension est finie, U (resp. V) nest pas vide; il en est de méme
de l'intérieur de F pour la topologie de son support /1.

Soit BelU; Ce V : ) B, C( coupe F au point 4; et il en est de méme de
toute paralléle & BC suffisamment voisine de cette droite : la codimension
de H est donc au plus 1. Or /I ne peut étre tout I'espace L, car l'intérieur
de F dans L est manifestement vide : donc # est un hyperplan.

H qui contient ’ensemble de contact de Uet V, dont la réunion est convexe,
sépare Uet V : car tout segment joignant un point de U a un point de V
doit couper F, donc H. Enfin, Hn W = F : soit A’ {n W ; nous allons
montrer que A’ € F. En effet, soient Ce Vi, BeV: JA', C(c ¥, et donc,
puisque V estfermé, A'eV; JA', B(C U, donc A’ € F.

Supposons maintenant que L soit de dimension infinie : la démonstration
est analogue & celle du cas fini : il faut essentiellement établir que / est un
hyperplan. Montrons que la co-dimension de // est au plus 1. Soit A une
droite non paralléle & /7 : il faut établir que A coupe H. Soit B e U, nous
nous placons dans un sous-espace de dimension finie, P, engendré par n
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points Cy, ..., C,€V et contenant A et B : un tel P existe, parce que V'
engendre L. Dans P on retrouve la situation de dimension finie :

PNV convexe fermé d’intérieur non vide,
PnW=(PnV)u(PnU),
PnU, convexe non vide, et d’intérieur non vide,
d’aprés la proposition 5.

Il est clair que I’ensemble de contact Fpde PNV et P n Udans P est contenu
dans F', ensemble de contact de U et V : I'hyperplan P’ support de F)p est
donc contenu dans H et il coupe A, ne pouvant lui étre parallele.

Pour établir que H est effectivement de co-dimension 1, il suffit de mon-
trer que Un H est vide; il en résultera de plus que ZIn W V. En effet,
soit B e U, supposons que B € H : nous allons montrer que cette hypothése
a des conséquences absurdes : B appartiendrait & un sous-espace de dimen-
sion finie de / engendré par m points 4,, ..., A, de F. Ces points A, sont
extrémités de segments ) A;B;(C V : considérons un sous-espace P de
dimension finie contenant P A; et PB;, donc aussi B, et engendré par un
nombre fini de points C), ., C, de V' : dans P on retrouve encore la
situation de dimension finie : P engendré par N V'; Pn Unon vide; 'hyper-
plan de P qui sépare PNU et PN}V ne peut contenir BeP nU, et
d’autre part il contient les 4; qui appartiennent & l’ensemble de contact de
PnUet PnV : C n'appartient donc pas a la variété engendrée par PA;,
contrairement a I'’hypothése.

Enfin, il est évident que /N W n’est autre que F:soit BeU; Aelin W,
ona)A,B(cUet Ae V. Cela achéve la démonstration.

ProposiTioN 8. — Soit ¥ un convexe compact d’un espace vectoriel topo-
logique £ localement convexe séparé, }J une partie compacte convexe non
vide de W; alors les deux propriétés ci-dessous sont équivalentes :

L(V, W): (W — V) est convexe;
II (V, W) : les demi-espaces ouverts contenant V' coupent W suivant
un systéme fondamental de voisinages de }* considéré comme partie de W.

II (V, W) peut encore s’énoncer : Pour tout voisinage O de V considéré

comme partie de £, il existe un demi-espace ouvert // tel que

1 VcH,

20 HnWcOnW.
Montrons que II implique I. En effet, soient &, b’ deux points de W — V,
O un voisinage de V' ne contenant ni & ni &’ (par exemple tout I’espace privé

des deux points b et &'). Soit // un demi-espace ouvert vérifiant les condi-
tions 1° et 2°; alors, d’aprés 2°,

beGH, b’e[}ll, dotr (b,b’)e[}l],
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puisque GH est convexe; et, de plus, (b, b')e W — V : eneffet, (b,0')Cc W
parce que W est convexe, et aucun point de (b, &') n’est dans V/, sinon il
serait dans H d’apres 1°.

Montrons que I implique II. Il suffit d’établir que les Hn W (ou H
désigne un demi-espace ouvert contenant V') forment une base de filtre :
cette base étant formée de voisinages de V relativement a W compact, dont
I'intersection est V| le filtre sera le filtre de voisinages de V. Soit donc, en
passant aux complémentaires, [, et /, deux demi-espaces fermés tels que

hinV=H,nV=0;
nous allons montrer qu'il existe un demi-espace fermé H, tel que
nV—=g et H.nW> (HinW)Yu(H,nW).

Or, Hin W et Hy,n W sont deux compacts convexes contenus dans W — V';
leur enveloppe convexe C est compacte et contenue dans W — V d’aprés
Phypothése I; on peut alors séparer strictement C et ¥ par un hyperplan
(Boursak1, Espaces vectoriels topologiques, chap. 11, § 3, prop. &).

CoRroLLAIRE 1. — Soient W, V convexes compacts V' C W; si le support L
de V est une variété d’appui de W, il est équivalent d’affirmer I1 (V, W)
oull (V, WnL)(cf. prop. k).

COROLLAIRE 2. — Soit W convexe compact, L une variété d’appui fermée
de W, alorsonall (LN W, W).
Des propositions 7,8 et & résulte le

TueOREME 1. — Soit W un convexe compact dans un espace vectoriel de
dimension finie, V une partie non vide compacte convexe de W; alors les
trois propriétés ci-dessous sont équivalentes .

LV, W)
IV, W;
IIL (V, W) : le support de V est une variété d’appui L de W, et V est
Uintersection de W avec un demi-espace H de L (éventuellement, Hn W
peut étre égal a LnW).

Dans le cas projectif, on a le

TurorEME 1. — Soit W un corps convexe de S(n), V une partie compacte
convexe non vide de W alors les trois propriétés ci-dessous sont équi-
valentes :

I'(V, W)y: W —V est convexe;
I (V, W) : les hémisphéres ouverts contenant V coupent W suivant
un systéme fondamental de voisinages de V considéré comme partie de W
I (V, W) : le support de V est une variété d'appui L de W, et V
est l'intersection de W avec un hémisphére H de L.
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En effet, le corps convexe W appartient & un hémisphére ouvert de S(n)
muni canoniquement d’une structure d’espace affine & n dimensions. Dans
cet espace, le théoréme 1’ est un corollaire du théoréme 1.

6. Prolongement d’un convexe au-dela d’un hémisphére.

DerinimioN.  —  Soit W un convexe contenu dans un hémisphére
fermé H de S(E); on dit qu'un convexe V prolonge W au-dela de H si
si VAH=WnH.Si HAnW == @ etsi V et W sont fermés, on a de plus :
WnH=VnH.

Prorositiox 1. — Soit W un convexe fermé de noyau vide (cf. § 2, déf. &),
et soit // un hémisphére fermé de frontiére £, tel que W H, wWnH # 0
alors il existe un plus grand convexe V prolongeant W au-dela de H; V est
appelé saturé de W au-dela de H. Le noyau de V est vide, sauf si W est

I'enveloppe convexe d’un point de H et de Wnh; ce point de H est alors
unique.

D¥EMONSTRATION :

1° La famille des convexes prolongeant W au-dela de # est filtrante
croissante. i
En effet, soient }7, 7" deux convexes prolongeant W au-dela de Ir;
I'enveloppe convexe V" de V' et V" prolonge W au-dela de H V" est
réunion de V', de V" et de I'ensemble des segments (¢', ¢”) joignant un
point ¢ de V7’ a un point ¢" de 7’ non diamétralement opposé a ¢'; or
(¢, 'YNHC W : en effet, si (¢, ¢") rencontre H, on a ¢'€ H ou ¢'€ H;
dans le premier cas, par exemple, on a aussi ¢' € V”, donc

W, oV’ et (¢, )nHC V' nH=WnIH

29 Si V' prolonge W au-dela de #, il en est de méme de V7.
Cela résulte de ce que V' est convexe et du fait que ¥’ n H est ’'adhérence,
dans H, de V'nH = WnH, qui est fermé dans H.

30 1l existe un convexe maximal ¥ prolongeant W au-dela de H, et V
est fermé.

Pour construire ¥, ordonnons par inclusion I’ensemble des convexes pro-
longeant W au-dela de H. L’ensemble ordonné ainsi obtenu est inductif
parce que la réunion d’une famille croissante de convexes prolongeant W
au-dela de H est un convexe prolongeant W au-dela de /.

Qu’un convexe V maximal parmi ceux qui prolongent W au-dela de H soit
le plus grand convexe jouissant de la proprieté et qu’il soit fermé résulte de
1° et 2°.
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4° Si V contient un couple de points diamétralement opposés ¢ et ¢/,

I'un de ces deux points, ¢, appartient a [ol, et W est 'enveloppe convexe de
vetde Wnh.
En effet, il est impossible que ¢ et ¢ appartiennent & /, car autrement, si

w désigne un point de W A H, on aurait

Jw,v(C W,
Jw, o' (C W,
d’oti, puisque W est fermé,
ve W,
e W,

ce qui est contraire a I'hypothése.

Si veH, V est réunion de demi-droites fermées joignant ¢ et ¢/, et W
n’est donc autre que le cone de sommet ¢ et de base W nA. Le point ¢ est
unique; en effet, supposons qu'il existe, dans #, u ¢ tel que W soit le
céne de sommet u« et de base W N 4; la droite joignant « et ¢ couperait Z en
deux points diamétralement opposés qui devraient étre tous deux dans
W nh, ce qui est contraire a 'hypothése faite que le noyau de W est vide.

COROLAIRE. — Soit W un corps convexe de S(7n), H un hémisphére fermé
de frontiére % contenant W'; si W n’est pas I’enveloppe convexe d’un point

et de Wnh, le saturé de W au-dela de /7 est un corps convexe.

ProrositioNn 2. — Soit W un corps convexe de S(n), /; une suite d’hémi-
sphéres fermés telle que H; N W tende vers un point frontiére f de W.
Posons H;— [} I?’i ; alors le saturé V; de W n H; au-dela de ; tend vers W.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; on pourrait trouver une sous-suite
{V;} de la suite { ;] et dans chaque ¥V; un point ¢; de sorte que ¢; tende
vers ¢ n’appartenant pas a W, et que //; tende vers /I de frontiére /. Nous

- allons montrer que cela est absurde. Soit %; la variété frontiére de ;.

L’enveloppe convexe de ¢, et de W n H; coupe h; suivant un ensemble F,
qui est inclus dans
Vinhij= Wnh;;

F; tend vers l'intersection de /£ et de ’enveloppe convexe de ¢ et de W
cependant, W N7, tend vers le point f, d’ou la contradiction annoncée, car
I'enveloppe convexe de ¢ et de W contient un ouvert dont l'intersection
avec h ne peut se réduire a un seul point.

Prorosition 3. — Soit W, (resp. W) un corps convexe de S(n); H,
(resp. H,) un hémispheére fermé tel que W, CH, (resp. W,CH,) et que le
saturé Vy (resp. V,) de W, (resp. W,) au-dela de a, (resp. ]?2) soit dis-
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tinct de W, (resp. W,). On peut trouver un corps convexe W' et deux
hémisphéres fermés 2, I, tels que :

10 nW=Ww,
H.nW=W,, WinW,=4¢g,
W' étant I'enveloppe convexe de W', et de W,.
2° Il existe deux transformations projectives gy, g» de I'espace telles que
gl =H\; s Wi=Wi;
&, = H,; S W= W,.

Nous dirons que W' est obtenu en raccordant W, et W, suivant les inter-
sections de ces corps avec les hyperplans 4, %, frontieres de H,, H,; si g
est I'identité, nous dirons que W’ est obtenu en accolant W, & W, suivant
Wy, hyn W

DEMONSTRATION. — Soit @) un point de Vi, a) ¢ W,; soit a, le point
diamétralement opposé & aj; W, est contenu dans 'enveloppe convexe C;
du point a, et de F,—= A, n W,. En effet, soit m un point de W, le segment
(@} m) coupe F; en un point f et m appartient au segment (a, f).

On pose Fy—= W,Nh, et Pon choisit de méme @, en sorte que I'enveloppe
convexe C, de a, et de I, contienne W,.

Nous allons raccorder C; et C, suivant F,, F,. Il est clair que les transfor-
mations g, £, utilisées permettront de raccorder W, et W,, d’ou la propo-
sition.

Faisons choix d’un hémisphére ouvert H muni canoniquement d’une struc-
ture d’espace affine. Soit %), %, deux hyperplans paralléles; F’, (resp. F',)
un convexe de 7, (resp. A),) projectivement équivalent a F, (resp. F,).
Choisissons @, &/, (resp. a,&/h,) de sorte que la réunion de toutes les
demi-droites issues de «, (resp. «,) et rencontrant F, (resp. F,) con-
tiennent F', (resp. F';). L’enveloppe convexe C' de a/, o), F;, F,, raccorde
C, et C, suivant F'; et F,.

ProposiTioN . — Sur tout corps convexe W de S(n) (n>>1), on peut
trouver deux facettes distinctes dont chacune est réduite & un point.

Remarquons que la notion de facette réduite a un point s’identifie a celle
de point extrémal. La proposition va résulter du théoréme de Krein-Milman
(cf. Boursakl, Espaces vectoriels topologiques, chap. 1I, § &, théoréme 1)
dont nous rappelons I'énoncé : « Soit £ un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé; tout convexe compact de L est 'enveloppe
convexe fermée de I'ensemble de ses points extrémaux ».

Soit # un hémispheére ouvert de S(n) contenant W, H est muni canoni-
quement d’une structure d’espace affin, il peut étre muni d’une structure
d’espace vectoriel a n dimensions £. Il suffit d’appliquer au convexe compact
W de E le théoréme de Krein-Milman.
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CHAPITRE &.

CORPS ET FORMES CONVEXES AFFINES.

L’objet principal de ce chapitre est I’étude de I'espace quotient A (n) de
E A (n) par la relation d’équivalence définie par le groupe G A (n, R) opé-
rant sur lui. Cette étude prépare celle du quotient € (n) de E(n) par la
relation d’équivalence définie par le groupe G S(n, R) opérant sur lui.

1. Les corps convexes. — Rappelons quelques résultats de topologie
générale (cf. Bouraki, livre III, chap. 1I, § 2, ex. T; § /&, ex. b et 5; chap. IX,
§ 2, ex. 6; dont nous utilisons les notations).

Soit £ un espace uniforme; une structure uniforme est définie sur P (&)
comme suit : Pour tout entourage V de £, deux parties X" et ¥ sont dites
voisines d’ordre Vsi X c V(¥) et Yc V(LX).

Supposons £’ localement compact; la structure uniforme définie sur
P (F) induit sur ensemble K (£) des parties compactes de £ une structure
d’espace localement compact. Si, de plus, /2 est compact, il en est de méme

de K (F).

ProrosiTioN 1. — Soit A € K (L), quel que soit 'entourage V' de la struc-
ture uniforme de %, on peut trouver B tel que A et B soient voisins d’ordre
V et que

AcB.

En effet, soit U un entourage tel que UoUCV, il est clair que U(A)

satisfait aux conditions demandées a B.

Prorosition 2. — Soit A € X (). les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :
(a) A= A;

(b) quel que soit I'entourage V' de la structure uniforme £, on peut
trouver un compact B qui soit fini, inclus dans A et voisin d’ordre V de A.
I1 est clair que (&) entraine («) : quel que soit a€ A et quel que soit

I'entourage ¥, on peut trouver un point de A voisin d’ordre V de a : il
suffit de prendre un point de B dont (b) affirme I’existence.

Pour démontrer que (a) entraine (&), faisons choix d'un entourage U tel
que UoUcC V et d'une partie finie B’ de A telle que tout point de 4 soit
voisin d’ordre U d’au moins un point de B (A c U(B)).

Pour tout point &' € B', faisons choix d’un point & qui soit voisin d’ordre

U de b' et appartienne a A [cela est possible d’aprés (a)].
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L’ensemble des & est un B convenable.

Soit p une distance sur £ définissant sa structure uniforme; on peut
définir sur K (£) une distance o qui donne la structure uniforme sur K (E);
on pose

p(A, B)y=supd(x, B)
xE€EA
et ,
5(4, B)=sup(p(4, B), p(B, A)),
ou A et Be K (E).

Remarquons que p(A, B) est une fonction croissante de 4, décroissante

de B, c’est-a-dire que quels que soient 4, B, C compacts, on a
e(A4, B)=Zp(AUC, B),
o(A, BUC) Zp(4, B).

DeriniTioN 1. — Soit A4 un compact d’un espace dont la structure uniforme
est définie par une métrique; nous noterons @3 (A, R) la réunion des boules
fermées de rayon R centrées en un point de 4 : 3(A4, R) est un compact.

Nous nous noterons 9t (A, R) I'ensemble des points de A centres d’une
boule fermée de rayon R contenue dans 4 : 9L (A, R) est un compact.

REMARQUE. — Soient 4, Be XK (£); I'inégalité

p(A, ByZR
équivaut a 'inclusion

Ac® (B, R),
et I'inégalité

o(A, BY=R

équivaut au systéme d’inclusions
Ac®(B, R),
Bca(A4, R).

DermviTioN 2. — Soient 4, B deux parties d’un espace topologique, on dit
que A4 est inclus fortement dans B, et I'on écrit

A=<XB
si est vérifiée 'inclusion
Achb
ProrosiTioN 3. — Soit 4 une partie compacte d’un espace métrique F;

soient R, R', R = R, R" << R; on a les inclusions fortes

B(A, R) =< B (A, R),
(A, R) =% 9L (A, R).
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On démontre aisément la
ProprosITION . — Soient 4, K€ KX (E) tels que KcA. On peut trouver R

tel que
K<9t(A4, R).

Soit 4 € K (F), soit O un voisinage de 4 ; on peut trouver R tel que
@ (A, R) < 0.

DerivitioN 3. — Les ensembles /A (n) et C A (n) définis au chapitre 1,
paragraphe 1 vérifient les inclusions

EA(n)ycCA(n)cK(R).

Par définition, £ 4 (n) et C A(n) seront munis de la structure uniforme
induite par celle définie ci-dessus sur J(R").

Pour étudier ces trois espaces, nous munirons l'espace affin d’une
métrique euclidienne p et nous utiliserons la métrique & correspondante.

ProrosiTioN 5. — Soit 4 un corps convexe de R*. Quel que soit R, on
peut trouver un corps convexe C tel que
CcA,
o(A, C)ZR.
Il est clair que A posséde la propriété (a) de la proposition 2. On peut
donc trouver B fini tel que
BcA,
g(A, B) ZR.

Soit 7" I’ensemble des (n + 1) sommets d’un simplexe non dégénéré inclus

dans 4 : I'enveloppe convexe de BU 7" est un C convenable.
On démontre facilement la

ProrosiTioN 6. — Soit A € C A (n), on a quel que soit R
®(A, R)yeE A(n).
Et, pour 4 € £ A(n), et R suffisamment petit, on a
I (A, Rye EA(n).
ProrosiTion 7. — Soient A € K (R"); Be C A(n) tels que

p(4, B) < R.
Alors, on a I'inclusion
I(A4, R)cB.
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La proposition résulte du

Lemye. — Soient A4’ la boule fermée de centre M et de rayon R, B un
compact convexe tel que
p(A', By < R.

Alors le point M est intérieur a B.

En effet, si le point M n’appartenait pas & B, on pourrait trouver un
demi-espace fermé /1 contenant B et dont la frontiére passe par M. Menons
en /M la demi-droite perpendiculaire & la frontiére de H et dirigée vers
Pextérieur de /7. Cette demi-droite recoupe la sphére frontiére de la boule
A’ en un point P.

Or P est & une distance de B supérieure ou égale & R, ce qui est en
contradiction avec I’hypothése

o(A', By<R.

D’ou le lemme.

ProrositioN 8. — Les trois espaces K (R*), C A(n) et £ A(n) sont loca-
lement compacts; C A(n) est fermé dans K (R"); £ A(n) est un ouvert
de CA(n).

Que I (R") soit localement compact résulte, d’aprés ce qui a été rappelé,
de la compacité locale de V'espace affin.

En démontrant que C A(n) est fermé dans K (R"), nous démontrerons
qu’il est localement compact, et de méme pour /A4 (n), en démontrant
qu’il est un ouvert de C A (n).

a. CA(n) est fermé dans I (R").

Nous démontrerons que son complémentaire est ouvert.

Soit 4€XK (R*); A& CA (n). Nous allons déterminer R tel que tout
Be JC (R") a une distance de A moindre que R ne soit pas convexe. Si A est
non convexe, on peut trouver deux points M et /V de A tels que sur le seg-
ment MV il existe un point P n’appartenant pas a 4. Puisque 4 est compact,
donc fermé, il existe R tel que la boule de centre P et de rayon 2 R ne ren-
contre pas A.

Soit maintenant B un compact & une distance ¢ de 4 moindre que R; la
boule de centre M (resp. /V) et de rayon R contient un point M’ (resp. V')
de B. Le segment M'/V' a une intersection non vide avec la boule de centre P
et de rayon R, mais cette boule a une intersection vide avec B qui n’est donc
pas convexe.

b. E' A (n) est ouvert dans C A (n).
Il nous faut démontrer que tout convexe compac B suffisamment voisin
d’un convexe compact d'intérieur non vide est lui-méme d’intérieur non vide.
Or cela résulte de la proposition 7.
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ProrosiTion 9. — Soit B;, B, deux corps convexes; nous noterons ) B;, B.(
Pensemble des corps convexes B vérifiant les inclusions fortes (cf. déf. 2)
B;~< B~ B.;

) B;, B, [ sera appelé intervalle ouvert d’origine B; et d’extrémité B,.
Soit B€ £/ A(n) : les intervalles ouverts contenant B forment une base de
voisinage de B pour la topologie de £ 4 (n).

DEMONSTRATION :
1° La boule de centre B et de rayon R contient un intervalle auquel B

appartient.
D’aprés la proposition 5, on peut trouver B; tel que

Bi<B;  o(B, B)<=R.
D’aprés la proposition 6, @3 (B, R) = B, est un corps convexe et il vérifie

B B.; p(B., B)<R.
On a donc
Be)B;, B.(.

Que tout point de ) B;, B[ soit & une distance ¢ de B, ¢ = R, résulte
immédiatement de ce que p(A, C) est une fonction croissante de A4, décrois-
sante de C.

2° Tout intervalle ) B;, B.( auquel B appartient contient une boule de
centre B et de rayon .
Puisque B;— B, on peut trouver R’ tel que

B, Lot (B, R).
De méme, puisque 5 -4 B,, on peut trouver R tel que

@B (B, R') =4 B. (cf. prop. ).
Mais alors
(A, By < R=inf(R, R")
implique
Bi= 9U(B, R)c Ac G (B, R) = B,

(c¢f. prop. 7 et remarque aprés déf. 1).
Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Prorosirion 10. — Soient C,, C, deux corps convexes, I'ensemble des corps
convexes C tels que C, C Cc C, est compact.

En effet, 'ensemble des convexes fermés contenus dans C, est compact :
la partie de cet ensemble formée de convexes qui contiennent C; est fermée
et elle ne contient que des corps.
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ProrosiTion 11. — L’espace I/ (n) des corps convexes de la sphére projec-
tive S (n), muni de la topologie induite par K (S (n)), est un espace loca-
lement compact, localement homéomorphe a &4 (n).

En effet, soit We E(n), H un hémisphére ouvert de S (n) contenant W ;
soit £ un homéomorphisme de // muni de sa structure affine (¢f. chap. 1,§1,
déf. 6) sur R"*; ensemble des corps convexes contenus dans / est un voisi-
nage de W dans £ (n) muni de la topologie induite par celle de XK (S (n));
¢ induit un homéomorphisme entre ce voisinage et £ A4 (n).

ProrosiTion 12. — Soit C A (n) 'espace des parties convexes compactes
de Rn, I'application de C A (n) < C 4 (n)dans C A (n), qui, & chaque couple
de convexes compacts, associe leur enveloppe convexe, est une application
continue.

Pour le démontrer, nous allons décomposer I'application enveloppe
convexe en produit de deux applications continues.

1° Soit [ le segment (o, 1) : 4 un couple de convexes compacts (&, k;) on
associe le compact &, < k; >< I de R*> R"*> I. Nous noterons f ’application
ainsi définie de C 4 (n) < C A (n) dans K (R*>< R* < I).

2° A un compact élément de I (/2" < R">< [) nous associerons un com-
pact de R* : son image par l'application g de R">< R" < I dans R" qui au
triple (m, m/,1) associe le vecteur A m —+ (1 — 4) m'.

Nous noterons aussi g l'application ainsi définie de I (R*>x R"x I)
dans JK(AR"*) : cette derniére application est continue, comme I'application
de R* < R"> I dans R" qui la définit.

Il est clair que g o f est continue, et que son image appartient a C 4 (n) :
d’ou la proposition.

La notion d’enveloppe convexe peut étre étendue a la sphére projec-
tive S (L) d’un espace vectoriel £ : soit ACS (E) [resp. 4, BCS(E)];
I'enveloppe convexe de A (resp. de A et de B) est le plus petit convexe de S (&)
contenant A4 (resp. A et B).

Si 4 et B sont deux convexes, l'enveloppe convexe de A et B n’est autre
que la réunion de 4, de B et de I'ensemble des segments joignant un point
de 4 a un point de B (cf. chap. 1, §1, déf. 7). :

On peut énoncer la )

Prorosition 13. — Soit C (.S (n)) I'espace des parties convexes compactes
de S (n) (c¢f. chap. 1, §1) muni de la topologie induite par celle de (S (n);
soient k;, k, deux convexes compacts inclus dans un méme hémisphére
ouvert H : au voisinage du couple (4;, k), 'application enveloppe convexe
de C (S (n)) < C(S(n)) dans C (S (n) ) est définie et continue.

En effet, identifions /' 2 R" par un homéomorphisme 7, compatible avec
la structure affine (¢f. prop. 11) : I'application étudiée s’identifie a 'appli-
cation enveloppe convexe étudiée dans la proposition 12.
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ProrosiTioN 14. — Soit W un corps convexe de l'espace affin a n dimen-
sions, G son centre de gravité : si une droite passant G coupe la frontiére
de W en deux points F et ', on a

1 | GF |

En effet, pour déterminer le centre de gravité de W, on peut le décomposer
en cones élémentaires de sommet F, dont la base soit un élément d’hypersur-
face de la frontiére S de W. Les centres de gravité des cOnes élémentaires
sont sur une hypersurface S’ déduite de .S par 'homothétie de centre F et de

rapport ; G peut étre considéré comme centre de gravité d’un systéme
n—+r1’

de masses réparties sur S, il est donc dans le transformé W’ de W par’homo-
thétie déja considérée; d’ou
FG n

il o b A : !
FF’én—i—I’ cest-a-dire GF ZnGF'.

Pour la méme raison, GF'=n GF.

RemarQUE. — Avec les notations précédentes, une condition nécessaire et
. |GF . R
suffisante pour qu’on ait l’—G—F—,Ii— —n est que W soit un céne de sommet F.

En effet, pour que le centre de gravité G d’un systéme de masses distri-
buées sur une hypersurface convexe .S appartienne a S, il faut et il suffit que
ces masses soient toutes sur un méme hyperplan d’appui # de S en G: Sa
donc une facette dans /1, et 'homothétique de cette facette par rapport a F'

n-—+41

dans le rapport est la base du cone W.

DeriniTioN k. — On appelle corps convexe normal de 1'espace euclidien
un corps convexe dont le moment d’inertie par rapport a tout hyperplan
passant par son centre de gravité soit égal a 1.

ProrosiTion 15. — Soit W un corps convexe de Uespace affin : il existe
une structure euclidienne et une seule compatible avec la structure affine,
et pour laquelle W soit un corps convexe normal; la métrique correspon-
dante s'appelle métrique normale associée; elle dépend continiment de W.

Soit ¥ I'espace vectoriel des fonctions linéaires sur I'espace affin, s’annu-
lant au centre de gravité G de . Sur F nous définissons une forme bilinéaire
symétrique et une forme quadratique définie positive par les formules

zd s
:L}j;’ f =2 -
&
W

)
I
w
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ou dpu. désigne I'élément de volume de 'espace affin, défini & une constante
multiplicative prés, qui ne modifie pas les quantités définies. D’autre part,
a toute structure euclidienne /V sur 'espace affin correspond par dualité une
forme quadratique définie positive sur l'espace F'; nous noterons (f, &)y la
forme bilinéaire associée. La condition nécessaire et suffisante pour que W
soit normal pour /V est que

(f7 Sw= (f7 &g)n-

La connaissance de f(g);- permet donc de déterminer /' de facon unique par
dualité : la continuité est évidente.

DeriziTioN 5. — On appelle ellipsoide associé a4 un corps convexe affin W
la boule unité centrée au centre de gravité G de W pour la métrique normale
associée a W.

ProrosiTion 16. — L’ellipsoide associé I dépend continiment de W au
sens de la topologie des corps convexes; de plus, la notion d’ellipsoide associé
est invariante par tout automorphisme affin de I’espace.

s

ReMARQUE. — L’ellipsoide £ associé a un ellipsoide W a méme centre
P ; p

que W, et s’en déduit par une homothétie dont le rapport ne dépend que de

la dimension de I'espace.

ProrositioN 17. — Tout corps convexe normal W de centre G contient
une boule de centre G et de rayon fize, et est contenu dans une boule de
centre de G et de rayon fixe.

DEMONSTRATION :

. I . .
1° W contient la boule de centre & et de rayon o Car, soit M, un point

frontiére de W minimisant la distance de G a la frontiére de W. Il existe
en M, un hyperplan d’appui H, qui est nécessairement I’hyperplan perpendi-
culaire & GM,; par un changement de coordonnées rectangulaires, on peut
supposer que les coordonnées de G sont nulles, et que celles de M, ont la
forme (a, o, ..., 0), avec @ > o. Alors #;, < a en tout point de W, donc
| 21| < na dans W (cf. prop. 1k), et

f dx:f (xj)?dx<n?a'3f dez,
w w w

1
a > —-
n

d’ou

2° W est contenu dans la boule de centre G et de rayon r, r étant la

R . 1
hauteur d’un céne qui a pour base une boule de rayon - (dans un hyper-
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plan H) et pour moment d’inertie 1 par rapport a /. En effet, soit / un point,
Me W (M # G), soit H ’hyperplan perpendiculaire 3 GM passant par G; le

R 1
cone de sommet M, ayant pour base la boule de centre G et de rayon . dans

est contenu dans W; donc son moment d’inertie par rapport a / est =1 et,
par suite, MG < r.

CoRrOLLAIRE. — L’ensemble N des corps convexes normaux de centre G
est un compact de 5 (R").

Cela résulte aussitét de la proposition ci-dessus et de la proposition 10.

2. Les formes convexes. — On appelle espace des formes convexes affines
de dimension 7, et I'on note A (n), le quotient de I'espace ' A (n) des corps
convexes de R" par la relation d’équivalence suivante : deux corps convexes C
et ' ont « méme forme » s'il existe un automorphisme affin de " transfor-
mant C en C'. L’espace A (n) est muni de la topologie quotient.

Nous nous proposons de démontrer le

TutoriME. — L’espace A (n) des formes convexes affines est compact.

Pour cela, nous aurons besoin de quelques résultats sur les relations d’équi-
valence définies par un groupe opérant dans un espace localement compact.
Soient £ un espace localement compact, et & un groupe topologique opé-
rant contindment dans Z'; nous distinguerons les deux conditions :
I. Il existe un compact K tel que GK = FE];
II. Quel que soit C compact de £, I'ensemble G des g€ G telles
que gCn C £ @ est compact.

Cette deuxiéme condition peut aussi s’énoncer : si H est le graphe
dans < E < G de la relation y — gw, I'image réciproque par projection
d’un compact de £ < I est un compact de H.

ProrosiTioNn 1. — 8¢ un groupe topologique G opére continiment dans
un espace localement compact E, les conditions I et Il étant vérifiées, il
existe sur I une structure uniforme et une seule compatible avec la topo-
logie de E et pour laquelle les opérations de G soient uniformément équi-
continues.

On montrera d’abord que si une telle structure uniforme existe, le filtre de
ses entourages a pour base le filtre des voisinages de la diagonale de £ < E
qui sont invariants par G [ G opérant dans £ < E'par (g, (z,y)) > (gz, gy) |-
Ensuite nous montrerons que ce filtre définit bien une structure uniforme
compatible avec la topologie de L.

1° L'uniforme équicontinuité dit que, pour tout entourage ¥ de la struc-
ture uniforme, il doit exister un entourage U tel que (z, y)eU, g€ G
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entrainent (gx, gy) € V. 1l en résulte que le filtre des entourages doit con-
tenir une base formée de parties U stables par G, c'est-d-dire telles
que («, y) € Uimplique (gz, gy) € U. Réciproquement, pour une structure
uniforme qui posséde une base d’entourages invariants, G sera uniformément
équicontinu.

2° Si une structure uniforme compatible avec la topologie de £ admet
une base d’entourages invariants par G, le filtre des entourages a pour base
I'ensemble des voisinages, invariants par G, de la diagonale de £ < E.

Il est d’abord évident que le filtre des entourages est moins fin que le filtre
des voisinages invariants, puisque tout entourage est un voisinage de la dia-
gonale, et qu'il existe un base d’entourages invariants par G. Il reste a mon-
trer que tout voisinage invariant contient un entourage. Soit O un voisinage
invariant de la diagonale; pour montrer que O contient un entourage, il suffit
de montrer qu'il existe un entourage invariant V tel que

(K=< E)nVco,

ou K x FE est canoniquement plongé dans £ < E; alors V'C O, en vertu de
P'invariance de V par G, et du fait que K engendre E. Désignons par Dg
I’ensemble des points (z, 2), o € K; O est un voisinage du compact Dy,
et 'on peut donc trouver un entourage V tel que (x, 2')e V, (z, 2")e ¥V,
« € K impliquent (2/, 2")€ O; V est I'entourage cherché.

3¢ Il reste & montrer que le filtre, ayant pour base les voisinages de la
diagonale de £ x E invariants par G, définit une structure uniforme compa-
tible avec la topologie de L. Pour cela, on montrera qu’étant donné un
point x € K et un voisinage u de «, il existe un voisinage invariant V de la
diagonale de £ < E tel que (z <X E)nV C(x X u), ou z <X E et x X< u sont
canoniquement plongés dans ' < F'; il restera ensuite & établir que le filtre
des voisinages invariants définit une structure uniforme.

Pour construire un voisinage invariant de la diagonale de £ x F, il suffit
de prendre la réunion des transformés par G d’un voisinage de Dy. Soient K,
un voisinage compact de KA dans F, H, I'image réciproque (compacte)
de K, < K, dans H, Dy, la diagonale de K, < K, considérée comme partie
de I < E, G, la projection compacte de H, sur & et K, la réunion des trans-
formés de K, par les éléments de G,; alors K, est compact, et pour la struc-
ture uniforme de K, G,, considéré comme famille d’applications de K,
dans K, est équicontinu : on peut donc trouver un voisinage V, de la diago-
nale Dy, dans K, < K, (qui est un voisinage de D dans £ < E) tel que G, V,
soit dans un voisinage arbitraire V' de Dy, dans K, < K;. Mais le voisi-
nage V =GV, réunion des transformés par G de V,, est tel que
Vn(K < E)cV,:eneffet, si (z, y)€ (K x E)nV, c’est qu’on a

(@0, y0)EV, et =8y, Y =280

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FAsc. 3. 21



294 J.-P. BENZECRI. [CHAPITRE IV
mais si x =gz, € K, on a
gEe b, et (x, y)e V.

De ce qu'on peut choisir arbitrairement VN (2 < E) résulte la premiére
assertion.

Ainsi le filtre des voisinages invariants de la diagonale D de £ < E induit
sur K, < K, le filtre des entourages de son vnique structure uniforme ; on peut
trouver U, voisinage invariant de D, tel que (z, y) € U, x € K implique y € K, :
pour un tel U, nous allons construire V' tel que Vo V'c U, ce qui achévera
la démonstration. Soit U°= (K, < K,)nUj; il existe V, voisinage invariant
de D, tel que V°=(K,x Ky)nV soit tel que V°o F°cU’; montrons
que Vo VcU,;soit (z,y)eV, (¥, z)€V; il existe g tel que gy€K; on a
alors, d’apreés les hypothéses faites,

(8, gy) €V, (8y, 83)€V;

il en résulte que (gz, gz) € U°, d’aprés I'invariance (z, z) € U.
Avant d’énoncer la proposition 2, il y a deux remarques a faire :
(a) Lorsque G opére dans E localement compact et satisfait & la condi-
tion (II), 'espace topologique quotient £/G est séparé;
(b) Lorsque G opére dans un espace uniforme ayant une base d’entou-
rages invariants par G, la topologie de I'espace quotient E/G est celle
associée a la structure uniforme quotient de £/G.

DiMONSTRATION de (a). — Larelation d’équivalence est ouverte ; donc, pour
que E/G soit séparé, il faut et il suffit que le graphe R de la relation d’équi-
valence soit fermé dans £ < I (cf. Boursaki, livre II, chap. 7, §9, théo-
réme 2). Soit (z, y) un point de I'adhérence R; soient U et U’ des voisi-
nages compacts de « et y; il suffit de montrer que (U < U') N R est compact;
or c’est I'image de U < G, par l'application (u, g)— (u, gu), G, désignant
le sous-ensemble compact des g€ G tels que g U rencontre U'.

DEmoNSTRATION DE (). — Notons (E£/G), I'espace £/G muni de la topo-
logie quotient de la topologie de %, et (£/G),'espace £/G muni de la topo-
logie associée a la structure uniforme quotient de la structure uniforme de £.
L’application canonique £ — (£/G), étant continue, définit par passage au
quotient une application continue (£/G),— (£/G),. 1l reste & montrer que,
moyennant ’hypothése de (b), ceci est un homéomorphisme, et pour cela que
I'image de tout ouvert est un ouvert. On est ramené & montrer ceci : Si Uest un
ouvert saturé de £, et £ un point de U, il existe un entourage VCE < E,
doublement invariant [i. e (y, y') € V entraine (gy,g’y’')€ V pour g, g€ G],
tel que V(x)cU. Or, par hypothése, il existe un entourage invariant W
[i.e. (¥, ¥')€ W entraine (gy,gy' )€ W pour g€ G| tel que W(z)cU;
soit ¥ 'ensemble des couples de la forme (y, g)'), ou(y,y')e WetgeG;
V répond & la question.
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Cela dit, on peut énoncer la

ProposiTION 2. — Sous les hypothéses de la proposition 1, lespace quo-
tient E/G est compact, et son unique structure uniforme est le quotient de
la structure uniforme de If définie dans la proposition 1.

En effet, I'espace topologique £E/G est séparé, d’aprés (a); d’aprés (I),
I'application continue surjective K — /G dans un espace séparé a pour
image un compact, donc £/G est compact. La derniére assertion de la pro-
position 2 résulte alors de (b).

ReEMARQUE. — Sous les hypothéses de la proposition 1, si £ est métrisable,
il en est de méme de £/G.

En effet, reportons-nous a la démonstration de la proposition 1 (3°) : le filtre
sur K, < K, des entourages de son unique structure uniforme admet une base
dénombrable; il en est donc de méme du filtre ayant pour base ’ensemble des
voisinages invariants par G de la diagonale de £ < E, et du filtre
sur E/G < E/G des voisinages de sa diagonale.

D’ou la remarque.

Dernirion 1. — Soit A, < A, le produit de deux espaces topologiques
localement compacts; p; la projection sur 4;. Une partie B de 4; < A, est

dite bornée transversalement a A4, si la restriction de p; & B est propre.
Remarquons que la condition II du début du présent paragraphe peut
s’énoncer : H est borné transversalement a (£ < ) dans £ < E x< G.
Nous pouvons maintenant énoncer la

ProrosiTiON 3. — Supposons vérifiées les hypothéses I et II. Soit 7" une
structure uniforme séparée sur £, qui posséde une base { V;} d’entourages,
formée de voisinages de la diagonale D de £ > I, invariants par G, dont'un,
V,, est borné transversalement : 7"/ n’est autre que la structure uniforme 77
de la proposition 1.

Puisque les V; sont des voisinages de D, les V; sont une base d’entou-
rage pour la structure uniforme 7" : nous supposerons donc les V; fermés.
V, peut étre supposé symétrique, donc borné transversalement aux deux fac-
teurs de &' < E : dans la démonstration, on utilise seulement le fait que V,
est borné transversalement 4 I'un d’eux, par exemple le premier.

Les V; sont des voisinages de D invariants par G, donc sont des entourages
pour la structure uniforme 7'. Réciproquement, il faut montrer que, quel que
soit le voisinage U de D, invariant par G, il existe V;c U. Pour cela, d’aprés
la propriété d'invariance par G, et I'hypothése I, il suffit de trouver un ¥,
tel que, dans £ x E, soit vérifiée 'inclusion

Vin(K < E)cU.
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Or, par hypothése, V,n K < Eest compact :les V;, fermés, coupent ce com-
pact suivant une famille décroissante de compacts, dont Iintersection
est DN (K < E), puisque la structure uniforme 7" est séparée. Pour ¢ conve-
nable, V;n (K %< E')rentre donc dans un voisinage quelconque de D n (K < E),
par exemple, dans U.

ProrosITION k. — Soient /et £’ deux espaces localement compacts sur les-
quels opére continiment un groupe topologique G, soit f une fonction con-
tinue, définie sur £, a valeur dans £, qui commute avec tout élément g de &
au sens suivant :

J(ge)=g(fe).

Si f est propre et si le couple (£, () satisfait aux conditions I et 1I, il en est
de méme du couple (£, G); si f est propre et surjective et si (£, G) satisfait
aux deux conditions, il en est de méme du couple (£', G).

La proposition & suit aisément de ’énoncé des conditions I et 1I.

ProrosiTioN 5. — Le couple formé de I’ensemble £ A4 (n) des corps con-
vexes affins d’'une dimension donnée n et du groupe affin G 4 (n, R) satis-
fait aux conditions I et II.

Soit £’ 'espace des ellipsoides, soit f I'application surjective de £ A (n)
sur £'c £ A (n), définie en faisant correspondre & chaque corps I'ellipsoide
associé (§1, déf. 5); soit £” 'espace des repéres affins formés des suites de n
vecteurs linéairement indépendants de méme origine, et soit /' 'application
surjective de £” sur £, définie en prenant pour image d’'un repére l'unique
ellipsoide dont les 7 vecteurs sont 7 demi-diamétres conjugués. Il est immédiat
que (£, G A (n, R)) satisfait aux conditions I et IL. Il est facile de voir que f"
est propre, donc (£', G A (n, R)) satisfait aussi aux deux conditions. Pour
démontrer la proposition, il suffit donc d’établir que f est propre.

Pour cela, montrons que tout point ¢/ € £’ a un voisinage compact, dont
I'image réciproque dans £ A (n) est compacte. On sait (§1, prop. 7) que les
corps convexes C de I'image réciproque de ¢’ sont compris entre deux ellip-
soides e; et e; homothétiques concentriques de e’

e CecCe,.
Soient 2’ et g’ deux ellipsoides tel que
Kcé; e Cg’l-
L’ensemble des ellipsoides contenus dans g’ et contenant 4’ est un voisinage
compact de e’ : les corps de I'image réciproque par f de ce voisinage sont
compris entre les deux ellipsoides /4, et g, ainsi définis : /, (resp. g, ) est homo-
thétique concentrique de A’ (resp. g’) dans le méme rapport que e, (resp. e,)

I'est de €. La compacité de I'image réciproque d’un voisinage compact suffi-
samment petit résulte alors de la proposition 10 du paragraphe 1.
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TrroriME. — L’espace @ (n) des formes convexes affines d’'une dimen-
sion donnée n est compact.

Ce théoréme résulte immédiatement des propositions 2 et 5. Il résulte de la
remarque qui suit la proposition 2 que @ (n) est, de plus, métrisable.

CHAPITRE 5.

CORPS ET FORMES CONVEXES PROJECTIFS.

L’objet principal de ce chapitre est 1'étude de I'espace quotient Z(n)
de E'(n) par le groupe G S(n, R) opérant sur lui. Le paragraphe 3 se termine
par un théoréme sur les variétés localement projectives balayables, dont la
démonstration utilise les résultats des chapitres 2 et 5.

1. Les endomorphismes projectifs. — La sphére projective S(n —1) et
I’espace projectif P (n — 1) ont été définis au chapitre 1 paragraphe 1 :
S(n —1) s'identifie & (R*— { O})/R+;
P(n—r1) s'identifie a (R*— { O})/R".

Nous avons noté G S (n —1, R) [resp. G P (n—1, R)] le groupe des auto-
morphismes projectifs de S (n — 1) [resp. P(n—1)] :

GU(n, R) A GS(n—1, R)y=GL(n, R)/R,
GP(n—1, R)y=GL(n, R)/R"

M (n, R) désignant I'espace vectoriel des endomorphismes de R”, posons

(M(n, R)—{O})/R*=M S (n—1, R),
(M(n, By —{O})/R* =MP(n—r1, R).

G S(n—1, R) s'identifie & un ouvert partout dense de la variété
M S(n—1, R), dont la dimension est n2—1; et G P (n — 1, R) s’identifie a
un ouvert partout dense de la variété M P (n —1, R).

Soit ae M(n, R) — {O}; soient /V et I le noyau et 'image de 'application
linéaire @ : R*— R"; notons n — p et p leurs dimensions; parce que a est
différent de zéro, on a

I1#{0} et pI.

Les images de N — { O} et de / — { O} dans S(n — 1) ne dépendent que de
la classe 2 de a dans M S (n—1, R), et seront notées N(h) et I(h).
Puisque p>1, on a

I(h)y20 et N(h)#S(n—r1).
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L’application « induit une application de S(n — 1) — /V (A) sur I(A); cette
application ne dépend que de 4, et sera notée 7'(k). Pour que deux points
x et 2’ de S(n—1) — N(h) aient méme transformée par 7°(%), il faut et il
suffit qu’ils engendrent avec /V(2) la méme demi-variété linéaire projective
de S(n —1). Donc 7'(A) induit un isomorphisme [noté encore 7'(%)] de
I'espace sphérique formé des demi-variétés projectives de dimension n — p
passant par /V(4), surl’espace sphérique /(%) dont la dimension est p —1.

Nous rapportant a la définition 10 du chapitre 1, paragraphe 1, nous note-
rons S (n —1)//V(h) 'espace des demi-variétés projectives de dimension n — p
passant par /V(A).

En résumé, la donnée d'un point . dela variété M S(n — 1, R) [ qui s'iden-
tifie & la sphére S(n* —1)] équivaut a la donnée des deux sous-espaces /V (k)
et I(h) de S(n—1) (N (h)ZS@n—1); I(h)#0) dont la somme des
dimensions soit » — 2, et d’un isomorphisme de la sphére S(n —1)//N(h)
sur la sphére 7 (2). Pour que /% soit dans ’ouvert partout dense G S(n — 1, R).
il faut et il suffit que V(%) soit vide, ce qui équivaut & /(k) = S(n —1).

De méme, les images de /V et de / dans P (n — 1) ne dépendent que de la
classe 4’ de @ dans M P (n — 1, R); on les notera N (h') et I(R'). Et /' induit
un isomorphisme 7'(%') de l'espace projectif P(n —1)/N(A') [formé des
variétés projectives de dimensions n — p passant par /V(A')], sur I'espace
projectif 7(%') dont la dimension est p — 1.

La donnée de 2'e M P(n—1, R), [qui s'identifie a l'espace projectif
P (n*—1)] équivaut a ladonnée de deux sous-espaces /V(A') et (h') de P (n — 1)
dont la somme des dimensions soit n — 2, et d’un isomorphisme de I'espace
projectif P(n —1)//N(h') sur I'espace projectif 7(4').

Pour qu’'on ait 4'€ G P (n—1, R), il faut et il suffit que /V(2') soit vide,
ce qui équivaut a

I(WYy=P(n—r1),

DeriviTion 1. /V(A) [resp. V(&) ]s’appellele noyau de he M S(n —1, R)
[resp. de e M P (n—1, R)]; I(h)[resp. I(R')] s’appelle I'image de h
(resp. de 2’'). Par abus de langage, la tranformation 7" (%) :

S(n—1)—N(h)—=1I(h)
s’appelle un endomorphisme projectif de la sphére S(n — 1) et la tranforma-

tion 7' (A') :
P(n—1)—Nh)—I(R)

s’appelle un endomorphisme projectif de P (n —1).
Donnons deux exemples qui seront utilisés au paragraphe 3 du présent
chapitre.

ExeMPLE 1. — Soient 7 et /V deux variétés linéaires de S (n) dont la somme

(cf. chap. 3,§2, déf. 5) soit S(n).
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DermvTioN 2. — On appelle homothétie de centre ¥, de but I, de rapportr
la transformation 7’ ainsi définie :

SimelulN, Tm=m;

Si m&lu/N, m appartient & un segment de droite unique joignant un
point i de J a un point n de /V; T'm est le point de ce segment défini par

(Tm, m, n, {)=r.

Le sous-groupe des homothéties de centre /¥ et de but I est canoniquement
isomorphe a R+,

ReMARQUE. — L’homothétie de centre /V, de but I et de rapport r s'iden-
PN - I
tifie & 'homothétie de centre /, de but /V et de rapport =

Etudions la fermeture dans M S (n, R) du sous-groupe des homothéties
positives du centre /V el de but 7. Quand le rapport tend vers 'infini (resp o),
I’homothétie tend vers la projection sur I (resp. /) a partir de /V (resp. I),
endomorphisme de noyau /V (resp. /) et d'image I (resp. V).

ExempLE 2. — Soit Q un ellipsoide de S (n); soient Hy et Hy les hyper-
plans tangents & Q en deux points M et /V distincts; soit B—= HynHy. On
se propose d’étudier le sous-groupe de G S(n, R) formé des automorphismes
projectifs de Q qui laissent invariants tous les points de B, ainsi que M et /V,
Au moyen d’un automorphisme projectif de S (n), on peut se ramener au cas
ou les éléments considérés sont définis par les équations suivantes, o &, ..., Z,
sont les coordonnées dans R*+1.

n—1

F(Q) : inz_xoxnéo (x0> 0)7
i=1

FM): xy=xy=...=Zpy1=0 (zn>0);

FN)y: zy=2,=...=x, —o (zy>0);

{OIUF (Hy): xy=o0;
{OIUF (Hy): x,=—o;
{OIVF (B) : xy=x,—o.

L’'image par i (¢f. chap. 1, §1) du sous-groupe cherché est 'ensemble des
transformations qui s’écrivent

Zy=~kxzy  (A7o),
&z, = a, /1,
x; = x; pour r=i=n—1.

Nous appellerons une telle transformation dilatation de source M, de but ¥,
de rapport A le long de Uellipsoide Q.
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Le sous-groupe cherché est isomorphe a celui des homothéties de la droite
affine; il comprend deux composantes connexes : celle de I'identité est un
sous-groupe. La fermeture du sous-groupe dans M S (n, R) est homéo-
morphe a un cercle; les deux composantes connexes du sous-groupe forment
deux arcs ouverts de ce cercle limités & deux endomorphismes dégénérés cor-
respondant a la valeur nulle ou infinie du rapport : I'un (A=) est I'endo-
morphisme dégénéré de noyau H; et d’image /V, I'autre 'endomorphisme
dégénéré de noyau Hy et d’'image M.

(Il est clair qu’un endomorphisme dont I'image est un point est compléte-
ment défini par la donnée de ce point et de son noyau).

ReMARQUE 1. — La dilatation de source M, de but /V, de rapport A le long
de lellipsoide Q s’identifie a la dilatation de source /V, de but M, de rap-
port ;\ le long de P’ellipsoide Q.

Introduisons ici une notation qui nous sera utile au paragraphe 3, défi-
nition .

Soient Q' un ellipsoide de S(n); M’ et N' deux points de sa frontiére,
p un nombre réel positif. Nous allons définir un ellipsoide noté Q' (p, M', N').
Soit g€ G S (n, R) tel que

g6G'=Q, gM=M. gN=N,
ou Q, M, N sont définis par les équations données ci-dessus.
g (p, M', N') est Uellipsoide Q (p, M, N) défini par les équations
n—1

F(Q(p7 M, N))szl?—pmoxnéo (xy> o).

i=1

I1 est clair que la définition de Q' (p, M', V') est indépendante du choix
de g.

Nous pouvons maintenant énoncer la

ReMARQUE 2. — La dilatation de source M’, de but V', de rapport 1 le long
de Q'(p, M', N') s’identifie a la dilatation de source M’, de but V', de rap-
port A le long de Q'.

TreorEME 1. — Soit hye M S (n —1, R) limite d'un filtre (h;) sur
GS(n—1, R).
1° Pour tout compact K C S (n — 1) qui ne rencontre pas N (h,) la res-
triction de T (h;) a K converge uniformément vers la restriceion de T (h,)
a kK.
2° Pour tout compact KC S (n — 1) qui ne rencontre pas I (h,), l'image
réciproque de K par T (h;) tend a rentrer dans tout voisinage de IV (h,).
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20 Soit A une partie de S (n —1) telle que
AnN#£0;
on peut trouver une partie BC A telle que T (h;) B tende vers I (h,).
4° Soit A une partie de S (n — 1) telle que
ANT (hy) =B +# 0;
et soit K une partie compacte de l'image réciproque de B par T (hy)

(KNN (hy) = 9). L'image réciproque de A par h; tend a contenir K.

DEMONSTRATION DU 1°. — D’aprés Boursaki (Topologie générale, chap. X,
§2, théoréme 2), il revient au méme de prouver ceci : soit 4 un sous-
ensemble compact de M S (n —1, R) qui ne rencontre le complémentaire
de G S(n—1, R) qu'en un point &,. Soit KC S (n —1) un compact qui ne
rencontre pas /V(ho). Alors, Papplication 4 X< K— S (n—1) qui trans-
forme (h, «) dans T (h).x est continue. Or, cette application se factorise
comme suit : relevons d’abord A4 en

A'cS(n2—1), d’ou AX K—>A < K;

les opérations de M (n, R) dans R" [dans lequel on plonge S (n — 1)] défi-
nissent un application continue A’ < K— R*— { O}; Iapplication
A < K— 8§ (n—1) est alors composée de trois applications continues :

AXxK—>A'"<XK—>R'—{0}|—>S(n—r1),
donc est continue.

DemoNSTRATION DU 2°. — Nous devons prouver ceci : soit Uy un voisinage
de NV (hy) : on peut trouver I tel que, pour j >, I'image reciproque de K
par 7" (h;) appartienne a Uy.

Supposons qu’il en soit autrement : on pourrait trouver des j arbitraire-
ment grands tels que l'image réciproque de K par 7'(4;) contienne un

point m; € [}UN, c’est-a-dire tels qu’on ait
T(lzj)[}UNnK¢ a.
Or, d’aprés 1°, la restriction de 7'(A;) a GUN converge uniformément vers

la restriction de T'(4,) a [}UN: en particulier, on peut trouver i tel que,

pour j > i, on ait

T(h,)GUNc[}K.
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Car [}K est un voisinage de /( &, ). Ceci contredit I'hypothése faite et démontre

donc 2° par I'absurde.

DEMONSTRATION DU 3°. — Soit B un compact tel que BNV (hy) = & et que
la restriction a4 B de lapplication canonique de S(n—1)— /V(A)
sur S(n — 1)//V (hy) soit une surjection : 7" (A;) Btend vers I (%) d’aprés 1°.
Pour démontrer 3°, il suffit donc de trouver dans A un tel compact B.
Soient me AnN, V un voisinage fermé de m contenu dans A, A une sous-

variété linéaire de S (n — 1) telle que
dim 7 + dim V (hy) =n —1, HnN (hy) ={m};

I'intersection B de H avec la frontiére de V est un compact convenable. En
effet.
BAN(h)=9

et B rencontre toute demi-variété de frontiére /V (A,).

DEMONSTRATION DU 4°. — 77(ho) K est une partie compacte de B; A est un
voisinage de 7'(h,) K : d’aprés 1°, on peut donc trouver { tel que, pour
tout j > ¢, on ait

/ll'KC A

Soit 2 un endomorphisme projectif de S (n —1), qui ne soit pas un élé-
ment de G S(n —1, R). Pour un compact X quelconque de S (n —1), il est
en général impossible de définir Yimage de K par la transformation 7°(4).
En revanche, en vertu de la compacité de P'espace des parties compactes de
Pespace compact S (n —1), on peut, de toute suite infinie d’automorphismes
projectifs, extraire une sous-suite (/;) telle que chacune des suites 7" (4;). K,
soit convergente (les compacts K, étant donnés en nombre fini, ou méme en
infinité dénombrable).

A ce sujet, voici une proposition dont il sera fait usage au paragraphe 3 :

ProrosiTioN 1. — Soit (&;) un filtre sur G S(n — 1, S) [resp. G P(n —1, R)],
qui converge dans M .S(n —1, R) vers un point A, [resp. qui converge
dans M P (n —1, R) vers un point %\ ], de noyau /V et d’image /. Soit W
un convexe compact de I'espace S(n —1) [resp. de P(n—1)]; soit*U un
voisinage compact de W n /¥ supposé non vide; pour que 7" (/;). W ait une
limite, il faut et il suffit que 7°(k;).(W nU) ait une limite, et ces deux
limites sont alors égales.

DEMONSTRATION. — Soit

A= T (k) (WD),

&:T@»<Wnﬁ§.
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Puisque W' n G U est un compact ne rencontrant pas /V, les B; ont une limite B

(théoréme précédent, 1°); B est 'image, par 7T'(%,), de 'ensemble des demi-
variétés passant par /V, de dimension supérieure d’une unité a dim/V, et ren-

contrant W N [} U. Or ces demi-variétés rencontrent aussi W n (U — /V) parce

que W est convexe et que W NV @. 1l existe donc un compact A'c WnU
tel que A/'/NN=0 et que 7' (h,).A'=B, etl'ona B=1lim 7T (#;).A". Si la
limite des A; existe, elle contient B=—Ilim B;, et par suite les
T (h;). W= A,;U B; ont pour limite la limite des A;.

Démontrons maintenant que, si les 7' (&;). W = A;U B; ont une limite,
les 4; ont méme limite.

Posons C;—=A;nB;; on a lim C;—=1lim B;— B. En effet, toute demi-

variété L de frontiére /V qui rencontre WnUUrencontre aussi WnGUn U
[Ln W est un convexe, Ln W = (Ln[}U)u(Ln U), avec LNUZQ,;

Ln [} U#0 ] :

Soit ¢ un entourage de la structure uniforme de I’ensemble des parties com-
pactes de S(n — 1) : au-dela de ¢ convenable, B; et C; sont voisins d’ordre ¢;
donc aussi 4;=A,UC; et 4;UB;; il en résulte que 4; a méme limite
que A[UBl

2. Espaces de corps et espaces de formes. — Voici d’abord les définitions
des espaces étudiés et des applications considérées.

E(n): désigne I'ensemble des corps convexes de S (n) (cf. chap. 1
§1, déf. 11) muni de la topologie d’espace localement
compact induite par celle de A (S(n)) (cf. chap. &, §1,
prop. 11).

E(n:p): désigne l'ensemble des couples formés d’'un corps convexe
W e E (n) et d’'une sous-variété L a p dimensions de S(n),
telle que LNW £ 0; E(n: p) s'identifie 2 une partie
ouverte de £'(n) X Gy piq, et est muni de la topologie
induite par ce produit.

L (n:p, o) : désigne 'ensemble des triples formés d'un corps convexe
W € E (n), d’une sous-variété L € Gpp1ps (LAW D), et
d’un point me LN W. Si G,y pi1,1 désigne Iensemble des
couples formés d’une variété & p dimensions de S (n) et
d’'un point de cette variété, £ (n: p, o) s'identifie & un
ouvert de £ (n) X< Gy, piy,1, et est muni de la topologie
induite.
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E(n; n—1):désigne 'ensemble des couples formés d’un corps convexe
WeFE(n) et d'un demi-espace H, tel que Wel;
E(n;n—1) est topologiquement identifié & un ouvert
de £ (n) < G, ,[ouG, , , désignelasphére, ensemble
des hémisphéres de S (n)].

E(n, p): désigne I'ensemble des parties convexes fermées, I, de S(n),
telles que v(W)=—1; o(W)=p(cf. chap. 3, §3,
prop. 7; ¢ dim du support, v du noyau). Il est muni de la
topologie induite par celle de I'ensemble des parties com-
pactes de S (n).

E(n,p,o0): désigne I'ensemble des couples formés d'un convexe de
L (n, p) et d’'un point intérieur & ce convexe (supposé muni
de la topologie induite par celle de sa variété support).
E (n, p, o) est topologiquement identifié par une partie de
E(n,p) =< 8§(n).

G S (n, R) opére naturellement sur les £ définis ci-dessus comme un
groupe d’automorphismes continus; les quotients des £ par la relation d’équi-
valence définie par G, sont désignés par Z, et appelés espaces de formes.
Ainsion a :

2 (n)=FE(n)/G S (n, R) : espaces des formes convexes de dim r.

Z(n:p)=E(n:p)/GS(n,R): espace des formes convexes de dim n, munies
d’une section de dim p (si p'== o0, on dira formes pointées).

2(n:p,0)=L (n:p, 0)/GS(n, R) : espaces des formes convexes de
dim 7, munies d’une section pointée de dim p.

ReMARQUE 1. — On peut définir les espaces F a partir de P (n) au lieu de
S(n), et passer au quotient par G P(n, R); les quotients € qu’on trouve
sont isomorphes aux précédents.

ReMsRQUE 2. — L’automorphisme topologique D de E(n) est compatible
avec la relation d'équivalence définie par G S(n, R) (cf. chap. 3, § 3,
prop. 11 et remarque). £ induit donc un automorphisme de () que nous
noterons encore D, et nous parlerons de formes duales.

D permet en outre de définir un isomorphisme topologique entre £ (n:0)
et £ (n; n —1) compatible avec la relation d’équivalence définie sur chacun
des deux espaces par & .S(n, R). En effet, soit (W, m) un couple formé
d’'un corps convexe et d’un point intérieur, (DW, Dm) est un couple formé
d’un corps convexe et d’'un demi-espace dont 'intérieur contient DW; c’est
donc un élément de E(n; n—1).

St (W', m')y=(gW, gm), avec g€ G S(n, R) on a
(DW', Dm'y = (A(g) DW, A(g) Dm).
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D permet donc de définir un isomorphisme topologique entre 2 (n:o) et
% (n; n—1). Nous parlerons ici encore de formes duales.

Définissons maintenant deux diagrammes d’applications reliant les espaces
Eet 2,

DEFINITION DU DIAGRAMME 7". — C’est un diagramme commutatif comprenant
deux étages : a I'étage supérieur, six espaces ['; & I'étage inférieur, les six
espaces 2 correspondants; pour relier ces deux étages : les applications de
chaque £ sur son quolient.

Un espace £ (resp. @) sera noté L (I) [resp. € ()], ou [ représente un
ensemble de signes.

Etage des E :

n:o n,p,0

Pn: - Pnip,
E(n:o) Lo E(n:p, o) Ma(aN E(n, p, 0)
on // : Nenth
Pnzo n‘p’/o Prib,o i Pnip0
v an LN ¥
L/ Pn:p P,,;fﬁ \
E (n) <~ E(n:p) - E(n, p)

Définissons les applications p7 :
Soit (W, L, m)eE(n:p, o) (Le Grir,pa; mELN W)

o o (W, Lo m)y= (W, m),

P

Onin,0 )W, Ly m)y= (W, L),

prho (W, Ly m)y=(WnL,m).
PZ:’Z,O (W, L,m)y=(WnL),

Oripa (W Ly m) = (W).

Soit (W, LYEE(n:p) (LE€Gpi1pin; LOAW QD)
PZ:/}( W, L)y= (W),
eup (W, Ly=(WnlL).

Soit (W, m)eE(n:o0) (me W)
oro (W, m)y=(W).

Soit (W, m)e E(n, p, o) (WeE(n,p))
o (W, m) = (W).

Etage des ©. — 11 comprend les espaces % (/) et les applications r] cor-
respondant aux espaces £(/) et aux applications pf de I'étage supérieur;
si 7, désigne la projection de E(I) sur 2(I) les r7 sont définis par les
relations

7‘}0 Tj—= T o0 91,
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DEFINITION DU DIAGRAMME T/ :

n
Pr;n—

E(nyn—1) — E(n)

E— | %0
v v

Z(n;n—1) > =Z(n)

\
8
3
|
LS

On a
Pg;n—i( W’ H) — ( W),

n — n
I'n;n—1° Tnn—1=— Tn ° Pn;n—1-

Le diagramme T’ est isomorphe par D (c¢f. remarque 2) & une face du dia-
gramme 77:

n
Prio

E(n:o) —> FE(n)
\L“n:o !'ﬁn
Y

Dans ce qui suit, les applications m,, pf, r/, seront notées =, p, r lorsque
les indices seront superflus.

Avant d’étudier les diagrammes T et T’, donnons quelques résultats sur
les applications ouvertes.

DermnitioN 1. — Soient £ un espace topologique, £’ le quotient de £ par
une relation d’équivalence R, ¢ la surjection de £ sur £’ définie par R : R est
dite ouverte, si I'application @ est ouverte.

11 est équivalent de dire que R est ouverte, ou que, dans /7, la fermeture
de toute partie saturée est saturée. Soient £, £’ deux espaces topologiques,
¢ une surjection continue ouverte de £ sur £’; £’ est quotient de £ par la
relation d’équivalence ouverte e x e° si ¢ (e) =¢(e?).

ProrosiTioN 1. — Soient £, E', E" trois espaces topologiques; ¢ (resp. ¢/,
resp. @") une surjection de source & (resp. F, resp. £) et de but £” (resp. L',
resp. £"); 0 =¢" o ¢’. Alors :

1

1° Si ¢’ et ¢" sont continues ouvertes, il en est de méme de ¢;

2° Si ¢’ et ¢ sont continues ouvertes, il en est de méme de ¢”.

Démontrons 2°. — Il faut montrer que tout ouvert de £’ a pour image
par ¢” un ouvert de £”, et que tout ouvert de /" a pour image réciproque
par ¢” un ouvert de £’. Pour cela, on reléve par ¢’ (resp. ¢) les ouverts de &’
(resp. E") suivant les ouverts de I, et I'on redescend par ¢ (resp. ¢’) suivant
un ouvert de £” (resp. £').
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ProrosiTion 2. — Soient £, B, B’ trois espaces topologiques, une appli-
cation ouverte de B dans B'; oy l'application de £ x B dans £ x B,
naturellement associée a ¢. La restrictionde ¢z a un ouvert de £ < B est
ouverte.

TntoriME 1. — Toutes les applications du diagramme T sont des surjec-
tions continues ouvertes.

Démonstration. — 1l est clair que les 7; sont des surjections continues
ouvertes, puisque ce sont des applications d’un espace £, sur son quotient
par une relation d’équivalence, définie par un groupe opérant contintiment
dans E}. D’aprés la proposition 1 (2°), il suffit de démontrer que les p] sont
des surjections continues ouvertes, pour le montrer des /.

Que les p7 soient continues et surjectives est évident : reste & établir qu’elles
sont ouvertes.

Ph:o (T€SP. DR, o, TESP. O}.,) €St ouvert, comme restriction a un ouvert de
E(n) < S(n) [resp. E(n) X Guia,pi1,1, vesp. E(n) X Gpyy pia| de la pro-
jection sur E'(n).

Priho (resp. ppis,) est une application ouverte comme restriction & un
ouvert de £ (n) < Gpiq,pi1,0 de 'application naturelle sur £ (n) X< Gupiy,pia
[resp. E(n) < S(n)].

I est facile de voir que p}'7 | est une application ouverte : il suffit pour
cela, étant donné (W, m)eE(n, p, 0), de construire une application
continue f dans £ (n, p, o) d’un voisinage de W dans E'(n, p). Soient L le
support de W et H une variété & n — p dimensions telle que LNH = {m {;
on prendra f( W)= (W', W'nH).

La démonstration sera achevée quand nous aurons établi que pj:/) est une
application ouverte.

Soient donc We E(n, p); L son support, WeE(n) tel que

WnL=W, e WnL#Q.

Il suffit de définir une application continue f dans £(n:p) d’un voisinage
de Wi, de sorte que f( W)= (W, L). Choisissons un hyperplan H, tel
que Hn W =@, et .un point w de W L. Soient ' le point opposéa w;
Wy e E(n, p), L' son support; nous poserons

f( W, ’) - (h( W? IV'L’% LI)»

ou A(W, W) est ainsi défini : A( W, W) est 'enveloppe convexe de W7,
et de g( W, W), le plus grand homothétique de W, dans une homothétie
de source (w, w') et de but H (§ 1, exemple 1), tel que son intersection
avec L’ soit inclus dans W7 : nous désignerons par A( W, W7) le rapport
de 'homothétie correspondante.
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Pour montrer que f est défini continu sur un voisinage convenable de W,
il suffit de montrer qu’il en est ainsi de A( W, Wy).

Notons A W (resp. X W) 'homothétique de W (resp. W) dans I’homo-
thétie de source (w, w'), de but H, de support 2; désignons par ¢ I’hémi-
sphére ouvert de frontiére # contenant W. Comme domaine de définition
de A(W, W), nous prendrons I'ensemble des W de support L', tels que

(; W)nL';é 0,
(HJnser
W’L/cm’,

il est clair que c’est la un voisinage de Wp; reste a établir la continuité de
MW, W).

Désignons par F (W) la frontiére de W7, considérée comme partie
de L' : F(W7) est un compact, fonction continue de Wp.. A(W, W) peut
étre défini comme la coupure entre les 2 tels que

AWnL cWy

et les A tels que
F(Wy)niW Q.

La continuité de A(W, W) résulte maintenant de ce que, pour tout
A<AW, W) [resp. 4> A(W, Wy)], il existe un voisinage O' de W
dans E'(n, p) tel que, pour tout W€ O', on ait :

A< A(W, W) [resp. A> A(W, Wi,

COROLLAIRE. -— Toutes les applications du diagramme T' sont des sur-
Jjections continues ouvertes.

En effet, 77 estisomorphe & une face de 7.

ProrosiTioN 3. — Soient £ un espace topologique, G un groupe topolo-
gique opérant continiment sur £, R la relation d’équivalence définie sur £
par G. Soit F un ouvert de £, qui rencontre toutes les classes d’équivalence
de /mod R?; soit Ry la relation d’équivalence induite par R sur F : 'appli-
cation F'/Rp— E/R définie par I'injection F — E est un homéomorphisme
(Boursaki, Topologie générale, chap. I, § 9, prop. 6).

ProrosiTion k. — & (n, p, o) [resp. 2 (n, p)] est canoniquement isomorphe
a @ (p:o) [resp. 2(p)].

Soit L une variété a p dimensions L € G4 44 : au moyen d'un isomor-
phisme de S(p) et de L, identifions E'(p) avec espace des parties convexes
fermées W de L telles que v( W) =—1;0( W)= p. Identifions de méme
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E(p:o) avec l'espace des couples d'un tel convexe W, et d'un point m
intérieur & W pour la topologie de L. E(p:o) [resp. £/(p)] estainsi plongé
dans E(n, p, o) [resp. E(n, p).

Désignons par R, la relation d’équivalence définie par G S(n) sur
E(n, p, o) [ou E(n, p)] ainsi que celle induite par elle sur Z(p:0) C E(n, p, o)
[ou sur E(p)cC E(n, p)]. Il est clair qu’en tant qu’ensembles, Z(n, p, o) et
2 (p:o) sont canoniquement identifiés avec E(p:o)/R,; de méme Z(n, p)
et 2(p) avec K (p)/R,. Topologiquement, Z(n, p) et Z(p) sont quotients
de 2 (n, p, o) et Z(p:o) par la méme relation d’équivalence (cf. théoréme1) :
il nous suffit donc d’établir que <Z(n, p,0) et Z(p:o), c'est-a-dire
E(n, p:o)/R, et E(p:o)/R,, sont isomorphes topologiquement. Il est
évident que la topologie de E'(p:0)/R), est plus fine que celle de E'(n, p, 0)/R, :
reste & montrer que I'application

E(n, p,0)/R, — FE(p:o)/R,
est continue.
Soient B une sous-variété de S(n) a n — p — 1 dimensions, telle que

LnB=g,
et K un voisinage ouvert de L dans S(n) tel que AnB=9.

Appellons F,(n) I'ensemble des éléments de E(n, p, o) dont la variété
support appartient & K : F,(n) est un voisinage ouvert de £ (p:o) dans
E(n, p, o). Désignons par R, la relation d’équivalence induite sur F,(n)
par celle de E'(n, p, o) déja notée R,.

D’aprés la proposition 3, £(n, p, 0)/R, et F,(n)/R, sount topologique-
ment isomorphes : or il suffit de projeter K sur 4 & partir de B pour appli-
quer contintiment F,(n) sur E(p:o) : Papplication canoniquement définie
de F), (n)/R, sur E'(p:0)/R, est donc continue. La démonstration est achevée.

TREOREME 2. — Z(n:o); Z(n:p,0); Z(n;n—1) sont des compacts
métrisables; ¢ (n; n — 1) est canoniquement isomorphe a & (n).

Pour démontrer que les trois espaces Z(n:o), Z(n:p, o), Z(n; n—1)
sont compacts, il suffit d’établir que le groupe G S(n, R) opére sur £(n:o),
E(n:p, o), E(n; n —1) en satisfaisant aux conditions I et II du chapitre &,
paragraphe 2. D’aprés la remarque 2, il suffit d’établir que G S(n, R) opére
sur 'un des espaces ' (n:o) ou E(n; n —1) en satisfaisant & la condition 1
(resp. II) pour établir qu’il en est de méme sur 'autre.

1° Montrons que G S(n, R) opére sur E(n; n—1), donc aussi sur
E(n:o) en satisfaisant a la condition I.

Soient H un demi-espace fermé de S(n) et A sa frontiére. H est muni
canoniquement d’une structure d’espace affin & n dimensions. Soit E le
sous-espace des couples (W, H)eE(n; n—1), ou W désigne un corps
convexe inclus dans /. Soit Gy le sous-groupe de G S(n, R) qui laisse H

BULL SOC. MATH. — T. 88, FAsc. 3. 22
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invariant. Un isomorphisme de R" avec H, préservant la structure affine,
induit un isomorphisme de 'espace 4 (n) des corps convexes de R*, muni
du groupe d’automorphisme G A (n, R), (groupe affin), avec £y muni du
groupe Gy

On sait (chap. &, §2, prop. 5) que G 4 (n, R) opére surI'espace des corps
convexes de R" en satisfaisant & la condition I; il en est donc de méme
de Gy opérant sur Ly, et aussi de G S(n, R) opérant sur E(n; n—1).
Remarquons qu’un isomorphisme de R* avec /I nous permet aussi d’appli-
quer A (n) dans £ (n; n—1) : cette application est continue et surjective;
elle ne dépend pas du choix du demi-espace #, ni de I'isomorphisme de I
avec R".

2° Montrons maintenant que la condition II est satisfaite par G S(n, R)
opérant sur £'(n:0), donc aussi sur £ (n; n —1).
Soit I' le graphe de I'opération de G S(n, R) sur E(n:o) :

TcE(n:o)x E(n:o) < GS(n, R);

(€1, €, g) €T si et seulement si e;—=ge;. 1l faut montrer que, pour tout
(€1, &) € E(n:o) < E(n:o), il existe un voisinage compact ¥, dont I'image
réciproque dans I' soit compacte. Nous allons définir V' comme produit de
deux voisinages compacts Vy et V, de e, et €,. Soite; = (W4, wy); wi € W, :
on choisira deux corps convexes W' et W, et un voisinage compact K,
de w4, dans S(n), vérifiant les relations suivantes :

W,cW,  W,cW.,  KcW,.
Alors V, sera 'ensemble des e;;— (W,;, w,;) qui vérifient les relations

W, c W, Wiuc WZ, wy € K.

Et de méme pour V', en remplacant par 2 I'indice 1.
Si I'image réciproque de ¥ dans I' n’est pas compacte, on en peut extraire
une suite de triples :

(e ey &), avec giey=—eyl; €= ( Wi, Wig)s e = (Wa, wi),

ou g; converge vers un endomorphisme de noyau /V non vide, d’image 7
(cf. § 1), et ou Wy, converge vers W7, et Wy vers W,

Pour démontrer que pareille situation est impossible, nous utiliserons un
lemme, dont la démonstration sera donnée, quand sera achevée celle du
théoréme.

Lemme. — Soit { Wy, } (resp. { Wy} ) un filtre sur £'(n) quiconverge vers
W (resp. W3); soit { g;} un filtre sur G S(n, R) qui converge dans M S(n, R)
vers d (de noyau non vide /V, et d'image /), et tel que g; Wy;—= Wy;; alors V
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est une variété d’appui de W79, et wiNJ est un convexe de la frontiére
de W dont le supportest 1.
11 est clair que K, C W, que K, C W?; du théoréme 1 (1°) du paragraphe 1,
il résulte que g; K, tend a rentrer dans tout voisinage de /, donc, d’aprés le
lemme, que, pour ¢ convenable, g, K, N K, est vide. Or cela contredit I’hypo-
thése faite que
wy € Ky SiWi = wy € K.

3° Montrons quc l'application pji? , (§ 1, diagramme 77) est propre :
il en résultera (chap. &, § 2, prop. &), que G S(n, R) opére sur E(n:p, o)
en satisfaisant aux conditions I et II.

E(n:p, o) peut étre identifié & une partie fermée de E(n:0) X Gpy4,pi1 :
au triple (W, L, w)e E(n:p, o), on associe

(W, w), Lye E(n:o) < Gn+1,p+1-

Parce que Gp,y,p41 est compact, la projection de E(n:o) X Guiq,piq SUT
E(n:o) est propre : I'image réciproque compacte dans E(n:0) X Gnyiy pis
d’un compact de FE(n:o) coupera E(n:p, o) qui est fermé suivant un
compact, d’ou le 3°.

4° Les espaces compacts € (n:0), €n; n —1), € (n:p, o) sont métrisables
d’aprés la remarque qui suit la proposition 2 du paragraphe 2 du chapitre k.
La surjection continue de A (n) sur £ (n; n—1) définie a la fin du 1°, est un
isomorphisme topologique, puisque & (r) et € (rn; n — 1) sont compacts.

LemMe. — Nous allons maintenant démontrer le lemme du théoréme 2, 2°,
en le complétant.

a. IV estune variété d’appui de Wi (donc NaW{=g, puisque
dim NV < n).

Nn W) n’est certainement pas vide, sinon (§ 1, théoréme, 1°) W, tendrait
vers un convexe de /, ce qui est absurde, puisque dim/ <Cn. Montrons
que /V est variété d’appui de W7]. Supposons le contraire : on pourrait
trouver deux points py, ¢1 (p1, ¢1€ W1 p1, ¢1&N) tels que le segment
(p1, q1) coupe NV :les images p,, ¢, de pi, g, par T(d) sont deux points
diamétralement opposés de 7, qui ne peuvent donc appartenir au corps
convexe W73; or py, ¢, sont limites de points py;, ¢y; de Wy;; comme p, & 1V,
1§ NV, gip1; et gy, tendent vers p, et ¢, (§ 1, théoréme, 1°), qui devraient
appartenir & W?{. Nous avons démontré par I'absurde que /V est variété
d’appui de W73.

b. I est le support du convexe /1 n W7.

Soit &; un compact inclus dans W (K,;z£ @) : pour i convenable,
K, C Wiy et (§ 1, théoréme, 1°) &, K, € Wy; tend vers une partie de In W3,
qui engendre 1.
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c. InW? est vide.

Soit C=1In W? : nous allons montrer que I'image réciproque de C par
T'(d) appartient 2 W9 : il en résultera que C est vide, car son image réci-
proque est réunion de demi-variétés ouvertes (limitées a /V) de dim>1, et
qu'une telle demi-variété ne peut appartenir & un corps convexe. Nous
montrerons ceci : soit X un compactde S(n)telque T(d)KcC; KNnN=4,
alors K C V3. Soit A un voisinage fermé de 7'(d) K, tel que A W ; posons
AnI=B (T(d)KcB). Daprés le 4° du théoréme du paragraphe 1,
I'image réciproque de A par g; tend a contenir K; or W, tend a contenir A
(car W, tend vers W3J):donc Wy tend a contenir K et KC W). La

démonstration du lemme est achevée.

ReMARQUE. — On pourrait conjecturer que / est une variété d’appuide W73 :
mais il n’en est pas toujours ainsi, comme le montre le contre-exemple qui
suit, ou I'on construit une suite de corps convexes : W, =g, W convergeant
vers un corps convexe W, ou les g, forment une suite qui converge vers un
endomorphisme projectif dont I'image 7 n’est pas variété d’appui de W3.

CoNTRE-EXEMPLE. — Sur la sphére projective S(2) rapportée a ses trois
coordonnées homogeénes z,, &,, 23, on donne deux suites infinies de points :

M= (1, ¢, 52); M, = (1, — E;zn EZ):

n
les ¢, étant ainsi définis :
go=—1; e €jo, 1(; Cpa1 = £

L’enveloppe convexe fermée des { M,, M, | est un corps convexe W. En effet,
les points MM, appartiennent au triangle de sommets les points (1, o, 0),
(1, 1, 0), (1, 1, 1); de méme, les points M, au triangle de sommets (1, 0, 0),
(1, —1,0), (1, —1, 1) I'enveloppe convexe de ces deux triangles est le qua-
drilatére (1, 1,0), (1, 1,1), (1, —1,1), (I, —1,0) qui est un corps
convexe. W admet pour points angulaires tous les points M, et M.
Posons encore
e o o

—2

gle)=| o 2 o

o o ¢

& (&) ainsi écrite est une matrice de G'L (3, R) : nous noterons encore g(¢) la
transformation correspondante de G S(2, R). Nous allons montrer que
g(&n) W =g, W a une limite quand n — o, et que cette Jimite est le triangle
ABB'(A : (1,0,0);B: (0,1, 1); B': (0, —1, 1). &, a pour limite un endo-
morphisme de noyau la droite ;= o et d’image le point (o, o, 1) : ce point
appartient a l'intérieur du c6té BB/, de ABB', et ne peut donc constituer
une variété d’appui, d’ou le contre-exemple. Reste & montrer que g, W tend
vers ABB'. En effet, g,M,= (¢,, 1, 1) tend vers B quand n—>o0;
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SnMpi1—= (eny €2, ¢2) tend vers A quand n-—>ow; de méme, g, M, tend
vers B', g. M, ., vers A. g, M contient donc un quadrilatére g, M,, g, M, 4,
enM .\, §nM, qui tend vers ABB'; de plus, g, W appartient, comme W,
a la région de S(2), ou x> o0; 3> 0; enfin, (g, M,, g.M,.,) est un
segment de la frontiére de g, W, ainsi que (g.M,, g.M,.,); les droites
supports de ces segments délimitent avec &y = o0 et 23— o un quadrilatére Q,
qui contient g, W et tend aussi vers 4 BB’ quand n — o : le résultat annoncé
en résulte.

ProrosiTION 5. — Soit Gy le groupe des automorphismes projectifs d’un
corps convexe W (WeE(n)): Gy opére sur lintérieur W de W, en
satisfaisant & la condition II du chapitre k&, paragraphe 2.

W se plonge isomorphiquement dans E(n:0) par V'application suivante :
a we W, on associe le couple (W, w)e E(n:o). De méme, G, est une
partie fermée de G S(n, R). Compte tenu de ces deux plongements, le
graphe Hg de I'opération de Gy sur W, n’est autre que l'intersection de
G < W< W, avec le graphe T'|T'c G S(n) < E(n:o) < E(n:o0)] de
I'opération de G S(n, R) sur E(n:o). L'image réciproque dans H; d’un
compact K de W > W nest autre que lintersection de G, < K et de
I'image réciproque de K dans I'. D’aprés le théoréme 2 (1°), c’est I'inter-
section d’un compact et d'un fermé; c’est donc un compact, ce qui établit
la proposition.

Nous allons définir une application, appelée somme, et notée -+, du
produit £ (ny) X 2 (n,) dans € (n, + ny—+1).

DEFiNITION 2. — Soientp, €2 (ny); p. €% (ny); Ly, L,, deux sous-variétés
de S(ny+ n,+1), de dimensions respectives n, et n,, et dont la somme
(chap. 3, § 2) est S(n;+ ny+1). Soit W, (resp. W,) un corps convexe
de L, (resp. L,) de forme p, (resp. p,). La somme p,+ p, est la forme de
I'enveloppe convexe de W, et W,.

Montrons que p;+ p, est ainsi bien défini.

a. L’enveloppe convexe W de W, et W, est un corps. Il faut montrer
que W est d’intérieur non vide, et qu'il ne contient pas de couples de points
diamétralement opposés.

Soient 7’y un ny-simplexe, 7, € Wy, T, un n,-simplexe, T, C W; I'enveloppe
convexe de 7' et T, est un n,~+ n,+ 1-simplexe contenu dans W : W est
donc non vide.

Supposons que W contienne un couple de points diamétralement opposés
m et m' : nous allons montrer que cette hypothése est absurde.

W est réunion de I'’ensemble des segments joignant un point de W, a un
point de W,; et tout point de W — (W, u W,) appartient & un seul segment
joignant un point de L, a un point de L,. Il est clair que m ne peut appar-
tenir & W, (resp. W,), sinon il en serait de méme de m', et W, (resp. W)
ne serait pas un corps.
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Supposons que m e (W — (W, U W,)), et soient mye€ W,, m,€ W, tels
que m € (m4, m,); m' ne peut appartenir qu’'au segment (m',, m),) joignant
les points diamétralement opposés a m, et m, respectivement. Mais alors, ni
W, ni W, ne sont des corps, ce qui est absurde, d’out la démonstration.

b. py—+ p, ue dépend pas du choix de L, L,, W, W,. Soient W, W,
de support Ly, Ly(L,+ Ly,=S(ni-+n,+1)) et W,, W, de support
L, L,(L,+ L,= S(n,+ n,+1)). Supposons de plus

n(W)=n(W,)=p; w©(Wy)=n(W;)=p..

Nous allons montrer qu'il existe un automorphisme projectif de S(n, + n, -+ 1)
qui transforme W, enveloppe convexe de W, et W,, en W', enveloppe
convexe de W, et W,.

Soit & un automorphisme projectif de S(n; + n,+ 1), tel que

hL,=L,; hl,=L),.

On peut trouver un automorphisme projectif g, (resp. g,) de L' (resp. L',))
tel que
groh Wi=W, (resp. gaoh Wo= W7).

Il existe un automorphisme unique g de S(n;+ n,+1) qui laisse L', et L),
globalement invariants, et induise sur L' (resp. L)), g, (resp. £3). Il est clair
qu'on a

go/l W =w.

DeriniTioN 3. — Soit A;C 2 (n,); A, C 2 (n,). Nous noterons A, + A,, et
appellerons somme de 4, et 4,, la partie 4 de Z(n,+ n,—+ 1) ainsi définie

A:{Pl3P1,P25P1EA1;p2eA2;p1+P2:P}'

ProrosiTion 6. — L’application somme définie ci-dessus (déf. 2) est
continue.

Dans S(n,+ n,-+1), faisons choix de deux sous-variétés linéaires L,
et L,, de dimensions respectives n, et n,, et de somme S(n,~+ n,+41).
Notons E(L,)[resp. E(L,)] 'espace des corps convexes de L, (resp. L,).
Notons & l'application de £'(L,) < E(L,) dans E(n;+ n,+ 1) définie par
Ienveloppe convexe (cf. déf. 2, a).

Tpen+10 & est une application de E(L,) < L(L,) dans € (n;+ ny—+1)

compatible avec la relation d’équivalence définie sur FE(L,) |resp. £(L,)]
par la projection sur € (7n,) [resp. € (n2)|; Tun+10 & se factorise en la pro-
jectionde F/(L,) < E(L,) sur €(n,) X< € (n,), et 'application somme : pour
que cette derniére est continue, il suffit donc d’établir que 7, 108 est
continue : or 7 est continue d’aprés le théoréme 1, et & d’aprés le chapitre k,
paragraphe 1, proposition 13 : la démonstration est achevée.
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ReMARQUE 3. — Il résulte de ce qui précéde que I'espace 2, somme directe
des 2 (n), est muni d’une structure de monoide abélien topologique gradué
par n—+1. 2(— 1) se compose d’un seul élément : la forme vide, qui est une
unité de degré o. € (o) ne contient que la forme point.

Il résulte du chapitre 3, paragraphe 2, théoréme 3, corollaire, que tout
pPEX, peut s’écrire d'une facon et d’une seule comme somme de formes
simples (i. e. qui ne puissent s’écrire comme somme de deux formes toutes
deux différentes de la forme vide). En effet, si le corps W est enveloppe
convexe de W,, W, (convexes dont les supports sont d’intersection vide), /4
est somme de I, et W, au sens du chapitre 3, paragraphe 2, définition
(si W, et W, désignent I'intérieur du convexe pour la topologie de son

supporl).
3. Formes adhérentes; applications a la recherche des formes
balayables.

ProrositioN 1. — Les espaces € (n) (n>x2) et 2 (n:r)(n>x2, r>xi) ne
sont pas séparés.

Pour montrer qu’un espace est non séparé, il suffit de trouver un point M
de cet espace tel que

(O] # | M},

Dans le cas de la proposition, les espaces & considérés sont des quotients
des espaces £ de méme indice. Pour montrer que € (n) [resp. € (n:r)] n’est
pas séparé, il suffit donc de trouver un pointp €< (n)[resp. Z(n:r)] dont
Iimage réciproque dans E(n) [resp. E(n:r)| ne soit pas un fermé. Nous
aurons achevé la démonstration en construisant des exemples des deux
situations suivantes :

a. W et W’ sont deux corps convexes de S(n), de formes distinctes :
T(W) Am(W');
{&:} est une suite d’automorphismes projectifs telle que g; W tende vers W’
quand 7 tend vers l'infini.
b. (W, A) et (W', A') sont deux couples formés d’un corps convexe et
d’une variété linéaire coupant son intérieur :

W, AyeE(n:r); (W', A)eE(n:r);  m(W, A)Zn(W, A');
{g:} est une suite d’automorphismes projectifs telle que, quand ¢ tend vers
Vinfini, (g; W, g:4) tend vers (W', A').

Nous allons construire simultanément des exemples des situations a et .

W' est I'ellipsoide Q déja considéré au paragraphe 1, exemple 2, dont nous
reprenons les notations.
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Soit A un demi-espace fermé, tel que M € H; N&H. W est lintersection
OnH.

A=A est une variété linéaire de dimension r (r>1), passant par M
et V.,

&: est la dilatation de rapport i, le long de Q, de source M et de but V.

Il est clair que W et W’ n’ont pas méme forme, d’ou il résulte qu’il en
est de méme des couples (W, 4), (W', 4").

Quand ¢ tend vers l'infini, g;# tend vers un demi-espace fermé, de fron-
tiere /1, contenant Q. Donc g; W tend vers W' et (g: W, 8:4) = (&: W, 4)
tend vers (W', 4"y = (W', A).

La démonstration est ainsi achevée.

DeriniTion 1. — Soit £ un espace topologique.
a. Un point P’ € I est dit adhérent au point P e F, si

PelPr.

b. Un point P est dit générique, si
{P|=FE.
¢. Un point P’ est dit moins riche qu’un point P, si

{Plci{P};

la relation : P’ est moins riche que P est une relation de préordre sur £ la
relation d’équivalence associée est

R(P, P") sietseulementsi {P'|={P}.

Nous désignerons par r, la relation d’ordre induite sur £/R, par la relation
de préordre considérée sur E.

d. Un point P est dit stable, si 'on a

(Pi=1{P}

e. Un point P est dit minimal, si sa classe dans £/R est minimale
pour la relation d’ordre r, c’est-a-dire si et seulement si

VP el ona {P =[P}

Un point stable est évidemment minimal.

Dans le cas des espaces non séparés € (n), €(n:r), nous parlerons de
Jorme adhérente a une autre; de forme générigque; de forme moins riche
qu’une autre; de forme stable; de forme minimale.
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ProrosiTioN 2. — Soit £ un espace quasi compact : pour tout point P
de £, il existe un point P’ minimal, moins riche que P.

D’aprés le théoréme de Zorn, il suffit d’établir que l'’ensemble E/R
(cf. déf. 1, ¢) ordonné par r est inductif, dans le sens décroissant.

Soit { P, } une partie de £, indexée par une famille totalement ordonnée
d’indices a, et telle que

a<{3 implique { Py} C{Ps}|.

L’intersection des {—T’a_} est non vide, du fait de I’hypothése de quasi-
compacité. Soit £, un point de cette intersection : il est clair que P, est
moins riche que tous les Py, ce qui démontre la proposition.

La proposition 2 s’applique notamment aux espaces Z(n) et Z(n:r) qui
sont des quotients des espaces compacts Z(n:0) et Z(n:r, o), comme on l'a
vu au paragraphe 2 (¢f. théorémes 1 et 2).

DeriniTioN 2. — Soient W un corps convexe et W son intérieur. On dit

que la forme w(W) est balayable (vesp. divisible, resp. homogéne) si W
est balayable (resp. divisible, resp. homogéne) (c¢f. chap. 1, §, 1, déf. 15).

Prorosition 3. — Toute forme balayable est stable.

Soit W un corps convexe, adhérence d’un ouvert balayable; nous allons
montrer que w( W) est stable.

2 (n) est un quotient de 2 (n:0) (§ 2, théoréme 1).

2 (n:o) est compact (§ 2, théoréme 2).

Pour montrer que le point 7( W) €<% (n) est un fermé, il suffit de montrer
que son image réciproque dans 2 (n:0) est fermée. Or, par hypothése, il
existe un compact A C W, tel que, quel que soit w € W, il existeg€ G S(n, R)
avec

ew=Ww, sweK.

L’image réciproque de @ (W) dans 2 (n:0) est I'image par I'application
E(n:o) I 2(n:o)

du compact K¢ formé des couples (W, w): o we K; I'image réciproque de
m (W) dans € (n:0) est donc fermée; la démonstration est achevée.
ProrositioN &. — Soient A, CZ(n,); Ay CZ(ny); A=A+ A, (¢f. § 2,
déf. 3). On a la relation
,/T:: Zl -+ /Tz.
a. L'inclusion
A+ d,cd

est une conséquence triviale de la continuité de l'opération somme (§2,

prop. 6).
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b. 1l reste & démontrer

AcA,+

3

Posons
' (Ad) =BcE(n+ n,~+1) = E(n).

Parce que m est une application ouverte, on a
n—1 (/T) —B.

Nous allons montrer, pour tout W B, on peut trouver €A, et a,€ A,

tels que
(W) =a+ a,.

c. Considérons une suite de convexes ;€ B, qui converge vers W.
Chaque W, peut s’écrire comme enveloppe convexe de deux convexes
compacts, W,; et W,; de supports Ly; et Ly, :

WeFE(n, n); (W)€ Ay,
W€ E(n, ny); (W)€ As;
7T( IVI) :71'( W“’) —+ 7T( WQi)-

On peut extraire de { W; | une sous-suite, notée aussi { W, }, telle que :

1° dans 'espace des sous-variétés linéaires de dimension n, (resp. n,)
de S(n) on ait la convergence
L;—~L,,

Ly— L,;

2° dans l'espace des parties convexes compactes de S(r) on ait les
convergences
Wi— W,
Woi— W,

Nous allons montrer qu'on a

W,EE(I?,, n1)3 TE(W1)EA-—1;
W,e E(n, n,), TL'(I/VQ)EA—2;
T(W)=n(W,)+n(W,).

d. 1l faut établir que W, est un corps convexe de L, (resp. W, de L,)
et que L+ L,= §(n).
Du fait de la continuité de l'enveloppe convexe (chap. &, § 1, prop. 13),
W est enveloppe convexe de W, et W,.
D’autre part, W,cL,; W,.cCL, : pour que W soit d’intérieur non v1de,
il faut donc que L, soit le support de W, (resp. L, de W) et que

L+ L,=S8(n).
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Il en résulte qu'on a bien la situation annoncée en ¢. La proposition & est

ainsi démontrée.

ProrosiTioN 5. — Soit pe2(n), p,€2(n); p=pi-+...~+ Pi-..~+ Ppg.
La forme p est stable (resp. minimale) si et seulement s'il en est ainsi
de chacun des p.

a. Siles p; sont stables, il en est de méme de p. En effet (prop. &),
Pi=Xri=Xp)=1p}
e
b. Si p est stable, il en est de méme des p;.
En effet, soit p; €{p; |, nous allons montrer que p; = p;. On a (prop. )
P'=pite et Pt Pit Pt g€ P =P

d'ou p'=p; et I'égalité p; = p; résulte de I'unicité de la décomposition de p
en somme de formes simples (¢f. § 2, remarque 3).

¢. Sices p; sont minimaux, il en est de méme de p. Montrons que, si

p'e€i{pl,onaip [=]{p]. Eneffet, p' peut s'écrire sous la forme

P'=Xpi, avec p,€ip],

NI =Y =17
d. Si p est minimal, il en est de méme des p;. D’aprés ¢, il suffit de
démontrer d dans le cas ou les p; sont simples, c’est-a-dire dans le cas ou
Al ) .o .

P :Zpi est décomposition de p, de longueur maximale, en somme de formes
toutes distinctes de la forme vide.

Faisons choix, pour tout 7, d’'une forme minimale p; moins riche que p,
(cf. prop. 2); on a

P=Ypelp]

d’ou szm:ma

P:ZP';» avec pi;€ {p;}, donc minimal.

Le systéme des p; fournit une décomposition de p en somme de longueur
maximale : I'’ensemble des p/s’identifie donc a celui des p;, et ceux-ci, comme
ceux-la, sont donc tous minimaux.

La démonstrrtion est achevée.
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REMARQUE. — Soit
P=pi+...+pPyg

Au chapitre 3, paragraphe 2, proposition 5, nous avons démontré que p est
homogéne (resp. balayable) si et seulement s'il en est ainsi de chacun des p;.
La proposition 3 invite a rapprocher ce résultat de la proposition 5.

DermviTion 3. — Soit A une partie de € (n) : on appelle ensemble des
formes sections g-dimensionnelles de A, et I'on note S,(A4), la partie de
Z(n, q) &~ %(q) ainsi définie :

Sq(A) est 'image directe par r7,.% de I'image réciproque de A dans £ (n : ¢)
par 4.

ProposiTiON 6 :

' S,(4) =T,(4).

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons l'étage inférieur du

diagramme 7" du paragraphe 2.

On voit, sur ce diagramme, que S,(A) peut étre défini au moyen de trois
opérations successives :

1° On prend l'image réciproque A’ de A dans € (n: g, o) par I'applica-
tion 774,05

2° On prend l'image directe 4" de A’ dans 2 (n, ¢, 0) &~ 2 (g, o) par
Iapplication ri.%5%;

3° On prend P'image directe de A" dans 2 (n, ¢) a2 € (g¢) par I'applica-

tion 77, (ou, ce qui revient au méme, par 'application rj ,).

Nous allons montrer qu'a chacun de ces pas, I'adhérence du transformé est
le transformé de 1'adhérence.

10 (Phigo) ™ (A) = (g, ) (A)
parce que ry., , est une application continue ouverte.
20 rhS (A = rpgS(A)

parce que 77,75 est une application continue d’espaces compacts.

30 rfo(A)=rfo(4")
parce que r7 , est continue ouverte, et qu’il s’agit de parties saturées.

CoroLiAIRE 1. — Si A est réduit a un seul élément, on « 'énoncé : toute
forme, appartenant d la fermeture de l'ensemble des formes sections d’une
forme donnée p, est forme section d’une forme adhérente a la forme A.
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COROLLAIRE 2. — Si A=A, est une partie composée d'une forme
stable p, on a U'énoncé : toute forme, appartenant a la fermeture de l'en-
semble des formes sections de p, est forme section de p.

Construction d’une forme générique dans % (n) (n > r1). — Voici comment
nous allons procéder.

On sait (§ 2, théoréme 2) que Z(n:0) est un espace compact métrisable;
supposons-le muni d’une distance d, compatible avec sa topologie, et choisi-
sons, une fois pour toutes, dans Z(n: o) une suite { p}} de formes qui soit
partout dense. Choisissons de plus une suite {¢;} de nombres positifs qui
tendent vers zéro quand ¢ tend vers l'infini.

Supposons qu’il existe un corps convexe W e E(n), et une suite { w;} de
points de W, telle que

d(n(W, wi), pi) <&

11 est clair que la forme (W) est générique : en effet, son image réciproque
dans 2 (n: o) est partout dense.

Nous construisons une suite croissante de corps Wy, tendant vers une
limite W eE(n), et une suite de points { w;}, w,€ W, (ce qui implique
w, € W, pour j 1) de sorte que, pour tout j i :

d(ﬂ< IVC:‘? W/')a P?) <.
Puisque W est limite des W, quand ¢ tend vers l'infini, ou aura pour tout j :
d(n(W, w;), p})=¢;

et w( W) sera forme générique.
Pour construire les W, nous avons besoin du
Lemme 1. — Pour tout , on peut trouver :
a. (Wyv)eE@m:o); n(W;, vi)=p/;
b. fu, fi deux facettes distinctes de W, réduite chacune a un point;
c. Hy, H;, deux demi-espaces fermés, de frontiére A;q, /s, et tels que W
rencontre I?“ et f[,-g;
de sorte que :
1° fu€H,;, Ju& Hy;
meIIil, ,f;‘sz[{zz
2° Soit S;, le saturé de W, au-dela de H;, (resp. Sp, au-dela de H},) .

Pour tout Q;€ E(n) tel que
WinHunH;c QiC Si1U Si

on a

d(m(Qs 1), pi) < 5
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Démontrons le lemme.

Nous avons vu (chap. 3, § 6, prop. &) qu'on peut trouver deux facettes
distinctes réduites & un point f;, fi.
Nous avons va (chap. 3, § 6, prop. 2) qu’on peut trouver H;, (resp. H;) tel
que Sy (vesp. Si) et Wiyn H;, (resp. W,;n H,,) solent arbitrairement voisins
de W,

De la continuité de m,.,, il résulte donc qu’on peut trouver H,, et H;, satis-
faisant aux conditions du lemme.

Maintenant, nous posons

We,= WinH»; W= 9,; kyam= Nys.
Nous allons définir par concurrence la suite des
we,y Wiy ki

We,,, est obtenu en accolant W, a Wy, suivant les facettes W¢,Nky et
W0y (cf. chap. 3, § 6, prop. 3).
We,., est 'enveloppe convexe de Wy, et de

IV;’+1:gi+1 Wi+‘17 ou §€ GS(N,, R)

Nous poserons

Wit = &i+1Viv1; kiv1yo = i+ hiisy o
On aura pour tout j X7 :
W:nH,nH,; g ( W‘ci) cSuuUSe.

Du lemme, il résulte aussitdt que les W, construits satisfont aux conditions
imposées. Nous avons construit une forme générique.

Les propositions qui suivent mettent en évidence ce qu’on peut appeler le
caractére local de la notion de forme adhérente.

ProrosiTioN 7. — Soient W un corps convexe : WeE(n); f un point
frontiére de W, Z( f) la réunion de toutes les facettes de la frontiére de W
dont la fermeture contient f [ Z( f) n’est autre que I'ensemble des points m
de W tels que (f, m)n W =0, ou (f, m) désigne le segment formé d’extré.
mités [ et m] et O un voisinage compact de Z(f) tel que On W soit convexe-

Alors, pour tout entourage ¢ de la structure uniforme du compact Z(n : o),
on peut trouver un voisinage O, de f, tel que, pour tout we O, N PV, (W, w)
et 1(Wn O, w) solent voisins d’ordre ¢.

Nous allons démontrer cette proposition par I’absurde.

Soient O, une base dénombrable de voisinage de f : supposons que dans
tout O,n W, on puisse trouver un point w, tel que T (W, w,) et 7(ON W, w,)
ne soient pas voisins d’ordre .
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De la suite des w,, extrayons une sous-suite infinie, que nous désignerons
encore par { w,}, telle que dans 2 (7 : o) la suite des w( W, w,) soit conver-
gente [cela est possible, puisque Z(n:0) est compact, cf. § 2, théoréme 2].
Désignons par p’ la limite de la suite des w( W, w,), et soit (W', w') un
couple tel que (W', w') =p'.

Soit {g,} une suite d’automorphismes projectifs de S(n), telle que
(&n W, gnwn) converge vers (W', w') dans E(n:o) (une telle suite existe,
parce que T,., est une application ouverte, cf. § 2 théoréme 1). Extrayons
de la suite {g,] une sous-suite, que nous désignerons encore par {g,}, qui
converge dans M S(n, R) vers un endomorphisme projectif d de S(n). 1l
est clair que d n’est pas un automorphisme (d& G S(n, R)) : sinon, w' serait
un point frontiére de W', image de f par d. Il résulte du lemme du para-
graphe 2, théoréme 2, que le noyau /V (non vide) de d est une variété d’appui
de W. Il résulte du paragraphe 1, théoréme 1, 2°, que f€/V: en effet, soit K
un voisinage compact de w': pour tout voisinage « de /V, on peut trouver n,
tel que, pour n> no%, w,€g7'(K)Cu : il en résulte que feu.

Puisque f€ /N, on a Nn W< Z(f); O est donc un voisinage de NV n W,
et, d’aprés la proposition 1 du paragraphel, g, W et g,.(On W) ont méme
limite #7.1l en résulte que (W, w,) et 7 (W n O, w,) ont méme limite p/,
quand n tend vers l'infini : or cela est contraire a I’hypothése, d’ou la
démonstration.

ProrosiTioN 8. — Soit p' une forme adhérente & p =n(W) (W eE(n)),

P'El{p] (p'#p)-

Alors, il existe au moins une facette F’ de la frontiére de W, telle que, pour

tout corps convexe O, voisinage de F, on ait
P EIT(WNnO)|.

Nous allons construire une facette F' possédant la propriété demandée.
Soit W' un corps convexe tel que w( W') = p'. Parce que 7 est une applica-
tion ouverte (§ 2, théoréme 1), on peut trouver une suite { g, } d’automor-
phismes projectifs de S(n) telle que la suite {g, W | converge vers W’.
Extrayons de {g,} une sous-suite, qui converge dans M S(n, R) vers d : on
a dé¢ G S(n, R), parce que p'= p. Soit /V le noyau de d : d’aprés le lemme
du paragraphe 2, théoréme 2, ¥ N W est la fermeture d’une facette /' de W :
d’aprés la proposition 1 du paragraphe 1, F' posséde la propriété demandée.

Prorosition 2. — Soit W un corps convexe : W e E(n); F une facette
conique de W (cf. chap. 3, § &, déf. 5), de support N; B une base (cf.
chap. 3, § &, déf. 6) du contingent de W en F, située dans une variété
linéaire I, telle que INW = @. Alors, la forme somme TE(F') -+ m(B) est
adhérente a w(W).
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Nous allons construire une suite { g, } d’automorphismes projectifs de S(n)
telle que, quand n tend vers l'infini, g, W tende vers I'enveloppe convexe W’
de F et de B : la proposition en résultera

Soit g, ’homothétie de centre /V, de but 7, et de rapportn (cf. § 1, déf. 2) :
il est clair que g, W est inclus dans W' : en effet, tout segment s, issu d’un
point f de F, et contenu dans W, appartient & une demi-droite du contin-
gent de W en f:'intersection de cette demi-droite avec I/’ est un segment s,
et sCs', puisque Wnl=49.

Soient b un point de 'intérieur de B pour la topologiede / et fun pointde F';
le segment ouvert )b, f( rencontre W par hypothése : soit me )b, f(nW.
Quant m tend vers l'infini, g,m tend vers b. Il en résulte que W' appartient
a la fermeture de la réunion des g, W. La suite croissante des g, W a donc
pour limite W,

DermviTion 4. — Cette définition fait usage des notations de 'exemple 2 du
paragraphe 1 (remarque 2).

On dit qu'un corps convexe W admet Q pour ellipsoide osculuteur au
point Me W, s'il existe NeQ, N£ M, tel que : étant donnés deux
nombres k et A’ vérifiant les inégalités strictes

O<k<<i <k,
on puisse trouver un voisinage O (k, k') de M, tel que
Ok, M, NynO(k, K'Y cWnO(k, K)cQK, M, Nyn O(k, k).

RemarQue. — Il est facile de voir que, si la condition précédente est rem-
plie pour un point /V, elle est aussi remplie pour tout autre choix du point /V.

ExenpLe 1. — Nous allons donner une condition suffisante pour qu’un
corps convexe W e E(2) admette Q pour ellipse osculatrice au point M.

La question étant de nature locale, on peut se placer dans I’hémisphére
ouvert de frontiére Hy, contenant M. Faisons choix dans cet hémisphére de
coordonnées affines x, y, telles que les éléments de la figure aient pour
équations

M:x=y=o;
Hy : y=o;
Q:  yx>a¥

Q(k, M, N) : ky > a2,

Supposons que la frontiére de W s’identifie au voisinage de M avec la courbe
d’équation

y=f(=).
Alors, si f est dérivable, f'(0) = o : f"(0) est défini et égal dé, W admet Q

pour ellipsoide osculateur en M.
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J(z)

2

En effet, quand z tend vers o, tend vers 1.

Soit 0 << k <1< k' (inégalités strictes). Pour z appartenant & un voisinage
convenable de O, on aura

k< L2 o
=

et dans un voisinage convenable de M, la frontiére de I sera comprise entre

celles de Q(k, M, N) et K(K', M, V).

Prorosition 10. — Soit W un corps convexe possédant un point de sa
Sfrontiére un ellipsoide osculateur : la forme ellipsoide est adhérente a m (W).

a. Nous allons démontrer le lemme ci-dessous, dont la proposition est
un corollaire.

LemMe 2. — Soit W un corps convexe dont la frontiére contient M, et qui
admet Q pour ellipsoide osculateur en M. Soit g(¢) la dilatation le long de Q,
de source M, de but /¥, de rapport ¢ (cf. § 1 exemple 2) (¢ > o0.) Alors g(¢) W
tend vers Q, quand ¢ tend vers I'infini.

b. Pour démontrer le lemme, il nous suffit de démontrer que, de I'en-
semble des g(f) W, on ne peut pas extraire de suite { g(¢) W'} qui converge
dans l'espace (compact) des parties compactes de S(n), vers un convexe
autre que Q. Nous démontrons le résultat équivalent suivant :

De toute suite { g(t;) W |, on peut extraire une sous-suite qui converge
vers Q.

¢. La démonstration de ce résultat fait usage du

LemMe 3. — Soit O un voisinage de M ; on peut trouver un voisinage Op
de Hy tel que
OunW=0nWwW.

En effet, soit O la fermeture du complémentaire de O; soit O un voisinage
de O'n Hy, tel que O'n W = O (un tel voisinage existe, puisque Wet O'n H)y,
sont deux compacts d’intersection vide) : O’y U O est un Oy convenable.

d. Le résultat ci-dessous est une conséquence triviale du lemme 3 et de
la définition de I'osculation.

Soit &, k' deux nombres vérifiant les inégalités strictes
o<<hk<<i<k.

On peut trouver un voisinage O(k, k') de H)y tel que

Ok, YN Q(k, M, Nyc O(k, ¥Yn W O(k, KYn Q(K, M, N).

BULL. SOC. MATH. — T, 88, FAsc. 3. 23
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e. Extrayons de la suite { g(¢;) W'} une sous-suite convergente, que nous
désignerons encore par {g(#;) W}. Nous allons montrer que, quels que
soient k et &’ satisfaisant aux inégalités strictes

o<<hk<<i<<K,

la limite W' de { g(¢;) W | satisfait aux inclusions
Qk, M, N)yc W' cQ(K, M, N);

le lemme 2 et la proposition en résulteront immédiatement.
En effet, la limite dans M S(n, R) de { g(¢;)}| est un endomorphisme, qui
a pour noyau Hy (cf. § 1, exemple 2). Il résulte de la proposition 1 du para-
graphe 1 que la suite { g(¢;).O(k, K')n W | a pour limite WW’'. Mais la limite
de la suite des {g(¢).0(k, K')n W | doit étre incluse dans Q(X'), et Q(k)
est inclus dans cette limite. La démonstration est ainsi achevée.
Les résultats démontrés ci-dessus permettent de faire une étude assez
compléte de 2 (2).
ProrosiTiox 11. — 2 (2) ne contient que deux formes minimales; ce sont
la forme triangle, et la forme ellipse : ces deux formes sont stables.
Cette proposition résulte immédiatement des deux faits suivants :
a. La forme triangle et la forme ellipse sont des formes stables;
b. Toute forme admet pour forme adhérente I'une au moins des deux
formes triangle ou ellipse.
Démontrons a et b.

a. L'intérieur d'un ellipse (resp. d’un triangle) est un ouvert de S(n)
homogéne au sens du chapitre 1, paragraphe 1, définition 15, donc balayable
(tbid.). Il résulte donc de la proposition 3 que la forme triangle (resp. ellipse)
est stable.

On peut aussi remarquer que la forme triangle ¢ peut s’écrire

t=p+p+p,
ou p est la forme point unique, forme stable, de € (0). Que ¢ soit stable résulte

alors la proposition 5.

b. D’aprés les propositions 9 et 10, il suffit de démontrer que tout
convexe K, de dimension 2, posséde l'une au moins des trois propriétés
suivantes :

1° La frontiére de K a un point angulaire;
2° La frontiére de K contient un segment de droite;

30 1l existe un point frontitre de K en lequel K admet un ellipse
osculatrice.
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En effet, dans les cas 1° et 20, K posséde une facette conique :
dans 1°, la facette est un point, la base un segment;
dans 2, la facette est un segment, la base un point

et il est clair que la proposition 10 s’applique dans 3°.
Nous aurons donc démontré la proposition 11 en démontrant le

LemMe. k. — Soit y = f(«) une fonction convexe définie sur un inter-
valle (@, b) de la droite réelle.
f(x) posséde 'une au moins des trois propriétés suivantes :
1° Il existe une valeur c€)a, b(, pour laquelle la dérivée a gauche
de f(x) est strictement inférieure & la dérivée a droite;

2° La fonction f(x) est linéaire sur I'intervalle ) a, & (;

3¢ Il existe une valeur c€)a, b(, pour laquelle la dérivée seconde
de f(x) est définie et strictement positive.

Supposons que f(x) ne posséde pas la propriété 1° : alors f/(x) est une
fonction continue croissante définie sur l'intervalle Y, & (; f'(«) admet une
dérivée presque partout, et est la primitive de cette dérivée. Si donc f'(x)
n’est pas constante (2°), il existe des points ou f”(x) est définie et stricte-
ment positive, et f(x) posséde la propriété 3e.

Exercice. — Soit P un polygone Pe€ E(2).
Alors
im(P)f=1n(P)jult}

ou ¢ est la forme triangle.
Solution : On applique les propositions 8 et 9.

Prorosition 12. — Soit W un corps convexe dont la forme (W) est
stable. Alors W posséde une section plane triangulaire ou elliptique.

La proposition résulte immédiatement des propositions 11 et 2, et du
corollaire 2 de la proposition 6.

En effet,

S:({p})=38:({p}) (prop.6).

Donc, S;({p}) contient au moins un forme minimale (prop. 2) qui ne
peut étre que la forme triangle, ou la forme ellipse (prop. 11).

On peut énoncer d’autres corollaires de la proposition 6, et des proposi-
tions sur le caractére local de la notion de forme adhérente : ‘

ProrositioN 13. — Soit W un corps convexe : We E(n); n(W) stable.
Soit L une sous-variété linéaire de S(n) de dimension r, telle que LN W



328 j.-P. BENZECRI. [CHAPITRE V

soit un corps convexe de L, possédant en un point de sa frontiére un ellip-
soide osculateur.

Alors il existe une section de W par une variété de dimension r, qui est
un ellipsoide.

ProrositioN 1%4. — Soit W un corps convexe : WeE(n) : m(W) stable.
Soit L une sous-variété linéaire, de dimension r, de S(n), telle que LN W
posséde une facette angulaire /7. Soit B une base de la facette /' dans une
sous-variété de L.

Alors il existe une section A de W par une sous-variété de dimension r,
telle que

n(A) =n(F) + n(B).

ExeMpLE 2. — Pour tout entier n > 2, nous allons construire, dans
2((n+ 2) (n+1)/2), un exemple de forme simple homogéne : pour n = 2,
la forme ellipse de 2 (2); pour 7 > 2, on obtient des formes distinctes de la
forme ellipsoide.

a. Construction. — L’espace R (ou p = n(n —+1)/2), peut étre mis en
isomorphisme avec 'espace des formes quadratiques sur R" :
a
a=(a, ..., ap,)€RP,

on associe la forme quadratique a(x) ainsi définie :
pour :
= (Lay vvoey Xy o vny Xy) ER,

a(x) = 2 Qj(j—1)/)+i i Z -
1LiLj<n

Soit P 'ensemble des «, tels que () soit une forme quadratique semi-
définie positive, c’est-a-dire tels que a(x) soit positif ou nul quel que
soit € R* : nous allons montrer que l'image P§ de P%—{ O} dans
S(p—1)=R"—{O}/R+ est un corps, et que sa forme est simple et
homogéne.

b. P} est un corps convexe. — 1l est clair que P’ est fermé, donc aussi Pj.

L’intérieur de P’ est non vide, car il n’est autre que l’ensemble des «,

tels que a(z) soit strictement positif pour tout 2 o (formes quadratiques
définies positives).

Le noyau P’ est réduit a { O}; pour l'établir, nous montrerons que,
si aeP%(az0), on ne peut avoir (—a)e€Py. En effet, si a£o, il
existe z € R" tel que a(x) %0, et 'on ne peut avoir a la fois a(x) > o
et (—a(x))>o.

P§ qui est fermé d’intérieur non vide, de noyau vide, est donc un corps.
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c. n(P%) est homogéne. — Nous allons construire une représentetion 7’
de G L(n, R) dans G L(p, R), qui laisse P’ invariant, et opére transilive-
ment sur son intérieur.

Soit g€ G L (n, R) : T est défini par la formule :

Tga(x)=ua(gx).

On sait que 7" G L(n, R) opére transitivement sur I'ensemble 7% de formes
uadratiques définies positives. Que P% soit homogéne en résulte.
q q p 8

d. Les facettes de P§. — Nous allons déterminer les facettes de P7%,
d'ou, d’aprés le chapitre 3, paragraphe 1, définition &, les facettes de P}
(Py=F(P§)ul0]).

Soit @€ P’ : I'’ensemble des x € R”, tel que a(x)=o, est un sous-espace
vectoriel de R* que nous noterons L (a). Soit L un sous-espace vectoriel
de R : 'ensemble des a € P7, tels que L c L(a), s'identifie canoniquement
a I’ensemble des formes quadratiques non négatives sur I’espace quotient R*/L.

On ale

LemMe 5. — La relation a a(P%) o' (c¢f. chap. 5, § 1, déf. 2) est équiva-

lente a L(a)c L(a').

1°Si L(a)cL(d'),ona:aa(Py) da.
En effet, o' s'identifie & un point intérieur de I’ensemble convexe des formes
quadratiques non négatives sur R"/L(a); on peut donc trouver A > o, tel
que (¢ — X a') définisse une forme quadratique non négative sur R*/L (a),
et donc aussi sur R”.

2° Siaa(P%) a,ona: L(a)ycL(d).
Nous allons montrer que, si @' ()£ o0, on a aussi a(z) 32 o. En effet, il
existe A > o, tel que « — 2&’ € P% : on a donc, quel que soit z,

a(zx) —hd (x)>o.

Et si @' (z) est non nul, il faut qu’il en soit de méme de a(x).

Il résulte du lemme 5 que les facettes de P’ sont en correspondance biu-
nivoque avec les sous-espaces vectoriels de R" : a4 un sous-espace L, est
associée la facette f(L) ainsi définie :

f(Ly={a|aePy; L(a)=L}.

J(L) s’identifie canoniquement & I’ensemble des formes quadratiques définies
positives sur R*/L. La fermeture de f(L) est '’ensemble suivant :

S(L)={a|laePly; LcL(a)}.

S(L) s’identifie canoniquement avec l’ensemble des formes quadratiques
semi-définies positives sur R?/L.
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Pour L ={ 0}, f(L) est Pintérieur de Py
Pour L=R", f(L)=}10).

La formule
Tg—f(L)y=/f(gL)

résulte de la définition de f(L).

Les facettes de P§ proviennent des facettes de P’ autres que la facette { O | :
elles sont donc en correspondance biunivoque avec les sous-espaces vectoriels
de R" de dimension strictement inférieure & n. A L de dimension r, est
associée une facette F' de P, telle que

n(F) =m(P}~").

[En effet, f(L) est une facette de P, isomorphe a I’ensemble des formes
quadratiques définies positives sur I'espace R*/L, de dimension n — r].

e. w(P}§) est forme simple. — 1l revient au méme de démontrer que P
est un convexe simple (c¢f. § 2, remarque 3).

Soit Pi,=F, ... F, la décomposition de P% en somme de convexes
simples (distincts de { O }) : les F; sont des facettes de P%, et nous poserons
(¢f. d) : Fy;=f(L;) (L;# R"). Nous allons montrer qu’il y a une seule
variété L; qui est { O | : il en résultera que Prest simple. Puisque 7°G L (n, R)
est un groupe d’automorphismes de P, TG L(n, R) doit laisser invariante
la réunion des F;. Or (cf. d), on a

Tgtf(L)y=/f(gL).

Il en résulte que G L(n, R) doit laisser invariante la réunion des L; : ceci
n’est possible que s'il n'y a qu'un seul L; qui est { O} (le cas L;— { R*} est
exclu). La démonstration de e est achevée.

f- P§ n’a pas de facette conique (cf. chap. 5, § &, déf. 5). — En effet,
s'll en était autrement, d’apres la proposition 9, 7 (%) ne serait pas simple.

g. P§ posséde des sections ellipsoidales de dimension n. — Pour le
montrer, nous allons construire dans R”, une variété linéaire L, de dimen-
sion n, ne passant pas par l'origine, et coupant P’% suivant un paraboloide.
L est I'ensemble des formes quadratiques induisant sur I'hyperlan x,= o,

la forme quadratique
(i +...+2h_y).

En effet, la frontiére de L n P/ a pour équations

Wjij1y/1j =1 (1=j=n—1),
Ajij—1y/2+1= 0 (rZiZjZn—15i2)),

n—1

E (a(lz(n—i)/2)+i)2 — Qinin—1)/24+n— 0.

i=1
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ReMARQUE. — On peut démontrer 'existence sur P§ de sections ellipsoi-
dales de dimension 7, en mettant en évidence des sections de dimension 7,
possédant un ellipsoide osculateur (prop. 13). Or, en un point d’une
facette f(L) L de dimension n-1) de P%, on peut vérifier que la frontiére
de P7 [qui est une partie de la variété algébrique réelle, de codimension 1,
lieu des points a tels que a(x) est dégénérée], posséde une forme de cour-
bure dégénérée dont n-1 carrés sont positifs. D’ou g.

L’étude faite des espaces ¢ (n) laisse ouvertes de nombreuses questions;
en voici quelques-unes :

Existe-t-il des formes minimales, qui ne soient pas stables?

Existe-t-il des formes stables qui ne soient pas homogénes (resp. balayables.
resp. divisibles)?

En dimension 2, on I'a vu, la réponse est non.

Quelles sont les formes stables?

D’aprés la proposition 3, il suffit de chercher les formes simples stables.
Nous connaissons la formes point de Z (o) ; la formes ellipsoide de chaque Z (n)
(n>2); et les formes 7 (PF) étudiées ci-dessus,

La proposition 8 affirme qu’a tout p’ adhérent & p( W), on peut associer
une facette /' de W : I’énoncé appelle la recherche d’une réciproque : pour
quelles facettes ' d’un corps convexe W donné, peut-on trouver p'€ | n (W)}
et tel que, pour tout corps convexe O voisinage de F, on ait

PeEiT(Wn0)}?

La proposition 7 permet de répondre partiellement & cette question. Avec
les notations de cette proposition, on a la

ProrosiTioN 15. — Soit W un corps convexe; f un point frontiére de W,

tel que Z(f) soit la facette de f. On peut trouver p' € {n (W)} tel que, pour
tout corps convexe O, voisinage de Z(f), on ait

P eln(Wnoy).

Nous allons construire p'.

Soit { w, ] une suite de points de W convergeant vers f, et telle que 7 (W, w,)
converge dans < (n: o) vers p'° : on prend

P =rn.op"
Que p' posséde la propriété demandée résulte de la proposition 7.

Terminons sur un théoréme conséquence immédiate des résultats de ce
paragraphe et de ceux du chapitre 2, paragraphe 3.
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THEOREME. — Soit W une variété localement projective connexe. Consi-
dérons les propriétés :

a. W est projectivement balayable.

b. Il existe un hémisphére H de S(n) et un morphisme projectif ¢ de
source W et de but S(n) tel que

o(W)cH;

on note P° l'enveloppe convexe de ¢ (W) |[resp. W posséde une coque stricte
(P, H, 9, z); on note (P)=P°].

c. P° posséde en un point de sa fronticre un ellipsoide osculateur
(resp. en un point de cote différente de 1).

d. P° posséde une facette conique F (resp. une facette conique F telle
qu’aucun point de F ne soit de cote 1).

Alors, si W vérifie les propriétés a, b, c, ¢ est un homéomorphisme
de W sur P° et P° est un ellipsoide (resp. ¢ se prolonge en un homéomor-
phisme de W sur Uintérieur d'un ellipsoide).

Si W vérifie les propriétés a, b, d, ¢ est un homéomorphisme de W
sur P° (resp. ¢ se prolonge en un homéomorphisme g de W sur Uintérieur
d’'un corps convexe), et ¢ (W) [resp. §(W)] est un corps convexe enveloppe
convexe de F et d'un convexe fermé B, qui est une base du contingent de P°
en un point de F.

En effet, les hypothéses @ et & entrainent que ¢ (W) =P° et que P° est
un corps (chap. 2, § 3, prop. 2) [resp. ¢ se prolonge en une carte de ¥ sur
intérieur d’un corps convexe dont l'intersection avec # est P° (chap. 2, § 3,
théoréme) ]. Dans le cas ¢, on applique la proposition 10, et dans le cas b,
la proposition 9. On applique alors la proposition 3.

ReMARQUE. — Le théoréme s’applique aux variétés localement affines consi-
dérées comme cas particuliers de variétés localement projectives.
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