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SUR LE FIBRE NORMAL A UNE VARIETE PLONGEE
DANS L'ESPACE EUCLIDIEN;

PAR

Micuer A. KERVAIRE.

Soit M? une variété fermée, orientée, de classe C2. Un plongement f :
Mé — Ri+n de M¢ dans I’espace euclidien R?+” est une application de classe C?,
de rang maximum, injective. En associant & tout « € M? le n-plan orienté /V,
de R4+, passant par l'origine et orthogonal au plan tangent & M? en f(x),
on définit sur M¢ un fibré de fibre R™ et de groupe structural SO(n). Le
fibré en (n — 1)-sphéres associé v" est appelé fibré normal induit par le
plongement f.

Le probléme qui nous occupe est la dépendance du fibré normal en fonc-
tion du plongement f dans R4 d'une variété donnée M?. Les quelques
résultats connus sur cetle question ont été groupés dans l'introduction d’un
article & paraitre de W. S. Massey [6].

D’aprés un théoréme de H. Waitney ([10], théorem 6), deux immersions
de M? dans R* ", avec n > d —+ 2, sont réguliérement homotopes. Par suite,
le fibré normal v” est indépendant du plongement pour 7> d + 2. On étend
facilement cette affirmation au cas n = d + 1. En effet, si fy, f, : M4 — R**+!
sont des immersions, on a des applications induites f, fy 1 M?— Gy u
dans la grasmanienne des (d-+1)-plans orientés, passant par 'origine, de R*¢+',
Ces applications deviennent homotopes par composition avec

i: G?d+1,l/+l - G2f1+2,f/+2

et ’bomotopie peut étre compressée dans Gy a4y car les groupes d’homo-
topie relatifs 7x( Gagys, a0y Gadrr,ivr) sont nuls pour A Zd.

D’autre part, pour n <2, v" est trivial, donc également indépendant du
plongement. On peut donc supposer 3 <n<d. Dans ces conditions le
complémentaire de f(/M?) dans R*+" est simplement connexe.



398 M. A. KERVAIRE.

11 faut remarquer qu’on ne connait aucun exemple de plongements d’une
variété dans un espace euclidien induisant des fibrés normaux non équiva-
lents.

On va étudier le fibré normal d’une m-variété M4 plongée dans R*.

Derinimion (J. H. C. Wiitenean), — On dira que M? est une 7-variélé, si
le fibré normal induit par un plongement f: M? — R " avec n> d +1 est
trivial.

Onale

Tutorine., — Tout plongement dans R* d'une m-variété M de dimen-
sion d induit sur M? un fibré normal trivial.

En effet, soit f: M?— R** un plongement arbitraire et v¢ le fibré normal
induit. Si I'on regarde /?*? comme sous espace linéaire de R*¢+!, le plonge-
ment obtenu F' : M — R*¢+! induit sur M¢ un fibré normal v¢+! trivial. Les
composantes de la normale a R*¢ dans R*¢*! relativement & un champ de
(d + 1)-repéres orthogonal a M dans R?*?+' fournissent une application /V :
Md — S et v est trivial, si et seulement si 'on peut relever /Ven une appli-
cation V : M?— SO(d +1).

[Relévement dans la fibration SO(d +1)/SO (d) = .S¢.] La seule obstruction o
a ce relevement est dans 4 (M4 7, (SO(d))) qu’on identifie avec wy—, (SO (d)),
et 'image de o par ’homomorphisme i, : 74, (SO(d)) = 74— (SO (d + 1))
induit par I'inclusion ¢ de SO(d) dans SO(d + 1) est nulle.

11 existe donc B €m,(S%), tel que &« =09[, ou 9 : 74 (S%) - 7y, (SO(d))
est ’homomorphisme bord de la suite exacte d’homotopie de SO (d—+1)/SO(d).

D’aprés Vinterprétation de ’homomorphisme

J 7w (SO(d)) = Tau—y (S7)

de Hopf-Whitehead donnée dans [4], § 1.8, on a Ja—=o0. G. W. WHITEBEAD
a démontré que I'homomorphisme P : 74 (S")—> myppn—y(S") défini par
Py =y, i,] satisfait P =J9 (¢f. [9]). On a donc Pf3=o.

11 suit des résultats connus sur Pinvariant de Hopf (y compris le résultat
de J. F. Apans [1]), que les sous-groupes Kerd et KerP de m,(S%) sont
égaux. Il s’ensuit ot = 0. Autrement dit, le fibré v¢ est trivial.

D’aprés M. Hirscn, deux plongements dans R*? d’une variété M¢ induisent
des fibrés normaux équivalents.

Pour étendre le théoréme ci-dessus concernant les w-variétés au cas des
plongements d’une 7-variété M dans R+ avec n << d, il se présente essen-
tiellement deux difficultés :

(1) On a des obstructions dans H*(M¢; 7, (SO(n))), puis si celle-ci est
nulle, dans "+ (M?¢; 7,(SO(n))), etc., dont on ne sait pas si elles prennent
leurs valeurs dans le noyau de J.
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Si I'on se restreint & des plongements dans R4*+* de m-variétés acycliques
jusqu’en dimension (d — n), ce qui supprime la difficulté (1), il reste :

(2) On ne sait pas pour quelles dimensions n << d, on a

Kerd = Ker P dans m,(.S").

Pourd =75, n=4, ona
71'7(8%) AN

et
T (SO(4)) > Z12+ Zys, (SO (5)) =o.
Donc
0: m(S")—>7m(SO(4)) estsurjectif.
Or,
J: 7w (SO(4)) - mo(S*) ne peut pas étre injectif
car

Tio(SY) 2 Zy -+ Zss.

Donc, pour ces dimensions Ker ¢ 2 Ker P. Il semble raisonnable d’exprimer
la conjecture : pour d << 2n — 1, les noyaux de

d: my(S") 141 (SO(n))
P : 7, (S") - Tyin—1(S*) seraient égaux.

(On a évidemment toujours Kerdc KerP.) Les calculs de H. Topa [8],
révisés (comme me I'a fait remarquer W. S. Massev) par T. Yamanosmra [11],
montrent que cette conjecture est vraie en petites dimensions.

W. S. Massky a eu l'idée de s’'intéresser au type d’homotopie fibré du fibré
normal induit par un plongement.

D’aprés R. Toox [ 7], deux fibrés p, : Iy - X et p, : £y — X ontle méme
type d’homothopie fibré, s’il existe des équivalences d’homotopie f: £} — £,
g Iy — E, préservant les fibres, telles que fog et go f soient homotopes
aux identités par des homotopies Ay, h, satisfaisant p; &;(z;, t) = p;(5;) pour
tout ¢ (i =1, 2).

Sip: E— X aletype d’homothopie fibré du produit

Ty < XX [m(y, ) =z},

on a une application
mop: L—VF,

oun : ¥V x X — ¥ est donnée parm, (y, ) — y dont la restriction a chaque
fibre est une homotopie éqnivalence.

Inversement, 'existence d’une application f : £— ¥, dont la restriction
aux fibres est une équivalence d’homotopie implique la trivialité du type
d’homotopie fibré de p : E— X (¢f. A. Dowp [2]).
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Lemve. — Si un /lbrep E— X, de fibre ¥, a le type d/zomotopze
Jibré du produit m, : ¥ < X — X, il admet une section.

En effet, il existe alors une application g : ¥ < X — E qui préserve les
fibres, c’est-a-dire telle que pf(y, ) = 2. On obtient une sections: ¥ — E,
en posant s(x) =g (Yo, x).

TukorémE bE W. S. Massey. — Tout plongement f: Mé— R+ d'une sphére
d’homologie M¢ dans un espace euclidien induit sur M* un [fibré normal
dont le type d’homotopie fibré est trivial.

ReMARQUE. — On sait, d’aprés [4], theorem 8.2, que, pour M?—S<
et d<<2n— 1, le fibré normal induit est trivial (le théoréme de W. S. Massky
est valable sans restrictions de dimensions).

D’aprés le lemme ci-dessus, on a le

COROLLAIRE. — Le fibré normal en (n — 1)-sphéres induit sur S* par un
plongement f : S¢— R*" admet toujours une section.

D’aprés [5], théoréme 6.1, on a le

CoROLLAIRE. — Tout plongement f : S¢— R¥" peut étre compressé en
une immersion g : S%— Ri+n—1,

(C’est-d-dire : il existe une immersion g : S?— R¥—! telle que fog
avec { : R4 R4+n évident, soit réguliérement homotope a f.)

DEMONSTRATION DU THEOREME DE W. S. Massey. — Soient 7" un voisinage
tubulaire de f(S?) dans R%" et A la fermeture du complément de 7" dans
le compactifié §¢+» de R*". L'intersection A N T = I est fibrée en (n —1)-
sphéres sur S Cette fibration est isomorphe au fibré en sphéres v~.
Pour n>.3, 4 est simplement connexe et l'injection j : S*~'— A4 d’une
fibre de £ induit un isomorphisme des groupes d’homologie (dualité
d’Alexander). D’aprés J. H. G. WHITEHEAD, ; est une équivalence d’homo-
topie (A est triangulable). Soient & une inverse d’homotopie de j, et 4,
E — S—1 sa restriction 4 £—= AN T. La restriction de k, aux fibres de £
est une équivalence d’homotopie.

ProBLEME. — Soit F : M?— R+ un plongement d’une variété fermée
arbitraire dans R4+". Supposons que le fibré normal induit v soit presque
trivial, (il existe un champ de n-repéres normaux sur M — z,), v* a-t-il alors
toujours un type d’homotopie fibré trivial?

Pour d < 2n — 4, la réponse est affirmative. L’'obstruction pour I'exten-
sion sur M? du champ de n-repéres normaux (existant sur M — z,) est dans le
noyau de ’homomorphisme de Hopf~-Whitehead J : 7y (SO(n)) = .1 n—1(:S™).
Pour d Z2n — 4, d’aprés 1. James [3], corollary (2.2), cette obstruction se
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trouve dans le noyau de j, : 74— (SO(n)) - 4 (Gr—), induit par I'inclu-
sion j : SO(n)— G,_y, ou G,_, est I'espace des applications S~ — S2—1 de
dégré 1, muni de la topologie de la convergence compacte. Comme v7,
presque trivial, est induit d’un fibré SO(n) sur S¢, et comme P'opération de
prendre un fibré induit préserve la trivialité du type d’homotopie fibré, on
peut appliquer le Satz & de A. DoLp [2] pour conclure que v est de type
d’homotopie fibré trivial.
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