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LES ALGEBRES PARTIELLEMENT ORDONNEES
ET LEURS EXTENSIONS (suite) (*).

PAr M. V. S. KRISHNAN.

UNE THEORIE GENERALE DES IDEAUX.

Introduction. — Dans ce Mémoire nous considérons une théorie générale
des idéaux ‘valable dans les « ringoids » commutatifs et associatifs définis
par M. G. Birkoff [1], algébres plus générales que les anneaux commutatifs.
Observant que les idéaux forment une sous-famille des modules, qui forment
eux-mémes une algébre complétement additive avec une base additive formée
par les modules principaux, nous développons une théorie des (éléments) idéaux
d’une algébre complétement additive, avec une base additive finitaire et
réguliere. Les idéaux forment une telle algébre (th. 1). Les notions usuelles
dans la théorie des idéaux d’un anneau commutatif (considérées, par exemple,
par M. W. Krull [3]) sont étendues aux idéaux définis ici: en particulier,
celles d’idéaux premiers, primaires ou semi-premiers, de radical, de m-ensemble
(ensembles multiplicativement fermés) de composants (ay) d'un idéal (a)
définis par les m-ensembles (M), etc. (§3 et 4). Quand le m-ensemble M =1I,
est formé par les éléments premiers a un idéal premier p, le composant (a,)
qu’il définit est appellé composant isolé défini par p.

Nous montrons qu’il existe toujours des idéaux premiers contenant un idéal
donné a, et en dehors d’un m-ensemble M qui ne contient pas @, et, parmi
ceux-ci, des idéaux premiers maximaux et minimaux (th. 4 et son corollaire).
Les idéaux premiers minimaux contenant a sont appelés les h-idéauz premiers
de a ('), et les composants isolés définis par ces h-idéaux premiers sont les
composants primaires isolés de a; cesont, en effet, des idéaux primaires
ayant pour radical 'idéal premier qui définit le composant (th. 7). Les idéaux
premiers maximaux contenant a et n’appartenant pas au m-ensemble II, des
¢léments premiers a a, sont appelés n-idéaux premiers dea ('); les composants
isolés qu’ils définissent sont les composants principauz de a.

Nous voyons alors que chaque idéal a est 'intersection de ses composants

(") Ceci contient les 2¢ et 3¢ parties d’une thése prisentée pour le Doctorat és Sciences mathé-
matiques, sous le titre : Contribution a l'étude des algébres particllement ordonnées et de
quelques structures abstraites.

(') Ils correspondent aux « hochste Primideale von A » et « niederste Primideale von A »
de M. W. Krurt [3].
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principaux (th. 6). Mais U'interscction des composants primaires isolés de a est,
en général, un idéal @ contenant a, appelé le noyau de a. Quand la base
additive de¢ U'algébre donnée contient un élément-unité, un idéal a est égal a
son noyau dés que les /-idéaux premiers de a sont des idéaux maximaux.
En pacticulier, quand la base contient non seulement un élément unité, mais
aussi o, si I'idéal o a les idéaux maximaux seulement pour les A-idéaux premiers,
alors chaque idéal @ est égal a son noyau (th. 8). On a aussi une caractérisation
d’un idéal primaire comme idéal possédant un idéal premier comme seul h-idéal
prewmier et seul n-idéal premier (Corollaire du th. 5).

Cette théorie étend aux « ringoids » commutatifs et associatifs tous les
résullats principaux de la théorie des i1déaux d’un anneau commutatif sans
conditions de chaines dues & M. W. Krull [3]. Dans le cas particulier d’un
treillis distributif, nous retrouvons les résultats de M. H. Stone [4] qui nous
conduisent a la représentation d’un treillis distributif comme « anneau
d’ensembles » (§8).

2. La M-algébre et ses idéaux. — Supposons que L est une M-algébre, c’est-a-
dire commutative (Z , .)—algébre avec une base additive finitaire A (2), qui

est de plus réguliere : la condition de régularité est
(R) 8<a-+*bdans L, ou deA et a,b,eL)»8<8 +*3. dans L,

pour d,, d, de Atels que ¢, <X a, 3, < b.
Alors L posséde un plus grand ¢lément u (u =2. 5,‘) .
8; e
Un élément @ de L vérifiant a.u (= u.a) < a, est appelé un élément-idéul
de L ou lout simplement un idéal de L. On peut évidemment caractériser
aussi l'idéal « par la condition : a.d<a pour chaque d€A (ou, encore,
par a.b < a pour chaque b €L).

Tutonime 1. — Les idéauzx d’une M-algébre L forment une sous-algébre L
pour (Z, 11, ) et aussi une M-algébre par rapport au méme ordre < et a

méme multiplication (.); la correspondance l(€L)—1l=f(l)= le plus
petit idéal contenant 1, est une opération de fermeture et un homomorphisme

de L sur L pour (2., ) et L possede la base A = f(4A).

(*) Voir, partie I, paragraphe 6.4, Bull. Soc. Math., t. 18, 1950 p. 251. A est un sous-ensemble
multiplicativement fermée de L; chaque élément de L est une somme distributive d’éléments

* .
de A; et une somme Z 3, d’éléments 3,€A est - un élément & de A seulement si ¢ < une
i

*
somme finie Z 3,(r) des (3;) dans L.
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Démonstration. — Supposons que (I;) soit une famille d’idéaux de L. Alors
<221>.u = <2.7;>.u =}:(_I,.u)-<<21,->;
i { 1] i

<l<l Z,> .u~{ chaque li.u < chaque 1;
i

() =(11)

(7,«li>.u = 71(17u)-<2¢7,

d’ou
et

L est bien une sous-algébre de L pour (2 I], .), et par conséquent aussi

une (2., . >—a]gébre avec méme ordre et méme multiplication que L; et cette
algébre est commutative comme L.

Pour chaque élément [ de L définissons

SO =l+ul; fHu=U+ul)u=lu+luu=I1l(u+uu)=Lu<f(),

d'ot f(1) est un élgment de L; nous écrivons f(I) =1I. Evidemment [ <7; et
si l<meL, alors I=l4u.l<m+u.m=m (car u.m -(E), d’ou [ est le
plus pétit.idéal contenant l. De cette caractérisation, il est clair que la corres-
pondanée I f(1) =1 est une opération de fermeture.

Soit maintenant (/;) une famille des éléments de L; alors

f<2'1,> =2'1,+ <2'1,>.u =2'1,+'2'(zz.u)
i i i i i
=2'(1,+-1,.u)=2'f(1,) dans L,
i i

et dans L, qui conlientf<2'1i> etles {f(L)}; et

Sy =05+ () =L dj+ 4.l (u+u.u)
=4+ lw).(Li+ l.u) = f(L).f(1;) dans L et dans L,
qui contient f(4:.1;), (&) et f(!;); donc f est un homomorphisme de L sur L
pour (Z , )

Enfin, supposons que A=f(A)=1{f(d)};ea- A est une sous-algébre de L
pour (.))>A est une sous-algébre de L pour (.). 1=2'61, o d; €A,
i

pour leLyl=7(1)=N"f(3) =3, ot d;€ &, pour [eL; Donc & est
i i
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une sous-algébre de L pour (.) et une base additive. A étant une base finitaire
pour L,

5-{2 3, ou &, §;€A entraine que 5 = f(3), 5= f(8:), ou 3 8 €A,
i

et

8-{5-{2.(6i+u.81)_2‘ {s,+(28 > 6:},
[} el
d’ou
3= 2 i)+ 2' 8 Bus);

r=l...,n s=n+1,..., m

* -
u.B-{u.<2 83(;-)) +u<2 5/(,,.8((,))
r s

=2 (u~51m)+'2 (u.8j(5).845))
r s

il en résulte que

et

* *
3 * * N\
=208+ u.8-<2 (Bi(r) -+ u.Bil,-,) -+ Z (5,‘(,).51(,) -+ u.si(J,.Si(,))
r s
—* *
~<2‘ 3y + u~3ur))+'2 (w.8igs))
r s

* *
< 2 B+ udy(r) = Z Si(r).
r=i,...,m r=t,..,m

La base A de L est aussi finitaire. Enfin, 8 <a +* b dans L, pour'd = f(8) e
et @, b de L, entraine que 8 <a—+"b, d’ou 6-{6,—5— 3, dans L, ou 4y, d,€A
et 8; <a et 3y <b. Il en résulte que

38, +*8y, 8, 62,€A et 8, <a, 0a=<b.

A est donc une base réguliére de L.
Donc A est bien une base additive finitaire et réguliére de L, et L est
une M-algébre.

Observons que, le complément relatif (.ou résiduel ) g d’un élément b de L
par rapport a un idéal a [déﬁni par x.b-{a:z-{(%), pour tous zeL]
existe toujours : car @.b < a assure qu’il existe des éléments z vérifiant .6 < a;
et leur somme Z.z, vérifiant aussi (2'x>.b=2'(x.b) < a, satisfait la
définition de I'élément ;-

b
Quand a est un idéal et b, ¢, b; des éléments arbitraires de L, on peut vénf'er

facilement que )
== (3)= () (Zﬁfu(%)-

c b
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3. Eléments premiers, primaires et semi-premiers. Radical d’'un élément. —
Définition. — Un élément p de la M-algébre L avec base A est appelé¢ un :
1° Elément premier, si
(3, €A, 3 p, ¥<Lp)P3.¥Lp (*);
2° Elément primaire, si
(8, 8 €A, 8.3'<p, 8 p)D» (&)< p pour un entier naturel n;
3° Elément semi-premier, si
(8€A, 37 p pour un entier naturel n)3» §<p.

Evidemment, les éléments premiers sont ceux qui sont a la fois primaires
et semi-premiers.

Définition. — Le radical a, d’un élément a de L est la somme des éléments
de A pour lesquels une puissance intégrale est contenue dans a; c’est-a-dire,

.
a,-=2 o; (:2 6,), ou §% < @, pour un entier n;.
i i

Tutorime 2. — 1° Un élément idéal ]_) de L est un élément premier,
primaire ou semi-premier dans L si, et seulement si, il est un tel élément

dans L (avec la base A); nous appelons alorsp un idéal premier, primaire
ou semi-premier de L.

2° Les éléments semi-premiers de L forment un demi-treillis completement
additif et une sous-algébre de L pour (II); pour chaque élément a de L,
il existe un élément semi-premier minimal contenant a, dénoté par a; et
appelé Uélément semi-premier associé a a.

3° Pour chaque élément a de L nous avons as;>~ a,; pour un idéal a de L,
a;= a, = un idéal de L; et pour un idéal primaire a de L, a;= a,= un idéal
premier de L, appelé l'idéal premier associé a l'idéal primaire a.

Démonstration. — 1° Pour montrer cette partie il suffit d’observer que
pour b, ¢ quelconque de L et p de L,
b<pb<p et b.c.<p=b.c<p.
2° Observons que u est un idéal semi-premier de L. Et quand (a;) est une

famille d’éléments semi-premiers de L pour laquelle l'intersection a:‘l—[a,-

existe dans L, alors a est aussi un élément semi-premier de L; car

on<La =]]m}> 32 <chaque a;)» §<chaque a; 3 §<a;
13

(*) Les négations des relations =<, & sont notées respectivement par <, }>.
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donc les éléments semi-premiers de L forment une sous-algébre de L pour (II)
contenant u. Pour chaque ¢lément a de L la famille des éléments semi-
premiers r;> a est non vide (puisque u est dans cette famille); et Uinter-

section a,:IIr; existe dans L I Ir,-:Zaj, a; <chaque r;, et cette famille (a;)
i i j
est non vide car a est dans cette famille | ; et, d’aprés le résultat ci-dessus, a; est

aussi un élément semi-premier. C’est évidemment I’¢lément semi-premier
minimal > a.
Le plus petit élément semi-premier contenant une famille (non vide) d’él¢éments

semi-premiers (a;) de L existe, étant égal a a,, ou a =z a;, cette somme étant

i
prise dans L. Donc, la famille d’éléments semi-premiers dans L forme un demi-
treillis complétement additif.

3°*Pouruna €L, 8 <a3»d" <{a>»8 <a,, donc a {a,. D’autre part, a,,:EB,-,
i

ou 8% <a pour un entier naturel n;; mais a@ <a, et 3}* <a entrainent que d}% <a,
d’ou §; <as, puisque a, est semi-premier; donc a <a, <a, pour chaque a € L.
Si maintenant a est un idéal de L, @, en est un aussi; car

a5 = (2 a,) 5 ou sp-a,
i
= (S"a,) 5, o sma,
=Zl(a,.a), oit (8;.8)m=dudn<a.on<a.usa,
i
d’ou a,.6 <a, (chaque ;.9 étant, en effet, un des 8;); de plus,
sy, SE€A) a~-<2'<s,), ol m<a et SreA,
i

381 2 By, o Bi<a (la base A étant finitaire),

9" 8<ay,
c’est-a-dire a, est semi-premier; a,> a et a, semi-premier entrainent que a, > a,
aussi; donc @, = a,= un idéal (> a) quand a est un idéal.
Enfin, supposons que a soit un idéal primaire; a,= a, est un idéal > a, et
pour d,, 9, €4,
8.8 <ar(= ay), Sy far P (8).0:)'<a, "< a pour aucun entier naturel m,
> .83 <a, ¥ia,
> (33)¥<a pour un entier v, a étant primaire,
> (32)"=<{a pour un entier (n.v),
> 8aar;

donc a,(= a,) est un idéal premier de L}~ a pour tout idéal primaire a.
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4. Les m-ensembles et des composantes qu’ils définissent. — Pour un élément

arbitraire a de L nous voyons que 'ensemble S, = { b }s4a,1e1 a les propriéiés
V(8a)cSacV(SanA) (%) c’est-a-dire cp-b, beS,rce S,
et chaque b €S, est > un 0 de A dans S,.

Si nous disons qu'un élément b de L est premier a I'élément a quand il existe
au moins un élément 3 de A tel que 6 <5, % existe dans L, et % <a, alors 'en-
semble II, des ¢léments de L premiers a a satisfait aussi aux conditions :

V() cll,cV(lanA).

Un ensemble non vide M d’éléments de L est appelé un m-ensemble de L
si VIM)cMcV(MnA) et MMcM (c’est-a-dire M est multiplicativement
fermé).

Observons, par exemple, que pour un élément premier p, S, est un m-ensemble

(et inversement).
Pour un idéal @ de L, un m-ensemble M de L définit un M-composant ay, qui

est 'élément de L vérifiant ay= 2 (;) (la somme étant prise dans L), ou les
s eM !
compléments relatifs (;) existent comme nous I'avons déja remarqué, par rapport

al'idéal @. On a évidemment aussi :
ay= 2 3, oll 8j.3;~<a pour au moins un 3;€M,
et
&'(eA)<ay)» 8.5 <a pour un 3, M.

(A étant finitaire et M multiplicative).
Il en résulte que ay est aussi un idéal > a; car pour chaque d de A,

ax.6=<2 s;).s:E (8).3), ol &.8,<a
j j

etdonc 9} .99; {a.d <a pour un 3; € M; les (6; .8) sont donc quelques-uns des (9} ),

et ay.0 <ay; donc ay est idéal; de plus a-(-;—i ~<ay pour §;€, M donc a <ay.

Lemme 1. — 1* aeMay=u<ay€M.

2° 8¢ M est le plus petit m-ensemble contenant deux m-ensemble M, et M,
alors (ay, )y, = (ay,)u,= ay.

3> Pour un idéal a del.z%u, I, est un m-ensemble et W, C S,(mais
ﬂ,,=L¢Su:0).

(*) V(X) pour un sous-ensemble X d’un ensemble K partiellement ordonné, a été défini dans la
partie I par V(X) = {¥ |, s un 2€X, y€k.
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4° Le méme M-composant ay(# u) de a peut étre défini par plusieurs
m-ensembles; parmi ceuz-ci il y en a un maximum M*=1I,, et I, > 1I,.
Démonstration. — 1° Montrons quec e M»ay=uayeM>aeM.
SiaeM, a3, (dieMnA), ; = u, car pour chaque d'de A, ¢'.8; ¢ .a <a.;
donc ay > -;—; = u, c¢’est-a-dire ay = u.

S¢ maintenant ay= u, alors ay(=u)€M, car le m-ensemble M étant non

vidle VMcM>» ueM.

St, enfin, ayeM, il existe un 6€(AnM) tel que d <ay; c’est-a-dire de M
est 3.0; <a pourun §; €M, d'on d.5;eMetaeM.

2° Observons que M =V {4;, d}, 9;.9}} ou ;€ (MinA),d; € (ManA).

J k]
Donc

8—(((1}4,_\[,) }» 8.’6}-{(1;4‘ pour un 8}€<M20A),

> 8.51.8<a pour un B}E(MgnA) et un 3;€(M,;nA),
> 8.(8:.3})< @, pour un (3.3;)€(MnA),
> d3<an;

d’autre part

d<ax > 3.5;<a ou 8.5;<a ou 8.5,.3<a pourund €(MnA), 3e(M:nA),
> 8<an <(an)y, ou 3.5;<Xa<ay, ou 3.3 <am,
> 3= (am)w,;

Donc ay= (ay,)x, et, par symétrie, ay = (ay, )y,

3° Nous avons déja montré que VII,cll,c V (I, n A). Il reste donc & montrer
que I I, cII,. Alors, si b, ¢, (de L) sont dans II,, il existe des éléments dy,

3, de A tels que 8, < b, 9y < ¢; c‘:}. <a etg < a; donc
N a a’ @
(be)y(ord),  (Brd)ed ot e = (8—|> <=

8a
d’ou (b.c)€ll,; donc I, est un m-ensemble,

béSiet3b > b<a, 8<b P 3<a > %:u{a
(par hypothése); donc b &S, 3> b&1l,, d’ou I, c S,.
Pour V'idéal u de L, on a évidemment Il,= L et S,= o (I'ensemble vide).

4> Obscrvons d’abord que M*=1I,, est un m-ensemble quand M est un
m-ensemble et ay > u, d’aprés le dernier résultat.
Voyons que d'une part

a< ayy Mgy, 51,
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car
a , , a
FRGE<F P ¥b<an, F<a,
> ¥.8.50<a, %-{a, pour un & €M,
> 8'.80-<%-<a, pour un 3 €M,
> a'-<§) pour un 8, M,
,,a .
> V<5 <an;
0
c’est-a-dire

22a> M lay, donc d€ll,)rdelly,, dou Igclls,.
3 5 "
D’autre part, on a aussi M cIl,, = M", car

3eM, 8'-(? » ¥.5<aw, BeM,

> 8.8.80<a, 3, 8 et 8.5eM,
}’ 5”<auv

c’est-a-dire
an
3eM 3» P <anpdelly,
Donc M™ est un m-ensemble contenant M et II,; finalement montrons
que ay= ay..
D’une part, M étant contenu dans M*
a a
=3 25 f e

dieM 3;emM*
d’autre part,

3<ay»8.3'<a pour un 3’ e€(M*nA),
» 8.8 <a<ay, ou 8 €lla,  donc ‘—?f—«zu,

> 2= St <an,

Le m-ensemble M*=1I,, étant défini par le composant ay (et non par M),
il s’ensuit que. M" est le méme pour tous les m-ensembles (M;) pour
lesquels ay,=ay et M*>M; pour chacun de ces m-ensembles (de méme
que M'>M); cest-a-dire M" est le plus grand m-ensemble définissant
le M-composant donné ay. _

Tutorime 3. — 1° Ur idéal q de L est primaire si, et seulement si, S, c1L,,
(g~ étant le radical de q);

2° Un idéal p de L est premier si, et seulement s S,=1,,;
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3° Soit p un idéal premier et a un idéal quelconque; si a, désigne ay,
alors
pra=prap

Démonstration. — 1° Nous avons déja vu que le radical ¢, d’un idéal
primaire g est premier. Alors si b (de L)€S,, on a 6 <g,. donc il existe un
élément 8 de A tel que 8 < b, < g,, donc "< g, (¢, étant premier) pour aucun
entier n; mais ¢ < ¢,, donc 6" ¢ pour aucun n. Or, ¢ est un idéal primaire;
donc 9.9' < ¢ (et 8" <4 ¢ pour aucun n) entraine que &' < ¢, c’est-a-dire

3,4%},5;«1, ou g-<q, ot 8<0.

Il en résulte que b est premier a ¢, ou bell,. Donc S, cIl,, quand ¢ est
idéal primaire.

Inversement soit S, cII, pour un idéal ¢; alors,

5, 9€), <y, d4g » ¥<L, w4y,

>» T4,

> oglly,

> 3¢S,

> 8<¢n

> 8“<g¢, pour un entier n;
donc g est primaire.

2° Un idéal premier p est aussi un idéal primaire et plus p satisfait p = p,;

donc, d’aprés 1°, nous avons : S, cI,. Mais I'inverse I, c S, est vrai, quel que
soit I'idéal p. Donc S,=1I, pour un idéal premier p.

Inversement, soit p un idéal pour lequel S,=1I,; S, =1I,== un m-ensemble
(lemme 1, 3°), d’ou

Si<lp, Bdlp > 81, 82€8, I 8.8.€S, > &.0:<p;
donc p est un idéal premier.
3° Soient p un idéal premier et @ un idéal quelconque; alors
ap=<p>3a(<ap)<p, ol ap= eq,
D’autre part,

a<p, §<a,y a<p, 3.3'{a, pourun?d e€ll,=S,,
>»a<p, 8.9<a, ¥gp,
»8.¥<p,  ¥p,
>»3<p, p étant premier;

c’est-a-dire a < p > a, < p aussi.
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5. L'’existence des idéaux premiers contenant un idéal donné.

TutorimE 4. — Si a est un idéal de L et M un m-ensemble de L tel
que a&M, alors :
1° il existe un idéal mazimal p >~ a et €M et p est un idéal premier;

2’ il existe un m-ensemble mazximal M*DOM tel que a¢M'; pour
chaque d & (M"nA), il existe un &' € A tel que 8.8' < le radical a, de a.

Démonstration. — 1° L'ensemble (B) des idéaux b de L vérifiant b > a
et b¢M est partiellement ordonné comme sous-ensemble de L. Chaque

chaine (b;) dans B pesséde une borne supérieure dans B; car la somme s =2‘b,-
i

dans L est un élément de B : d’une part s> b;> a el, d’aulre part €4,
0 -{szz'bi entrainent que ) :2'17;:2' 2*3,',- remplagant les b; de L
" " y

i i
au moyen d'éléments de la base A; cette base ¢tant finitaire, il en résulte

que 3 < une somme finie i,y des 8;;, ou chaque d;; < un b;; les b, étant
totalement ordonnées, il existe un élément maximum parmi les b;j,) associés
ainsi aux g, et cette b, contient la somme des J;j et donc aussi ¢ et d;
il en résulte que d§M (car b;j-)&M par hypothése); ceci étant vérifi¢ pour
chaque d(de A) <s, il s’ensuit que s¢M, donc s€B. Par le lemme de Zorn
nous voyons donc qu’il y a les éléments maximaux (p) dans B; c’est-a-dire p > «,
P&M, el p'p, p'> p>>p' €M. Un tel idéal p de L est premier; car
8, 5.€h, oiLp, dakpy (3-+'p)eM, (Bo+*p)eM,

> (3i+7p).(3+*p)eM,

> @32+ p) = (Ei+p).(Bot'p) et (5i+p).(a+"p) eM,

3 (8,.8.4+*p)eM,

}»(5_1—5-2) =§1._824:_p.

> 81,8 p.

2° Considérons ici la famille & des m-ensembles (M;)-de L tels que Mc M;

et ag¢M; cette famille est un ensemble partiellement ordonné par la relation

d’inclusion ( ¢ ). Si M; est une chaine dans (&), nous voyons queU M;je &, car
i

v =\Jmpc\Jmn=m,
7 7
M=U(M,-)c U[V(M,-nA)]cV[(UM/)nA] =V(MnA)
J i i

M.M = (UM;).(UMg)c(UM;) =M,

et

car aeM;, beM;>>a, b sont dans le plus grand des ¢léments M;, M; de la
chaine 3> 0.2 €M; ou My »a.b € M.
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Le leinme de Zorn nous assure I'existence des éléments maximaux de F; c’est-a-
dire de m-ensembles M* > M tels que agM”* mais M*cM', agM'»>M" =M.

L’hypothése a¢M exclut la possibilit¢ a=u; donc a€ un m-ensemble
M3»>a,€M (car a,> a); inversement a.€ M3»> un & (de A)<a, est dans
M>»[de(MnA), o <a]>[8"e(Mn4), é" <a]>»aeM. Donc la famille F
est aussi la famille des m-ensembles >M ne contenant pas a,; et si M" est
maximal dans & et 0¢M’, le m-cnsemble V {d;, 82, 6*.9; (3; € M", n entier)
étant 2 M, doit contenir a et a,. Mais a, € V {d;, 6", 3.9;} entraine :

soit @,> un d; € M*, c'est-a-dire a, € M*, ce qui est faux;

soit @, un &, ce qui entraine que a,> 9, car a,= a, pour l'idéal a;

soit @, > un 8".9;, é;€M*, ce qui entraine que @, > ¢".9} (a, étant un idéal),
donc (l,-(: a:) > 0.0;.

Donc, dans tous ces cas, @, > d.J; pour un 3; € M.

Comume conséquence du théoréme nous avons le

CororrLAaRe. — KEtant donné un idéal a et un m-ensemble M ne contenant
pas a, il existe des idéaux premiers p> a et €M; et parmi euz il y en a de
minimaux et de maximauzx.

L’existence des idéaux premiers maximaux résulte de la partie (° du théoréme.

Si M* est un m-ensemble maximal > M et ne contenant pas @ (qui existe d’aprés
la partie 2° du théoréme), il y a, d’aprés la partie 1°, un idéal premicr p > a,
p&M’; mais a <p, p¢M" entrainent que S,=II,>M" et a ¢ S,; la maximalité
de M" entraine donc que S,=M".

Donc, il n’y a qu’un seul idéal premier p > a en dehors de M*; pour cetidéal p,
S,=M". Alors p est idéal premier minimal » a, car a < p' < p pour un idéal
premier p' entrainera S, >S,=M", a&S,, donc d’aprés la maximalité de M",
Sy=M"=8S,etp=p'.

Un idéal premier minimal > @, un idéal donné, sera appelé h-idéal premier
de a; et! un idéal premier maximal > @ et en dehors du m-ensemble II, sera
appelé un n-idéal premier de a (%).

Pour 'étude des n-idéaux premiers de a, nous considérons d’abord quelques
propriétés de II,.

Lemme 2. — 1° Sid€A, 0¢ll,, alors 6 =8+ u.5gll,;
2° St b est un idéal en dehors de Il,, b +*a est aussi en dehors de 11,,.
Démonstration. — 1° Soit d ¢1I, et

3o (de A)-<¢_3=6+»'u.8=8+'< 2 s,).s;
jed

(*) Ils correspondent aux « hichste Primideale » et « niederste Primideale » de M. W. Krull {3].
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il en résulte que

898 +%8;,. 8 +"...+"3;,.0; SQIL,}»(—;{“.
donc ¢'.8 < a pour un &' de A<{Ca, d’on

5808 B+ (B 4" .. +78,).0.0<a, ou ¥<a,
donc 2 <K a et 8, ¢11,; ceci étant vrai pour chaque &, < 5, il en résulte que Se¢ll,.
8

2° Sibgll, et §, <b+"a, 3, €A, il existe des éléments 3,, 3, € A tels que
3043 +*8,, 8,<b et  §-<a (daprés la régularité de A).
Donc

0, =< b, b&lla};;{a}vs,.a'{a pour un & de A a,
I 80.8'<81.8 4-82.8 <a+"a.8’=a pour &'<a,

a
> = a;
Go

53 <K a pour chaque 3, < b +"a, d'ou (b+a) ¢Il,.
0

Nous pouvons alors formuler le théoréme principal d’existence des h-idéaux
premiers et n-idéaux premiers d’un idéal donné.

Tutorime 5. — 1° Chaque idéal a de L.(3 u) posséde des n-idéauz premiers
et des h-idéaux premiers;

2° Chagque idéal premier contenant a contient au moins ur h-idéal premier
de a; et chaque idéal b de L, et chaque élément 8 de A, en dehors de 1L, est
contenu dans au moins un n-idéal premier de a;

3° Le radical a, d’un idéal a est l’intersection des:h-idéaux premiers de a.

Démonstration. -- 1° Si az2u, a¢ll, (car ae]],,}»a}- un ¢ tel que

5;' <aPu= (’; <ayu= a}. Donc le corollaire du théoréme 4 assure l’existence

des h-idéaux premiers et des n-idéaux premiers de a.

2° Si l'idéal @ < I'idéal premier p, alors a ¢ S,; et, d’aprés le théoréme 4, 2°,
le m-enscmble S, peut étre étendu a un m-ensemble maximal M*'>S, et ne
contenant pas a. Et, comme dans le corollaire du théoréme 4, nous voyons que la
maximalité de M* entrainera qu’il n'y a qu'un seul idéal premier p' > a et ¢ M*
et que cet idéal premier est un h-idéal premier de a avec S, =M". Donc
SpcM" =S, et p> le h-idéal premier p'.

Soit maintenant & de A ¢1I,; alors, d’aprés le lemme 2, 1°, 6 ¢1I,. Donc, pour
la démonstration de la partie 2°, il suffit de montrer que chaque idéal b (ou den
particulier)¢ll,l est < un n-idéal premier de a. Mais b¢ll, 3> (b+"a)¢ll,,
d’aprés le lemme 2, 2°.-Et pour I'idéal (b + a) & le m-ensemble IL,, nous pouvons
trouver, d’aprés le théoréme 4, 1°, un idéal maximal p qui est »- (b +"a)et&IL,;

BULL, 80C. MATH. — T. 79. FASC. I-IV. 7
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cet idéal p est, de plus, un idéal premier; c’est-a-dire est un idéal premier > « et
maximal en dehors de I, ; donc p est un n-idéal premier de a qui est >~ (b +"a),
done¢ >~ b.

3* Chaque idéal premier p;>a est un idéal semi-premier - a; donc chaque
piv= = a, et I, ~a;= a,.

D’autre part, si 6 de A vérifie < a,, le m-ensemble M =V {5, 32, ... | ne
contient pas a,, donc ne contient pas non plus a(<a;). Il s’ensuit que, comme
dans le théoréme 4, 1°, on peut étendre M en un m-ensemble maximal M* > M et
ne contenant pas @; il y a un k-idéal premier p; de a tel que

Sp=M">5M=VI{s a2 ...10

Il vésulte que d€S, ou 3 p; pour un h-idéal premier p; de a quand ¢ < q,.
Donc 6<(Il,,) >3 <a,, ou (]—[p,'>-<a,» aussi; il en résulte finalement

que a, ':.Il Di-

Le dernier théoréme, avec la condition donnée en théoréme 3 pour qu’un idéal
soit primaire, nous donne une nouvelle caractérisation des idéaux primaires.

Cororrairi. — Un idéal g(# u) est primaire si, et seulzment si, il existe un
idéal premier p qui est & la fois le seul h-idéal premier et le seul n-idéal
premier de q.

Pour un idéal primaire ¢g(5# u), le radical ¢.=p est un idéal premier et,
¢videmment, le scul /-idéal premier de ¢; de plus, ¢ étant primaire, le théoréme 3
nous donne

S,,,,C 1, ou S,cll,;

douc pour un n-idéal prewmier p, de g,
p1€l; 5> pi &S, p1<p;

mais on a aussi ¢ < p,, donc g, <p,, ¢’est-a-dire p < ps. 1l en résulle que p = py,
et p est le seul n-idéal premier de ¢ (les n-idéaux premiers existent, en effet,
(’aprés le théoréme 5, 1°).

Inversement si I'idéal ¢(£ u) posséde un idéal premier p comme seul A-idéal
premier et seul n-idéal premier, g, —=1I (des h-idéaux premiers de ¢), d’aprés le
théoréme 3, 3%, et .= p; et, pour un d de A,

s&ll,3» ¢ < un n-idéal premier de «,
P E<LpP3&S),
donc S, cll,: ouS, cH,. Il en résulte, d’aprés le théoréme 3 que g est un idéal

primaire.

6. Les composants primaires isolés et les composants principaux. — Pour un
idéal premier p, I'ensemble S,=1I, est un m-ensemble; le composant a,, d’un
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idéal @ défini par ce m-ensemble sera appelé composant isolé a, de a (donc nous
écrivons a, pour a,,,).

On a évidemment p X p'>»5,55,3 a,> a,.

(Quand p est un n-idéal premier d’un idéal @, le composant isolé¢ @, cst nommé
composant principal de a.

Tutorkme 6. — 1° Le composant principal a, d'un idéal a défini par un
n-idéal premier p de a est le plus petit idéal >~ a ayant tous ses n-idéaux
premiers <p;

2" L’intersection des composants principaux d'un idéal a est égal & a.

Démonstration. — 1°

axpra,=a,<p

el

reS, =1, ao.<“§"(a.a.,eA) » %.5<a, Be€S,

> 8.8.3"'<a, ou ¥,3€8S,, donc &'.3€S,,
> S<ap,

c'est-a-dire
.—(lj‘ «, si dell,=8§, ou dell, si 3€8§,,
3 » 4 » o ;

donc Il,=S, c1l,,.

Un n-idéal premier p' de a, ¢étant en dehors de I, est aussi en dehors de
II,=S,, et donc p' X p; c’est-a-dire tous les n-idéaux premiers de a, sont < p.

D’autre part, si b est un idéal > @ avec tous ses n-idéaux premiers < p, alors

el 3¢l )» 8 < un n-idéal premier p’ de b,  p' < p (d’aprés le th. 3, 20),
> 048, =1,

c’est-a-dire S,=II, cII,. Il s’ensuit que,

ted, s<qy=as, 5.8 <a ou ¥eS,cly,

> 8.8 (<a)<b, ¥ elly,
3= g <b,

donc a, <b. L’idéal a, est bien le plus petit idéal > a ayant tous ses n-idéaux
premiers < p.

2° Chaque composant principal a, est  a; donc I (a,)> a.
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D’autre part,
€A, 6 (ap)» 5.8, <a pourun 3,€8S,,
~ a ar Q
> a,,-{E pour &), €S,,
a . ) S .
> 5€ S,, pour chaijue n-idéal premier p de a,

a

> 5 e€ll,
. 1 . . . .
<car soit —;;é IT, un n-idéal premier p de @ devra contenir I'idéal g) .

Mais

@ . ~ e .
5 €ll,>»il y a un 3 €A tel que &' < %, 3 ell,,
. ,a
P =<

donc 6 <l (e,) >0 < a; il en résulte que a =1l(a,).
Nous considérons ensuite les composants définis par un /A-idéal premier d'un
idéal.

Tutorime 1. — Chaque h-idéal premier p d'un idéal « définit un composant
isolé a, qui est primaire (nous appelons a, composant primaire isolé): a, est
le plus petit idéal primaire - a ayant p pour radical;

2° L’intersection des composants primaires isolés d'un idéal a est un idéal
a>a (appelé noyau de a). L'idéal a et son noyau a possédent les mémes
h-idéauz premiers, et chaque h-idéal premier définit le méme composant
primaire isolé de a et de a.

Démonstration. — Soit p un h-idéal premier de I'idéal, «, et 6 €A, d < p; alors
le m-ensemble M = V {8, 6;, 3.3} [3: € (S, n A) et n entier quelconque] engendré
par S, et (3), contient tous les h-idéaux premiers de a : car, d’une part, le
h-idéal peM, p étant - deM; et d’autre part, pour un /-idéal PiEP. p<lp
(p ¢tant un idéal minimal > a) donc p; €S, c M:

Montrons que @ € M aussi : si ag¢ M, un idéal premier p sera »- « et en dehors
de M, ct p contiendra un /-idéal premier p, de a (d’aprés les th. 4 et 8) et p; ne
pourrait pas étre dans M; donc a€M. Alors aeV {47, ¢7.4;, 4;} et ;<< a (car
6; €S, et a<p); il en résulte que, ou bien a > 8", ou bien a8 §;, ou 3; € S,.
Dansles deuxcasonaé" <a,(=a;,)(cara <a,). Doncd <p3»5" <a,>d <(a,),,
radical de a,.

Autrement dit .\',,” cS,; mais le lemme 1, 4° pour le m-ensemble S, nous
donne

S, cl[,,s"= 1P d'oi Siap, €Ila,  pour P'idéal («)).

Il en résulte, d’aprés le théoréme 3, 1°, que @, est un idéal primacre. De plus,
a < p>>a,<p; p étant un h-idéal premier de a, il est un idéal premier minimal
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contenant @, donc aussi un idéal premier minimal contenant a,( > a); c’est-
a-dire p est le radical de I'idéal primaire a,.
Si ¢ est un idéal primaire quelconque de radical p et ¢’ a, alors

S€d,  t=up=uyF3 8.8 <a=gq, ou 3€S,(FLp)
I 8.80<Lg" ¥ < ¢’ pour aucune puissance entiire n,
> 8<q’, ¢ étant primaire,

c’est-a-dire «, <¢'. Donc a, est bien le plus petit idéal primaire contenant a
ayant p pour radical.

2 On a évidemment @ =:1l(a,,) > @, car chaque a,> a: dc plus, @ est un
idéal, car les a,, sont idéaux.

Soit p un h-idéal premier de a; alors @ :[_I(a,,‘_) < a, < p; donc la minimalité’
de l'idéal premier p > a entraine qu’il est un A-idéal premier de @ aussi. Inverse-
ment, soit p un A-idéal premier de @; alors p > @> a. Donc p contient un A-idéal
premier p, de a (th. 3) qui est aussi > @ (comme plus haut). Mais p est un
idéal premier minimal contenant @; il s’ensuit que p =p, et p est un h-idéal
premier de a.

Finalement, soil p un A-idéal premier de a et de a. Alors

o -< a }» ay = "5,, -{l?s” =da »
« a 3
[car 5 < 5 pour chaque d € (b,,nA)] .
Mais
a=W0(u)<Lcap> i, <L) p= (usy)s,= as,= a, -

d’aprés le lemme 1, 2°; donc @, =a,,.
Un cas particuliérement intéressant est celui ou un idéal s’identifie avec son
noyau. Avant de considérer ce cas, nous établissons un résultat préliminaire :

Lemme 3. — Sl y a au moins un idéal premier p 3£ u qui contient un idéal
donné a, alors chaque h-idéal premier de %’- pourdded<a, ést > un h-idéal
premier de a.

Supposons que 3 < a et soit p(>% u) un idéal premier > a. Si p, est un h-idéal
‘premier de ;’—‘, a< g < p1; donc p, contient un h-idéal premier p,, de a;
Po7 u (car py=1u>p,% p contrairement a la minimalité de p,). p, étant un
h-idéal premier de at, @ < ap, et 6( <a) < a,, d’ou

8.80 =« pour un 3 €S,
ou

MO I I CRO BN
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c’esl-a-dire p.>_j Po; donc chaque A-idéal premier P de <§) esl > un h-idéal
premier p, de a. -

Nous sommes maintenant prét A considérer quelques conditions sur L et a qui
entraineront I'égalité a = a.

Tutoreme 8. — Sila base A de L posséde un élément unité 1 (6.1 =1.6=3
pour chaque d € A) un idéal a est égal a son noyau a quand tous les h-idéaux

premiers de a sont idéauzx mazximauz (c’est-&-dire éléments maximaur
dans L.).

2° 87 A possede un élément unité 1 et un élément o(o <3, 0.6=35.0=o0
pour chaque 8 € A) et tous les h-idéauz premiers de l'idéalo = | o} sont idéaux
mazimauz, alors chaque idéal a de L. est égal & son noyau .

Démonstration. — Observons d’abord que le seul idé¢al de L qui contient
Iélément 1 est u; (car si 1 < un idéal @, et 6 €A, alors 6 =1.5 < a.? <a).

D’autre part, le seul idéal q de L ayant pour radical 'idéal premier u est u: car
U=qr, 1 <uyp 1" <goui <qgyq=u. Ceci est le cas quand I'idéal ¢ ne pos-
sede que u pour A-idéal premier.

Supposons alors que a posséde les A-idéaux premiers différents de u et qu'ils
soient tous idéaux maximaux :

D’aprés le lemme 3 si ¢ < a. un /-idéal premier deg» doit étre = u, car il doit

étre > un h-idéal premier de a. Il s’ensuit que ; posséde u comme le seul
h-idéal premier (car u % chaque idéal et un A-idéal premier ne peat pas éire > un

autre). Il s’ensuit aussi que u est le seul n-idéal premier de g- D’apreés le corol-

laire du théoréme B, si ; #u, % doit étre un idéal primaire ayant u pour radical.

[

B

- 7 .~ -
chaque 6 <a; malsg:u}»6=6.x <0.u<a,dova<aeta=a.

Mais nous avons déja vu qu’un tel idéal primaire n’existe pas. Donc = = u, pour

2° Pour un idéal arbtiraire a nous avons la relation o< a; donc chaque
/-idéal premier de a étant un idéal premier conlenant zéro, contient un h-idéal
premier de zéro; les A-idéaux premiers de zéro étant les idéaux maximaux par
hypothése, chaque idéal premier de @ est un idéal maximal; donc a = @ résulte
de la partie 1°.

Finalement, disons qu’un idéal premier p appartient & un idéal a,si p est un
n-idéal premier de a,(=a,,). Observons que les h-idéaux premiers (p) d¢ «
appartiennent & a (car p est le radical de l'idéal primaire @,). Nous avons alors
quelques relations entre les familles des idéaux premiers appartenant a @ el aux
composants définis par m-ensembles.
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Tutorime 9. — 2° Les idéaux premiers appartenant au composant ay d'un
idéal a, sont les idéaux premiers appartenant & a qui sont en delors du
m-ensemble M;

2° Si les n-idéaux premiers de a appartiennent a a pour chaque idéal «
de L; alors les familles d’idéaux premiers appartenant & deux composantes
ay, ay de a, sont identiques si et seulement si ay= ay.

Démonstration. — Le lemme 1, 2° et 4° nous donne les résultats

I SHe >M;

“v)s,.
donc si p est un idéal premier appartenant a ay, p est un n-idéal premier de
(ay), = (a“)S , donc p¢H(a,,)s ; il en résulte que p¢M d'ou S,oM et
(ay)s, = as,== a,; c’est-a-dire p ¢ M el p est un n-idéal premier de a,,[__ (@x)s, s
ou p est un idéal premier appartenant a @ et ¢ M, quand p est un idéal premier
appartenant i ay.

Inversement, si p est un idéal premier apparienant a & et p ¢ M, il résulte que
S,oM, (aw)s,= as,= a,; p est donc un n-idéal premier de (ay)s,; ou un idéal
premier appartenant & ay.

2" D’aprés le lemme 1, 4°, ay= ay si et seulement si M* = o, =06 = M"* et
M= M" si et seulement si L — M*=L —M"", c’est-a-dire :

U [.\ (p; )] pour les n-idéaux premiers (p;) de ax
= U[A(p:)) pour les n-idéaux premiers (p}) de aw,

c’est-a-dire chaque p; est <un p; et chaque p} < un p;; d’oi chaque p;=un p;
et chaque p; = un p; (car p; Xp; < pr; ou pi, px sont des n-idéaux premiers de
ay> pi=pr el pi=p;), Donc ay= ay- si et seulement si ay, ay possédent la
méme famille de n-idéaux premiers.

Mais Phypothése de la partie (2) entraine que les n-idéaux premiers d’un idéal
sont justement les idéaux maximaux appartenant a l'idéal. Donc, d’une part,
ay = ay>> ay, ay possédent les mémes familles des idéaux premiers qui leur
appartiennent et d’autre part, si ay, ay possédent les mémes familles des idéaux
premiers qui leur appartiennent, ils possédent les mémes familles des n-idéaux
premiers, donc ils sont égaux.

7. Sur la régularité de la base. — Pour la théorie des idéaux éludiés jusqu 101,
la condition de régularité pour la base additive A de I'algébre L n’est pas aussi
importante que la condition que A soit finitaire : car, quand L posséde une base
additive, finitaire A’ qui n’est pas réguliére, nous pouvons la remplacer par une
autre base additive finitaire et réguliere, a savoir 'ensemble A des éléments de L
qui sont les sommes finies (dans L) d’éléments de A’; la vérification que A est
une telle base est facile. Donc, nous pouvons remplacer A’ par A et tous les
résultats resteront valables.



— 104 —

D’autre part, avec la A~théorie (la théorie quand A’ est pris pour la base), la
plupart des résultats de la A-théorie restent valables. Car la définition des idéaux
de L ne dépend pas du choix de la base; et le radical a, d’un idéal a, les familles
des idéaux premiers, semi-premiers el primaires, les A-idéaux d’un idéal et les
composants primaires isolés qu’ils définissent, tout cela reste sans changement
dans la A-théorie et la A'-théorie. Seul I'ensemble II, des éléments premiers a un
idéal a dans la A’-théorie est < 1'ensemble II, analogue dans la A-théorie; donc
chaque n-idéal premier p de a dans la A-théorie est contenu dans un r-idéal
premier p’ de a dans la A'-théorie et @, «@,. Nous pouvons donc déduire du
théoréme 6, 2° pour la A-théorie (qui est vraie, A étant réguliére) 'analogue pour
la A’-théorie.

Donc, en fin de compte, tous les résultats de la A-théorie, sauf ceux mentionnés
ci-dessous, restent aussi valables quand A’ est prise pour la base : lemme 2, 2°;
théor¢gme 5, »°; théoréme 6, 1°; théoréme 8 et théoréme 9.

8. Cas particuliers. — L'anneau commutatif. — R élant un anneau com-
mutatif, les modules (non vides) de R forment une M-algébre L avec la relation
d’inclusion pour ordre partiel, avec

ZA,=<UA,), AB=Tai.b;. €A, b;eB,
{ i

(01‘1, pour X cR, X est le plus petit module contenant X); L posséde une base
additive, finitaire et réguliére A, formée par les modules principaux {(a)}, a €R.

[A est véguliére, car
(«1)cA+’B'§»u=Zu,+2b,~, a;€A, bjeB;

la somme finie étant prise dans le groupe additif R; d’ou

(ive(x)+*(3), o (a)=<2n,>cA et ({5)=<261>c B]-
, 7

i

Les idéaux de cette M-algébre L s’identifient avec les idéaux usuels, et les résultats
dus a M. W. Krull [ 3] sont donc un cas particulier des nétres.

Le « ringoid » commutatif et associatif. — D’aprés M. G. Birkhoff [1] un
« ringoid » est un systéme a multiplication (.) avec d’autres opérations binaires
(disons 0;) qui sont distribuées par (.) les deux cétés; un sous-ensemble A d’un
tel « ringoid » R est un module si (a9,b) € A quand a, b sont éléments de A et
0, une des autres opérations binaires; un module A est un i/déal s’il satisfait de
plus la condition @.z € A et z.a € A pour chaque a de A et z de R.

Supposons alors que R soit un « ringoid » commutatif et associatif (c’est-a-dire

a une multiplication commutative et associative). Soit L la (2 , -)-algébre de

tous les modules de R (sauf l'ensemble vide quand R posséde un élément
0;0.z =x.0=o0 pour chaque z); comme plus haut, la famille A des modules
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principaux forme une base additive et finitaire pour cette (2 , -)-algébre L;

mais A n’est pas, en général, réguliére. Donc, remplacons cette base A par la base
1= { & |, (F = sous-ensemble fini de R), qui est aussi réguliére. Les idéaux de
notre théorie sont les mémes que les idéaux définis par M. G. Birkhofl. Notre
théorie fournil donc une extension des résultats donnés par M. W. Krull pour le
cas particulier ou R est un anneau commutatif au cas plus général d’un « ringoid »
commutatif et associatif.

Le tredllis distributif. — Soit alors R un « ringoid » qui est de plus un treillis
multiplicatif par rapport 4 sa multiplication (.) : ¢’est-a-dire que la multiplica-
tion est commutative, associative et tautologique (e.a == a pour chaque « de R).
Dans ce cas-la, le radical A, d’un idéal A s’identifie avec I'idéal lui-méme; €t

donc le théoréme 3, 3° entraine que chaque idéal est Uintersection des idéaux
q q
premiers qui le contient. Il en résulte qu’on a une correspondance biunivoque

AeL)«-8(A)[ed(8)]

entre la famille L des idéaux de R et une sous-famille de I'algébre de Boole
d3(8) formée par les sous-ensembles de 'ensemble &[=&(R)] desidéaux premlexs
de R : en effet, &(A) est défini comme Pensemble des idéaux premiers de R qui
ne contiennent pas A [dou &=8&(R), avec la convention que R lui-méme n’est
pas complé parmi des idéaux premiers de R)]. Mais cette correspondance nous

donne en réalité un isomorphisme entre la (2 y .>-algebre L et un sous-treillis
de I'algébre de Boole 03(&), car

& <Z A,-> =\Jsnn s ace)
i i

et
E(A.B)=6E(A)n&E(B) dans GB(&E).

Nous avons donc la généralisation suivante d’un résultat bien connu pour le cas
particulier ou R est un treillis distributif :
Soit R un « ringoid » qui est aussi un demi-treillis muliiplicatif; alors la

<Z . -)-algél)re de ses idéaux est un treillis complet avec toutes les sommes

distributives.
Supposons maintenant que R soit un treillis distributif; alors il y a un isomor-
phisme
aeR<>(Aa)el

entre R et un sous-treillis du treillis L des idéaux de RR; donc avec Pautre iso-
morphisme entre . et un sous-treillis de Dl'algébre de Boole (&) déja
établie. nous voyons qu’il y a un isomorphisme

aeR <« &(a) ou E(N )eB(E)
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entre R et un sous-treillis de l'algébre de Boole 03(&). Cet isomorphisme
considéré pour la premiére fois par M. M. H. Stone [4], nous donne une repré-
sentation d’un treillis distributif comme « anneau d’ensembles ».
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I'EQUIVALENCE DE QUELQUES REPRESENTATIONS D'UNE STRUCTURE ABSTRAITE.

Introduction. — Cetle partie présente une étude en termes généraux d'une
équivalence de quelques représentations de structures, soit algébriques, soit
topologiques.

Les structures abstraites avec transformations distinguées de 'nne dans
Vautre, soumises a quelques axiomes, constituent les notions primitives. Cela
généralise a la fois les structures algébriques avec les homomorphismes et les
espaces topologiques avec les transformations contir.aes. A partir de 13, on définit
le produit direct des structures abstraites, les sous-structures d’une structure
abstraite, une relation d’étre faible ou fort entre structures abstraites sur le
méme ensemble d’éléments basiques, et les familles héréditaires ct multiplica-
tives de structures abstraites. Le théoréme principal (th. 1) affirme qu'une famille
héréditaire]et multiplicative M qui contient une famille héréditaire H, conticnt
une famille héréditaire, multiplicative minimum H, contenant H et que les struc-
tures abstraites { &} de cette famille H sont caractérisées par chacune des trois
conditions suivanles équivalentes :

1° et 2° & est équivalent a |réductible &) une sous-structure d’un produit
direct de structures abstraites (&;) appartenant a H;

3> &=(E, S) est formée par I'association d’une structure S a I’ensemble E,
et il existe une famille &= (E, S;) de structures abstraites dans H construites

sur le méme ensemble E, tels que S =n S; (par rapport a I'ordre partiel des
i

structures abstraites sur E défini par la relation d’étre plus faible).

Comme cas particuliers de ce théoréme on a les résultats suivants (th. 2, 3
et 4):
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1 [1], [5]. — Parmi les ¢treillis généralisés (*), ceux qui sont distribulifs sont
caractérisés par chacune des trois conditions suivantes, équivalentes :

1°et 2° Le treillis généralisé est isomorphe a |réductible a] un sous-treillis
d’un produit direct d’ensembles totalement ordonnés;

3° Le treillis généralisé a un ordre partiel qui est 'intersection des ordres
totaux sur le méme ensemble d’éléments.

2 [4]). — Parmi les groupes réticulés généralisés, ceux qui sont réguliers sont
caractérisés par chacune des trois conditions équivalentes suivantes :

1° et 2° Le groupe réticulé généralisé est isomorphe a [réductible a] un sous-
groupe ordonné d’un produit direct des groupes tolalement ordonnés généralisés;

3° Le groupe réticulé généralis¢ posséde un ordre partiel qui est 'intersection
des ordres totaux compatibles avec sa siructure.

3[2], [3}, [6] et [7]. — Parmi les espaces topologiques, ceux qui sont comple-
tement réguliers sont caractérisés par chacune des trois conditions suivantes
équivalentes :

1° et 2° L’espace est homéomorphe & [contractible a] un sous-espace d’un
produit direct d’espaces pseudo-métrisables;

3° L’espace posséde une topologie qui est le produit des topologies définics sur
le méme ensemble de points par les psendo-métriques.

I. Notions fondamentales et axiomes. -~ Soil & une fam:lie des structures
abstraites données. Chaque structure abstraite & est formée par I'association
d’une structure S & un ensemble d’éléments E et nous disons que & est la struc-
ture abstraite sur la base E et S la structure associée a E et nous écrirons

&= (E,S).

Pour chaque paire de structures abstraites &= (E, S), &= (K, §) de &,
une famille de transformations de E dans E' est donnée; ces transformations sont
appelées les transformations distinguées de & dans (7) & Elles sont soumises
aux axiomes A1-AD suivants :

A1l. Pour une structure abstraite & = (E, S) dans &, la transformation iden-
lique de E sur lui-méme est une transformation distinguée de & sur &.

A2. La composition ¢ = ¢,.9; de deux transformations distinguées ¢4 et ¢.
(de &, dans &, el de &, dans &, respectivement) est une transformation distinguée

(de &, dans &,).

(%) Les opérations —~, — sont définies seulement a Péquivalence ~ prés; on ax~b:. a=b
et b4 a. B

(") Les qualifications « sur », « dans », « biunivoque », etc. associécs aux transformations dis-
tinguées se rapportent en réalité aux transformations considérées comme transformations entre
ensembles (sans structures).
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Al et A2 entrainent que l'existence d’une transformation distinguée de &
dans & définit unc relation d’ordre partiel entre les structures abstraites dans & .

Une transformation distinguée 5 de & sur & qui est biunivoque entre E et E
est appelée transformation d’équivalence de & sur & i ¢ * est aussi une trans-
formation distinguée de & sur &.

La relation &= &' définie par l’existence d’une transformation d’équivalence
de & sur &' est une relation d’équivalence entre les structures abstraites dans &.
Cette relation nous servira pour I'équivalence basique : les propriétés qui sont
considérées sont invariantes pour cette équivalence et les opérations sont définies
a cctle équivalence prés.

A3. Si &= (E, S) est une structure abstraite dans & et ¢ une transformation
biunivoque de E sur un ensemble E', alors il existe une structure abstraite

&= (E.8

sur la base E' dans & telle que  soit une transformation d’équivalence de &
sur &

Cet axiome nous permet de transférer la structure d’une structure abstraite par
unc transformation biunivoque de la base a une autre base. En effet, les éléments
de la base ne comptent pas pour la structure abstraite, mais seulement le nombre
cardinal de la base. La structure 5 associée ainsi 4 E’ ¢st univoque (a une équiva-

lence des structures sur E' prés), el nous écrivons : 8'=:¢(S); par symétrie, il

s'ensuit que S = J (8.

Si (E, S), (E, 8') sont des structures abstraites dans & sur la méme base E,
nous disons que S, ¥ sont équivalents (sur E), en symboles S =8’ (sur E) si la
transformation identique de E sur lui-méme est une transformation d’équivalence
de (E, S) sur (E, S'). Mais si cette transformation est seulement une transfor-
mation distinguée de (E, S) sur (E, §') nous disons que S est plus farble que S’
ou N est plus fort que S (sur E), et éerivons S <S' (sur E) ou $'> S (sur E).
Evidemment, les correspondances ¢ considérées ci-dessus et q; conservent, en

identifiant les structures équivalentes sar E (et sur E'), cette relation d’ordre
particl parmi les structures sur E et celle purmi les structures sur E'.

[Les derniers axiomes sont :

A% Sip est une transformation distinguée de & = (E, S) dans &= (E/, ¥'),
(6, & € F) etsi o (E) = E(cE'), alorsil existe une structure abstraite & =(E, S)
sur II telle que o soit une transformation distinguée de & sur & et la transfor-

mation identique de E dans E'(> E) soit une transformation distinguée de &
dans &'.

A3. Si 2 estune transformation distinguée de &= (E, S) dans &= (E', §'),
(&, & dans F), alors il existe une structure abstraite &, = (E, S,) sur E (dans &)
telle que : )



— 109 -

1" ¢ est une transformation distinguée de &; dans &';

2° quand &= (E, S;) est une structure abstraite (dans &) telle que ¢ soit une
transformation distinguée de &; dans &', alors S; < S, (sur E).

Donc dans AB, S, peut étre caractérisée (a une équivalence prés) comme la
plus forte structure associée a E telle que ¢ soit une transformation distinguéc

-1
dans &'. Nous écrivons alors S, = ¢ (8'), car S, ne dépend pas de S mais seule-

ment de o et S' (et la famille fixée F de structures abstraites). Observons de plus
-1 -1
que pour 'axiome A3 la structure S = 5 (¥') estaussi = ¢ (S'); mais généralement,
i . . = i
v n’est pas définie; c’est seulement quand ¢ est biunivoque que 'ona ¢ = ¢ .
Pour analyser la portée des axiomes A4, A3, définissons les sous-structureset
la réductibilité :

Définition. — 1° Uné struclure abstraite & = (E, S) esl une sous-structure
d’une autre &'=(E', §) (&, & dans ), en symboles & _ &, si EcE et

S = I (S'), ou I est la transformation identique de E dans E'.

2" Une structure abstraite &= (E, S) dans (F) est réductible & la structure

abstraite &= (E', S§') (dans &) par la transformation ¢, si ¢ esl une transfor-
~1

mation distinguée de & sur & telle que S = o (5'); ¢ est appelé une réduction

de&a&.r

Nous pouvons alors établir le lemme suivant en utilisant les axiomes A4 et A%,

Lemme | — S0 &, & sont structures abstraites dans F, et o une transfor-
mation distinguée de & dans & avec «(E)=(E), alors 1* il existe (dans F)
une sous-structure & = (E, ) de & (sur E) telle que ¢ est une transformation
distinguce de & sur & et 2° il existe une structure Sy plus forte que S sur E
telle que &= (E, 8,)€F et &, est réductible & E&par 9. A une équivavcnce
pres & et &, sont uniques et ne dépendent pas de la structure S de & donnde.

Daprés A4, il existe une structure S sur E telle que &= (E, S)e F el que

o soit une transformation distinguée de & sur & et I'identité (1) est unc transfor-

mation distinguée de & dans &' Donc, d’aprés A 5, il existe une structure S = f(\)
sur E telle que S < S (sur E) et & soit une sous-structure de &' Alors ¢ et I'iden-
tité étant des transformations distinguées de & sur & et de & sur & il s'ensuit
que 5(=1lo) est une transformation distinguée de & sur &, ou & &, d'on
résulte la premiére partie.

-
En utilisant une fois de plus A3 pour la transformation distinguée ¢ de & sur &
—t 1

L Szl ot
nous voyons qu'il existe une structure $,= ¢ (5)=¢ 1(5') ou ¢ (8 sur E
telle que &, = (E, S;) € F et que o soit une réduction de &, a &.
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-t .
Evidemment, E=¢(E) et S= I (§') nc dépendent pas de S; et de méme
=t . = - .
pour E et S, = o (S) = 9 (') et les structures S, S, sont définies a unc équiva-

=1 =1\
lence prés (d’aprés la définition de ¢ et | )

Définition. — La structure abstraite &= (E, S) de F est le produdt direct
des structures abstraites &;= (E;, 5;) de &#, en symboles & = P; {&il,si:

1 E=P;{E;} = le produit direct des cnsembles { E; | ;

2° la projection »; de E dans E; est une transformation distinguée de & dans &;
pour chaque ¢;

3* quand &= (E', S') cst une structure abstraite de F telle qu'’il existe une
famille de transformations distinguées {{; } de & dans chacun des (&;), alors la
transformation b définie par ¢(e') = ¢;(e') | de E dans P; { E;! est une transfor-
mation distinguée de & dans &.

L’existence d’un produit direct pour (&;) de J' n’est pas assurée par cette défi-
nition; mais quand il existe, ce produit est unique A une équivalence prés, car
E=P;{E:} est déterminé par les &; et si S, S, sont des structures associées 3 E
qui satisfont les conditions 2° et 3°, on vérific que S =8, (sur E).

Lemve 2. — S¢ &;, &, sont des paires de structures abstraites de F telles
que & & pour chaque paire et $="P,;{&;}, & =P;| &} existent dans F,
alors 6 C &'

On a évidemment E=P;} E;} cP;; £/ = E' quand E;,C E; pour chaque ¢.

Les transformations i ¢;} de E ¢, de E; et ¢; de E;— e; de E; sont des trans-
formations distinguées de & dans &; el de &; dans &;. Il en résulte d’aprés A2 et
la définition de P;{&;}, que la transformation identique de E dans E'( 5E) est
une transformation distinguée de & dans &'.

S’il y a une structure T suc E telle que la transformation identique de E
dans E' soit une transformation distinguée de (E, T) dans &, alors les transfor-
mations {e;! de E->{e;} de E'et {e;} de E'—>¢; de E; sont des transformations
distinguées de (E, T) dans & et de & dans &;. Donc leur composition ¢; (la pro-
jection de E dans E;) est aussi une transformation distinguée. Mais ¢videmment
9/(E) =Ei(cE]) et, d’aprés A4, il existe une structure T; sur E;= ¢;(E) telle
que ¢; soit une transformation distinguée de (E, T) sur (E;, T;) et que I'identité
soit une transformation distinguée de (E;, T;) dans &;. Par hypothése,

&= (E;, $) S &
il s’ensuit que T; < S; (sur E;). Donc les transformations
te;}de B > o;iei=e;dek;, e;dc E;>e;de E;

sont des transformations distinguées de (E, T) dans (E;, T;) et de (E; T)
sur (E;, S;)=&,;. Par combinaison, on a donc le résultat que la transformation o;
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de E dans E; est une transformation distinguée de (E, T') dans &;. 1l s’ensuit,
d’apres la définition de P;{ & que la transformation |denhque de E sur lui-méme
est une transformation distinguée de (E, T) sur (E, 8), cest-a-dire T <S
(sur E). Donc nous avons montré que (B, 8) - (E, 8.

2. Les familles héréditaires et multiplicatives et le théoréme principal. — Une
sous-famille H de F est appelée une famille héréditaire si Vexistence d’une
transformation dlstmgme ¢ d’une structure abstraile &= (E, S) de & dans une
structure abstraite & == (E', S') de H entraine appartenance de la structure

- -1
abstraite &, = [E, ® (S)] a H.

Une sous-famille H de & est appelée une famille multiplicative si le produit
dircct existe (dans F) et appartient a H pour chaque sous-famille non vide de
structures abstrailes appartenant a H.

Lemve 3.~ Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la famille
H( c F) soit héréditaire sont :

1* H contient avec chaque structure abstraite & (de F) toutes les sous-
structures & de &' (dans F);

2° H contient avec chaque structure abstraite & (de F) toutes les struc-
tures abstraites & (de F) qui peuvent étre réduites a &'.

La nécessité résulte du fait que quand & est une sous-structure de &' ou une
structure abstraite réductible a &, il existe une transformation distingude ¢ de &

-1
dans & telle que & = [E @I(S’)].

Inversement, supposons que les conditions soient remplies. Alors quand & est
une structure abstraite et ¢ une transformation distinguée de & dans une structure
abstraite & de H il résulte, du lemme 2, qu'il existe une sous-structure & de &

-t -
telle que la structure abstraite C-%:[E, 2 (~S')] soit réduite par ¢ a &. Donc,
d’aprés Phypothése, & et &, sont dans H en méme temps que &'.
Nous arrivons maintenant au théoréme principal :

Tutorimr 1. — S¢ une famille héréditaire et multiplicative M( € F) contient
une famille héréditaire H, alors M contient une famille héréditaire, multi-
plicative minimum contenant H: cette famille H est composée de structures
abstraites & = (E, S) dans M vérifiant I'une quelconque des trois conditions
suivantes, équivalentes :

° & est équicalente & une sous-structure d’un produit direct des structures
abstraites appartenant @ H;

2° & est réductible & une sous-structure d'un produit direct des structures
abstraites appartenant & H;

3° 6= (E, S), et il existe une famille & —= (E, S;) des structures abstraites

sur E appartenant a H telle que S . ,:II-S; (sur E).
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Démonstration. — Montrons d’abord que les trois conditions sont équivalentes :

1"J>2° : car une transformation d’une équivalence est un cas particulier d’une
réduction;

2°3» 3° : supposons 2° remplie par &; alors il y a une réduction ¢ de & a une
sous-structure & de P{&;}, on & €H. Donc les transformations ¢ de E - 3 (e)
de E, o(e) de E'>og(e)=¢;} de P;|E;! et le;! de P;IE/| —e; de E; sont
respectivement des transformations distinguées de & dans &', de & dans P; | &; ! et
de P; {&;{ dans & . Par conséquent la transformation §; : ¢ de E-»¢] [composante
de () dans E; ] est ane transformation distinguée de & dans &; pour chaque ¢.

Donc, d’aprés le lemme |, il existe des structures abstraites é.,-:[cp(E), S;]

—1 -1
—ou S§;=T(S), et &=(E,S;) — ot Si=1¢(S,), telles que S<S; (sur E),
2 soil une véritable réduction de &; sur &, et &; une sous-structure de &.. Donc
avec les &, la famnille héréditaire H contient aussi les & etles &;.

Donc nous avons trouvé les &= (E, S;) dans H avec S < chaque S; (sur E).
11 suffit de montrer que S =1I; S; (sur'E) pour arriver & la condition 3° pour &.

Supposons donc que (E, T) soit une structure abstraite sur la base E avec T <
chaque S;. Alors les transformations e de E-»¢ de E, e de E->{,(e) de E;
ct Yi(e) de E;— ¢i(e) de E}, sont respectivement des transformations distinguées
de (E, T) sur &;, de &; sur &; et de &; dans &). 1l s’ensuil que ; : ¢ de E —¢;(e)
de E; est une transformation distinguée de (E, T) dans &;; d’ou résulte, d’aprés
la définition du produit direct, que la transformation e de E—{e,} = o(e)
de P;{ L/} estune transformation distinguée de (E, T) dans P;{ &}, avec ¢ (E) = E'.
Donc, d’'aprés A4, il existe une structure abstraite (E', T') sur E telle que ¢
soit transformation distinguée de (E, T) sar (E', T") et I'identité transformation
distinguée de (E', T') dans P;{&;}. Par hypothése &= (E', §') est unc sous-
structure de P ! & 1. Donc " XS/ (sur E'), donc les transformations e de E—+ (e)
de E, o(¢) de E-~4(e) de E' sont des transformations distinguées de (E, T)
sur (E/, T') et de (E', T') sur (E', S') respectivement. ‘Donc ¢ est une trans-
formation distinguce de (E, T) sur & 1l s’ensuit que T < S, et S :_—.HS,- (surE).
Donc 2" 3» 3°. '

33> 1°: supposons que &=(L, S5), S ::HS,’ (sur E) ou chaque &;=(E, S;) e H.

1l y a une wansformation biunivoque @ <> (a, «, a. ...) entre E et la diagonale A
du produit direct P; { E; | quand chaque E;= E. Donc, d’aprés A 3, la structure S
sur B peut éwre transférée sur A en donnant une structure abstraite (4, S)
équivalente a (E, S) par la transformation d’équivalence « <> (a, a, ...).
Donc (E, %)== (A, S). Nous allons montrer que (jA, S) EPi(&:i), on & eH par
hypothése. La condition 1° sera donc établie a partir de la condition 3°.
Premiérement Ac P;{E;}, ou chaque E;=E. Et puis les transformations
(a, a, a, ...) de A->a de E, a de E—»>a de E;(=E) sont respectivement
des transformations distingudes de (3, S) sur (E, S) ct de (E, S) sur (E, S))=6&,



— 113 —

(car S < chaque S;). Donc la transformaltion identique de A dans P; { E;} est une

transformation distinguée de (A, g) dans P; { &; |.

D’autre part, s’il existe une structure abstraite (A, T) sur A telle que cette
transformation identique soit une transformation distinguée de (A, T) dans P; { &;},
alors d’aprés A3, nous pouvons trouver une structure abstraite (E, T) sur E
telle que (a, @, ...)<>a soit une transformation d’équivalence de (A, T)
sur (E, T). Donc les transformations a de E—(a, a, a, ...) de A,
(a,a,a, ...)de A>(a,a,a,...)deP;{E;}et(a,a,a,...)deP;{E;}->a
de E, sont respectivement des transformations distinguées de (E, T) sur (A, T),
de (A, T) dans P;{ &;} et de P;{&;} dans &;. 1l s’ensuit que la transformation
identique de E sur lui-méme est une transformation distinguée de (E, T)
sur &;=(E, S;), c’est-a-dire T <S;, pour chaque S;, d’ou T -<]]Siz S

et T <S. Donc (A, S)@Pi{&} et 3°31°.

Cette équivalence des trois conditions étant établie, désignons par H la famille
des structures abstraites & de M qui satisfont une des trois conditions (donc
des trois). La condition 1° montre que si S€H et &,EC 6, alors & eH.
La condition 2° montre que si &eH et & est réductible a &, alors &, e H.
Donc H est une famille héréditaire. Finalement, la condition 1° avec le lemme 2
el 'hypothése que M est multiplicative, entrainent que H est aussi multiplicative.
Donc, cette famille, qui évidemment contient H, est héréditaire, multiplicative
et continue dans M. D’autre part, si une sous-famille M, de M contient H
et est héréditaire et multiplicative, M, contient le produit P;{&;} de & e€H,
aussi &P (&} et &=, c'est-a-dire M, contient toutes les structures
abstraites de M satisfaisant aux conditions 1°, donc M, > H. H est bien la famille
héréditaire, multiplicative ménimium contenant H, et contenne dans M.

A partic de la relation de réductibilité, nous pouvons définir une sorte
d’équivaleuce plus faible que ==/, de la fagon suivante :

Les structures &, & (dans &) sont faiblement équivalenies, en symboles &~ &/,

s’il y a une suite finie de structures abstraites (de F) 6 =&,, &, ..., &, =&
entre & et & telles que pour i =o, 1, ..., (n—1), on ait, ou bien &; est réduc-

tible 2 &;,4, ou bien &; ., est réductible a &;. 1l est évident que c’est une relation
d’équivalence et que & = &> & est réductible 3 &3 S~ E.

En vue des applications, considérons ici quelques hypothéses supplémentaires
sur la famille & de structures abstraites :

H. S. — & contient une sous-famille F telle que chaque structure
abstraite & dans F est réductible a une seule structure abstraite & de F
(@ une équivalence pres), et

ECEPECE, P {E}=P]&

Nous avons le

CororrAire. — Avec les hypothéses supplémentaires (H. S.) si les familles M
et H du théoréme 1 contiennent & en méme temps que &, alors la condition 2°

BULL. S8OC. MATH. — T, 79. FASC. I-IV. 8
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est équivalente a .chacune des deux conditions suivantes : 2% : &~ &, on
& CP.{ 8} et & €H pour chaque i; 2" : & est réductible & & P; |8, ois
chaque &,e H(=Hn7F).

Evidemment 2*' = 2°=> 2*'. Il reste 4 montrer seulement que 2°=2°. Or si
& ~ &, il existe une suite finie des structures abstraites & = &, &,, ..., 8, =&
entre & et & telle que ou bien &; est réductible a &;,,, ou bien &;,, est réductible
a &(i=o,1, ..., n—1). Donc en tout cas, d’aprés l'unicité de &, et &4,
il s’ensuit que &;= 6;.,. Donc, par récurrence, &E=6 quand. &~ & (I'inverse
est évident). Clest-a-dire 6 =& CP; 18| ot chaque & € H, quand 2 est vrai.
Mais & est réductible a &; donc 2*” est une conséquence de 2.

3. Les représentations d’un treillis distributif généralisé. — Un treillis (propre)
est un ensemble L fermé par rapport a deux opérations binaires ~, — tel que :

a~a=a, a~b=b~a, (a/\b)/\0=a’\(br\c);

a-—a=a, a—b=bwa, (a~b)y—c=a—(b—c),

el a ~ b= a si el seulement si a — b = b (pour a, b, ¢ quelconque dans L).
Un treillis L est distributif s’il satisfait une des deux conditions suivantes
équivalentes (donc aussi toules les deux) :

1" a~(b—c)=(a~b)~(a~c) pourtousa,b,cdelL;

20 a~—(b~c)=(a—b)~(a—c) pourtousa, b, cdelL.

Ce treillis peut étre défini a partir d'un ordre partiel strict, c’est-a-dire
une relation binaire < entre certains couples d’éléments de L telle que

1 a<a, 20 a<b, b<{cyra<c
et
30 a<lbetb<{aya=5b.

Si nous voulons considérer les relations d’ordre partiel générales (qui ne
satisfont pas forcément 3°), il faut que nous remplacions la relation d’égalité (=)
par une relation d’équivalence (~) (définie par a~b==a < b et b <a). Donc
nous définissons un treillis généralisé ou treillis distributif généralisé par les
conditions ci-dessus avec le signe d’égalité (=) remplacé par un signe d’équi-
valence (~). Observons que les opérations —~, —— cessent d’étre univalentes,
mais deviennent multivalentes, des valeurs de (a~—b) formant une classe
d’éléments équivalents.

Le treillis généralisé est donc déterminé par un ensemble L, une relation
d’équivalence ~ et deux opérations binaires ~, — multivalentes, mais unique
a une équivalence preés, satisfaisant les conditions indiquées plus haut. Nous
le dénotons par (L; ~, ~, —).

Dans la famille & des treillis généralisés une transformation ¢ de L dans L’
est une. transformation distinguée de (L; ~, ~, —) dans (L'; ~', ~/, ') sio



— 118 —

esl un homomorphisme par rapport a ~, ~ et —; c’est-a-dire, pour tous a, b, ¢
de L,

wn b3 g(@) ~ 5 (B),
c~a~bIa(e)~o(a)~2(b),
cr~va—bPop(c)~g(a)y-"c(b).

La transformation d’équivalence devient donc I'dsomorphisme. Les axiomes A1.
A2, A3 sont immédiatement vérifiés. Pour A4, si ¢ est un homomorphisme
de (L: ~, ~, —) dans (L'; ~/, ~', <') avec ¢(L)==TLcL, alors défi-
nissons ~, ==, .= sur L de la fagon suivante :

Soient @, b, c € L; [il existe @, b, c €L tels que a = ¢(a), b == ¢(b), ¢ = ¢(c)]:
définissons

a= b =a«n~'b dans 1.,
ax (bz=xc)=an~'(b~"c) dans L',

iu~(ze)an~'(b~"c) dans L.

1l est clair que = est une relation d’équivalence sur L. L'existence d’unc
somme (¢) et d’un produit (d) pour b, ¢ de L entrainent que ¢(«) est une somme
et o(d) un produit de b, ¢ dans L. La vérification des conditions basiques
pour ==. = par rapport a = est facile, et I'on voit que ¢ est un homomorphisme
de (L: ~oy o~ —) sur (L; = =, =) et lidentité un homomorphisme
de (:L; ~, =, :;) dans (L'; ~', ~', ~'). De plus, (E; ~y =, C) esten réalité,
une sous-structure de (L'; ~/, ~/, 7).

Pour vérifier 'axiome AB, si ¢ est un homomorphisme de (L: ~, ~, —)

dans (L'; ~'. =', =) on définit (sur L) ~,, ~;, —, par

i~y b o(a)~" 9(b) dans L,

wmy(b~ie) p(a)~ [9(b) ~ 3(e)] dans I,
et

ami(bore)g(a)~ [9(b)~ 9(c)] dans L.

On vérifie qu'une somme (b~ ¢) ou produit (b ~c) reste aussi une somme
ou produit de b, ¢ par rapport a la structure (~y, —~4, —4) Les conditions
basiques pour (~, —~i, —1) sont déduites des conditions correspondantes
pour (~', ~'. —") sur L'. Et finalement on voit que la structure (~y, ~q, —)
pour L dépend seulement de la transformation ¢ de L dans L' ct de la structure
de L'; ¢ est de plus un homomorphisme de (L; ~y, ~,~—1)dans (L'; ~/, ~/, /)
et l'identité est un homomorphisme de (L; ~,~, —) sur (L; ~y, ~y, —4).
L'indépendance de la deuxiéme structure par rapport i’ la premiére monire que
chaque structure sur L pour laquelle ¢ est un homomorphisme dans (L'; ~', ~', <)
est < la structure (~,, —4, —¢) sur L.

Le produit direct d’une famille quelconque de treillis géncralisés existe
et il est défini comme d’habitude pour les algébres, en géndéral. Donc la famille &

8.
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des treillis généralisés est non seulement héréditaire (d’aprés l'axiome A3
et 'axiome A4), mais aussi multiplicative.

La sous-famille D des treillis distributifs généralisés forment une sous-famille
héréditaire et maltiplicative (la vérification est presque immédiate). Parmi eux
on trouve les ensembles totalement ordonnés (par une rclation d’ordre total <.
qui ne doit pas étre stricte : c’est-a-dire < est réflexive, transitive et, pour tous «,
b ou bien a<b ou bien b<a). Cette famille O des ensembles totalement
ordonnés est héréditaire.

Finalement, la sous-famille & de & formée par les treillis propres est telle que
chaque treillis généralisé & = (L; ~, ~, —) est réductible 2 un seul treillis

propre & = (i—; =, ~, v) obtenu en définissant (@) — (b) et (a) —~ (b) comme
les classes contenant les sommes (a — b) et les produits (@ ~ b) respectivement.

Evidemment

& TEWNETE et Pi{&=P1&

c'est-a-dire & satisfait les conditions supplémentaires (H. S.); de plus, &€ O
quand &€ 0.

Donc, ¢n prenant pour M la famille des treillis généralisés et pour Hla famille O
des ensembles totalement ordonnés dans le théoréme principal, nous voyons que
I'hypothése du théoréme et les hypothéses supplémentaires (H. S.) sont remplies.
Donc la famille H peut étre caractérisée comme la famille de treillis généralisés
satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 2%, 2*” ou 3° (et aussi toutes les cinq).

La famille D des treillis distributifs généralisés étant héréditaire et multiplicative
contient H. D’autre part, un treillis distributif généralis¢é & posséde une
réduction & qui est un treillis distributif propre. Et & est isomorphe a un sous-
treillis d’une algébre de Boole compléte et atomique, d’aprés les résultats de
MM. G. Birkhoff [1] et M. H. Stone [3], c’est-a-dire & est réductible a une
sous-structure d’un produit direct de structures appartenant 4 H (car une algébre
de Boole, compléte et atomique, est un produit direct des algébres de Boole, de
deux éléments). Donc chaque élément & de D satisfait la condition 2,
donc D c H aussi.

Nous avons donc identifié H avec la famille des treillis distributifs généralisés.
Donc le théoréme principal nous donne les représentations suivantes :

Tutorime 2. — Parmi les treillis généralisés (et, en particulier, parmi les
treillis propres) ceux qui sont distributifs sont caractérisés par chacune des
trois conditions équivalentes suivantes :

1° le treillis est isomorphe a un sous-treillis d’un produit direct d’ensembles
totalements ordonnés;

2° le treillis est réductible (ou faiblement équivalent) & un sous-treillis d’un
produit direct d’ensembles totalement ordonnés stricts;
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3" le treillis posséde un ordre partiel quiest Uintersection des ordres totauz
sur le méme ensemble des éléments (*).

4. Les représentations d’un groupe généralisé. — Un groupe multiplicaif G
(non commutatif en général) est un groupe réticulé s’'il y a une relation
de congruence ~ dans G et une opération binaire multivalente ~ (définie
uniquement a 'équivalence ~ prés) telles que :

a -~ an~ o, u~br~ob~a, a~(bh~ecV~(a~bi ¢

aih ~ci~(ub)y~(u.c), b=~y ~(hoa)~(e.a)

pour tous &, b, ¢, de G (ou la multiplication du groupe est dénotée par.). Donc nous
pouvons représenter un tel groupe réticulé comme une structure abstraite
par § =(G, ., ~.~). En eflet, M. P. Lorenzon [4] a montré (Satz 2, 3. 4, B)
qu’une telle structure est bien un treillis distributif généralisé par rapport
a (., ~, ~),ou— estdéfinie par (a— b) ~ (¢t ~ b-1)~t, dans lequel la mul-
tiplication du’ groupe distribue —~ et — des deux cotés.

Mais ici nous considérons les groupes réticulés généralisés dans lesquels la
multiplication (.) du groupe est aussi multivalente, mais unique a l’équiva-
lence ~ prés, ce qui vient a dire que G/~ est un groupe propre aussi bien qn’un
treillis propre. Donc nous représentons une telle structure par (G, ~, ., ~).

Pour la famille & de ces groupes réticulés généralisés, nous prenons les homomor-
phismes par rapport a (~, ., —~), donc aussi par rapport & (~, ., —~, ),
comme les transformations distinguées. Il s’ensuit qu'une transformation d’équi-
valence est un isomorphisme par rapport a (~, ., ~).

Les axiomes (A1), (A 2), (A3), sont vérifiés pour cette famille et ces transfor-
mations distinguées sans difficulté. De plus, quand ¢ est un homomorphisme
de (G, ~, ., ~) dans (G, ~', ./, ~') avec ¢(G) =G c G, on vérifie (A4
en définissant sur G la structure (=, 7, 7<) olt =, =, = sont les restrictions
i G de ~/, .', ~' respectivement définis sur G'. Et de méme on vérifie (AB) en
définissant (~y, .4. ~y) sur G par

weoih =g () ~'3(b); 1% N'(_b.w) 2 (a)~[2(b).s()];
et

@i (b ey o (~e(b1~"g(¢) )

L.e produit direct d’une famille de groupes réticulés géncralisés existe Loujours
et il est défini comme pour toutes les algébres.

Parmi ces groupes réticulés généralisés, les groupes tolalement ordonnés
genéralisés forment une sous-famille héréditaire H; ordre total ici n’est pas
forcément sirict, mais on vérific que la multiplication est homogéne par rapport a
I'ordre total.

(*) Nous utilisons ici la possibilité de définir la structure, ou bien en termes de (~, —, ~), ou
bicn en termes de Pordre partiel (=).
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De plus, la famille & contient la famille & des groupes réticulés avee lordre
partiel strict, et chaque G de & est réductible & un seul g de 7 ; et H contient G
avec §. Les hypolhéses supplémentaires (H. S.) sont vérifides ici. Donc nous
pouvons prendre la famille des groupes réticulés généralisés pour M et celle des
groupes lotalement ordonnés généralisés pour H dans le théoréme principal (th. 1).

Les groupes totalement ordonnés généralisés, sont réguliers, c’est-a-dire salis-
font la condition

a~(r.a.r )y~ a~vi,

quels que soient les éléments a, 2 du groupe (lavérification est immédiate). D’autre
part, M. P. Lorenzon a montré (c¢f. Satz 13) que chaque groupe réticulé qui est
régulier est isomorphe [par rapport & (~, ., ~)] & un sous-groupe ordonné
d’un produit de groupes totulement ordonnés. En observant de plus que la
réduction § dans & d’un groupe réticulé généralisé &, est régulier quand G
est régulier, il en suit que les groupes réticulés généralisés qui sont aussi
réguliers satisfont la condition (2) du théoréme 1.quand M et H sont choisis
comme en haut. Mais cetie famille des groupes réticulés généralisés et réguliers
est évidemment une famille héréditaire ct mnultiplicalive contenant H; donc cette

famille s’identifie avec la famille H du théoreme |. D'ou le

Thatorine 3. — Un groupe réticulé généralisé, G, est régulier si, et
seulement si, il satisfait Uune quelconque des trois conditions suivantes
(équivalentes) :

1" G est isomorphe @ un sous-groupe ordonné d'un produit direct des
groupes totalement ordonnés généralisés;

2° G est réductible a un sous-groupe ordonné direct des groupes totalement
ordonnés avec Uordre total strict;

30 G pussede un ordre partiel qui est U'intersection des ordres totauz
compatibles avec sa structure.

Dans la condition 3° nous utilisons la possibilité de définir la structure ou bien
par (~, ., —~) ou bien par (~. ., <); l'ordre particl <* est compatible avec
la structure donnée (~. ., <) sur G si Pidentité est un homomorphisme de
(G, ~. .. X)sur (G, ~, ., <) (il correspond au « zulissigne Halbordﬁung »
défini par M. P. Lorenzon).

5. Les espaces completement réguliers. — Les espaces topologiques sont
considérés maintenant comme les structures abstraites. & = (E; G ) consiste alors
en un ensemble E de points et une famille G de sous-ensembles de E assignés
comme famille d’ensembles ouverts; on suppose les conditions usuelles pour § : o,
L sont dans G et les réunions arbitraires et les intersections finies d’¢nsembles
de ¢ appartienncnt aussi a . Une transformation distinguée est interprétée
ici comm@ une transformation continue; donc I'équivalence s’identifie & I'homéo-
morphisme et la réductibilité a la contractibilité (en identifiant lcs points ayant
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les fermetures égales). L’équivalence faible est la méme que ’homéomorphisme
faible définie ailleurs par P'auteur [3]. Les axiomes A1, A3 sont vérifiés sans
difficulté.

La famille & des espaces topologiques est multiplicative, le produit direct étant
le produit topologique. Et chaque espace lopologique & dans & est contractible
a un seul espace topologique vérifiant axiome de séparation suivant.

T, : si x, y .sont points distincts, il y a un ensemble ouvert contenant l'un des
points, mais non les deux [3].

& 7:: &' (ou & est un sous-espace de &') entraine que Z;(c & et P;(@;) = «W,)

Dans & considérons la sous-famille des espaces pseudo-métrisables, c’est-a-dire
avec la topologie définie & partir d’un pscudo-métrique [3(z, ») est un nombre
réel positif défini pour chaque couple de point x, 5 tel que d(x. z)=o,
3z, y)=18(y, z) et d(z, ¥) £ 8(), 5) + 6(z, x)] en prenant les sphéres U (z),
(z réel > 0) pour une base des ensembles ouverts. Cette famille I d’espaces
pscudo-métrisables est la plus petite famille héréditaire contenant des espaces

métrisables. Et la contraction d’un espace pseudo-métrisable & a un espace &
vérifiant Ty nous donne un.espace métrisable. Donc avec la famille des espaces
topologiques pour (F) et M, la famille des espaces pseudo-métrisables pour H,
les hypothéses du théoréme 1 et les hypothéses supplémentaires (H. S.) sont
vérifiées.

Alors la famille H est contenue dans la famille héréditaire, multiplicative des
espaces ‘co;nplélement réguliers (non forcément T,), c’est-a-dire dans lequel
pour chaque point @ ct chaque ensemble ouvert G contenant «, on peut trouver
une fonction f () réelle et continue définie sur tout I'espace telle que

o Zf(x)<L1 pour chaque z, Sfla)y=o et f(1)=1 pour chaque y&G.

(Chaque espace complétement régulier & de celte sorte peut élre contracté

a un (seul) espace complétement régulier & et accessible; et un tel espace &,
('aprés le théoréme de M. A. Tychonoff [6] (th. 2) est caractérisé par la
condition qu’il est homéomorphe a un sous-espace d’un tore ou un produit direct
des espaces chacun homéomorphe au segment fermé (o, 1) de nombres réels.

Cet espace (0, 1) étanl métrisable, il s’ensuit que l’espace vérifiant la condi-
tion 2*" du corollaire du théoréme 1 sont les espaces complétement réguliers
‘non T,). Donc nous avons le

Tutorimr 4. — Parmi les espaces topologiques, ceux qui sont completement
réguliers (ne vérifiant pas forcément Uaxiome T,) sont caractérisés par
chacune des conditions équivalentes :

1 Uespace - est hor;zéomorphe a un sous-espace d'un produit topokegique
des espdces pseudo-métrisables;

2° U'espace est contractible (ou faiblement homéomorphe) ¢ un sous-espace
d’un produit topologique des espaces pseudo-métrisables;

3 Uespace posséde une topologie qui est le produit des topologics sur le
méme ensemble de points définis par les pseudo-métriques.
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