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LES ALGÈBRES PARTIELLEMENT ORDONNÉES
ET LEURS EXTENSIONS (suite) (*).

PAR M. V. S. KRISHNAN.

UNE THÉORIE GÉNÉRALE DES IDÉAUX.

Introduction. — Dans ce Mémoire nous considérons une théorie générale
des idéaux 'valable dans les « ringoids » commutatifs et associatifs définis
par M. G. Birkoff [l], algèbres plus générales que les anneaux commutatifs.
Observant que les idéaux forment une sous-famille des modules, qui forment
eux-mêmes une algèbre complètement additive avec une base additive formée
par les modules principaux, nous développons une théorie des (éléments) idéaux
d'une algèbre complètement additive, avec une base additive finitaire et
régulière. Les idéaux forment une telle algèbre (th. 1). Les notions usuelles
dans la théorie des idéaux d'un anneau commutatif (considérées, par exemple,
par M. W. Krull [3]) sont étendues aux idéaux définis ici : en particulier,
celles d'.idéaux premiers^ primaires ou semi-premiers^ de radical, de m-ensemble
(ensembles multiplicativement fermés) de composants (a^) d'un idéal (a)
définis par les w-ensembles (M), etc. (§3 et 4-). Quand le w-ensemble M == Tip
est formé par les éléments premiers à un idéal premier jp, le composant (a^ )
qu'il définit est appelle composant isolé défini par/?.

Nous montrons qu'il existe toujours des idéaux premiers contenant un idéal
donné a, et en dehors d'un w-ensemble M qui ne contient pas a, et, parmi
ceux-ci, des idéaux premiers maximaux et minimaux (th. 4 et son corollaire).
Les idéaux premiers minimaux contenant a sont appelés les h-idéaux premiers
de a ( 4 ) , et les composants isolés définis par ces A-idéaux premiers sont les
composants primaires isolés de a\ ce sont, en effet, des idéaux primaires
ayant pour radical l'idéal premier qui définit le composant (th. 7). Les idéaux
premiers maximaux contenant a et n'appartenant pas au w-ensemble Ha des
éléments premiers à a, sont appelés n-idéaux premiers de a ( ' ) ; les composants
isolés qu'ils définissent sont les composants principaux de a.

Nous voyons alors que chaque idéal a est l'intersection de ses composants

( " ) Ceci contient les 2e et 3e parties d'une thèse présentée pour le Doctorat es Sciences mathé-
matiques, sous le titre : Contribution à l'étude des algèbres partiellement ordonnées et de
quelques structures abstraites.

( 1) Ils correspondent aux « hôchste Primideale von A » et « niederste Primideale von A »
de M. W. KRULL W.



— 86 -

principaux (ll i . 6). Mais l'intersection des composants primaires isolés de a est,
en général, un idéal à contenant a, appelé le noyau de a. Quand la base
additive de l'algèbre donnée contient un élément-unité, un idéal a est égal à
son noyau dés que les A-idéaux premiers de a sont des idéaux maximaux.
En particulier, quand la base contient non seulement un élément unité, mais
aussi o, si l'idéal o a les idéaux maximaux seulement pour les A-idéaux premiers,
alors chaque idéal a est égal a son noyau (th. 8). On a aussi une caractérisation
d'un idéal primaire comme idéal possédant un idéal premier comme seul A-idéal
premier et seul /i-idéal premier (Corollaire du th. 5).

Cette théorie étend aux « ringoids » commuta tifs et associatifs tous les
résultats principaux do la théorie des idéaux d'un anneau commutatif sans
conditions de chaînes dues à M. W. Krull [3]. Dans le cas particulier d'un
treillis dis tr ibut if , nous retrouvons les résultats de M. H. Stone [4] qui nous
conduisent à la représentation d'un treillis distribulif comme « anneau
d'ensembles » (§8).

2. La M-algèbre et ses idéaux. — Supposons que L est une M-algèbre, c'est-à-

dire commutative (V , . )-algébre avec une base additive finitaire A (2) , qui

est de plus régulière : la condition de régularité est

'(R) 8-<<a-+-*^ dans L, où 8e A et a, 6 , €L^+8-^81-4-* 5o dans L,

pour ôi, os de A tels que <^ -<< a, ^2 -^ b.

Alors L possède un plus grand élément u ( u =^, ^ i ) •
O.eA

Un élément a de L vérifiant a.u (== u. a) -<<a, est appelé un élément-idéal
de L ou tout simplement un idéal de L. On peut évidemment caractériser
aussi l'idéal a par la condition : a .â-^a pour chaque ôeA (ou, encore,
par a.h -<a pour chaque b €L).

THÉORÈME 1. — Les idéaux d'une M-al^èbre Informent une sous-algèbre L

pour (^, n, • ) et aussi une M-algèbre par rapport au même ordre -{et à

même multiplication (.); la correspondance l( e L)->- l ==y(Z) = le plus
petit idéal contenant /, est une opération de fermeture et un homomorphisme

de L sur L pour (V , . 1 et L possède la base A ==/(A).

( 2 ) Voir, par t ie I, paragraphe 6.4, Kull. Soc. Math-, t. 78, iQao p. a5i. A est un sous-ensemble
inul t ip l ic . i l ivement fermée de L; chaque élément de L est une somme distributive d'éléments
de A; et une somme ^> o; d'éléments o ,€A est }- un élément ô de A seulement si o •< une

v *somme Unie ^ '3,(/') des (o;) dans L.
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Démonstration. — Supposons que (^) soit une famille d'idéaux de L. Alors

/^-,yu=/^*7A.»^(-,.^^^,v
\ l / \ t ] t \ i /

( | | 7( Y u -^ chaque 7;. M -^ chaque 7, ;

d'Où

Tr-V"^ïP-Y
<ît

(7^).M=7,.(Ç.M)-^.7y.

L est bien une sous-algèbre de L pour (^ JTJ, .V et par conséquent aussi
une (S ? •r^^bre avec même ordre et même multiplication que L; et cette
algèbre est comtoutative comme L.

Pour chaque élément l de L définissons

f{l)= 1 - + - U . I ; f{l).U==(l+U.l).U= l.U-^-l.U.U= I.ÇU+U.U)= l.U-^f(l\

d'où f(l) est un élément de L; nous écrivons f(l) = 7. Évidemment l^î; et

si Z -^W€L, alors 7== ^-(- M./-^ w + u.m == m (car u.m -^~m), d'où / est le
plus petit .idéal contenant l. De celte caractérisation, il est clair que la corres-
pondance l->f{l) = î est une opération de fermeture.

Soit maintenant (li) une famille des éléments de L; alors

•^2^ -Ï1^ fS^Y—S'^S^-»)
\ t / i \ i / i i

=^(^+*^)=2*/W dans L,
i i

«t dans L, qui contient/^ V li\ et les {f(li) j; et
\ '• /

f{li.lj)= l i . l j + { l i . l j ) . U = l i . l j - ^ - l i . l j . { u - ^ U . U \

=(/,-(- li. u). { I j ^ l j . u) ==/(^)./(^/) dans L et dans L,

qui contient f(l,.lj-), f(li) et/(^); donc/ est un homomorphisme de L sur L

pour (̂  , .).

Enfin, supposons que A ==/(A) = {/(ô) }^A- A est une sous-algèbre de L

pour ( . ) ^ > A est une sous-algèbre de L pour ( . ). /=V*ô,, oiP Ô ,€A,
i

pour /eL>7=/(^)=^y(ô,)==^^, oùô ,eA, pour 7eL; Donc A est
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une sous-algèbre de L pour (. ) et une base additive. A étant une base unitaire
pour L,

8^^ 80 où 8 '5 Ï € A entraîne q"® 8=/(8), 8;==/(8,), où 5, 8,-eA,
i

et

^^^\8,^..5,)=^(8,4-f^8,\8,)
< i ( V/€A / j

d où

8-^ 2 ^'-'^ IT ^(O^-);
r=.l,...,n s=n+l,...,m

il en résulte que

^8-^./^ 8,(rA +^Y^\(,).8^)\
\ r / \ s /

==^ (M.8,^)+*^ .(M.8y(,).5^))

^ J
et

8 = 8 + ̂ .8-^ (5^) +* u.^) +^(8,(,).8,(,) + ̂ .8,(,).5,(,))
r <

-^^ (8f(r)+M.8^).4-^\M.8,(,,)
r 5

•< ^ (8^)+M8^,)= ^* 8,^.
r=l,...,in r=l,...,m

La base A de L est aussi unitaire. Enfin, ô -^ a +* b dans L, pour ô == /'(ô) € A
et a, 6 de L, entraîne que S^a-\-*b, d'où ô-^ôi+^o dans L, où 8,, ô a e A
et ôi -< a et ôa -^ 6. Il en résulte que

8-^8,-4-*82, 81, §2,€A et 8i-<<a, 82-^^

A est donc une base régulière de L.
Donc A est bien une base additive fmitaire et régulière de L, et L est

une M-algébre.
Observons que, le complément relatif fou résiduel) <- d'un élément b de L

par rapport à un idéal a jdéfmi par x.b -^a ̂  x -^ ( a } , pour tous xçL\
existe toujours : car a. b -< a assure qu'il existe des éléments x vérifiant x.b-^a;
et leur somme ^ x, vérifiant aussi (^,*-c) •b ==\\x.b) ̂ a, satisfait la

définition de l'élément^.6
Quand a est un idéal et b, c, bi des éléments arbitraires de L, on peut vérifier

facilement que
a - /^ - /^ a \^ i d\h~e-\b)-\-e)^ TV-^-II^;-

—— -TT (2^) -
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3. Éléments premiers, primaires et semi-premiers. Radical d'un élément. —
Définition. — Un élément p de la M-algèbre L avec base A est appelé un :

i° Elément premier^ si

(5, 8'eA, 8<jo, ô'</î)>8.5'</? (3) ;

2° Élément primaire, si

(5, 8'eA, o.ô'-^jo, 8<^/?)^+(8')71-^/? pour un entier naturel n;

3° Élément semi-Dremier^ si

(oeA, 5"-^/? pour un entier naturel i)3-*-o-^/?.

Évidemment, les éléments premiers sont ceux qui sont à la fois primaires-
et semi-premiers.

Définition. — Le radical dr d'un élément a de L est la somme des éléments
de A pour lesquels une puissance intégrale est contenue dans a; c'est-à-dire,

;,.=Vô; (==^ ô,). où ô^-^a, pour un entier n,.
i i

THÉORÈME 2. — i° Un élément idéal p de L est un élément premier,
primaire ou semi-premier dans L si^ et seulement si, il est un tel élément

dans L (avec la base A); nous appelons alors? un idéal premier^ primaire
ou semi-premier de L.

2° Les éléments semi-premiers de L forment un demi-treillis complètement
additif et une sous-algèbre de L pour (H); pour chaque élément a de L,
il existe un élément semi-premier minimal contenant os, dénoté par as et
appelé V élément semi-premier associé à a.

3" Pour chaque élément a de L nous avons as^ dr\ pour un idéal a de L,
âs== Or == un idéal de L; et pour un idéal primaire a de L, âs== âr= un idéal
premier de L, appelé l^ idéal premier associé à l^ idéal primaire a.

Démonstration. — i° Pour montrer cette partie il suffit d'observer que

pour 6, c quelconque de L et p de L,

b-^p ̂  b-^p et b.c. -^p ^-ï.c-^p.

2° Observons que u est un idéal semi-premier de L. Et quand (ai) est une

famille d'éléments semi-premiers de L pour laquelle l'intersection a = | [a/
;•

existe dans L, alors a est aussi un élément semi-premier de L; car

8" -^a = ll^i)-»' 8"-^chaque 0,^ 8 -^chaque a.i'^ 8-^a;

(*) Les négations des relations -<, ^ sont notées respectivement par <Ç, ^>.
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donc les éléments semi-premiers de L forment une sous-algèbre de L pour (H)
contenant u. Pour chaque élément a de L la famille des éléments semi-
premiers r^a est non vide (puisque u est dans celte famille); et l'inter-

section a^\\n existe dans iJfp^S/^ ̂  -chaque r,. et cette famille (a,)
L l _

est non vide car a est dans cette famille ; et, diaprés le résultat ci-dessus, a, est

aussi un élément semi-premier. C'est évidemment l'élément semi-premier
minimal )- a.

Le plus petit élément semi-premier contenant une famille (non vide) d'éléments
semi-premiers (a/) de L existe, étant égal à a,, où a=^a/, cette somme étant

prise dans L. Donc, la famille d'éléments semi-premiers dans L forme un demi-
treillis complètement additif.

3° 'Pour un a e L, ô ̂ a>ôd) -^a>ô -^a,, donc a -^a,. D'autre part, a, ==Vô,,

ou ô^ ̂ a pour un entier naturel n,; mais a ̂ a, et ̂  ^a entraînent que ̂  ^a,,
<i'où ô, -^a,, puisque a, est semi-premier; donc a ̂ a,. -^a, pour chaque a e L.

Si maintenant a est un idéal de L, a,, en est un aussi; car

«r .5==(^o^S, où 8f.-<a,

=(^ ^)8, où 8^a,

=^(8^8), où (^.ôy^S^S^a.S^-^a.M-^a,
;•

d'où a,.ô -^a, (chaque ^.ô étant, en effet, un des 8/); de plus,

5"-^, 8eA>ô^^(8,), où 8?.-^a et 8/'eA,
i

^^^ ^ 8^), où 8^-^a (la base A étant fînitaire),

^.^•".-^^ ^ §^^\ ^^ QÙ ^o ==V / i^^—/^-+-^
r=l....,,u ,•==!,...,m

>0-^7-,

c'est-à-dire a, est semi-premier; ar>- a et a, semi-premier entraînent que a,.^ a,
aussi; donc a/.== a,= un idéal (^ a) quand a est un idéal.

Enfin, supposons que a soit un idéal primaire; a,==a, est un idéal >- a, et
pour ô i , os ç A,

8,.8^a/.(=a,), ô,<a, > (ô,.02)^a, ôy^a pour aucun entier naturel m,
> 8?.o?-<a, 8?<<?,
^ (^^-^^ pour un entier v, a étant primaire,
^ (^s)'^-^^ pour un entier (/i.v),
> S^ar;

•donc a,(==a,) est un idéal premier de L^- a pour tout idéal primaire a.
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4. Les m-ensembles et des composantes qu^ils définissent. — Pour un élément
arbitraire a de L nous voyons que l'ensemble S^= { b }b^a,hçL a les propriétés

V(Sa)cS( iCV(SanA) (4) c'esl-à-dire c^b, b e S<i> ce Sa

et chaque 6 € Sa est >- un ô de A dans Sa.
Si nous disons qu'M/i élément b de L est premier à Vêlement a quand il existe

au moins un élément ô de A tel que ô -<&, . existe dans L, et ^ ~^a, alors l'en-

semble Va des éléments de L premiers à a satisfait aussi aux conditions :

V(na )c l I aCV( l l«nA) .

Un ensemble non vide M d'éléments de L est appelé un m-ensemble de L
si V ( M ) c M c V ( M n A ) et M M c M (c'est-à-dire M est mulliplicativemcnt
fermé).

Observons, par exemple, que pour un élément premier/?, S;, estunw-ensemble
(et inversement).

Pour un idéal a de L, un m-ensemble M de L définit un M-composant OM, qui

est l'élément de L vérifiant a^= V (?) (la somme étant prise dans L), où les
Ô,€M

compléments relatifs ( a ) existent comme nous l'avons déjà remarqué, par rapport

à Fidéal a. On a évidemment aussi :

OM== ^ 8,, où o-.0(-^a pour au moins un o;eM,
/

et
8'( eA)-^aM^» o' .Oi -^a pour un 8(€ M.

(A étant Unitaire et M multiplicative).
Il en résulte que a» est aussi un idéal >- a; car pour chaque ô de A,

^M.o^^^yS^^/.o), où ô;..8,^a

7 /

et donc ô' .ôô/ -<<a.ô ̂ a pour un <5i €M; les (<^..ô) sont donc quelques-uns des (ô^. ),

et O M . Ô -^M; donc a^ est idéal; de plus a -< g -<<OM pour ô/e , M donc a^Oyi.

LEMME 1 . — i" a € M^aM== u^dyi eM.
2° Si M est le plus petit m-ensemble contenant deux m-ensemble Mi et Mg,

alors (ûMt)M, = (aM,)Ml== aM•

3° Pour un idéal a de L -^- M, II,, e^ 1^/1 m-ensemble et ILc Sa(mais
n,,==L<tSu=o).

(*) V ( X ) pour un sous-ensemble X d'un ensemble K partiellement ordonné, a été défini dans la
partie 1 par V ( X ) == [ y }, .^. «n .z.ex, r€K.
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4° Le même M'composant a^(^ u) de a peut être défini par plusieurs
m-ensembles\ parmi ceux-ci il y en a un maximum M*== 11^ et 11^ 3 IÎ .

Démonstration. — i° Montrons queae M^OM= u^a^çM^a çM.

Si a € M , a>-ô/, ( ô / € M n A ) , ^ = M, car pour chaque ô'de A, 8'. ô,-^ô'. a-<< a. ;

donc OM>- , == u, c'est-à-dire 0*1== u.S{ M

Si maintenant a»i= u, alors O M ( = ^ ) € M , car le w-ensemble M étant non
v i d e V M c M > M e M .

Si, enfin, OM^M, il existe un Ô € ( A n M ) tel queô-^OM; c'est-à-dire Ô € M
est ô. ̂  -^a pour un ô/ € M, d'où ô. ô/ e M et a e M.

2° Observons que M = V { ô/, ô;., Ô,.G;. j où ô. e (Mi n A), ô;. e (M, n A).

Donc

8-<(<iMiM,) ^+ 8.8^.-<aM^ pour un 5 y € ( M 2 n A ) ,
> 8.o^.8;-^a pour un ^ .e (M2nA) e tun 8 ;e (MinA) ,
^ 8.(8;.^.)-<^a, pour un ( 8 ( . 8 . ) € ( M n A ) ,
^ 8-^aM;

d'autre part

8-<aM > 8.8^a ou 8.8^a ou 8.8,.8^a pour un 8^€(Mi nA), 8; .€(M2nA),
> 8-^aM-<<(«M,)M, ou 8.8y-^CT-<<aM^ ou 8.8^aM.,
> 8-^(aM.)M,;

Donc aM== (a^)^ et, par symétrie, OM= («M,)M,.

3° Nous avons déjà montré que VIL^cïï^ c V ( ILnA). Il reste donc à montrer
que IIAcIL. Alors, si 6, c, (de L) sont dans IL, il existe des éléments ôi,
02 de A tels que ô i - ^ ô a - ^ c î ^ - ^ a e t - 1 - ^ ; donc

(^)W.^ (8.8,.).A et ^=^)^^,,
82

d'où (b.c) €ÏL; donc lia est un m-ensemble,

b ^Sa et 8-^6 > 6-^a, 8-^6 > 8-^a > ^^M^a

(par hypothèse); donc b ̂  S,<^> 6^n^, d 'oùn^cSa.
Pour l'idéal u de L, on a évidemment II«= L et Su= o (l'ejisemble vide).

4° Observons d'abord que M*=:IÏ^ est un w-ensemble quand M est un
w-ensemble et ayi^é u, d'après le dernier résultat.

Voyons que d'une part

«-^ûM^n^sna,
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j^a,8'^°J1 > S'.S-^OM, H-^a,

;)-»• 8'.8.§o-^a, . -^ a, p o u r u n 5 o 6 M ,

^>. ô'.ôo-^ -,s -^«5 pour un 80 6 M,

3-»- O'-^ — pour un 80 € M,
ôo

> ^l^0-
c'est-à-dire

| -^ a > °|1 -< OM, donc ôeH^^ôen^, d'où ILidl^.

D'autre part, on a aussi McII^=== M*, car

ô € M , 8'-^ > 8'.5-^aM, S € M ,

-̂». ô'.ô.So-^a, o, 80 et ô .SoeM,
> Ô^OM,

c'est-à-dire

8eM > ^aM^ôeII.,.

Donc M*' est un m-ensemble contenant M et 11^; finalement montrons
que a^=a^.

D'une part, M étant contenu dans M*

V^ a , Y< a
^=18,^1 ^=a^

3. CM 8y€M* /

d'autre part,

S-^OM^S.S'-^a pour un S'e( M* n A),

^ S.S'-^a-^aM, où ô'en^, donc ^"-^aM,ô

>8-^-^M,

Le w-ensemble M*===It^ étant défini par le composant 0% (et non par M),
il s'ensuit que M* est le même pour tous les w-ensembles (M,) pour
lesquels 0,1,== ŒM et M* 3 M; pour chacun de ces w-ensembles (de même
que M* 3 M); c'est-à-dire M* est le plus grand w-ensemble définissant
le M-composant donné a^.

THÉORÈME 3. — i0 Un idéal q de L est primaire si, et seulement si^ S^cII^,
(<7, étant le radical de q)',

2° Un idéal p de L est premier si, et seulement si Sp== Up;
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3° Soit p un idéal premier et a un idéal quelconque; si a? désigne a^
alors

pY-a^p^-cip.

Démonstration. — i" Nous avons déjà vu que le radical q,- d 'un idéal
primaire q est premier. Alors si b (de L)eS^., on a b^q,. donc il existe un
élément à de A tel que ô -^ 6, o<^<7o donc <5"<)^<7/- {c/r étant premier) pour aucun
entier n', mais q^q,, donc ^^Çq pour aucun n. Or, q est un idéal primaire;
donc ô.ô' -<<y (et ^n <^Çq pour aucun n) entraîne que S ' -<y, c'est-à-dire

ô-^— -̂»- 8-^ y , ou - -^ y, où 8-^^.

Il en résulte que b est premier à y, ou ^elly. Donc S^cII,/, quand q est
idéal primaire.

Inversement soit S^.cIL/ pour un idéal q\ alors,

ô, o'eA, 0.8'-^, o'^q > ^^1' ô/^::^5

> ;<^
> o«n^,
> 8^ S,,.,
> ô^^-,
^-> 8''-^ y, pour un entier n -,

donc q est primaire.

2° Un idéal premier p est aussi un idéal primaire et plus p satisfait p -==/>»/•;
donc, d'après i", nous avons : S/jCÏIy,. Mais l'inverse II/, C Sp est vrai, quel que
soit l'idéal p. Donc S/,== II,, pour un idéal premier/?.

Inversement, soi t /» un idéal pour lequel S/, == îlp', Sp==îlp--= un m-ensemble
(lemme 1, 3°), d'où

ôi</?, 02<^ > 01; ôoeS,, ^ ôi.SseS,, ^ ôi.82<(:/?;

donc/? est un idéal premier.

3° Soient p un idéal premier et a un idéal quelconque; alors

ap^p^>a{-^ap )-<</?, où a^= Ojj .

D'autre part,

rt-^/?, o^ap'^-a-^p, S.S'-^a, pour un 5' e II^== S/,,
^a^p, ïi.o'^a, o'</?,
^Ô.S^/?, 5'^,
^^•^^î /? étant premier;

c'est-à-dire a-^p^-a? -^p aussi.
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5. L'existence des idéaux premiers contenant un idéal donné.

THÉORÈME 4. — Si a est un idéal de L et M un m-ensemble de L tel
que a ̂  M, alors :

i° il existé un idéal maximal p >- a et ^M et p est un idéal premier ;
2° il existe un m-ensemble maximal M* 3 M tel que a ̂  M* ; pour

chaque à ̂  (M* n A), // existe un ô' e A ̂  (71^ § . § ' -^ le radical a,, de a.

Démonstration. — i° L'ensemble (B) des idéaux b de L vérifiant b^a
et b^, M est partiellement ordonné comme sous-ensemble de L. Chaque

chaîne (^) dans B possède une borne supérieure dans B; car la somme,? ==^ b,
__ i

dans L est un élément de B : d'une part s^ bi^ a et, d'autre part Ô € A ,

0-^=^ bi entraînent que ô-<^=V 6,=V V ô,y remplaçant les bi de L
; _ l l i

au moyen d'éléments de la base A; cette base étant unitaire, il en résulte
que ô-^ une somme finie ô,7<,.) des ô/y, où chaque ô/y-^ un bi; les bi étant
totalement ordonnées, il existe un élément maximum parmi les bi.j-(,-) associés
ainsi aux o / / ( / - ) , et cette b,,^} contient la somme des ô/y(,.) et donc aussi ô et à,
il en résulte que ô^M (car 6,y(,.)^M par hypothèse); ceci étant vérifié pour
chaque ô(de A)-<<,? , il s'ensuit que ^^M, donc sçB. Par le lemme de Zorn
nous voyons donc qu'il y a les éléments maximaux (/?) dans B; c'est-à-dire/?^- «,
p ̂  M, et p ' ^ p i p ' ^ p ̂ P' € M. Un tel idéal p de L est premier ; car

8,, 5.2€A, 5i<jo, 82</?>(8i+*^)eM, (ô2+*/?)eM,
>(8,-+-*jo).(ô2H-^)eM,
> (81.82 -+-*/?) >- (81 -+-^).(82+*/?) et (81 -+-*7?).(8, -4-*jo) e M,
>(8,.8,+^)eM,
>(0;)=8i.82<^.
>0i.82</?.

2° Considérons ici la famille ^ des m-ensembles (M/) de L tels que McMi
et a^M; cette famille est un ensemble partiellement ordonné par la relation

d'inclusion (c). Si Mj est une chaîne dans (^7), nous voyons que 1 1 M, e ̂ ; car

( V M ) = ^ J ( V M y ) c ^ ( M y ) = M ,

[ = ̂ J (My)c ̂  [ V ( M y n A ) ] c V [ (^J M/) 0^1 = V ( M n A )M = ^ ( M y ) c '
} i " ' /•

et
M . M = = ( u M / ) . ( u M A ) c ( u M / ) = M,

car a€My, ôeM^^a, b sont dans le plus grand des éléments M/, M^- de la
chaîne ̂  a h ç Mj ou MA ̂ a. 6 € M.
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Le leinmc de Zorn nous assure l'exislence des éléments maximaux de ^; c'est-à-
dire de w-ensembles M* 3 M tels que a ̂  M* mais M* c M', a ̂  M'^ M* = M'.

L'hypothèse a^M exclut la possibilité a==u', donc ae un /n-ensemble
M^a/.cM (car <2/ .>-a) ; inversement a,.eM^> un ô (de A)-^0r est dans
M ^ > [ Ô € ( M n A ) , ô"^r t ]^ [ô"e(MnA) , ô»-^CT]^aeM. Donc la famille ^
est aussi la famille des w-ensembles DM ne contenant pas a,-', et si M* est
maximal dans ^ et ô^M*, le w-cnsemble V ( ô,, ô", ô " . ô / { (ô;eM\ ^ entier)
étant 3 M,doit contenir a et a,. Mais a,. € V ( ô,, ô71, ô71.^, ) entraîne :

soit dr^- un ôi € M*, c'est-à-dire a, € M*, ce qui est faux;
soit dr^ un ô", ce qui entraîne que a,>- ô, car a/.== ds pour l'idéal a;
soit a,.^- un ô^.ôi , Ô ( € M * , ce qui entraîne que a/.)- ô".^" (a,, étant un idéal),

-donc a,-(= ds) >- ô .ô / .

Donc, dans tous ces cas, a/->- ô. ô; pour un ^ e M.

Comme conséquence du théorème nous avons le

COROLLAIRE. — Etant donné un idéal a et un m-ensemble M ne contenant
pas a, il existe des idéaux premiers p >- a et ^ M; et parmi eux il y en a de
minimaux et de maximaux.

L'existence des idéaux premiers maximaux résulte de la partie i° du théorème.
Si M* esl un w-ensemble maximal 3 M et ne contenant pas a (qui existe d'après

la partie 2° du théorème), il y a, d'après la partie i°, un idéal premier p ^- a,
/?^M*; mais a-^p, p^M* entraînent que Sp == Hy :> M* e t a ^ S p ' , la maximalité
de M* entraîne donc que S^,== M*.

Donc, il n'y a qu'un seul idéal premier p ^- a en dehors de M* ; pour cet idéaljo,
S/,=M*. Alors p est idéal premier minimal >- a, car a - ^ p ' -^p pour un idéal
premier/?' entraînera Sp'3Sp==M*, a^Sy,', donc d'après la maximalité de M*,
Sp'^= M*== Sy, Qlp =?'.

Un idéal premier minimal ^- a, un idéal donné, sera appelé h-idéal premier
de a; et1 un idéal premier maximal >- a et en dehors du w-ensemble Ua sera
appelé un n-idéal premier de a (5) .

Pour l'étude des /i-idéaux premiers de a, nous considérons d'abord quelques
propriétés de TLa.

L E M M E ^ . — 1° Si ôçA, Ô^IL, alorsï=:S-{-'u.à^ïla;

2° Si b est un idéal en dehors de 11̂ , b +*a est aussi en dehors de lia.

Démonstration. — i° Soit à^Ha et

oo (deA) -^ô=o+*M.8=8+Y Y^/VS;
\8/eA /

( 5 ) Ils correspondent aux « hôchste Primideale » et « niederste Primideale » de M. W. Krull [3].
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il en résulte que

oo-<8-+-*8^.8-»-*...-i-*8/,,.o; 5^iïû>^<</.

donc à ' . 6 -< a pour un ô' de A <(^ a, d'où

8'.80-^ 8'.8 -l-*(5/,-i-*. . .4-*8^).o'.o-^a, où 8'<^<?,

donc g- <(^ a et ôo ̂  IL; ceci étant vrai pour chaque ôo -^ ô, il en résulte que ô ̂  II«.

2° Si b^.TLa et ôo -< 6-(-*«, < 5 o € A , il existe des éléments ôi, 03 e A tels que

oo-<8)-i-*8â, 01-^6 et 0.2-< a (d'après la régularité de A).

Donc

01-^6, 6^Ila^->. ^-<^ a^-».8i.ô'-^« pour un 8'de A <Ç a,
;)-»• 80.8'-^ 81. o'-4-* 82.8'-^ a •+-* a . S ' == a pour o'<t//,

>;?<";
C»0

^ <^ a pour chaque ô,, -<< 6 4-*a, d'où ( 64-0) ̂  II,/.

Nous pouvons alors formuler le théorème principal d'existence des A-idéaux
premiers et /î-idéaux premiers d'un idéal donné.

THÉORÈME 5. — 1 ° Chaque idéal a de L(^ u) possède des n-idéaux premiers
et des h-idéaux premiers;

2° Chaque idéal premier contenant a contient au moins un h-idéal premier
de a; et chaque idéal b de L, et chaque élément à de A, en dehors de II,/, est
contenu dans au moins un n-idéal premier de a;

3° Le radical a, d'un idéal a est l'intersection des^îi-idéaux premiers de a.

Démonstration. — i° Si a ̂  u, a^ïla (car açTi^a^ un ô tel que

8 "̂  a ̂  " == Q ^<7 ̂  M == <2)- Donc le corollaire du théorème 4 assure l'existence
des /i-idéaux premiers et des /i-idéaux premiers de a.

2" Si l'idéal a -< l'idéal premier/?, alors a^Sp, et, d'après le théorème 4, 2°,
le w-enscmble S,, peut être étendu à un m-ensemble maximal M* 3 S,, et ue
contenant pas a. Et, comme dans le corollaire du théorème 4, nous voyons que la
maximalité de M* entraînera qu'il n'y a qu'un seul idéal premier p ' ^ a et ^M*
et que cet idéal premier est un A-idéal premier de a av-cc S^=M\ Donc
S/,cM*= S^/, etjo>- le À-idéal premier p ' .

Soit maintenant ô de A^II«; alors, d'après le lemmc 2, i", O^ÏL. Donc, pour
la démonstration de la partie 2°, il suffit de montrer que chaque idéal b (ou o en
particulier )^II,, est -< un /i-idéal premier de a. Mais b^lïn^ (b 4-*a) ̂ IL,
d'après le lemme 2, 2°. Et pour l'idéal (b + a) ̂  le w-ensembleIL, nous pouvons
trouver, d'après le théorème 4, i°, un idéal maximal p qui est >- (b 4-*«)el^IL;

BULL. SOC. MATH. — T. 79. PA8C. I.IV. 7
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cet idéal// est, de plus, un idéal premier; c'est-à-dire est un idéal premier >- a et
maximal en dehors de II,,; donc/? est un n-idéal premier de a qui est>-(6 +*a)y
donc >- b.

.1" Chaque idéal premier pi^-a est un idéal semi-premier ^-a; donc chaque
p,^ a,= a, et 11̂ , >- as=== âr.

D'autre part, si o de A vérifie ô<|^a/, le w-ensemble M = V ( ô, ô2, . . . j ne
contient pas a/-, donc ne contient pas non plus a(-^a/.). Il s'ensuit que, comme
dans le théorème 4, i°, on peut étendre M en un w-ensemble maximal M* 3 M et
ne contenant pas a\ il y a un A-idéal premier/?, de a tel que

S , , , = = M * 3 M = V { 8 , ô'-S . . . ;.

11 résulte que Ô€S^ ou (X^/?/ pour un A-idéal premier/?, de a quand ô<^<2,..

Donc o-^(II )^ -»^-<<a / , où /l"!/?/^-^/ aussi; il en résulte finalement

que «,-^U/?,.
î

Le dernier théorème, avec la condition donnée en théorème 3 pour qu'un idéal
soit primaire, nous donne une nouvelle caractérisation des idéaux primaires.

COROLLAIRE. — Un idéal q'(^é u) est primaire si, et seulement si, il existe un
idéal premier p qui est à la fois le seul h-idéal premier et le seul n-idéal
premier de q.

Pour un idéal primaire q(^.u), le radical q,==p est un idéal premier et,
évidemment, le seul A-idéal premier de q\ de plus, <y étant primaire, le théorème 3
nous donne

S,,, c II,, on S,/ c 11,/ ;

donc pour un /t-idéal premier/?< de q,

pi<in-7>/>i<tS,,>^-</>;

mais on a aussi q-^p\i donc qr'-^p\i c'est-à-dire/?-^/?!. Il en résulte que/?==/?iy
et /? est le seul n-idéal premier de q (les /i-idéaux premiers existent, en eflet,.
d'après le théorème 5, i°).

Inversement si l'idéal ( / ( ^M) possède un idéal premier/? comme seul A-idéal
premier et seul /i-idéal premier, q, = II (des A-idéaux premiers de q), d'après le
théorème 5, 3°, et qr== p , et, pour un S de A,

o^ll , /^+û-^ un /i-idcal premier de fi,
>o^y,>o«S/,,

donc S/,clL/? ou S,y cIL/. Il en résulte, d'après le théorème 3 que q est un idéal
primaire.

G. Les composants primaires isolés et les composants principaux. — Pour un
idéal premier/?, l'ensemble S/,==Iïyr, est un m-ensemble; le composant a,^ d'un



idéal a défini par ce w-ensemble sera appelé composant isolé a? de ci. (donc nous
écrivons a? pour a,,).

On a évidemment/^ -</?':)->• S^o 3 S^'^->- a^ a/,/.
Quand ^ esl un /i-idéal premier d'un idéal a, le composant isolé a? est nommé

composant principal de a.

THÉORÈME 6. — i° Z/e composant principal dp d'un idéal a défini par un
n-idéal premier p de a est le plus petit idéal ^~ a ayant tous ses n-i'déaux
premiers ^p;

;•»'* L'intersection des composants principaux d'un idéal a est égal à a.

Démonstration. — 1°

a-^p^a/,==a^^p

Cl

S€S^,=11^. ôo-^(o. ooeA) > 80.S-^/,, Ses,,.

^ 5o.5.5'-<a, où 8 ' ,8eS^, donc o'.ÔeS,,,

> 80^^,

c'est-à-dire

•-é' '^a{l si 5en^,== S^,, ou Seiï^ si 8e S/,,

donc II/,:=S/,CÏI^.
Un n-idéal premier p de a? étant en dehors de lia est aussi en dehors de

n,,=S/,, et donc p -^p ; c'est-à-dire tous les /i-idéaux premiers de âp sont -^p.
D'autre part, si b est un idéal >- a avec tous ses /i-idéaux premiers -</^, alors

oeA, o^II^^ô -^ un /i-îdéal premier p ' de 6, p ' -^p (d'après le th. 5, ?.°),
>8^§,,=='n^,

c'est-à-dire S^== npClI/,. Il s'ensuit que,

8e A, ô-^rtp = ûfs ^-o.S'-^a où o'eS,,cll/,,

>8.5'(-<a)-<&, S'élit

>8^^^

donc a/, -<&. L/idéal Op est bien le plus petit idéal ^- a ayant tous ses /i-idéaux
premiers -^p.

2° Chaque composant principal âp est >- a; donc II(a/,)>- a.
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D'autre part,

ôeA, ô-<II(a/ ,)^o.ô; ,-^a pour un 5;, e S,/,

> ̂  -^ ^ pour ô;, e S p ,

:)->• ^- € Sy,, pour chaque /i-idcal premier /? de <?,

>^""
(car soit ̂  II« un /i-idéal premier/? de a devra contenir l'idéal ^) .

Mais

^- ell^^-»- i l y a un ô 'eA tel <|ue ô' -^ ^-i 5 'e l l / , .o o

>5-^";

donc ô -^ iï(^) ̂  ° -^ a » il en résulte que a = II(a^).
Nous considérons ensuite les composants définis par un /(-idéal premier d 'un

idéal.

THÉORÈME 7.— Chaque li-idéal premier p dun idéal a définit un composant
isolé a? qui est {frimaire (nous appelons a? composant primaire isolé'}: a,, est
le plus petit idéal primaire >~ a ayant p pour radical;

2° L'intersection des composants primaires isolés dun idéal a est un idéal
à >- a [a/>pelé noyau de a). L'idéal a et son noyau à possèdent les mêmes
h-idéaux premiers^ et chaque h-idéal premier définit le même composant
primaire isolé de a et de à.

Démonstration. — Soit p un A-idéal premier de l'idéal, a, et ô e A, ô -^p\ alurs
le w-ensemble M == V j ô", ôf , ô". ô, j [S, e (Sp n A) et n entier quelconque] engendré
par Sy, et (ô), contient tous les A-idéaux premiers de a : car, d'une part, le
A-idéal /?eM, p étant >- Ô € M ; et d'autre part, pour un //-idéal p^ -^-p, p\ << p
( p étant un idéal minimal ^- a) donc pi € Sy, c M.

Montrons que aeM aussi : si a^M, un idéal premier p sera )>- a et en dehors
de M, cl p contiendra un A-idéal premier p^ de a (d'après les th. 4 et 3) et /?i ne
pourrait pas être dans M; donc a € M. Alors a e V j ô " , ô^ .ô / , 6, } et <^<a (car
o, € S/, et a - ^p ) ' , il en résulte que, ou bien a >- ô", ou bien a >- ô" ô/, où ô; € ?/,.
Dans les deux cas on a ô" -<a,,(==a^) (car a -<<a/,). Donc S -^p^o" -^Op^S -<^(a/,) ,
radical de a,,.

Autrement d i t S^ cS/,; mais le lemme 1, 4° pour le m-ensemble S,, nous
donne

S,, c 11̂  = ïl«,,, d'où S(^.) c lïop pour l'idéal ( ̂ ).

il en résulte, d'après le théorème 3, i", que a? est un idéal primaire. De plus.
a ^ P ' ) - " a / ' -^P'f P étant un A-idéal premier de a, il est un idéal premier minimal
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contenant a, donc aussi un idéal premier minimal contenant c i p ( ^ - a ) \ c'est-
à-dire/? est le radical de l'idéal primaire Op.

Si q est un idéal primaire quelconque de radical p et q ^- o, alors

ôeA, û-^=^,,>o.0o-^-^', où ôoeS^(8o<C/?),
^»-ô.8°-^y' S'o^^' pour aucune puissance cn tn ' r e / ( ,
-̂»- 8 -^ y', y' étant primaire,

c'est-à-dire «,,-^q. Donc a,, est bien le plus petit idéal primaire contenant a
ayant p pour radical.

2" On a évidemment à ==: II ( a,^ ) >- a, car chaque a,,^>- a: de plus. a est un
idéal, car les a,^ sont idéain.

Soit/? un A-idéal premier de a; alors <i==If(a/^) ^a,> -^/?; donc la minimalité
/•

de l'idéal premier/? ^- a entraîne qu'il est un A-idéal premier de à aussi. Inverse-
ment, soit/? un A-idéal premier de a; alors/?^- à^- à. Donc/? contient un A-idéal
premier /?i de a (th. 3) qui est aussi >- à (comme plus haut). Mais /? est un
idéal premier minimal contenant a; il s'ensuit que /?=/? i e t /? est un A-idéal
premier de a.

Finalement, soit/? un A-idéal premier de a et de à. Alors

" -< u > <^ == ^s/, -^ ̂  = f~i p

car 1- -^ /- pour chaque ô e (Sy^ c\ A) •

Mais
^ = 11 ( „,,, ) -^ </^^. ,-/,, -^ ( ̂ ,, )/, = ( a^ )sp = ^s/. = ^/,

d'après le lemme '1, a"; donc àp=dp.
Lin cas particulièrement intéressant est celui où un idéal s'identifie avec son

noyau. Avant de considérer ce cas, nous établissons un résultat préliminaire :

LEMME 3. — S'il y a au moins un idéal'premier p --^à. u qui contient un idéal

donné a, alors chaque A -idéal premier de ? pour ô de A -< à, est >*- un h-idéal
premier de a.

Supposons que o -^à et soit/?(^ u) un idéal premier ̂  a. Si/?i est un A-idéal

premier de ^ - > a ̂  -^--</?i ; donc p^ contient un A-idéal premier /?o, de rt;

PQV^U (car/?o= u^~>•Pu^p contrairement à la minimalité de /?o). /?„ étant un
A-idéal premier de a^ à -<a^ et ô( -^à) -<<a^ d'où

8. ôo -^ « pour un OQ € S/,,,
ou

^(^-ooX^u el /^ (>-g^^u»
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c'est-à-dire p^ po; donc chaque A-idéal premier pi de (?) est ^- un A-idéal
premier po de a.

^Nous sommes maintenant prêt à considérer quelques conditions sur L et a q u i
entraîneront l'égalité a == à.

THÉORÈME 8. — <Sï/ff éa^e A de ^possède un élément unité i (ô. i == i .0 =o
/?OMr chaque à € A) M/I /û?<°a^ a ̂  <^aZ à ^o/i noyau à quand tous les h-idéaux
premiers de a sont idéaux maximaux (c'est-à-dire éléments maximaux
dans L).

2° S( ^possède un élément unité i et un élément o (o -^ô , o .ô==ô.o===o
pour chaque ô e A) et tous les h-idéaux premiers de V idéal o = \ o } sont idéaux
maximaux, alors chaque idéal a de L est égal à son noyau a.

Démonstration. — Observons d'abord que le seul idéal de L qui contient
l'élément i est u; (car si i -^ un idéal a, et Ô € A , alors à ==i .0 -^â.o -^a).

D'autre part, le seul idéal q de L ayant pour radical l'idéal premier u est u: car
u == q,, i -<^ u^-}" -^ ^ ou i ^q^ q -== u. Ceci est le cas quand l'idéal q ne pos-
sède que u pour A-idéal premier.

Supposons alors que a possède les A-idéaux premiers différents de u et qu'ils
soient tous idéaux maximaux :

D'aprés le lemme 3 si ô -^ à, un A-idéal premier de ^ doit être == M, car il doit

être >- un A-idéal premier de a. Il s'ensuit que c- possède u comme le seul

A-idéal premier (car u^- chaque idéal et un A-idéal premier ne peut pas être^- un

autre). Il s'ensuit aussi que u est le seul n-idéaï premier de .• D'après le corol-

laire du théorème 5, si .- ̂  M, ^- doit être un idéal primaire ayant u pour radical.

Mais nous avons déjà vu qu'un tel idéal primaire n'existe pas. Donc . == u, pour

chaque ô -^ à ; mais -^ == u^ ô == ô. i -<<o. i^-^a , d'où à -<< a et a === à.

2° Pour un idéal arbitraire a nous avons la relation o-^a; donc chaque
A-idéal premier de a étant un idéal premier contenant zéro, contient un A-idéal
premier de zéro; les A-idéaux premiers de zéro étant les idéaux maximaux par
hypothèse, chaque idéal premier de a est un idéal maximal; donc a == a résulte
de la partie i°.

Finalement, disons qu^un idéal premier p appartient à un idéal rt, si p est un
Ti-idéal premier de ay,(==a^). Observons que les A-idéaux premiers ( p ) de </
appartiennent à a (car p est le radical de l'idéal primaire a?). INous avons alors
quelques relations entre les familles des idéaux premiers appartenant à a et aux
composants définis par w-ensembles.
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THÉORÈME 9. — 2° Les idéaux premiers appartenant au composant a^ d'un
idéal a, sont les idéaux premiers appartenant à a qui sont en de/tors du
m-ensemble M;

2° Si les n-idéaux premiers de a appartiennent à a pour chaque .idéal a
de L, alors les familles d'idéaux premiers appartenant à deux composantes
a^ a^' de a, sont identiques si et seulement si a^i= a^..

Démonstration. — Le lemme 1, 2° et 4° nous donne les résultats

tt(a^), ^îla^M;

donc si p est un idéal premier appartenant à a^ p est un n-idéal premier de
(a^ ),, = (û?M)s ? donc p^î^(ayi}s ; il en résulte que /?^M, d'où S^DM et
(a,i)s,=as^-=a,,; c'est-à-dire p ^ M et/? est un /i-idéal premier de ap[== (^M)spL
ou p est un idéal premier appartenant à a et ^M, quand p est un idéal premier
appartenant à a^.

Inversement, sip est un idéal premier appartenant à a et p ^ M, il résulte que
Sy^M, (aai)s == <^s = a/^ /) esl donc un /i-idéal premier de (ûM)s,,5 ou un idéal
premier appartenant à OM.

2° D'après le lemme 1, 4°? ̂ ^ ^M' sl ®1 seulement si M*== II,^ =11 ,̂ == M * et
M*== M'* si et seulement si L — M*= L—M'*, c'est-à-dire :

U [AQo.) ] pour les /i-idéaux premiers (/?;•) de «M
= U [A(/)i)) pour les /z-idéaux premiers (/)y ) de OM',

c'est-à-dire chaque pi est -<^un/?y et chaque/?. -^un/)i ; d'où chaque pi==- un /»^
et chaque p . = un pi (car /?( -<<^ -^J0*' où />,-, ^ sont des /i-idéaux premiers de
ay^->pi^=pu et pi=p'j }, Donc aM==<ÏM' sl el seulement si a^ a^. possèdent la
même famille de /i-idéaux premiers.

Mais l'hypothèse de la partie (2) entraîne que les /i-idéaux premiers d'un idéal
sont justement les idéaux maximaux appartenant à l'idéal. Donc, d'une part,
«M == ^M'^ a^ a^' possèdent les mêmes familles des idéaux premiers qui leur
appartiennent et d'autre part, si a^ a^ possèdent les mêmes familles des idéaux
premiers qui leur appartiennent, ils possèdent les mêmes familles des Tî-idéaux
premiers, donc ils sont égaux.

7. Sur la régularité de la base. — Pour la théorie des idéaux étudiés jusqu'ici,
la condition de régularité pour la base additive A de l'algèbre L n'est pas aussi
importante que la condition que A soit unitaire : car, quand L possède une base
additive, unitaire A7 q-ui n'est pas régulière, nous pouvons la remplacer par une
autre base additive unitaire et régulière., à savoir l'ensemble A des éléments de L
qui sont les sommes finies (dans L) d'éléments de A'; la vérification que A est
une telle base est facile. Donc, nous pouvons remplacer A' par A et tous les
résultats resteront valables.
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D'autre part, avec la ^'-théorie (la théorie quand A' est pris pour la base), la
plupart des résultats de la A-théorie restent valables. Car la définition des idéaux
de L ne dépend pas do choix de la base; et le radical a, d'un idéal a, les familles
des idéaux premiers, semi-premiers et primaires, les h- idéaux d'un idéal et les
composants primaires isolés qu'ils définissent, tout cela reste sans changement
dans la A-théorie et la A'-théorie. Seul l'ensemble 11'̂  des éléments premiers à un
idéal a dans la A'-ihéorie est -^ Pensemble II,, analogue dans la A-théorie; donc
chaque /i-idéal premier p de a dans la A-théorie est contenu dans un /i-idéal
premier p de a dans la A'-théorie et a/,^- a?>. Nous pouvons donc déduire du
théorème 6, 2° pour la A-théorie (qui est vraie, A étant régulière) l'analogue pour
la A'-théorie.

Donc, en fin de compte, tous les résultats de la A-théorie, sauf ceux mentionnés
ci-dessous, restent aussi valables quand A' est prise pour la base : lemme 2, 2°;
théorème o, •<°; théorème 6, i°; théorème 8 et théorème 9.

8. Cas particuliers. — I^anneau commutatif. — R étant un anneau com-
mulatif, les modules (non vides) de R forment une M-algébre L avec la relation
d'inclusion pour ordre partiel, avec

V A / = ^ I I A ( Y A .B= {«,.6/i, ( /<eA, 6/eB,
' \ i 7

(où, pour XcR , X est le plus petit module contenant X); L possède une base
additive, fînitaire et régulière A, formée par les modules principaux ( (a)}, a € R .

A est régulière, car

(<7)cA+*B'^+o ==V </f-+-V 6/, o^eA, ^/eB;

la somme finie étant prise dans le groupe additif R; d'où

(/nc(a)+*0), où (a)=/^«AcA et (?) = /^ bj\ c B\ -
\ i ) \ î / J

Les idéaux de cette M-algèbre L s'identifient avec les idéaux usuels, elles résultats
dus à M. W. Krull [3] sont donc un cas particulier des nôtres.

Le (( ringoid » commutait/et associatif. — D'après M. G. Birkhoff[l] un
« ringoid » est un système à multiplication ( . ) avec d'autres opérations binaires
(disons 0>,) qui sont distribuées par ( .) les deux côtés; un sous-ensemble A d'un
tel « ringoid » R est un module si (a9/,6) eA quand a, h sont éléments de A et
O), une des autres opérations binaires; un module A est un idéal s'il satisfait de
plus la condition a- .z 'cAet.r .acA pour chaque a de A et a? de R.

Supposons alors que R soit un « ringoid » commutatif et associatif (c'est-à-dire

à une multiplication commutative et associative). Soit L la ( ^. » • ^-algèbre de

tous les modules de R (sauf l'ensemble vide quand R possède un élément
o;o.x == x.o == o pour chaque x)\ comme plus haut, la famille A des modules
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principaux forme une base additive et unitaire pour celte { V*, .^-algèbre L;

mais .Qu'est pas, en général, régulière. Donc, remplaçons celte base A par la base
A == ! ̂  ) , (^ == sons-ensemble fini de R), qui est aussi régulière. Les idéaux de
notre théorie sont les mêmes que les idéaux définis par M. G. BirkholT. Notre
théorie fournil donc une extension des résultats donnés par M. W. Knill pour le
cas particulier où R est un anneau commutat i fau cas plus général d'un « ringoid »
commuta t i fe l associalif.

Le treillis d/strihulif. — Soit alors R un « ringoid » qui est de plus un treillis
multiplicatif par rapport a sa multiplication ( . ) : c'est-à-dire que la multiplica-
tion est commuta live, associative et tautologique (a. a == a pour chaque a de R).
Dans ce cas-là, le radical A/, d'un idéal A s'identifie avec l'idéal lui-même; et
donc le théorème 3, 3° entraîne que chaque idéal est l'intersection des idéaux
premiers qui le contient. Il en résulte qu'on a une correspondance biunivoque

A ( e L ) ^ ^ ( A ) | € t ô ( < ? ) ]

entre la famille L des idéaux de R et une sous-famille de l'algèbre de Boole
j?(ê) formée par les sous-ensembles de l'ensemble ê[=^(R)] des idéaux premiers
de R : en effet, ê(A) est défini comme l'ensemble des idéaux premiers de R qui
ne contiennent pas A [d'où ê=ê(R), avec Li convention que R lui-même n'est
pas compté parmi des idéaux premiers de R)]. Mais cette correspondance nous

donne en réalité un isomorphisme entre la (V , -Valgébre L et un sous-treillis
de l'algèbre de Boole ^3(ê), car

^(^ A^ = ̂ ^(V» <lans<.»3(6)

et

6(A.H)==<S(A)n^(B) dans C(î(6).

Nous avons donc la généralisation suivante d'un résultat bien connu pour le cas
particulier où R est un treillis distributif :

Soit R un <t ringoid » qui est aussi un demi-treillis multiplicatif ; alors In

( ̂  • '^-algèbre de ses idéaux est un treillis complet avec toutes les sommes
distribu lives.

Supposons maintenant que R soit un treillis distributif; alors il y a un isomor-
phisme

a e R <> ( A a ) € L

entre R et un sous-treillis du treillis L des idéaux de R; donc avec l'niUre iso-
morphisme entre L et un sous-treillis de l'algèbre de Boole (1?(ê) déjà
établie, nous voyons qu'il y a un isomorphisme

<ïeR—6(^) ou &{/\ </)ed3(<?)
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entre R et un sous-treillis de l'algèbre de Boole d3(ê). Cet isomorphisme
considéré pour la première fois par M. M. H. Stone [4], nous donne une repré-
sentation d'un treillis distributif comme « anneau d'ensembles ».
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L'ÉQUIVALENCE DE QUELQUES REPRÉSENTATIONS D'UNE STRUCTURE ABSTRAITE.

Introduction. — Cette partie présente une étude en termes généraux d'une
-équivalence de quelques représentations de structures, soit algébriques, soit
topologiques.

Les structures abstraites avec transformations distinguées de l 'une dans
l'autre, soumises à quelques axiomes, constituent les notions primitiveiî. Cela
généralise à la fois les structures algébriques avec les homomorphismes et les
espaces topologiques avec les transformations contiraes. A partir de la, on définit
le produit direct des structures abstraites, les sous-structures d'une structure
abstraite, une relation d'être faible ou fort entre structures abstraites sur le
même ensemble d'éléments basiques, et les familles héréditaires et multiplica-
tives de structures abstraites. Le théorème principal (th. l ) affirme qu'une famille
hérédi tairejet multiplicative M qui contient une famille héréditaire H, contient
une famille héréditaire, multiplicative minimum H, contenant H et que les struc-
tures abstraites [ ê} de cette famille H sont caractérisées par chacune des trois
conditions suivantes équivalentes :

i° et 2° ê est équivalent à ^réductible à] une sous-structure d'un produi t
direct de structures abstraites (ê,) appartenant à H;

3" ê=(E, S) est formée par l'association d'une structure S à l'ensemble E,
et il existe une famille êi==(E, S,) de structures abstraites dans H construites

sur le même ensemble E, tels que S=TTS( (par rapport à l'ordre partiel des
;

structures abstraites sur E défini par la relation d'être plus faible).

Gomme cas particuliers de ce théorème on a les résultats suivants ( th . i2, 3
- e t 4 ) :
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1 [l]i [oj. — Parmi les treillis généralisés (< ; ) , ceux qui sont distribulifs sont
caractérisés par chacune des trois conditions suivantes, équivalentes :

i ° e t 2 ° Le treillis généralisé est isomorphe a ^réductible à] un sous-treillis
d'un produit direct d'ensembles totalement ordonnes;

3° Le treillis généralisé a un ordre partiel qui est l'intersection des ordres
totaux sur le même ensemble d'éléments.

2 [4]. — Parmi les groupes réticulés généralisés, ceux qui sont réguliers sont
caractérisés par chacune des trois conditions équivalentes suivantes :

i° et 2° Le groupe réticulé généralisé est isomorphe à ̂ réductible à] un sous-
groupe ordonné d'un produit direct des groupes totalement ordonnés généralisée ;

3° Le groupe réticulé généralisé possède un ordre partiel qui est l'intersection
des ordres totaux compatibles avec sa s t ruc ture .

3 [2], [3}, [6] et [7]. — Parmi les espaces topologiques, ceux qui sont complè-
tement réguliers sont caractérisés par chacune des trois conditions suivantes
équivalentes :

i" et 2° L'espace est homéomorphe à [contrartible à] un sous-espace d'un
produit direct d'espaces pseudo-métrisables;

3° L'espace possède une topologie qui est le produit des topologies définies sur
le même ensemble de points par les pseudo-métriques.

1. Notions fondamentales et axiomes. —- Soit ^ une fairriie des structures
abstraites données. Chaque structure abstraite <^ est formée par l'association
d'une structure S à un ensemble d'éléments E et nous disons que ê est la struc-
ture abstraite sur la base E et S la structure associée à E et nous écrirons

^ = ( E , S ) .

Pour chaque paire de structures abstraites ^==(E, S), ê'== (E^ S') de ^,
une famille de transformations de E dans E' est donnée; ces transformations sont
appelées les transformations distinguées de ê dans ( 7 ) ê'. Elles sont soumises
aux axiomes A1-A5 suivants :

Al . Pour une structure abstraite ê == (E, S) dans i^F, la transformation iden-
tique de E sur lui-même est une transformation distinguée de ê sur ê.

A2. La composition < p = = ( p 2 - î p i de deux transformations distinguées 91 et (p...
(de êi dans êa et de êa dans ê.i respectivement) est une transformation distinguée
(de êi dans êa).

( 6 ) Les opérations -^-, ^- sont définie? seulement à l'équivalence w près; où a w b. - a -S b
et b -< a.

( ' ' ) Les qualifications « sur », « dans », « biunivoque », etc. associées aux transformations dis-
tinguées se rapportent en réalité aux transformations considérées comme transformations entre
ensembles (sans structures).
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Al et Ai2 entraînent que l'existence d'une transformation distinguée de ^
dans ê' définit une relation d'ordre partiel entre les structures abstrailes dans 2F.

Une transformation distinguée y de <ë sur ê' qui est biunivoque entre E et E
est appelée transformation d'équivalence de <*? sur &' si <p - - 1 est aussi une trans-
formation distinguée de ê' sur ê.

La relation &===&' définie par l'existence d'une transformation d'équivalence
de é sur ê' est une relation d'équivalence entre les structures abstraites dans ^.
Cette relation nous servira pour l'équivalence basique : les propriétés qui sont
considérées sont invariantes pour cette équivalence et les opérations sont définies
à cette équivalence prés.

A3. Si ê ̂ = (E, S) est une structure abstraite dans £F et 9 une transformation
biunivoque de E sur un ensemble E', alors il existe une structure abstraite

<5'= {E'. S' i

sur la bnse 'E' dans ^F telle que ^ soit une transformation d'équivalence de <^
sur &'.

Gel axiome nous permet de transférer la siructure d'une structure abstraite par
une transformation biunivoque de la base à une autre base. En effet, les éléments
de la base ne comptent pas pour la structure abstraite, mais seulement le nombre
cardinal de la base. La structure S' associée ainsi à E' est univoque (à une équiva-
lence des s i ructures sur E' prés), el nous écrivons : S'==o(S); par symétrie, il

s'ensuit que S = y (S').
Si (E, S), (E, S') sont des struclurcs abstraites dans ^ sur la même base E,

nous disons que S, S' sont équivalents (sur E), en symboles S = S' ( s u r E) si la
transformation identique de E sur lui-même est une transformation d'équivalence
do (E, S) sur (E, S'). Mais si cette transformation est seulement une transfor-
mation distinguée de (E, S) sur (E, S') nous disons que S est plus faible que S'
ou S' est plus fort que S (sur E). et écrivons S -^ S' (sur E) ou S'>- S (sur E).

Evidemment, les correspondances o considérées ci-dessus et <s conservent, en
identifiant les structures équivalentes sur E (et sur E'), cette relation d'ordre
p;n'tie1 parmi les structures sur E et celle p;irmi les structures sur E'.

Les derniers axiomes sont :

Ai. Si 9 est une transformation distinguée de ê == (E, S) dans Q-= (E\ S'),
(^, <&' e ̂ ) el si 9 < E) == E( c E'), alors'il existe une structure abstraite ê ==(Ë, S)
sur E telle que 9 soit une transformation distinguée de ê sur ê et la transfor-
mation identique de É dnns E ' ( D É ) soit une transformation distinguée de ê
dans <ê'.

Ao. Si 9 est une transformation distinguée de ê==(E, S) dans ê'==(E', S'),
(<?, <^ dîin^ rT), alors il existe une structure abstraite êi == (E, S<) sur E (dans ëF)
telle que :
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i " 9 est une transformation distinguée de <^i dans <ê';
2° quand ê(== (E, Si) est une structure abstraite (dans ^) telle que y soif une

transformation distinguée de &i dans ê', alors S/ -^ S^ (sur E).

Donc dans A5, Si peut être caractérisée (à une équivalence près) comme la
plus forte structure associée à E telle que 9 soit une transformation distinguée

-i
dans ê\ Nous écrivons alors Si=== 9 (S '), car Si ne dépend pas de S mais seule-
ment de 9 et S' (et la famille fixée ë^ de structures abstraites). Observons de plus

que pour l'axiome A3 la structure S = 9 (S^ est aussi == 9 (S'); mais généralement,

9 n'est pas définie; c'est seulement quand 9 est biunivoque que l'on a 9 = a» .
Pour analyser la portée des axiomes A4. A3, définissons les sous-structures *et

la réductibilité :

Définition. — 1 ° Une structure abstraite <^==(E, S) est une sous-struclure
d'une autre ê'==(£', S') (ê, éV dans ^), en symboles (^(c^ê', si EcE' et

— i
S = 1 (S'), où 1 est la transformation identique de E dans E\

2" Une structure abstraile <ê==(E, S) dans (£^) est réductible à la structure
abstraite (Î?'-=(E', S') (dans ^) par la transformation 9, si 9 est une Iransfor-

~l
malion distinguée de <ê ^«r ê7 telle que S -^ 9 (^); 9 est appelé une réduction
deêà<?' . -

Nous pouvons alors établir le lemmc suivant en utilisant les axiomes A 4 et A">.

LEMME I. — Si«î?, -ê' sont structures abstraites dans ^, et 9 M/<(? transfor-
mation distinguée de ê dans ê' ^pec- 9(E) == (É), alors 1 ° il existe {^dans ^)
M/ie sous-structure & == (E, S) 6/<? é' (.<Mr E) <ff^/e <yu(? 9 ̂ ^ M/I(? transformation
distinguée de ê .y^/' ̂  et 2" // existe une structure Si plus forte que S ^?//' E
/e//<° ^a<? ^i== (E, Si)^^ et &\ est réductible à & par 9. A une équivalence
près & et <?i sont uniques et ne dépendent pas de la structure S de ê donnée.

D'après A4, il existe une structure S sur E telle que ê == (Ê, S ) € î^ et que
'<- soit une transformation distinguée de <ê sur <^ et l'identité (1) est une transfor-

_ -j^
malion distinguée de <? dans ê'. Donc, d'après A3, il existe une structure S == 1 (S')
sur E telle que S -^ S ( sur E) et ê soit une sous-structure de &'. Alors o et l'iden-
tité étant des transformations distinguées de ê sur <ê et de ê sur <^ il s'ensuit
que 9 (==l9) est une transformation distinguée de <? sur ê, où <^ <^'. d'où
résulte la première partie. lw

En utilisant une fois de plus A3 pour la transformation distinguée 9 de ê sur ^

nous voyons qu'il existe une structure Si === 9 (S) = 9 I (S') ou 9 ( S ' i sur E
«elle que êi= (E, Si")€ ̂  et que 9 soit une réduction de êi à <?.
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Évidemment, E==o(E) et S = 1 (S') no dépendent pas de S; et de même

pour E et S< == 9 (S) == 9 (S') et les structures S, S, sont détînies à une équiva-

lence prés (câpres la définition de 9 et Ï ).

Définition. — La structure abstraite ^-= ^E, S ) de ^ est le produit direct
des structures abstraites <ê(== (E(, S/) de ̂ , en symboles ê == P, [ ê» }, si :

i ° E == P/ ! E/ \ = le produit direct des ensembles { E/ ^ ;
2° la projection y, de E dans E/ est une transformation distinguée de ê dans <ê,

pour chaque r,
3° quand ê'==(E', S') est une structure abstraite de ^ telle qu'il existe une

famille de transformations distinguées [^i\ de ê' dans chacun des (ê»), alors la
transformation '̂  définie par ^Çe'} == ! ̂ / (^ ' ) ! de E dans P, î E, \ est une transfor-
mation distinguée de ê' dans ê.

L'existence d'un produit direct pour (ê,) de S1 n'est pas assurée par celte défi-
nition; mais quand il existe, ce produit est unique à une équivalence près, car
E == Pi { E( t est déterminé par les &, et si S, S,, sont des structures associées à E
qui satisfont les conditions 2° et 3°, on vérifie que S ̂  So (sur E).

LE MME îâ. — .Si ê/, < .̂ sont des paires de structures abstraites de ^ telles
que 0>i(<^&\ pour chaque paire et & = P, {(S^/ \, & --== P/1 <^ ^ existent dans ^\
alors ê(c^ê''.

On a évidemment E •== P( j E, | c P/ j E^ ; .̂ = E' quand E/(c^E^ pour cha-que /.
Les transformations {| e, | de E —>• e, de E/ et <?/ de E/-^ €1 de E^. sont des trans-

formations distinguées de ê dans &, et de ê/ dans < .̂. Il en résulte d'après A2 et
la définition de P ( ^ < ^ | , que la transformation identique de E dans E'(:>E) est
une transformation distinguée de ê dans <ê'.

S'il y a une structure T sur E telle que la transformation identique de E
dans E' soit une transformation distinguée de (E, T) dans ê7, alors les transfor-
mations j e, j de E -> { e;} de E' et { < ? / j de E'-> a de E^ sont des transformations
distinguées de (E, T) dans é' et de <^' dans <§,'. Donc leur composition y/ (la pro-
jection de E dans EÎ ) est aussi une transformation distinguée. Mais évidemment
<p/(E) =E,(cE;) et, d'après A4, il existe une structure T / sur E/== 9/(E) telle
que 9< soit une transformation distinguée de (E, T) sur (E/, T() et que l'identité
soit une transformation distinguée de (E(, T/) dans &',. Par hypothèse,

^•=(E/, S,.)C^;

il s'ensuit que T/ -^ S/ (sur E/). Donc les transformations

{ ei \ de K ->- V{ ; ei ; = e, de E,, ci de E/ ->• ci de E/

sont des transformations distinguées de (E, T) dans (E/, T,) et de (E,, T,)
sur (E/, S,) ===êc Par combinaison, on a donc le résultai que la transformation 9,



de E dans E, est une transformation distinguée de ( E, T) dans (ê/. Il s'ensuit,
d'après la déf in i t ion de P / { < ? / • ; que la transformation identique de E sur lui-même
est une transformation distinguée de (E, T) sur (E, S), c'osl-à-dire ï-^ S
('sur E). Donc nous avons montré que (E, S)(<" (E', S' > .

2. Les familles héréditaires et multiplicatives et le théorème principal. — Une
sous-famille H de ^ est appelée une famille héréditaire si l'existence d'une
transformation distinguée <p d'une structure abstraite & == (^E, S) de ^ dans une
structure abstraite ^'== (E\ S') de H entraîne l'appartenance de la structure

abstraite êi == [E, o (S) ) à H.
Une sous-famille H de ^ est appelée une famille multiplicative si le produi t

direct existe (dans ^) et appartient à H pour chaque sous-famille non vide de
structures abstraites appartenant à H.

LEMME 3.— Les conditions nécessaires et. suffisantes pour (fue la famille
H( C ̂ ) soit héréditaire soni :

i" H contient avec chaque structure abstraite é' (de S1) toutes les sous-
structures é de ^' (dans ^);

2° H ront/ont avec chaque structure abstraite <î?^ (de ^) foutes les struc-
tures abstraites <ê (de ^sr) qui peuvent être réduites à ̂ '.

La nécessité résulte du fait que quand & est une sous-structure de ̂  ou une
structure abstraite réductible à <^', il existe une transformation distinguée 9 de ê

dans (̂  telle .que ^ = [E, ~^ (S')].
Inversement, supposons que les conditions soient remplies. Alors quand ê est

une structure abstraite et 9 une transformation distinguée de ê dans une structure
abstraite <*^ de H il résulte, du lemme 2, qu'il existe une sous-structure (h de <^'

telle que la structure abstraite é^=(E, 9 ( S ' ) j soit réduite par cp à <^, Donc,
d'après l'hypothèse, <ê et <^i sont dans H en même temps que &'.

.Nous arrivons maintenant au théorème principal :

THÉORÈME l. — Si une famille hérédi'ta/'re et multiplicative M( c ̂ ) contient
une famille héréditaire H, alors M contient une famille héréditaire^ multi-
plicative minimum contenant H : cette famille H est composée de structures
abstraites <^== (E, S) dans M vérifiant Vune quelconque des trois conditions
suivantes^ équivalentes :

i° <ê est équivalente à une sous-structure d^ un produit direct des structures
abstraites appartenant à H ;

2° é est réductible à une sous-structure d'un produit direct des structures
abstraites appartenant à H ;

3° ô== (E, S), et il existe une famille ^'1== (E, S<) des structures abstraites

sur E appartenant à H telle que S ~Tl S, (sur E).
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Démonstration. — Montrons d'abord que les trois conditions sont équivalentes :

i°^->20 : car une transformation d'une équivalence est un cas particulier d'une
réduction;

^"^S0 : supposons 2° remplie par <ê; alors il y a une réduction © de <ê à une
sous-structure &' de P j ^ . j , où é^€H. Donc les transformations e de 'E->^(e)
deE', (p(<?) de E'-^ ̂ {e) = ; e , } de P( ; E; ; et ; e, \ de P,{E,\-^e', de E;. sont
respectivement des transformations distinguées de ê dans ê', de ê' dans Pi i &\ ; et
de P( { ë, \ dans ê>, . Par conséquent la transformation ^i : e de E-^e, [composante
de î?(^) dans E\ ] est une transformation distinguée de ê dans .̂ pour chaque /.
Donc, d'après le lemme I , il existe des structures abstraites ê,= [©(E) , S,^

— o ù S/=T(S;.'), et ê<=(E, S,) - où S,-=7(S;.), telles que S-^S, ( surE) ,
9 soit une véritable réduction de ê; sur ê/ et ê( une sous-structure de ê^. Donc
avec les êp la famille héréditaire H contient aussi les ê» et les <ê,.

Donc nous avons trouvé les ê(== (E, S,) dans H avec S -^ chaque S» (sur E).
11 suffit de montrer que S == JIi S,- (sur E) pour arriver à la condition 3° pour <^.

Supposons donc que (E, T) soit une structure abstraite sur la base E avec T -^
chaque S,-. Alors les transformations e de E-^e de E, e de E-^^(e) de E,
et ^ii{e) de E,—-4',-( <° ) de E,., sont respectivement des transformations distinguées
de (E, T) sur ê(, de <ê, sur ê, et de éi dans ^>\. Il s'ensuit que ^ : ^ deE -^^i(e)
de E, est une transformation distinguée de (E, T) dans.ê^; d'où résulte, d'après
la définition du produit direct, que la transformation e de E -> ^ e\\ •==- o(<?)
de P, \ E^ \ est une transformation distinguée de (E, T) dans P^ <ê/ ^ , avec <p(E) == E'.
Donc, d'après A4, il existe une structure abstraite (E', T) sur E' telle que 9
soit transformation distinguée de (E, T) sur (E', T') et l'identité transformation
distinguée de (E\ T') dans P,(<ê;.[. Par hypothèse ê'== (E', S'),esl une sous-
structure de P, ! &', \. Donc T' -^S'(sur E'), donc les transformations edeE->^(e)
de E', 9(<") de E ' - .^^(e) de E' sont des transformations distinguées de (E, T)
sur Œ', T') et de (E7, T') sur (E', S') respectivement. Donc 9 est une trans-

formation distinguée de (E, T) sur &'. ïl s'ensuit que T-<S,et S :== | | St(surE).

Donc 2" ̂  3".

30^-»-1° : supposons que ê==(E, S), S==irrSi(surE) où chaque ê» == (E, Si) eH.
;•

11 y a une transformation biunivoque ao(ff , «, a. . . .) entre E et la diagonale A
d«i p rodui t direct P( { E, | quand chaque E/= E. Donc, d'après A3, la structures
sur E peut être transférée sur A en donnant une structure abstraite (A, S)
équivalente à (E, S) par la transformation d'équivalence a^>(a, a, . . . ).
Donc (E, S) ̂  (A, S). Nous allons montrer que (A, S)(cP,-(ê,), où ê, eH par
hypothèse. La condition i ° sera donc établie à partir de la condition 3°.

Premièrement A C P ( ( E ( } , où chaque E(==E. Et puis les transformations
(a, a, a, . . . ) de A-^a de E, a de E-^a de E,(==E) sont respectivement
des transformations distinguées de (A, S) sur (E, S) et de (E, S) sur (E,Si)==ê(
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(car S -^ chaque Si). Donc la transforma lion identique de A dans Pi [ E( } est une
transformation distinguée de (A, S) dans Pi { êi ^.

D'autre part, s'il existe une structure abstraite (A, T) sur A telle que celte
transformation identique soit une transformation distinguée de (A, T) dans P( [ êi |,
alors d'après A3, nous pouvons trouver une structure abstraite (E, T) sur E
telle que (a, a, . . . ) < > • a soit une transformation d'équivalence de (A, T)
sur (E, T). Donc les transformations a de E-^(<z, a, a, . . . ) de A,
(a, a, a, .. . ) de A ->(a, a. a, . .. ) de Pi { E( } et (a, a, a, . . . ) de Pi ( Ei ( --^a
de E, sont respectivement des transformations distinguées de (E, T) sur (A, T),
de (A, T) dans Pi { ê i } et de Pf [ êi} dans êi. Il s'ensuit que la transformation
identique de E sur lui-même est une transformation distinguée de (E, T)
sur ê/=^=(E, S,), c'est-à-dire T-^ Si, pour chaque Si, d'où T-^rî8^8

;
elT-^S. Donc (A, S)(^P.(êi} et3°^i°. _

Cette équivalence des trois conditions étant établie; désignons par H la famille
des structures abstraites ê de M qui satisfont une des trois conditions (donc
des trois). La condition i" montre que si êçH et êo(§:ê, alors êo€H.
La condition 2° montre que si êçH et êo est réductible à ê, alors êo€H.
Donc H est une famille héréditaire. Finalement, la condition i° avec le lemme 2
et l'hypothèse que M est multiplicative, entraînent que H est aussi multiplicative.
Donc, cette famille, qui évidemment contient H, est héréditaire, multiplicative
et continue dans M. D'autre part, si une sous-famille My de M contient H
et est héréditaire et multiplicative, Mo contient le produit P( ( < .̂ j de ^ € H,
aussi ê'(Ç Pi {&'i \ et ê=d^, c'est-à-dire Mo contient toutes les structures
abstraites de M satisfaisant aux conditions i°, donc Mo 3 H. H est bien la famille
héréditaire, multiplicative minimum contenant H, et contenue dans M.

A partir de la relation de réductibilité, nous pouvons définir une sorle
d'équivalence plus faible que ==', de la façon suivante :

Les structures ê, à^ (dans ̂ ) sont faiblement équivalentes, en symboles é^ê',
s'il y a une suite finie de structures abstraites (de ^) ê== êoi êi, . . ., ê,i == <ê'
entre ê et & telles que pour i== o, i , . . ., (n — i ), on ait, ou bien êi est réduc-
tible à êf+i, ou bien ê/+i est réductible à êi. Il est évident que c'est une relation
d'équivalence et que ê^ ê'^ê est réductible à é'^Swê'.

En vue des applications, considérons ici quelques hypothèses supplémentaires
sur la famille ̂  de structures abstraites :

H. S. — S' contient une sous-famille S1 telle que chaque structure
abstraite ê dans ^ est réductible à une seule structure abstraite ê de ^
(à une équivalence près), et

&(^ô'^ô(^ô', Pi\6i\
Nous avons le

COROLLAIRE. — Avec les hypothèses supplémentaires (H. S.) si les familles^.
et H du théorème 1 contiennent ê en même temps que ê, alors la condition 2°

BULL. SOC. MATII. —— T. 79. FASC. I-IV. 8
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est équivalente à chacune des deux conditions suivantes : 2°' : ê ~ ê>', où
ê'CgPfjê;} et ê;eH pour chaque i\ a0" : ê <?^ réductible à ê/(gP»iê;i où
C/ICT^MC S; € H (== H n ̂ ).

Évidemment 2°" :=> 2°:=> 2< Il reste à montrer seulement que 20'=^>20//. Or si
ê ̂  ê', il existe une suite finie des structures abstraites ê == êo, ̂ i, . • ., ê,i== ê'
entre ê et &' telle que ou bien ê» est réductible à êi^_i, ou bien êi-n est réductible
à ê((/=o, i, . . ., 7 i—i) . Donc en tout cas, d'après l'unicité de ê», et ê,-^,
il s'ensuit que ê(= êf+i. Donc, par récurrence, <ê= ê7 quand &i^i& (l'inverse
est évident). C'est-à-dire ê = ê'(c^ P» { < .̂ j où chaque <^.€ H, quand 2°' est vrai.
Mais ê est réductible à S; donc 20// est une conséquence de 2°'.

3. Les représentations d'un treillis distributif généralisé. — Un treillis (propre)
est un ensemble L fermé par rapport à deux opérations binaires /^, ̂  tel que :

a ̂  a == a, a ̂  b == b <~^ a, (a ̂  b) ̂ -c == a ̂ (b ̂ - c);

a--'a == a, a-^b=b^a, (a ̂  b) ̂  c = a^ (b-^ c),

el a^- 6 == a si et seulement si a ̂  6 == 6 (pour a, 6, c quelconque dans L).
Un treillis L est distributif s'il satisfait une des deux conditions suivantes

équivalentes (donc aussi toutes les deux) :

i° a ̂ {b ̂  c) = (a^- 6)"-'(a^c) pour tous a, b, c de L ;
2° a ^ ( 6 ^ c ) = ( a ^ 6 ) ^ ( C T ' — - c ) pour tous a, 6, c de L.

Ce treillis peut être défini à partir d'un ordre partiel stricte c^est-à-dire
une relation binaire -^ entre certains couples d*éléments de L telle que

i ° a -̂  a, 2° a -^ b, b -̂  c ̂  a -̂  c

et
3" a-«<6 et b-^a^a = 6.

Si nous voulons considérer les relations d'ordre partiel générales (qui ne
satisfont pas forcément 3°), il faut que nous remplacions la relation d'égalité (==)
par une relation d'équivalence (^) (définie par a r^> b^-a -^ 6 e t b-^ a). Donc
nous définissons un treillis généralisé ou treillis distributif généralisé par les
conditions ci-dessus avec le signe d'égalité (==) remplacé par un signe d'équi-
valence (^). Observons que les opérations ^-, -—- cessent d'être univalentes,
mais deviennent multivalentes, des valeurs de (a ̂  b) formant une classe
d'éléments équivalents.

Le treillis généralisé est donc déterminé par un ensemble L, une relation
d'équivalence ^ et deux opérations binaires ̂ , — multivalentes, mais unique
à une équivalence prés, satisfaisant les conditions indiquées plus haut. Nous
le dénotons p;<r (L; ^-', --^, ^-').

Dans la famille €* des treillis généralisés une transformation (p de L dans L/
est une transformation distinguée de (L; ~, >—', ^) dans (L'; ^//, ^ ' , ̂ /) si 9
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esl un homomorphisme par rapport à ̂ , ̂  cl ^-; c'est-à-dire, pour tous a. 6 r
dcL,

a'~ b^> o(«) ~' ;p(^),

c ~ a^ b~^ ®(c) ~'<p((?) ̂ ' s{b),

c~a--6>y(c)~ /ç(^)^ ' t (6) .

La transformation d'équivalence devient donc Vèsomorphisme. Les axiomes Al .
A2, A3 sont immédiatement vérifiés. Pour A4, si 9 est un homomorphismf
de (L : ^, —, ^) dans (L'; ^/, ^, —') avec y ( L ) = r L c L ' , alors défi-
nissons ^. ~^. ̂  sur L de la façon suivante :

Soient a, 6, c € L; [il existe a, 6, ceL tels que a == y (a), h ---^ 9(6), c == cp(c)1;
définissons

a/-»..; & ^ a ~' 6 dans ]/;

a ?c (<» ̂ ; c) ^± a ̂ 'f {b ̂  c) dans L',
-•//<; (6 ̂  c) ̂  a ~' (b --/ c) dans L'.

11 est clair que ^ est une relation d'équivalence sur L. L'existence d'une
somme (e) et d'un produit (d) pour 6, c de L entraînent que <?(.'/) est une somme
et o(d) un produit de 6, c dans L. La vérification des conditions basiques
pour -=-. 3; par rapport à ̂  est facile, et l'on voit que 9 est un homomorphisme
de (I.; /^, ^, —-) sur (L ; ^ ^, ;̂) et l'identité un homomorphisme
de ( L ; ^, ̂  ^;) dans (L'; ^/, ^/, —'). De plus, (L; ^, ̂ , ;̂) esten réalité.
une sons-structure de (L'; ̂ , ^-^f, s^').

Puur vérifier l'axiome A5, si y est un homomorphisme de (L: ~, ^. ^ )
dans (L'; ~'. — ' , '—-') on définit (sur L) /^i, ^s,,, .̂̂  par

a ~i 6 ^± ç(a) ^'/ <p(6) dans L',

^ ~i (6^1 c)^± 9(a)~ ' [ç (^) ~' 9 (0 ) ) dans L',

et
</. ^i (ô-^i c) ,^y(a) ~ / [<p(^»)^ ' 9(c)] dans L'.

On vérifie qu'une somme (b ̂  c) ou produit (b^c) reste aussi une somme
ou produit de 6, c par rapport à la structure (^, ^.i, ^i) Les conditions
basiques pour (~ i , ^i, ^i) sont déduites des conditions correspondantes
pour ( ^ ' , — • ' , ^ ' ) sur L'. Et finalement on voit que la s t ruc ture (~i, .—i, -^i)
pour L dépend seulement de la transformation cp de L dans M et de la structure
de L'; 9 est de plus un homomorphisme de (L; ^/i, ^, ̂ 4) dans (L'; /^/, ,—J, ̂ ' }
et l 'identité est un homomorphisme de (L; ~,^, ^^) sur (L; r^i, /-^^ '—'i).
L'indépendance de la deuxième structure par rapport à la première monire que
chaque structure sur L pour laquelle 9 est un homomorphisme dans (L'; ~\ ̂ ' ^f)
est -^ la structure (^i, ^i, ^-^i) sur L.

Le produit direct d'une famille quelconque de treillis généralisés existe
et il est défini comme d'habitude pour les algébres, en général. Donc la famille ̂
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des treillis généralisés est non seulement héréditaire (diaprés l'axiome A3
et l'axiome A4'), mais aussi multiplicative.

La sous-famille D des treillis distributifs généralisés forment une sous-famille
héréditaire et multiplicative (la vérification est presque immédiate). Parmi eux
on trouve les ensembles totalement ordonnés (par une relation d'ordre total -^.
qui ne doit pas être stricte : c'est-à-dire -^ est réflexive. transitive et, pour tous a,
b ou bien a ̂  b ou bien b -^a). Celte famille 0 des ensembles totalement
ordonnés est héréditaire.

Finalement, la sous-famille ^ de ^ formée par les treillis propres est telle que
chaque treillis généralisé ê==(L; /^/, ^, s- '̂) est réductible à un seul treillis

propre ê -= ( - - ? ===, ^, s—') obtenu en définissant (a)'—•' (6) et (a) ̂  (b) comme

les classes contenant les sommes (a ̂  b) et les produits (à-^b) respectivement.
Evidemment

ô - ô ' ^ & r ' ë ' et p , { 6 , ; = = p / j ^ ; ,

c'est-à-dire ^ satisfait les conditions supplémentaires (H. S.); de plus, tôeO
quand êe 0.

Donc, en prenant pour M la famille des treillis généralisés et pour H la famille 0
des ensembles totalement ordonnés dans le théorème principal, nous voyons que
l'hypothèse du théorème et les hypothèses supplémentaires (H. S.) sont remplies.
Donc la famille H peut être caractérisée -comme la famille de treillis généralisés
satisfaisant aux conditions i°, 2°, 2°', 2°^ ou 3° (et aussi toutes les cinq).

La famille D des treillis distributifs généralisés étant héréditaire et multiplicative
contient H. D'autre part, un treillis distributif généralisé ê possède une
réduction ê> qui est un treillis distributif propre. Et ê est isomorphe à un sous-
treillis d'une algèbre de Boole complète et atomique, d'après les résultats do
MM. G. Birkhoff [1] et M. H. Stone [5], c'est-à-dire ê est réductible à une
sous-structure d'un produit direct de structures appartenant à H (car une algèbre
de Boole, complète et atomique, est un produit direct des algèbres de Boole, de
deux éléments). Donc chaque élément ê de D satisfait la condition 2"",
donc D C H aussi.

Nous avons donc identifié H avec la famille des treillis distributifs généralisés.
Donc le théorème principal nous donne les représentations suivantes :

THÉORÈME 2. — Parmi les treillis généralisés (<?<, en particulier^ parmi les
treillis propres} ceux qui sont distributifs sont caractérisés par chacune des
trois conditions équivalentes suivantes :

i° le treillis est isomorphe à un sous-treillis d'un produit direct d^ ensembles
(étalements ordonnés;

2° le treillis est réductible (ou faiblement équivalent) à un sous-treillis d'un
produit direct d} ensembles totalement ordonnés stricts;
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sur le même ensemble des éléments ( s ) .

4. Les représentations d'un groupe généralisé. — Un groupe multiplicatif G
(non commulalif en général) est un groupe réticulé s'il y a une relation
de congruence r^ dans G et une opération binaire multivalenle ^ (définie
uniquement à l'équivalence ̂  près) telles que :

a - a ~ // , / / ̂  b ~ b-^- n, « '-^ { / / ••—. c'i ~ ( n -—^ h > c

^•l

(i .i fi-^o ~ ( u . h ) ̂  ( a . c ), {// - .<• ) . / / ~ {h .fi) .—. ( c. <i )

pour tous d, 6,c, de G (où la multiplication du groupe est dénotée par.). Donc nous
pouvons représenter un tel groupe réticulé comme une structure abstraite
par ^==(G , ., ^. ̂ ). En effet, M. P. Lorenzon f4] a montré (Satz 2, 3. 4, 5)
qu'une telle structure est bien un treillis distributif généralisé par rapport
à ( . , ~, ^), où —' est définie par (a^ b) ̂  (cr1^ ^~l)'-i, dans lequel la mul-
tiplication du groupe distribue ̂  et ̂  des deux côtés.

Mais ici nous considérons les groupes réticulés généralisés dans lesquels la
multiplication ( . ) du groupe est aussi multivalente, mais unique à l'équiva-
lence ̂  prés, ce qui vient à dire que G/~ est un groupe propre aussi bien qu'un
treillis propre. Donc nous représentons une telle structure par (G, ̂ , ., ---).

Pour la famille ̂  de ces groupes réticulés généralisés, nous prenons les homomor-
phismes par rapport à (~, ., /—s), donc aussi par rapport à (~, .. .—., ^),
comme les transformations distinguées. Il s'ensuit qu'une transformation d'équi-
valence est un isomorphismè par rapport a (<~, ., -"')•

Les axiomes fA.1) , ^A2) , (A3), sont vérifiés pour cette famille et ces transfor-
mations distinguées sans difficulté. De plus, quand 9 est un homomorphisme
de (G, ^, ., —) dans (G', ^/, . /, - /) avec 9 ( G ) = = G c G f , on vérifie (A4)
en définissant sur G la structure (?^, ., ^) où ^, -. , ~^ sont les restrictions
a G de r ^ ' , . ' , ^' respectivement définis sur G'. Et de même on vérifie (A 5) en
définissant (^/i, . 1. ^i) sur G par

et
, / ^±ç( / / )^ /ç (6) ; ^~,(6.,^)^y(rt)^ / [ . (^). 'ç(<•) l ;

^ ' ~ i ( ^ / - ^ i c ) ^ o (<'/)'^'|s(^ )^-^'s(c)j.

Le produit direct d'une famille de groupes réticulés généralisés existe toujours
et il est défini comme pour toutes les algèbres.

Parmi ces groupes réticulés généralisés, les groupes totalement ordonnés
généralisés forment une sous-famille héréditaire H; l'ordre lotal ici n'est pas
forcément strict, mais on vérifie que la multiplication est homogène par rapport ;'i
l'ordre total.

C " ) Nous ut i l i sons ici la possibilité de cicdinr la structure, ou bien en termes ^Ic (~, ^. ^-< ), ou
l ien en termes de l'ordre partiel ( -^ ).
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De plus, la Yamille ^ contient la famille ëF des groupes réticulés avec l'ordre
partiel strict, et chaque ̂  de ̂  est réductible à un seul ^ de ^F; et H contient ^
avec Ç. Les hypothèses supplémentaires (H. S.) sont vérifiées ici. Donc nous
pouvons prendre la famille des groupes réticulés généralisés pour M et celle des
groupes totalement ordonnés généralisés pour H dans le théorème principal (th. 1 » .

Les groupes totalement ordonnés généralisés, sont réguliers, c'est-à-dire satis-
font la condition

n ̂  ( ,r. u. .K~1 ) ~ i => ur^ i ;

quekque soient les éléments a, a? du groupe (la vérification est immédiate). D'autre
part, M. P. Lorenzon a montré (c/. Satz 13) que chaque groupe réticulé qui est
régulier est isomorphe [par rapport à (~, ., —.)] a un sous-groupe ordonné
d'un produit de groupes totalement ordonnés. En observant de plus que la
réduction Ç dans ^ d'un groupe réticulé généralisé Ç, esl régulier quand C,
est régulier, il en suit que les groupes réticulés généralisés qui sont aussi
réguliers satisfont la condition (2) du théorème 1 quand M et II sont choisis
comme en haut. Mais cette famille des groupes réticulés généralisés et réguliers
est évidemment une famille héréditaire et multiplicative contenant H; donc celle
famille s'identifie avec la famille H du théorème I . D'où le

THÉORÈME 3. — Un groupe réticulé généralisée ^, est régulier si, et
seulement si, il satisfait l'une quelconque des trois conditions suivantes
(équivalentes) :

i" Ç est isomorphe à un sous-groupe ordonné d'un produit direct des
groupes totalement ordonnés généralisés,'

2° Ç est réductible à un sous-groupe ordonné direct des groupes totalement
ordonnés avec l'ordre total strict;

3° Cj possède un ordre partiel qui est l'intersection des ordres totaux
compatibles avec sa structure.

D.ms la condition 3" nous utilisons la possibilité de définir la structure ou bien
par(^ , ., /—.) ou bien par (^. ., -^); l'ordre partiel -<<* est compatible avec
la structure donnée (^, ., -^) sur G si l'identité est un homomorphisme de
(G, ^. .. -^) sur (G, ^, ., -^*) (i l correspond au « zulàssigne Halbordnung »
défini par M. P. Lorenzon).

5. Les espaces complètement réguliers. — Les espaces topologiques sont
considères maintenant comme les structures abstraites. ê--= (E; Ç) consiste alors
en un ensemble E de points et une famille ^ de sous-ensembles de E assignés
comme famille d'ensembles ouverts; on suppose les conditions usuelles pour Ç : o,
E sont dans Ç et les réunions arbitraires et les intersections finies d'ensembles
de ^ nppîirl icnncnt aussi à Ç. Une transformation distinguée est interprétée
ici coinrn?; une transformation continue; donc l'équivalence s'identifie à l'homéo-
morphismc et la reduclibililé à la contractibilité (en identifiant les points ayant
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les fermetures égales). L'équivalence faible est la même que rhoméomorphisme
faible définie ailleurs par l 'auteur [3]. Les axiomes Al , A 5 sont vérifiés sans
diff icul té .

La famille 57 des espaces topologiques est mult ipl ical ive, le produi t direci élani
le produit topologique. Et chaque espace topologique ê dans ^ est coniractible
à un seul espace lopologique vérifiant Paxiomc de séparation suivant .

To : si x^ y .sont points distincts, il y a un ensemble ouvert contenant l 'un des
points, mais non les deux [3].

<^ C^ ê' (où ê est un sous-espace de é>) entraîne que <ê(C ̂  et P, (ê,) -= ( P/<^/.).
Dans ^ considérons la sous-famille des espaces pseudo-métrisables, c'est-à-dire

avec la (opologie définie à partir d'un pseudo-métrique ô[ô(a'. r) est un nombre
réel positif défini pour chaque couple de point .y, r tel que ô(.r. x) == o,
^( x, y ) == ô(j-, x) et ô(.z', y} ̂  ô(j-, z) + â(^, x)] en prenant les sphères U;(^),
( £ réel ^- o) |)our une base des ensembles ouverts. Cette famille II d'espaces
pseudo-métrisables est la plus petite famille héréditaire contenant des espaces
métrisables. Et la contraction d'un espace pseudo-métrisable <? à un espace ^
vérifiant To nous donne un.espace métrisable. Donc avec la famille des espaces
topologiques pour (£F) et M, la famille des espaces pseudo-métrisables pour H,
les hypothèses du théorème 1 et les hypothèses supplémentaires (H. S.) sont
vérifiées.

Alors la famille H est contenue dans la famille héréditaire, multiplicative des
espaces complètement réguliers (non forcément To), c'est-à-dire dans lequel
pour chaque' point a et chaque ensemble ouvert G contenant a, on peut trouver
une fonction/^) réelle et continue définie sur tout l'espace telle que

o^y(«c)^i pour chaque a", y'(a) == o et f( r) == i pour chaque y^. G.

Chaque espace complètement régulier ê de celte sorte peut être contracté
à un (seul) espace complètement régulier ê et accessible; et un tel espace <ê,
d'après le théorème de M. A. Tychonoff [6] ( th . 2) est caractérisé par la
condition qu'il est homéomorphe à un sous-espace d'un tore ou un produit direct
dos espaces chacun homéomorphe au segment fermé (o, i) de nombres réels.

Cet espace (o, i) étant métrisable, il s'ensuit que l'espace vér i f iant la condi-
tion i^' du corollaire du théorème \ sont les espaces complètement réguliers
. non To). Donc nous avons le

THÉORÈME 4. — Parmi les espaces topologiques^ ceux qui sont complètement
réguliers Çne rérijîant pas forcément l^ axiome To) sont caractérisés par
chacune des conditions équivalentes :

i" ^espace est homéomorphe à un sous-espace d'un produit lopo^gique
des espaces pseudo-métrisables;

2° l'espace est contractible (ou faiblement homéomorphe) à un sous-espace
d'if n produit topologique des espaces pseudo-métrisables:

3" l'espace possède une topologie qui est le produit des lopologies sur le
même ensemble de points définis par les pseudo-métriques.
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