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SUR L'ÉQUATION DE LA CHALEUR DANS LE CAS D'UNE
SPHÎRE HÉTÉROGÈNE, EN TENANT COMPTE DE SOURCES
ET DE DISCONTINUITÉS;

PAR M. V. A. KOSTITZIN.

I. — Sphère hétérogène continue.

1. Définitions et équations.— Dans ce Mémoire, je vais
étudier le régime thermique d'un corps céleste du type plané taire,
c'est-à-dire hétérogène, stratifié, dans certains endroits produc-
teur de la chaleur; En effet, la Terre est nettement stratifiée, et
d'autre part certains auteurs se servent de l'hypothèse de la strati-
fication pour expliquer soit la structure de la surface de la Lune,
soit les inégalités de son mouvement. Sans l'existence de sources
.thermiques, Pétât actuel de la Terre resterait inexplicable. Dans ce
Chapitre nous considérons le cas d'un corp» céleste continu, mais
producteur de la chaleur ( ^ ).

Soient uÇr, -<p, ^, t) la température, p ( r ) la densité, c(r) la
chaleur spécifique, y( r ) == p(r) c(r) la capacité calorifique de
l'unité de volume, K.(r) la conductivité thermique, M(r, 9, ^, t)
l'apport de sources que nous supposons indépendant de la tempé-
rature, R le rayon de la sphère. Nous supposons toutes ces fonc-
tions continues, dérivableSy bornées, ne s'annulant nulle part et
développables en séries de Taylor et séries sphériques. Dans ces
conditions, l'état thermique de la Sphère est représenté par l'équa-
tion différentielle

/ N , àu à /v ,^\ K àîu K à 1 ' àu\ ,,(1) ^T-.- == -rt10 ^r)4- —T- -TTT -^ -t— -r( ^"P-r- ) + M .' àt àr\ àr j sinîy à^ smcp à^\ à^ j

La fonction u doit vérifier la condition initiale

(2) u(r, ç, ^, o) = œ(r, 9, <)/),

(1) Voir V. A. KOSTITZIN, C. R.Acad. Se., t. 213, 1941, p. 972; t. 214, 1942,
p. 47 et 4^i.
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et la condition à la surface extérieure

(3)
,r=R

E « ( R , ç , ^ ) ^ K ( R ) / ^•'^^^(^^

en désignant par w, V, des fonctions connues et par E, le coeffi-
cient d'échange superficiel.

Supposons toutes ces fonctions développables en séries
sphériques

u(r, 9, <}-, () =^^«,,, (r, f)S^(-^ <(/),

(o(r ,ç,4-) =^^ .̂(,.) S^(ç,^),

¥(o,4- ,0 =^^^,(,, s,,,(?,4-;,

^^^ î, 4', <)=^^M,,<.(r, ()S,^-(ç, (;<).

(4)

Les fonctions M,u(/', () vérifient les relations suivantes :

(5)

(6)

(7)

rî^-^'•î^)-''('^^^^

Unk(r, o) == o)a^(r),

E^,(R, ^-^KeR)/^^^ 0 ̂ ^,(0.

2. Introduction des fonctions q^, r). — Multiplions les
équations (5) par une fonction à déterminer ^(7., /-) et intégrons
par rapport à r de zéro à R

cl r R r R

^ .// / ^ï^^.^-^ / r^-^qnUnkdrul ^o Jo

^^(^^--^-jf"^^^

^ "^-[^:(K/•2^)-w("+•)K?«-^>^2ï?J^••

Supposons que les fonctions g» vérifient l'équation différentielle

(9) Ïr (Kr2 ̂ )+ [^'-2- K»(« - !)]-?„= o.
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En tenant compte de (7) et (9), l'équation (8) devient

d rR /^R

^ Io^ ~fTt 1 rî v qn l ( n k dr "+" À / r2 ï qfl unk dt
*-'o ^o

^/'"^ [^^- ̂  (E^ K ̂ )]

/r=o / ^/. ^,A /-\
— / K r -1 q/t —— — u,^ —j— \ -4- l M .̂ ̂ ^ r/r.

Parmi les solutions de ( 9 ) choisissons celle qui vérifie les
conditions aux limites

/ \ /r==fl\ o / ^^//^ ^^'t \
(I.) / K,..^-^--,/,,/,^-)=0,

(l.) /'""flîy^K^^.,

Supposons les fonctions K, y développables en séries de Taylor

1\ = 1\u -t- K ] /• -̂ K-, / J — .. .,
(i3)

et cherchons une solution de (9) représentable de la façon suivante

(il ) (] n == r " 1 (l -+- cri /' -ï- 7._ r ' 1 ̂ -. . . ).

L/équation différenhelle (9) donne dans ces conditions

(i5 ) K o f / ^ ( m -4- ï ) — / / < // -1-1 )| =: o,

1 l\u7i[(/^ -h l ) ( / / / - t -2 )— / / ( / / 4-1 i] -4- KI [ / / / ( / / / -+-'_>) — / / ( / / -+- I)] = 0,

^ Ko ŒÎ [(/» -4- 2) (/// -h 3) — n ( /?-+-1 )J
(16) /, -^- |\i ̂ [[(w -ï- î)(nï-+- 3 ) — / ? ( / < - 4 - i ) j

-h K.^ f /?? ( //? -+- 3 ) — ?î ( n -+- ï )] -t- AY,> = o,

D'après nos hypethèses, Ko est positif et différent de zéro. On
doit donc avoir m == n ou bien m ==— n — i. Désignons les solu-
tions correspondantes par^()., r), y}/i()., r)

( ^ ( X, /•) == /'// (ï -h a;,1 ; /• -+- a;2' r2 -F . . . ),
^ Ï^(A, /')=== 7-^-1 (i^-p^i/.-^.^:^-^...).
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Les équations (16) permettent de déterminer les coefficients

/ ,0 \ .,(1) ^n n / i ) . Kl(7l-4-l)
(I8) ^^-rK^TÎT)5 ^^^——K^—9 • • • •

Là condition (n) montre que, quel que soit TI, c^est la fonc-
tion î,n(^, r) qu'il faut choisir. Ainsi, la fonction y^(^, r), égale
dans le cas considéré à Çn(^, r), se trouve déterminée, sauf en ce
qui concerne le paramètre À.

3. Valeurs et fonctions caractéristiques. — La fonc-
tion <7n(Â, r) doit remplir la condition (12). Celte équation nous
donne une suite de valeurs caractéristiques \n\^ ^na? . . ., et de
cette façon nous obtenons une suite de fonctions caractéristiques
qn(^n\i r). <7/z(^n2î ^)? • • • • Cette suite est orthogonale. En eflet,
il résulte de (9) et (12) la relation

/•R

(19) / r^(r)qn(^ni, r)qn(^nf, r)dr=o (X^X^).
«/o

Cette condition montre en particulier que toutes les valeurs carac-
téristiques sont réelles. On peut montrer quelles sont positives.
En effet, Féquation (9), multipliée par qndr et intégrée par rap-
port à r de zéro à R, donne

X f ^r^^dr=n(n+i) f K ̂  dr 4- Ç Kr^^Ydr
i/o ^o ^o \ dr /

-r^^
ou bien, en tenant compte de (12),

R R R

(20) \f f^^clr==n(n-+-i) F K^ dr -+- Ç Kr2 (^^dr

+ER2^(X ,R) .

La partie droite de cette relation est positive, et par conséquent
toutes les valeurs caractéristiques sont positives.
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Dans ces conditions Péquation (10) devient

^ ^d r /*R

^2 I^ Tf \ rî^<lnUnkdr-^\ f r^-^qnUnkdr
^o ^o

= R2^(X, R)^^(<)+ f M,^(r, ^)^(X, r)dr,
^o

et il en résulte, en tenant compte de (6),

r^ y"(-11) f r^qnUnkdr^e-^1 \ r^-^qnUnkdr
•^o ^o

-^- R 2 y ^ ( X , R) f e-^-s)\F^(s)c!s
^o

r^ r 1
-+-/ qn(^z)dz Mnk(^,s)ê-^-^ds,

^0 ^U

^ appartenant à la suite {\ni}.
Ces équations résolvent le problème. En effet, les fonctions

<7n(^niî r) forment une suite orthogonale complète, et Fon peut
supposer la fonction Unk développ^ble en série de fonctions ortho-
gonales qn(^nh r)

<23) Unk(r, t) =^Vnkl{t)qn(\ni, r),

les coefficients Vnki(t) étant donnés par la formule

r^Q/îf Vnki(t) = I ^^qnUnkdr,
^ ^0
0 ^(24)

Q.ni = r r^ q^ni, r) dr.
^o

Posons pour simplifier

•G,(^ ̂  ,) ̂ y, ̂ (^^ r)q^ z)e^^
^d Qnf

w
<25) H(y,<l/, y', 4/', r,^0=4L;^(2^-^-I)Gn(^^ OPn(cos9),

cos6 = cosy cosç'-t- sin<p siny /cos(4' — ^/).
LXX.
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On trouve sans peine

(26) Unk{r, t)-= Ç Gn(r, z, t)z^(z)^nk(z)dz
^o

r 1
-+-R2 ^ Gn(r, R, t - s^n^s) ds

^o
r^ r 1

-+- f dz f Gn(r, z, t—s)Unk(Sî s)ds,
^O ^0

et la solution générale du problème prend la forme

(27) u(r, y, ̂ t ) ^ f Y(2)^^J^H(cp,^ y7, ^, r, z, t )

x w ( z , 9', <)/) sino' d-s' d^'

+R2y ^J^H(9,+, ç',y, ^ R ,^ -^

x ^(y', ^/, s ) sin^ cis' d^

-+- f dz f ds f H (9, <^, y', 4/, r, ^, ^—. î )
«/o ^o *-<7

xM(^, 9" ^^ s) sin y' ^ç7 c '̂.

II. — Noyau sphérique hétérogène
entouré d'une enveloppe hétérogène concentrique.

1. Dans ce Chapitre je vais examiner le cas d'une sphère à une
seule surface sphérique de discontinuité, avec des sources distri-
buées dans la masse et sur la surface de discontinuité. Soient r^
le rayon de la surface de discontinuité, K^( r ) , K.2(^*)ï la conduc-
tivité thermique resp. à Fintérieur et à l'extérieur de la surface
de discontinuité; p(r), c(r), y(r) peuvent être discontinus au
passage de la sphère {r\)\ ils sont continus, dérivables, bornés et
non -nuls, développables en séries de Taylor dans les intervalles
( o , r < ) , (J'i, R). Les équations différentielles du problème
prennent la forme

/ au à f,. ,àu\ Ki à^u Ki a l . àu\ ..yî v -— == -— ( Ki r2 ,— ) •+• ——— —— -h -:— ^- ( sin y -r- ) -^ M[ • àt àr\ àr I sin2^ à^ sm<p à^\ à-^ /
) (o^r<ri),

(28) ^ au à [ „ àu\ K^ à^u Ks à / . àu\ -^î Y — === — ( K^ 7'2 -r- ) -+- . -rr- -h ——— -.- ( sin y -y- ) -+- M
• àt àr \ ~ àr ] sin2 ç à^- sin 9 ^9 \ • f)f f

(ri<r^R).
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La condition initiale (2) reste sans changement. L'équation (3)
exprimant les conditions à la surface extérieure prend la forme

(29) E M(R, ç, <!/, <) + «...(R)/'"" <)u(r^^t) ̂  »f(^ ̂  <).

En ce qui concerne le passage de la chaleur à travers la surface de
discontinuité, on peut l'exprimer par les équations suivantes :

E[M(r,-o, y,+,f)-«(r,+0,9,+,<)]-•-K, (ri)/' " ls<>u(r'^ ̂ t)

== f>(<f, ^, t),
(3o)

E[M(7-t+0, <!>, +, <)-M(n-0, ç, ̂  Q] -4- K^)/^^" à tl(r^ ̂  t)

= 4»(y, «}-,<).

Les équations (4) restent valables. Il faut y adjoindre le déve-
loppement analogue de la fonction ^(y, 4') t)

(3l) *(ç, +, t) = Sï <S>nk(t) S^(ç, ^).

On obtient de cette façon les équations suivantes :

^Y^=^(K^ri!g)-/^/»-^-I)K^-^-M„, (o^<7-i),

rî-f^* = ̂ (K^^)-7î(7i-t-i)K^-4-M^ (r.<^R).

Les conditions initiales et aux limites prennent la forme

(33) Unt(r, o) == t0n^(r),

«[»^(/•l-o,<)-MnA(rl-+-o,<)]+Kt(7•l)/'-^' ^""^7''<)

== 4>n*(<),
(34)

»[Mn*(ri-<- 0, t)- Unt(ri- 0, <)] -h K,(r,)/' ""'^"''""^'^

=$^(<),

E«,,(R, O+K.CR)^^""^' f) = «r^(0.(35)
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2. Comme dans le Chapitre précédent nous allons chercher une
suite de fonctions orthogonales y,»(X, -r), permettant d'obtenir la
solution sous forme d'une série orthogonale. Dans ce but muiti-
plions les équations (28) par qndr et intégrons par rapport à r
dans les intervalles correspondants. La somme de résultats de ces
opérations, en tenant compte de (34-35), donne l'équation sui-
vante :

d r^ r^
(36) TJf 1 r2Ï^M^â?r-+-x / r^^qnUnkdrav ^o ^o

= jf1^^^1^^?)-72^1^1)^1^^^2^"!^
^f M7ÎA[^.(K^2^l)-/^(/^^I)K^"•4-x^2T^1^

+/ r^qn^nk-EqnUnk-^Unk^}

-^^^.(^^--^^^jr^^^
-+-^^(rl-o,0^~-Kl(rl)/r~rl od^

— e qn(.'^ï rt—o)-+- e ^n(X, 7\-ho) j

+unk(r^o, t)\ K^rO/^14'0^

-+- es rn(^, r^—Q)—iqn(\, ri-4-o) .

Supposons que les fonctions qn vérifient les équations suivanles :

^^(Klr2^)~/l(^I)Kl^+^r2^^=o (o^/-<r i) ,

(37) \ d / d \
{^(K2r2-^?)-/^(/^-hI)K2^-4-x"rr2^=o (^i<^^R);

(38) /^.^^-^^.o;

(39) y^E^+K^)^;

/•r==ri—0 » <r==r,-4-0 »

(40) K.(.) ^=K.(.)/ ^

= ̂ ^(^^ ^ i -+-o)—y^(X, ri—o)].
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La condition (38) permet de déterminer complètement la fonc-
tion qn(^i r) dans Pintervalle (o, r,)

(41) ^n(X, r)==^i(X, r)=r^[i-+-a^r-+-aar2-4-...) (o^r< ri).

Dans l'intervalle (n, R) on a la solution générale de (872) sous
la forme

qn(\, r)= A,,^a(X, r) -4- B^ T^(X, r),

(42) Sn2(^, r)=^[i+a^r+a^r2-4-...],

T^(X, r)^^^^!^!:}^/-^^^-^..!] (ri<r^R).

La substitution dans les équations (89-40) donne

A.^(X, ri)+B^,(X, r i )==ç^(X, n)-4- î̂ l̂  ç^(X, n),

(43) - A,ç^(X, n)+B^^(X, r^^^^X, n),

A4Eç^.(X, R ) - + - K 2 ( R ) ç ^ , ( X , R)]
-hB4Eï^(X, R)^K. , (R)^2(? . , R) ]==o .

L^élimination des coefficients An, B>i nous donne Inéquation carac-
téristique que nous n'écrivons pas explicitement. La condition
d'ortHogonalilé des fonctions caractéristiques (19) reste valable.
Les valeurs caractéristiques { À m } sont toutes réelles. La relation

.K ..r, R
(44) ^ / T^^^^^^+i) /* lKl^r-+-^-+-I) /' Kay^r

^O ^O Jr^

^'(ïr^-^)'-'-
^ER2^(X,R)4-£rî[y,,(X,ri-4-o)-^(X,ri—o)p

montre que toutes les valeurs caractéristiques sont positives.

3. Dans ces conditions'les équations (36) deviennent

d r^ r^(45) , / r^^qnUnkdr^-\ / r^^qnUnkdr
at ^o ^o

/•R
= R 2 ^ ( X , R)y^+ / M^y^r .

^n

--n(n^-ï) / Kiq^dr-^-n(n^-ï) \ K^q^dr

,R

7n(?<, R)^\^4- / Mnkqn^
^o

^-r\[qn(\, n—o)-h^n(^, ri-+-o)]<î>^,
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et il en résulte, en tenant compte de (33),

/'K r^(46) f r^^qnUnkdr^e-^ f r2 y qn ̂ nkdr
^o ^o

-4- R2 ^(X, ,R) f e-^-^ ^nk(s)ds
^o

^^[^(x) ' ' I—O)

^
-^^n(X, ri-ho)] / e-^-^^nk^ds

^9

-+- r ds r M^(^, ̂ )^-À^^n(^, ^)<^,
• 0 • 'O

À appartenant à la suite ( \ni i -
Les équations (46) résolvent le problème. On trouve sans peine

la solution générale
i»

(47) u(r^.^,t)=f -y(^)^^J^H(9, +, 9', ,̂ r, z, t)

X (ji)(^, 9', ^') sin^ d^ d^

+ R 2 ^ ^jfH(9,^, y',^, r,R,i?-.)

x y (y', +', ^) sin^d^' dy

- + - r î f ^J^[H(9, +, y', <{/, r, ri-o, ?-^

-+-H.(îp, <{/, y', '̂, r, /•!-+- o, t—s)]

X ^(ç'î ^'î •ç) sin^'^'^'

^- r ds Ç dz /TH(?, ^, ?', +/, ̂  ^, t — s )
JQ JQ ^U

xM(z, ^r., y , s ) sm^ d^ dy

Les fonctions Gnj H sont définies par les équations (2 5).

III. — Sphère stratifiée à plusieurs couches hétérogènes.

1. Dans ce Chapitre nous considérons le problème général d^une
sphère composée de plusieurs couches hétérogènes. L'hypothèse
de rexistence de plusieurs surfaces de discontinuité rend les opé-
rations de calcul plus compliquées, mais ne change rien dans le
mécanisme même de la méthode. Soient

0 == Fo < /'j < ̂  < . . • < ^m = R



— 135 —

les rayons successifs des surfaces de discontinuité, K^(/1),
Ka(r), . . . , K^(r) les conductivités des couches/Les équations
différentielles du problème ont la forme habituelle

i (îu à /-. ,^\ K( ^M K( 6? / . ^^/ au à /-. àu\ K< à'ïu K< a i . àu\ „\ r 2 ^ — == — ( K i r 2 , - )-+- —— jrr-+- —— .- ( §1119 ,- ) -+-M! àt àr\ àr ] sm^ ày siny (79 \ </îp /
' i r: * < " ' r <" r s . i === î . 9- . . . . /yi').

i ^2^ _ =; _ ( K,r2 _ 1 -+- ——-— —— -+- —— — ""' ~(48) ! ' àt àr\ àr J sin^ à^ siny à^
1 (^-i< /• < ri, i == i, 2, . .., w).

La condition initiale (2) reste sans changement. On a sur la sur-
face extérieure

(49) E ^ ( R , ç , ^ , ) - + - K ^ ( R ) / ' ^i^LlLL)=ir(9,+^).
<r==R
f ' °u^' > ^> Y>l? Y? Y? «'>' "T" ^m\^ ) l —————-7-———— — -r V Y ? Y?

Les conditions sur les surfaces de discontinuité prennent la forme

• I ii[u(rf—o, 9, y, t)—u(ri-+-o, 9, y, ^)]
,r==A'i—0

-t-K,(r<)/ ' ^==^(?,T,O,

;[M(rr+o, 9, Y, t)—u(ri—o, cp, ^,

+K^(^0/7~"rl4' ̂  =<î>,<9, ̂  0

•K, (

(5o) / £i[u(n-^ o, 9, Y, ^) — u(ri— o, 9, ^, t)]
r==rl4-0^

(1=1, 2, ..., m—î).

En supposant toutes les fonctions développables en séries sphé-
riques, on obtient les équations suivantes :

(5,) l^T^=^(^^)-.(———)K^^M.
f ( rf-i < r < r^ i = i, 2, . . . , w).

Les conditions initiales et aux limites deviennent

(52) Unk(r, o)=Wnk(r),

^t[Unk{rt— 0, t)— Unk(ri^ 0, t)]-+- K( (rf)/ -^ •== ^ink,

^i[unk(ri^- o, ̂ -- UnkÇri— o, 0]+ K,4-i(rf) y -^ == ̂ A

(i î=i , 2, ..., m — î ) ,

(54) E^(R^)+K^(R)/ r ~ ^=y^.
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2. Multiplions les équations (48) par qndr et intégrons par
rapport à r de /'i^ à r». En prenant là somme de ces intégrales,
on obtient

d />R r^
(55) -, 1 r^^qnUnkdr-^- \ j r2^qnUnkdr

"2/ '^[â^^2^)"71^"'"1^1^"'"^7'27^]^-ri r d

^^
r/r+/ ^[qn^nk—^Unkqn—^mUnk

/ ~ v o / ^M/^ ^n\-/ ^^(^-^--^-i-)

-t-^^2 [^(^ ^ — o ) + y ^ ( X , r,-4-o)]<î>^^
f=:i

+^À-(^—o,^)[-K,(rO/ t d^

+e^^(X, r,-ho)—e^n(X,r,—o)

)^^[ ,r==r»-K) ,
3^) K^(r,)/ ^-+- il nk(ri-ho, ^) Kf_n(rf)y

-+- £,^(X, 7\-—o)—£^n(X,^4-o) ^

/^R

-^ / M^Â:yn^.
^o

Supposons que les fonctions qn vérifient les équations suivantes :

(56)

(57)

(58)

' ( 5 9 )

^/Kfr2^ l^-7^(^-n)K,^-^X^2Y^„=o

(rf-i<r<;Ar, 1 = 1 , 2 , ..., w),.

/"•K,,,(,.̂ _,..&),.,

/""(E,.-.-K.a2)=.,

// •== / '»—0, ,r=ri-(-0 j
K ,̂) ^=K^(.)/ ^

== ^[^(^, r z - + - o ) — y ^ ( X , r,—.o)]

( i = = i , 2, . . . , w — i ) .
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Avec nos hypothèses sur les fonctions K», y, on peut donner aux
solutions fondamentales de (56) la forme

i ^(^)=^ (i+^^+^^-h...)
Wj^x^^^-d-.^^p^^-....) (--^^^

ou bien une autre forme équivalente. La solution générale de (56)

) qn(^, r)= A,n-ç,n-(X, r)-+-B^T^(X, r)

( (r,-i<r<r,; t== i , 2, . . . , m)

contient im coefficients inconnus A^, Bni qu'il faut déterminer
par rintermédiaire de 2 m équations linéaires (57-59). Or, l'équa-
tion (5^) montre que B,t i==o; on peut poser A,n==i . 11 reste
donc 2(771^—1) coefficients à déterminer et 2 m—i équations
linéaires. En éliminant ces coefficients, on trouve Péquation
caractéristique permettant de calculer une suite de valeurs carac-
téristiques j \nh} et de former la suite correspondante de fonctions
caractéristiques [qn(^nh^ r ) ] . Ces fonctions forment une suite
orthogonale. Les valeurs caractéristiques [^nh ] sont toutes réelles,
et la relation

.K „ r r .
(6?.) \ / r^(r)q^(\,r)dr=n(n-^i)^ / K ,̂̂ r

^ ^Jr^
fit

+^f:^irî^^fd^+w(l^'k^

ni—i

-+-^S^?[^^(^, ^ — o ) — ^ n ( X , ^-+-0)]2

î=l

montre que toutes les valeurs .( ^ah} sont positives.

3. Dans ces conditions Inéquation (55) devient

d r^ r^(63) -r \ r^^qnUnkdr-^\ f r^-^qnUnkdr
Ctt J^ JQ

ÎH—1

= = R 2 ^ ( X , R)¥^(Q-^-^r,2[^»(X,^,•-o)•4-^n(X,^-^-o)]^^(.0
f==i

/tR-+- f Mn^(r, t)qndr,
JQ
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et il en résulte

/»» ^
(64) / r^^q^Unkdr^e-^ ^ r^^q^nkdr

0 ^o
r 1

-+-R»^(X, R) ^ e-^-^^(s)ds
^o

r 1 r^-+- / e-^-^ ds / M^(^, ^(X, ^)^
^o ^o
/n—1

-+-^ r? [^(x» ^<— 0) ̂  yn(^, ^-+-0)]

X /' <?-)l(<-•î)^^(^)^
^o

\ apparlenani à la suite {\nh}. Ces équations résolvent le problème,
et l'on trouve sans peine la solution générale

p
(65) u(r, y, <(,, <)= Ç f(z)z^ds /Z'H(ç, <(-, y', y, r, z, t)

*- 0 w

x w{z, 9', y)sm^ d^ dy

-4- ̂ f ^jT11^» +' ̂  ̂  ^ R, ^—.?)
x W (9', ^', 5)sm9 /^'^'

/^-i ^

^ï^f^Jf^ "(y»^ ?'»4', ^^-o,^-^)
-hH(y, 4/, 9', ̂ , r, r,-+-o, ^ — 5)]

X ^-(9', y, s) sin^ d^ dy

^jf ^/ ^S H(?ï ^^ ?v^ r> z ^ t - s )
x M(^, 9', ^', s) sin 9' â^/ ̂ '.

IV. — Quelques applications.

1. Température moyenne au niveau r. — Soit

(66) U(r^)==—T F ^(r^^Osil^^^
4 " ^o ^o

là température moyenne au niveau r. Il est facile de voir que
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cette fonction est égale au ^premier terme du développement de
u(r, 9, 4^ t) ea ^rie sphérique, ce qui donne

/,R
(67) U(r,()==Mo(r^)== / Go(r,/s, t)^(z)w(z)z^âz

^Q

-4- R2 f Go(r, R, <? — ^)¥o(^) ds
^0

r 1 r^-+- ^ G?5 y Go(r, ^, ^—5)Mo(^, ̂ ^
^0 ^0

m-1 ^

-4-V r? f [Go(r, r,—o, <-.?)
éî IJO

4-Go(r, r,-+-o^—s)]0,o(^)^.

On obtient la température centrale, en posant r == o soit dans la
formule (65), soit dans (67).

2. Influence de la distribution initiale de la température. —
Nous avons vu que dans toutes les circonstances les valeurs carac-
téristiques \^ni\ restent positives. Cela signifie que les fonctions
G,», H ne contiennent le temps que sous la forme de facteurs expo-
nentiels décroissants <?~>r"^, et par conséquent

(68) HmGn==o , lim M = o.
/>» <^a0

Donc, le premier terme de la partie droite des formules (65),
(67), décroît indéfiniment, et l'influence de la distribution ini-
tiale de la température devient insensible après un laps de
temps suffisamment long.

3. Influence des sources à débit indépendant du temps. —
Supposons les fonctions M et î indépendantes du temps. Dans
F expression (65) les termes qui dépendent de ces sources tendent
vers une limite constante par rapport au temps, et pour t suffi-
samment grand Vinfluence des sources à débit indépendant
du temps s} exprime par des termes constants par rapport à t.
On arrive au même résultat limite, en supposant que les débits
des sources tendent vers des limites déterminées.
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4. Établissement du régime périodique. — Supposons la fonc-
tion ^(9, ^, <), ^primant l'apport thermique extérieur, pério-
dique

(^ ^(y, +, t-^-p)==W(^, ^, t).

Donnons à celte fonction la forme (Tune sérié trigonométrique

(70) ^(?,^, Q=^A^(ç, 4Qcosw(^-+-B^(y, ^)sii\m^t

avec (»)/? ==27:. Formons l'intégrale

(71) Ç Gn(r, z,t—s)W(^, ^, s)ds
^o

- V. V ^qn^ni; r)qn(\ni. z) r 1 _ ^ . , ,— 7 i 1 7i——————.—-———————- 1 cosmwse-^i^-^ds
<A—— -^ ^Wî »///<==o 0

_^V. ̂ ^mqn(^ni, r) qn(.^ni, z) r 1 . _ . . . ,
~^Zi 2-^——————o ——— / smmwse-^i{t-s}^s."— -— ^^^ Jom == 1 "

Mais on trouve facilement

/''cosmos e-^} ds = x cos/n(D^-4- mw sinmZo^ - Xg-^
^o wW-h-X2

f ' sin /no) s e-^-s) ds == x sinmwt - m^^mwt -+- /nco e-^
Jo rn2 œ2 -+- X2 '

ce qui donne pour t très grand

r 1
(72) / Gn(r, z, t—s)^(^, ^, s)ds

^o

- V(A^CQsmoJ^-+.B^smmœ^)y^n(x /^ ' î ^^^^z^ni
^ )^ Q.^^^+X;!,)

^^(A^sm^œ^-B^coswcoQmcoy^71^7^^^^^^^.
,;— ^ Q^K^-^+A^)

Donc, ^ V apport thermique extérieur est périodique^ et si
en outre les débits des sources intérieures tendent aux limites
déterminées^ il s'établit^ après un laps de temps suffisamment
long. un régime périodique indépendant de la distribution
initiale de la température.
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5. Degré géothermique. — On peut montrer qu'en dépit de
tout ce que l'on a affirmé et que l'on continue encore à affirmer, le
degré géothermique ne dépend pas directement de Vétat inté-
rieur du globe. Supposons que la profondeur h d'un point soit
très petite par rapport au rayon terrestre R. On a

(73). u(R-h, ^,Q^(R,9,4^)-A/'' ^^J; ̂ \

ou bien, en tenant compte de la condition (3),

(74) ^(R-A,9^,0^^(R,y,^^+^——[E^(R,9,^^)-^(9, .^^)] .

Cette équation permet de déterminer le degré géothermique.
Soient ri == R — h\, ra = R — Aa deux niveaux tels que les tempé-
ratures correspondantes ne diffèrent entre elles que d'un degré.
Cela donne

I== Ï^^^ ̂  ̂  ̂ -lr^ ̂  ̂

et l'on en tire la valeur du degré géothermique

, - , . _ _______K(R)_______
(75) ^ - -E^R,^^ ) - -^ , -^ ) 5

Cette expression ne dépend pas explicitement de Fêtât intérieur
du globe, sauf par l'intermédiaire de la température superficielle
u(R, 9, ^ t) ̂ l peut-être de la fonction ^(9, 4'î t ) ' Notre conclu-
sion n'est valable que pour h suffisamment petit.

Ici quelques mots à propos de la condition à la surface (3) sont
nécessaires. Le problème physique réel de l'état thermique du
globe terrestre est beaucoup plus compliqué que le problème
mathématique linéaire que nous avons résolu. Si l'on peut encore
conserver l'équation différentielle linéaire (i) ou (48), en négligeant
le fait de la dépendance qui existe entre la température et la fonc-
tion y, il est nécessaire, en établissant la condition à la surface
extérieure, de tfenir compte du rayonnement, et celui-ci, d'après
la loi de St^phan, est proportionnel à la quatrième et non pas à la
première puissance de la température absolue. Dans ces conditions
il faut remplacer (3) par la relation suivante

(76) a^R^^^I^R)/^ "^îiiî^J^^aW^^O,
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en désignant par a le pouvoir absorbant de la surface, par a la
constante de la loi de Stephan, par W(<p, ^» l) ^a radiation
solaire. En tenant compte de cette relation, Inéquation (74) devient

(77) M(R - À, 9, +, ^) = «(R, 9, ^, ^) + ——— [a^(Ri, 9, +, t) - W(y, +, <)],

et le degré géothermique est donné par la formule
V / D \

(78) / l l-AÎ=a[,^(R,ç,4-,<)-W(9,^OJ

6. Approximations successives. — Pour conserver le caractère
linéaire du problème mathématique, il faut remplacer la tempéra-
ture absolue ^(r, 9, 4', t) pu1' Ift température p(r, cp», ^î ^)

(79) M(r, y, <{/, Q == 273°-^ P(r, 9, <!/, ^).

En admettant P(r, <p, ^, <) suffisamment petit par rapport à 273°,
on peut remplacer, en première approximation, la condition (76)
par la relation linéaire

. r==R—0.

(80) 4<^2733po-+-K(R)/ — =aW—aî^273 < •

identique avec (3) si Von pose

(.81) E==4«<T373 3 , y = = a W — a î 2 7 3 4 .

On peut continuer ensuite, en posant

(82) 4^273^+1^)^" °^

= aW—aîT273 t —6aŒ273 2 ^_^—4^<3•273p^-^ ,

et en désignant par (^, ^3, ..., Pm» • • • l^s approximations
successives.

(Manuscrit reçu le ^ janvier 1943.)


