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LES CONTINUS CYCLIQUES ET LA REPRESENTATION CONFORME;

Par M. Arnaup Denioy.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant :

Si une région finie décrite par le point L est représentée
conformément sur le cercle C(|z| <<1) par la fonction

Z=f(s) =Y an",

n2o

la condition nécessaire et suffisante pour que la série converge
uniformément sur la circonférence I'(|z| =1) est que la fron-
tiere H de R soit un continu cyclique ().

Toute courbe fermée simple de Jordan étant un continu
cyclique, la proposition précédente contient le théoréme bien
connu de Fejér (?). La démonstration de ce dernier théoréme est
incluse dans celle du fait que la condition énoncée est suffisante.

Nous commencerons par rappeler les notions essentielles con-
cernant les continus cycliques. Nous nous familiariserons ensuite
avec les propriétés de ces figures en démontrant que la condition
¢noncée dans le théoréme ést nécessaire. Nous terminerons en
établissant qu’elle est suffisante.

D.EFINITIONS DES CONTINUS CYCLIQUES.

Jai donné le nom de continu cycliqgue (*) a des ensembles
continus plans satisfaisant aux conditions de l’'une ou I’'autre de

(') Comptes rendus, 213, 1941, p. 975.

(*) L. Fritr, Comptes'rendus, 156, 1913, p. 46 et Miinchner Sitzungsberichte,
1910. On trouvera la démonstration du théoréme de M. Fejér dans les Legons
sur les familles normales de M. Montel (Gauthjer-Villars, 1927, p. 118).

() Comptes rendus, 197, 1933, p. 571 et p. 1987.

LXX. 7
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deux définitions, la premiére de nature géométrique, la seconde
de nature analytique, donl j’ai établi' I'équivalence. Voici ces
définitions :

I. Un continu cyclique est un continu uniforme fronticre
d’une région R.

La continuité uniforme de H est entendue au sens suivant : Si
petit que soit ¢ positif donné, on ne peut former dans H qu’un
nombre fini de continus deux a deux disjoints et de diamétre
supérieur a &. Une région est, comme dans les éléments de la
géométrie (région intérieure, région extérieure d’une ellipse,
d’une parabole), un ensemble ouvert connexe.

Un des exemples les plus simples de continu cyclique est fourni
par la courbe simple de Jordan définie, du point de vue
précédent, comme étant un continu uniforme frontiére commune
et totale de deux régions. Un arc simple de Jordan est un continu
cyclique, mais il ne divise pas le plan.

II. Voici la définition analytique du continu cyclique.

Le point M décrivant le continu cyclique Hest fonction d’un
point p. parcourant un cercle Q de fagon que :

1°. M est fonction uniforme et continue de 1, et l’ensemble
F(M) (éventuellement réduit & un point unique) conslitué par
les points p de Q correspondant a un méme point M de H est
totalement discontinu. F (M) est évidemment fermé.

2° St M et M sont deux points distincts quelconques de H,
Uensemble F(M') est en totalité dans un arc de Q contigu a
Uensemble F (M), et réciproquement. (Il n’y a pas chevauchement
des représentations de M et de M’ sur Q.)

3° Sipy, pa, ps sont trois points de F (M), extrémités d’arcs
de Q contigus a F(M), deux dé ces trois points pouvant se con-
fondre avec un .méme point isolé de F(M), si d’autre part les
trois arcs-intervalles disjoints p |, pa py, @ v, sont chacun
en totalité sur un contigu & F(M), et s'il existe dans le plan
de H une courbe simple de Jordan c (par exemple un cercle de
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centre M) contenant M dans sa région positive (finie), les
image§ respectives M',, M,, M, dans H de p_, p,, i, étant surc,
tandis que les images des arcs-intervalles, p, ', pa 'y, py 1, de
sont dans la région positive de c, st enfin la succession des
points |1, @y, [, est directe sur Q, la succession des points M,
M,, M, est constamment rétrograde sur ¢ (ou constamment
directe), indépendamment du choix des points M sur H, p,, p.,,
gy sur F(M), p', @, @, vérifiant les autres conditions posées
(fig- 1)
Fig. 1.

L

) )

=) M
Pes

J’ai établi que cette troisiéme condition est indépendante du
contour auxiliaire ¢, connaissant p,, g, p, et quand p, p',
varient continiiment sans cesser de satisfaire aux conditions
posées (*).

On déduit de ces hypothéses que le lieu de M est un continu
uniforme, frontiére compléte d’une région finie R (si la succession
des points M, M, M/ sur ¢ élait directe en méme temps que celle
des arcs py (), ta iy, pa (&) sur €, R serait infinie).

A tout point . de , il correspond a la fois un point M de H et
un accés de ce point par un arc de Jordan IM, I étant surc,
Iarc IM étant intérieur a la fois a R sauf par son extrémité M et &
la région finie de ¢, sauf par son extrémité I, de fagon que,
si g ) et pg ), sont deux arcs de € du type indiqué plus haut
[ 4 et g sont dans F (M) et extrémités de contigus contenant p
et ), respectivement |, séparés par le point p (avec lequel peuvent
coincider p, et y,), si enfin 'arc-intervalle y, ), le point y, 'arc
intervalle p1, p, se succédent dans cet ordre sur & parcouru dans

(*) Voir la Notice sur mes travaux scientifiques, parue en 1934, p. 46 (Her-
mann, Paris).
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le sens direct, il s’ensuit que les points M, [, M, se succédent
sur ¢ dans le sens rétrograde (fig. 1). '

La démonstration de ces propriétés demande trop de dévelop-
pements pour étre exposée ici. Le lecteur, se reportant a mes Notes
des Comptes rendus (*) reconstituera les raisonnements. Ceux-ci
rappellent ceux dont j’ai usé dans I'une de mes démonstrations du
théoréme de Jordan sur les courbes fermées planes (*). Je me sers
de ce lemme :

Si I est un polygone d’approximation (formé de carrés
fermés tous disjoints de H, tout carré frontiére ayant un coté
commun avec un carré fermé contenant un point de H) simple,
défini par un point fixe étranger & H, et qui parcouru dans le
sens positif laisse H dans sa région négative (inﬁnie'),‘ et si a
chaque sommet N de 1l on fait correspondre d’une part le
point M de H le plus voisin de N parmi les points situés dans
les carrés de sommet N et étrangers a I, d’autre part le point
unique’p. de Q, défini par le segment d’accessibilité NM, les
points p se succédent sur Q dans le méme ordre que les
sommets N sur Il ( fig. 2).

L’hydrographie suggére des images évoquant 'idée du continu
cyclique. Celui-ci dessinera la carte d’une ile contenant un ou
divers bassins fluviaux deux a deux distants positivement. Dans
chaque bassin un systéme de lignes du continu représente le
fleuve, ses affluents, ses sous-affluents, chacun d’eux Ppouvant
traverser une file de lacs, sans fles ni deltas (un affluent peut se

() Verslagenv. d. Kon. Akad. v. Wetenschappen te Amsterdam, t. 7,
juin 1918, Kgalement Comptes rendus, t. 167, 1918, p. 38g.
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réduire a un lac), les rives de deux lacs quelconques étant sans
contact, sauf éventuellement au point ou un méme cours d’eau
passe de l'un des lacs dans l'autre, ou encore au point ou deux
affluents distincts traversant respectivement les deux lacs con-
fluent pour se déverser dans un autre et méme cours d’eau

(fig- 3)-

Fig. 3.

Considérons le plan du continu cyclique H et celui de la cir-
conférence & comme parcourus par les affixes de deux variables
complexes Z et z respectivement. Supposons que la circonférence Q
soit | 5| =1, que nous désignons par I'. Donc p estle point e®.
L’affixe Z=1¢(0) d’un point M de H est une fonction continue
de 0; ¢(0) peut étre développé en série trigonométrique de 0.
A priori on pourrait douter que cette série convergeat nécessaire-
ment quel que fat 0, Mais il n’y a plus d’incertitude, el la conver-
gence de la série est en outre uniforme, si la correspondance
(M, u) est définie par la représentation conforme. de la région R,
limitée par H et supposée finie, sur I'intérienr C du ecrcle I'.

LA CONDITION ERST NECESSAIRE.

Nous devons établir que, la fonction f(z) = X a, 5" représenlant
coriformément le cercle G (| z|<<Cr) sur la région R de frontiére H
et décrite par Z=f(3), si la série Za,e"® converge unifor-
mément sur la circonférence I'(| 3| = 1), avec une somme égale
a ¢(0) au point p=e® le lieu H du point M, affize du
nombre o (0), est un continu cycligue. Nous écrirons M = ¢ (0).
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Nous montrerons d’abord que' H satisfait a la définition
géométrique des continus cycliques. Nous prouverons ensuite
que H satisfait aussi a la définition analytique de ces figures.

Caractéres géométriques de H — Puisque la série Za, 9 est
uniformément convergente, le lieu H du point M = ¢(0) est un
continu (nous considérons que tout continu doit étre borné).
H est la frontiére de la région R. Donc H remplit la seconde
condition géométrique des continus cycliques. Au surplus R, lieu
du point f(5), est une région finie, f(z) étant évidemment bornée.

Il s’agit donc seulement de prouver que la continuité de H est
uniforme. Cetle propriété ne peut pas résulter de la seule conti-
nuité de la fonction ¢(0). La courbe de Hilbert passant par tous
les points d'un carré Q montre que le lieu d’un point ¢(0) variant
continiment avec ’argument 0 d’un point de la circonférence Q
peut contenir une infinité méme non dénombrable de continus
deux a deux disjoints et tous supérieurs en diamétre a une méme
longueur ¢ (si dans exemple d’Hilbert ¢ est moindre que la diago-
nale du carré Q).

La continuité uniforme du continu H est une conséquence non
seulement de la continuité de la fonction ¢(0), mais en outre de
la propriété de H d’étre la frontiére d’une région R. Les raison-
nements se simplifieront, dans le cas présent, grace au fait que la
correspondance de p = e et de M == ¢ (0) est définie par la repré-
sentation conforme de R sur le cercle C.

D’aprés le théoréme d’Abel, si 5 tend vers p sur 'intervalle
rectiligne radial (o, ), le point

1= f(z)=2Za,z3"
tend vers '
M =o(0) = Za,ei;
Z décrit un arc de Jordan AM, si A est le poinl f(0) =a, de R.
Cet arc AM est un arc-intervalle simple () parce que Z = f(5)
est univalent en z. Pour la méme raison, $i p et p'=e" sont

(°) Nous regardons lintervalle rectiligne, V'arc-intervalle simple (c’est-2-dire
sans point multiple) comme ne contenant pas ses extrémités, celles-ci appar-
tenant au contraire au segment rectiligne, a P’arc-segment simple de Jordan.
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distincts sur T' et si M'=¢(0'), aux deux intervalles recti-
lignes (o, p), (0, ') correspondent deux arcs-intervalles simples
AM, AM’ disjoints.

Supposons qu’aux deux points p, = e, p, = e corresponde le
méme point M =1¢(0,) =¢(0,). La réunion des deux arcs-
segments AM ou ¢, homologue de (o, ;) et AM ou ¢, homologue
de (0, p,) est une courbe fermée simple de Jordan c. Cette courbe
est entiérement intérieure a R sauf par le point M, seul point de ¢
appartenant & H. Nous choisirons pour sens positif sur ¢ celui qui
correspond a la succession des rayons (po, o) suivi de (o, py)

parcourus par 5 (fig. 4).

i,

Fig. 4.

Soient K’ I'ensemble des homologues M’ des points /= e de
Parc-segment direct pyp, de T, et K’ Lensemble des homo-
logues M” des points p"= e de I'arc-segment direct y, 1, de T';
K’ et K’ sont deux continus dont la réunion forme H. L’un et
I'autre ont en commun le point M. C’est leur seul point commun
avec ¢, puisque aucun point de H différent de M n’est sur c.

Le rayon (o, p') se détache de la ligne brisée p, o, (formée
de deux rayons de C) du c6té positif au point O ; tandis que (o, p")
se détache de la méme ligne au méme point du cdté négatif.

Soient M'=¢(0'), M"=¢(0"). Les arcs-intervalles AM’, AM"
homologues respectifs de (o, p') et de (o, ) sont disjoints de ¢
et s'en séparent au point A, le premier du c6té positif, le second
du coté négatuf. Donc I'arc-intervalle AM' est dans la région
positive ¢* de ¢, I'arc-intervalle AM" est dans la région négative c—.
Si M’ n’est pas identique a M, seul point de K’ situé sur ¢, M’ est
dans ¢*. Donc tous les points de K! distincts de M sont dans c+.
De méme, tous les points de K" distincts de M sont dans c—.
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ConstqQuences. — 1° Si les deuzx points distincts M et M’
appartenant & H correspondent chacun a au moins deux points
de T, savoir M =9 (0,) = ¢(0;) et M'=¢(0,) = ¢(0,), ¢l n'est
pas possible que le couple de points p,= e, p,= e alterne
sur I' avec le couple p', = e®, ', = ei®:,

Supposons que w), et u, alternent avec p, et w,, ces deux
derniers étant homologues du méme point M.

L’un des deux points p et p,, par exemple u;, est sur I'arc
direct p,p, de T'; le second point p, est dés lors sur l'arc
direct p, py de T'. Donc;, si le point M, == ¢(0) est distinct de M,
il est dans ¢*. Si M, = ¢(0;,) différe de M, M, est dans c—. Tl est
donc impossible que M/ et M), soient tous deux identiques a un
méme point M’ différent de M. ‘

2° Si le point M =¢(0,)=¢(0,) de H correspond a deux
- points différents p,=e®, u,=e"de T et'si K est un continu
inclus dans H et ne renfermant pas M, U’ensemble F(K) des
points u.= e de T, dont les homologues N = ¢(0) sont dans K,
est en totalité dans U'un et le méme des deux arcs directs
P pa el papy del.

Car si F(K) a une partie F/ sur p, pa, une partie F” sur p, p,
(F' et F" ne contiennent ni p; ni py dont ’homologue M est
étranger par hypothése a K), les homologues des points p' de F’
forment un ensemble &’ situé dans ¢+, les homologues des points ("
de F” forment un ensemble k" situé¢ dans ¢~; K est la réunion
de k' et k”; K n’est donc pas un continu. Nous aboutissons a une
contradiction. La proposition énoncée est donc exacte.

3° 8¢ K et K’ sont deuzx continus disjoints inclus dans H,
si F(K) est l’ensemble des points p.= e de ¥ dont les homo-
logues M = ¢(8) sont dans K, si F(K') est U'ensemble des
points u' = e de T dont les homologues M' = ¢ (8') sont dans K/,
chacun des ensembles fermés F(K) et F(K') esten totalité dans
un méme arc-intervalle de T contigu a l'autre ensemble.

La distance de F(K) et de F(K’) est positive puisqu’il en est
ainsi par hypothése de K et de K'. Donc F(K') est dans un
nombre fini p d’arcs de I' contigus a F(K). Si la proposition
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énoncée est inexacte, il est possible que p vaille au moins 2.
Admetlons qu’il en soit ainsi. Les p arcs contigus 4 F(K)) conte-
nant chacun une partie de F(K') séparent p parties Fy, F, ..., F,
de I'ensemble fermé F(K). L’image dans H de F; (i =1, 2, ..., p)
est un ensemble fermé K; et K est la somme des p ensembles K;.
Ces ensembles K; ne sont donc pas tous deux a deux disjoints. Au
moins deux d’entre eux ont un point commun; par excmple K;
et K; ont en commun le point M, image de p; dans F; et de p;
dans F,, F;etF;, dont les images font K; et K, sont séparés sur T
par denx parties de F(K') situées I'une F' entre F; et Fj,
I'autre F’ entre F; et F;, sur I' parcouru dans le sens direct.
Donc F' et F’, dont la réunion forme F(K'), sont séparées sur T
par p; et p; ayant dans H le méme homologue M.

Ceci est contraire a la derniére proposition établie, puisque M
appartenant a K est étranger a K'.

4° La continuité de H est uniforme.

Soient ¢ un nombre positifinférieur au diamétre de H, et K (¢) un
continu quelconque inclus dans H et de diamétre au moins égalace.
La fonction ¢ (0) étant continue, I'inégalité fermée | ¢ (0')—q(0)|2e¢
détermine pour |0/ — 0| un’ certain minimum x(e) positif avec ¢;
n(e) est non décroissant (et méme croit) quand ¢ croit.

Si F(K) est 'ensemble des points p. = €% de T dont I’homo-
logue M = ¢ (0) appartient a K(¢) =K, si nous retranchons de T
un quelconque des arcs-intervalles contigus a F(K), il reste sur I'
un arc-segment ¢(K) contenant F(K), ayant mémes extrémités
que F(K) [nous qualifions cet arc-segment (K ) de mineur parce
qu’il ne peut pas étre amoindri] et la longueur de o(K) est au
moins 7n(e).

Supposons tout d’abord qu’il existe une suite de p continus
K(e) disjoints, savoir K,, K,, ..., K, tels que, ¢; étant un arc-
segment o(K;), i, soit contenu dans o;(i =1, 2, ..., p—1). Il
est ais¢ de borner supérieurement p. En effet, F; étant mis
pour F(K;), Fi,, est en totalité d’une part dans o;,, (avec identité
des points extrémes de 'ensemble et du segment) donc en totalité
dans o;, et d’autre part F;,, est en totalité dans un arc- -intervalle
de T contigu a F;. Soit u; cet arc-intervalle; u; est intérieur a o; et
sépare sur o; deux arcs-segments g, , o, , comprenant respectivement
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les deux parties F;, F de F; séparées sur ¢; par le contigu u; a ce
dernier ensemble F;. Soient K; et K les ensembles formés par les
homologues dans H des points p' de F; el des points p* de F;.
Puisque K] + K/ est le continu K; de diamétre au moins égal a ¢,
I'un au moins des deux ensembles K;, K; a un diamétre au moins

’

L E .
égal a -. Donc I'un au moins des deux arcs-segments o

i

.

, 0; vaul
. /e

au moins 7 ( ;) et

3
G > Tiwy + 'r,(;> .

D’aillears ¢,27(e). Donc

c'|>‘r,(s)+(p—1)r,('§").

D’aprés o, <<2m, p est borné supérieurement par la derni¢re
inégalité.

Supposons maintenant que H ne soit pas uniformément continu.
Il existe donc un nombre positif ¢ tel que H contient une famille
infinie U dont les éléments K sont des continus deux a deux
disjoints, ayant chacun un diamétre au moins égal a &. Soit K, un
continu quelconque de la famille U. D’aprés la conséquence 3°,
K étant disjoint de K, tout ensemble F(K) formé des points de T
dont les homologues dans H appartiennent 2 K est dans un arc-
intervalle de T contigu a F(K,). Un tel arc-intervalle a donc une
longueur supérieure & n(e). Les ensembles F(K) sont donc dans
un nombre fini d’arcs de T contigus a F(K,), et 'un de ces arcs,
soit ab (décrit de @ en b dans le sens direct sur I'), contient une
infinité d’ensembles F(K).

Considérons les arcs-segments mineurs ¢ situés sur ab et dont
chacun contient un ensemble F(K) relptif & un continu K del'. La
totalité de 'arc-segment direct ba de I’ est dans un arc-intervalle
contigu a F(K). Si les deux arcs-segments o, ¢’ correspondent aux
deux continus K, K’ de U, ou bien et ¢’ sont disjoints (si chacun
d’eux est dans I’arc contigu & 'autre et contenant ba), ou bienl'un
des deux est inclus dans 'autre. Comme la longueur de chacun
des g vaut au moins 7n(e), les ¢' intérieurs & ab. sans éire contenus
dans aucun autre arc-segment ¢, sont en nombBre fini. Puisque ab
contient par hypothése une infinité d’arcs-segments de la nature
des o, I'un des segments ¢!, nous le notons o,, contient une infinité
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de segments du type o et que nous notons ¢'; o, est relatif & un
continu K, et renferme F(K,).

Le raisonnement se répéte. Les arcs-segments ¢’ contenus dans o,
sont tous en longueur au moins égaux a m(e). Un nombre fini
d’entre eux, les arcs-segments ¢2, sont seuls a n’étre contenus dans
aucun des autres, et, parmi ces ¢2, I'un d’eux au moins, nous le
désignons par o,, contient une infinité d’arcs-segmenls que nous
notons ¢’. Et ainsi de suite. On met en évidence une suite indéfinie
d’arcs-segments o, g3, ..., 7, ..., lels que o; contient o, et
renferme, avec identité des points extrémes, 'ensemble F (K;) des
points de I' dont les homologues dans H forment un continu K; de
de la famille U. Or nous avons vu que i est borné au moyen

de 7(e) et de n(;}-.Nous aboutissons donc a une contradiction
en supposant infinie la famille U de continus K(¢) deux a deux
disjoints, inclus dans H, chacun d’eux ayant son diamétire au
moins égal a ¢. On limiterait d’ailleurs aisément, connaissant v <§> )
le nombre maximum des continus K de la famille U.

Donc H est uniformément continu.

H est un continu cyclique, en vertu de la définition géoméLrique
d’une telle figure.

Un type de démonstration analogue au précédent justifie cet
énoncé :

. . , . Y\ . . p
Tutonime. — Si la série zla,,e”'a est umjor'mément conver-

n 20
gente et desomme o (9), si la fonction f(z) =Z an s’ est univa-

lente dans le cercle C(| 3| <<t), les nombres u tels que l'équa-
tion u=1¢(0) ait au moins trois racines distinctes en
(oSO < am) forment un ensemble dénombrable (7).

Soient M =¢(0), p=¢%, T le cercle |z|=1. Si le point
M = u=29(0) vérifie I'hypothése de I'énoncé, 'ensemble fermé
F(M), formé des points p dont les arguments 0 vérifient I'équa-
tion u = ¢ (0), a au moins trois points distincts. Comme F (M) est

(*) Ce théoréme est une application au cas particulier traité ici d’une
propriété générale de la représentation paramétrique des continus cycliques.
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totalement discontinu, cet ensemble posséde, sur I', au moins trois
arcs-intervalles contigus. Je dis que, n étant un nombre positif
donné quelconque, les points M tels que F(M) ait au moins
trois arcs contigus de longueur supérieure & v sont en nombre
fini. :
Le raisonnement rappellera beaucoup celui de la démonstration

de-la continuité uniforme de H.

Le plus grand contigu (ou éventuellement 'un parmi les plus
grands contigus) a F(M) vaut au moins v et au plus 2w —2n,
Soit s arc-segment de I' complémentaire de ce contigu. s renferme
au moins deux arcs contigus a I' et supérieurs en longueur a v;
s a une longueur supérieure a 27.

Supposons que H renferme p points My, M, ..., M, tels que
P'arc s;relatifa M;contienne 'arc s;4 velatifaM;, (! =1, 2, ..., p—1)
(fig. 5). L'ensemble F(M;,,) étant sur s; qui est limité a 'deux_'

points de IF(M;), la totalité de F(M;,,) est dans un méme conligu
a F(M;) situé sur s;. Comme s; renferme deux contigus au moins
égaux a v, §;> i1+ n. D'ailleurs s,> 2. Donc s, > (p + 1)7n.
Donc p est limité. '

On en conclut aisément, les arcs-segments s étant deux a deux
soit disjoints, soit inclus I'un dans P'autre, I'impossibilité que,
pour n donné, il existe une infinité de points M ayant trois arcs
contigus plus grands que 7. Le théoréme énoncé en résulte
immédiatement.

Nous allons maintenant établir directement que H satisfait aussi
a la définition analytique du continu cyclique, en ce qui concerne
la représentation des points M de H par les points u == ¢ de la
circonférence T
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Caractéres de la représentation paramétrique du continu H. —
Montrons que la correspondance M = ¢(0), . = %, définissant H
comme le licu de M quand le point . décrit I', satisfait aux trois
conditions analytiques du continu cyclique.

Premier caracTiRE. — M est fonction continue de p et
l’ensemble fermé F (M) des points p.deT ayant pour homologue
le méme point M de H est totalement discontinu.

La continuité de M en p est idéntique a la continuité de la
fonction ¢, et celle-ci résulte de la convergence uniforme de la

. 1 . - .
séneZa,, ei"®. La somme ¢(0) de cetle série n’est conslante sur

aucun arc-intervalle de I', sinon f(3) serait constante. H présente
donc le premier caractére des continus cycliques définis analy-
tiquement.

Deuxiime caractire. — 8¢ M et M’ sont deux points distincts
quelconques de H, U'ensemble F(M') est en totalité dans un arc
de T contigu a l'ensemble F (M) et réciproquement.

Nous avons déja établi cette propriété. Nous en lirons diverses
conséquences.

Soit K(H|M, M') ou simplement K un continu inclus dans H,
contenant M et M’ et irréductible entre ces deux points. (Dans
la figure 6, K est formé de traits forts, pleins ou pointillés.)

Soit py py arc-intervalle direct contigu a F(M) et contenant la
totalité de F(M'); soit w, p; 'arc-intervalle direct contigu a F (M')
et contenant la totalité de F(M). Soit F(K)’ensemble des points v
de T dont les homologues sont dans K; F(K) contient évidem-
ment F(M) et F(M’) puisque K contient par hypothése M et M'.
Je dis que tous les autres points de F(K) sont dans les arcs-
intervalles ., p et i, 1y. En effet, nous avons vu que, K contenant
d’une part M, d’autre part le point M’ homologue de p/ (et de )
qui est intérieur a lintervalle p,p, contigu a F(M), la partie
de F(K) située sur l'arc-segment p,p; a pour homologue une
partie continue de K. Soit K" cette partie; K contient M et. M/,
et K’ est continu. Donc K étant irréductible entre M et M’ est
identique a K”. Mais si F(K) avait dans I'arc-intervalle p, py un
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point ) étranger a F(M), ce point ne pourrait pas avoir le méme
homologue L qu’un point )" de 'arc-intervalle p., p,, puisque A’
et 1" sont séparés par le couple (i, 1) appartenant a F(M).
Donc F(K) diminué des points de F(M) est en totalité sur l'arc-
intervalle pypty. De méme F(K) diminué des points de F(M') est
en totalité sur ’arc-intervalle p, p',.

" Donc la totalité de F(K), hormis les points de F(M) et
de F(M’), est sur les deux arcs-intervalles p. 1t et p, py.

Fig. 6.

Soit N un point de H distinct de M et de M'; F(N) est en
totalité sur les arcs-intervalles p, ) et g, py. Si deux pointsv, etv,
de F(N) sont situés l'un et 'autre sur pop, ou 'un et l'autre
sur p,uy, supposons qu’ils soient tous deux sor p, ', 'arc vyv,
inclus dans p,p, étant direct sur T, comme Fest p,p', l'en-
semble F(K) ne peut ‘avoir sur U'arc-intervalle v,v, aucun point,
sauf éventuellement ceux de F(N) situés sur cet arc quand N
appartient a K. Car la partie de K homologue de la partie de F (K)
située sur P’arc direct vav, est continue et contient M et M'. Elle
est donc identique a K. Le reste de F(K), qui serait situé sur
'arc-intervalle direct v,vy, ne peut donc posséder aucun point
étranger a F(N).

Soit @ un point de Iarc-intervalle p, p. Considérons les
points N de H dont 'ensemble F(N) contient deux points vy, v,
dont l'arc-intervalle séparateur direct v, v, appartient a pq p) et
renferme p (fig. 6). A deux points N, N’ de cette espéce corres-
pondent deux arcs majeurs v, v,, ¥, v, dont 'un contient I'autre. En
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raison de la continuité de 9(0), 'un de ces arcs est plus grand que
tous les autres et les contient tous. Soit 747, cet arc-segment dont
les extrémités ont un méme- homologue T dans H. Deux arcs-
segments 7,7,, 7,7, correspondant a deux points T, T’ diftérents
sont disjoints. Car leurs extrémités n’alternent pas, cela en vertu
du second caractére de la correspondance (@, M), et les deux arcs
n'ont pas une extrémité commune puisque T et T" ne sont
pas identiques. Les arcs-intervalles 7,7, retranchés de I’arc-
segment p,p, laissent un ensemble parfait @, totalement ou
partiellement continu ou discontinu. Aux deux extrémités d’un
arc-intervalle <,7, correspond un méme point T de H et a deux
points v, v’ de @ non-extrémités d’'un méme arc conligu a & corres-
pondent deux points U, U' de H différents I'un de I'autre. Car,
si U était identique a U', & n’aurait pas de point sur 'arc-inter-
valle w' (intérieur & py ).

Si le point v décrit @ de i1, en p), il est aisé de voir que le point
correspondant U décrit un arc simple de Jordan.

On peut, en effet, établir une correspondance entre les points v
de w et les points ¢ du segment rectiligne 0 <¢ <1, cette corres-
pondance étant uniforme et continue de v en ¢, ¢ =o0 corres-
pondant & p., t =1 a p), les deux extrémités d’un méme arc
(%1, 72)i contigu a w étant homologues d’un point unique ¢;, enfin
Pordre mutuel d’antériorité des (7, 7.); et des v sur m parcouru
dans le sens dircct élant le méme que celui de leurs homo-
logues ¢; et ¢.

L’homologue U.dans H de v parcourant & varie continiiment avec
le nombre ¢ décrivant le segment (0. 1). Comme a deux points ¢
distincts correspondent deux points v_de m distincts et non tous
deux extrémités d'un méme arc contigu a w, donc deux points U
de K distincts, le lieu de U est un arc simple de Jordan. Nous
désignons cet ensemble par K, (M, M').

En résumé, si le continu K(H|M, M')=K est irréductible entre
M et M/, tous les points de F(K) situés sur 'arc-segment p,p,
appartiennent a l’ensemble parfait @ [accru des parties des
ensembles F(T) situés sur les arcs-segments 7,7, contigus a ®,
T étant dans H homologue des points 7, el . de & ].

Considérons le rayon (o, v), v décrivant w. Ce rayon atteint
I'arc-direct p,p, de I' du c6Lé positif. L’arc simple de Jordan AU
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alteindra de méme l'arc K,(M, M') décrit de M en M’ du coté
positif. La région R aborde K,(M, M’) du coté positif de cet arc.

L’arc simple de Jordan K,(M’, M) sera parcourn par un
point U’ de H dont ’homologue v’ sur I’ décrit un ensemble parfait
ayant pour origine p, et pour extrémité p,. Parcouru de M en M/,
cet arc Ko(M', M) est atteint en un quelconque de ses points du
c6té négatif, par un chemin quelconque venant de R. La région R
aborde K, (M’, M) parcouru de M en M’ du c6té négatif.

Tout continu K(H|M, M') inclus dans H, contenant M et M’ et
irréductible entre ces deux points, est un arc simple de Jordan
formé d’arcs appartenant 8 K,(M, M') + K, (M, M). Les points U,
ou K(H|M, M') passe de K,(M,M')a K,(M', M) ou inversement,
sont tels que F(U) a un point sur & et un point sur @'

En tenant compte de ces résultats, on donne au troisiéme carac-
tére de la représentation analytique la forme suivante :

TrotsiEME cARACTERE. — ST trois arcs semi-segments simples
| | A~ ..
de Jordan MM,, MM,;, MM, (ne contenant pas leur origine
commune M, mais renfermant leurs extrémiités respectives M,
M,, M) situés sur H sont deux & deux disjoints, les repré-
. ——| —~—I |
sentations F(MM,), F(MMg), F(MMa) de ces arcs sur T se
succedent dans le sens positif ou dans le sens négatif du

. 1 I
parcours de T selon que la rotation des arcs MM, MM,, MM,
autour de M est de sens rétrograde ou de sens direct.

. . | | . .
La représentation F(MM,) de 'arc MM; (i =1, 2, 3) appartient

intégralement 4 un méme (intervalle contigu a F(M); a F(@L)
ajoutons son point d’accumulation p; appartenant a F{M) et situé
par conséquent en 'une des extrémités de l'arc contigu renfer-
mant F(@L) Soit w;; cet arc contigu & F(M) et qui, parcouru
de p; en p;, n’est pas nécessairement de sens direct sur I (fig. 7).

Il n’est pas possible que deux des couples (i, p;) soient iden-
tiques. Sinon, si par exemple p, =, et p), = py, il y aurait, sur
Varc-intervalle py ', des points infiniment voisins de p; et appar-

= I

tenant les uns a F(MM,), les autres a F(MMg). Donc il y aurait

. - o . . . . N
.des points N de MM, homologues de points v intérieurs & un arc-



— 113 —

intervalle 77/ contigu a F ( l\fﬁ;) Les extrémités © et ¢ appar-
. —=I| . I
tiennent donc a F (MM,) comme elles appartiennenta F (MMQ) Les

. P | Pema | . .
deux arcs MM, et MM, ne sont pas disjoints, contrairement a
I'hypothése (ils ont méme une infinité de points communs tendant

vers M).

Fig. 7.

Si gy est un point isolé de F(M), il est possible que py = .,
¥, et w, étant alors différents 'un de I'autre.

‘Mais il peut se faire que les deux arés-intervalles py ) et pop
coincident, si p, =, et py=p,;. Soient alors p,v, et pyv, les
arcs-segments mineurs, 'un et’autre inclus dans 1, p5 et contenant

. | I .
respectivement F(MM.) et F(MM,) Je dis que 1y v, et pyv, sont
disjomnts. y, a pour homologue M, dans H et v, a pour homo-
logue M,. Donc v, et v, ne sont pas identiques. Si les deux arcs-
segments (,v, et pyv, de'T empiétaient, v, serait dans un arc
) . | . . N I
contigu a F(MM,) et v, dans un arc conmtigu a F(MM.). Les

. . . —~= I
extrémités de ces arcs seraient communes a F(MM.) eta F(MM,)
Les deux arcs MM, et MM, ne seraient pas disjoints.

. . . I
11 suit de la que les trois arcs semi-segments de T, py v, pav,,

@3‘ sont disjoints. Leur ordre mutuel sur I', parcouru dans le
sens direct, est donc déterminé. Tragons les intervalles recti-
lignes Ov,, Ov;, Ov,. Leur ordre dans une rotation autour de O
est celui des trois points v,, vy, v; sur I'. Les arcs-intervalles

. SN o~
correspondants de R, savoir AM,, AM,, AM; sont deux a deux
disjoints et ils sont disjoints des arcs MM,, MM,, MM;. Les arcs-

, SN N N
intervalles AM;M, AM,M, AM;M sont donc jordaniens, simples
LXX, 8
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et deux a deux disjoints. Leur ordre de rotation autour de M est
contraire a leur ordre de rotation autour de A. Donc l'ordre des

TN N AN
arcs MM,, MM,, MM, de H dans une rotation autour de M est
contraire a l'ordre des figurations de ces mémes arcs sur I’
parcouru dans le sens direct.

Les trois caractéres de la représentation analytique des continus
cycliques sont donc vérifiés par la figuration du point M de H par
les points jn de T.

L’équivalence des deux définitions géométrique et analytique
du continu cyclique H est donc entiérement établie dans le cas
particulier que nous venons d’étudicr et ou l'on suppose que :
1°la correspondance analytique (M, p) (M décrivant H et 12 une
circonférence ) est délerminée par la représentation conforme de
la région R limitée par H sur la région finie bornée par ; 2° cette
correspondance (M, p) s’exprime par un développement trigono-
métrique uniformément convergent donnant la position ¢(0) de M
en fonction de I’argument angulaire 6 de p. sur Q.

La CONDITION EST SUFFISANTE.

1l s’agit de montrer que, la fonction Z = f(z) =Z an 3"

. n2o
représentant conformément le cercle G[|z|<<1] sur la région
finie R décrite par Z, si la frontiére H de R est un continu

cyclique, la sérieZa,,e""" est uniformément convergente dans

tout le champ des nombres réels parcouru par la variable 0.

En fait nous démontrerons la validité de cette conclusion avec
des hypothéses plus larges.

D’une part, la région R étant supposée finie, son aire l’est
également, ce qui se traduit par la conditionﬂ'|f’(s)|‘3d5 <,

C
dS étant I'élément d’aire du plan des 5. En remplagant I'intégrale
par son expression développée, nous trouvons

Zn[an[‘l<oo.

n2o

Mais cette derniére condition n’implique pas [’univalence de la
plique p
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fonction f(5). Si f(3) est multivalente, la convergence de la
sérieZn |a,|? exprime simplement que l'aire totale décrite par lo

point Z = f(z), quand z décrit C, est finie, la partie de cetle aire
couverte p fois et p seulement étant comptée p fois dans l'aire
totale.

D’autre part, le théoréme de Carathéodory sur la représentation
conforme nous dit que, f(z) représentant conformément C sur R.
si z variant dans C tend vers un pointpu = e du cercleI' (| z| = 1),
I’ensemble des positions limites possibles du point Z = f(5) est,
soit un point unique, soit un « bout premier », ensemble d’accu-
mulation de conlinus disjoints situés sur la frontiére de R, la plus
grande limite des diaméires de ces continus élant positive. Or.
d’aprésla définition géométrique du continu cyclique, la frontiére I
de R n’a par hypothése qu'un nombre fini de continus disjoints
de diamétre supérieur a un nombre positif quelconque donné.
Donc H ne renferme pas de bout premier et Z tend vers un point
limite unique M de X quand s intérieur a C tend vers un pornt
quelconque p. deT.

C’est par cette seule propriété qu’interviendra ci-apres le
caractére de H d’étre un continu cyclique.

Nous établirons la proposition suivante, étenuant celle quc
nous devions démontrer :

St la fonction f{s) :2 ans" est holomorphe dans le cercle

Clls!<1], s¢ Daire totale couverte par le déplacement du
point L= f(z) quand s décrit une fois C est finie et si la
région R parcourue par 7 est finie, si enfin le nombre L possede
une limite unique ¢ (9) quand z intérieur & C tend vers un
point quelconque p.= e de la circonférence IT[zl=1], il
résulte de ces hypothéses simultanées que la série Xane™" est
uniformément convergente, indépendamment de 0.

Nous tirerons parti de I'inégalité de Schwarz sous cetle forme :
si les suites u, et a, sont formées de nombres non négatifs, elles
vérifient I'inégalité fermdée (égalité admise) suivante :

(Eun/gﬁ (E“""3> <Z<1Ln>
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Bien entendu, dans les trois sommations figurant dans cette
relation, les indices, » intervenant sont les mémes. Si ces indices
sont en infinité, la relation de Schwarz n’oftre d’intérét que si les
trois séries considérées sont convergentes.

BI—, la relation prend la

(Ztner)'s(Z22) (Zet):

Nous dirons qu’une sérieZ un(9) est localement uniformément
n2o0
convergente au point-0, si a tout nombre positif ¢ donné corres-
pondent deux nombres n =n(0,¢) et N=N(0, ¢) tels que les
inégalités |0'— 0| <<, n >N, »'> N entrainent

En posant a,=f, by=Prltn, ch=
forme habituelle

| $n(8")— sa ()] < e.

On & posé sp(w)=u¢(w)+ U () +...+ us(w), @ étant un
nombre quelconque. ’ '

Cette condition entraine la convergence de la série au point 0,
mais non pas en un autre point ¢,

Si, la variable 0 décrivant un segrﬁent linéaire o (ou
généralement un ensemble fermé ), la série Z un(0) est localement

partout (en chaque point) uniformément convérgente, cette
série est uniformément convergente sur ¢ (au sens habituel,
indépendamment de 0).

En effet, ¢ étant un nombre positif donné, les intervalles
[0 —n(0, £), 8 +n(0, €)] existent pour chaque valeur de 0 sur o.
Leur réunion contient donc la totalité de o. Donc un nombre fini
d’entre eux couvre o (Borel-Lebesgue). Soient 0,, 0,, .. ., 6, leurs
centres. Posons n;=n(0;, ¢), Ny=N(0;, ¢) et soit N=N¢(e) le
plus grand des nombres N;. Soit enfin 6 un point quelconque de o;
0 est sur un intervalle (6;—ny, 0, ;) et, si n et n' surpassent N,
n et n' surpassent a fortiori Ni. Donc | s, (0)—sa (8)| <e.



— 17 —

La série Eun(O) vérie sur ¢ la condition habituelle de conver-

gence uniforme (®).
Pour | 3| < 1, posons

Sp(2)=ay+ a1z +...+ a, z",
Ra(z) = f(2)— Sk (3) = @nis 3714 ..,
sn(0) = ap+ are®+.. .+ apeinh,

1° Si n[1—|z|] est borné inférieurement et si |z| tend
vers 1, il en résulte que R, (3) tend uniformément vers o.

En effet

|Ra(2)| <D lam|rm  si |z|=r.
m>n

D’apres V'inégalité de Schwarz

IRu(2)2< Xy mianltx ¥ 28

m>n m>n

(%) La convergeﬁce uniforme locale de la série = u,(6) au point 6 ne doit pas
étre confondue avec la convergence uniforme de la méme série dans le voisinage
de 9, c’est-d-dire dans un intervalle contenant 6.

Dans le cas ou la série Zu,(9) a ses termes réels et ou s,(8) a (pour n infini)
une seule valeur d’accumulation pouvant étre infinie, mais de signe déterminé,
on pourrait considérer, comme condition de convergence de la série en un point
quelconque du segment,.la condition qu’a ¢ positif indépendant de n et de 0 il
correspondit un nombre N = N(8, ¢), de fagon que les inégalités simultanées
n> N, n’> N entrainent

s,(0) 3,/ (8)
1+ [5,(0)] T T+ [s,(0)]

|<e.

Cela revient a substituer au champ —o, + o des valeurs a priori possibles des

[
nombres ¢ =s,(0) le champ (—1,+1) parcouru par w = ———— | oupar w = ———»
k 1+]v¢] Vit

ou par toute fonction continue w(v) croissant de —1 & +I]. Les définitions de

la convergence uniforme de la série E u, (0) avec ses diverses modalités admettent
les extensions correspondantes.

Si u, est complexe, il faudrait remplacer s,(9) par son image sur la sphére
de Riemann et les différences |s,7(0)—s,(0) | par la distance des images de

$,(0) et de s5,(0), de fagon & faire correspondre aux mﬁms de tout argument
un point unique. .
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Or

pim 1 -v . ron+2 1

—_— - 20— .

m < 7 i n(l—r‘-’_',<n(1—r)

m>n m>n
\' . ﬂ_v 2. d ' d A S- . - 5
: = , .
oite, ‘_‘n[a.| ; €q tend vers o'quand n croit. Si n (1 —|z])> a?,
m>n .

a étant indépendant de n et de s,
'Ra(z)]| < epa—t.

Donc R, (5)tend uniformément vers o quand | 5| tend vers 1.
Car le minimum «(1—|3z|)™' de n croit indéfiniment.

2* Si n|s— e est borné supérieurement, S,(s)—s,(V)
tend uniformément vers o quand s tend vers €.

En eflet

Sa(z)—s.()! =

2 am(3m— eimb) l <iz— eio]z mag,|;

m<n m<n

p étant un entier positif quelconque, posons

2m|a,,,|=A,,.

mgp
Donc, sin > p,
n
2 mlam| < Ap+2m Lam|.
m<n p+1

(Pour n < p, on réduirait le second membre a A,.)
Par l'inégalité de Schwarz

n 2 n n
(2m|am[> <<2m]afnl>x<2m>< ejn.
\p+1 p+1 p+1
Donc, si n|z — | <3, B étant indépendant de n, de z, de 0 :

|Sn(3) —sa(0) | <Aplz—eld|+ ¢,

Donc, si n= Z—E) les inégalités tz—ei® | <n, n| 5 —le® | <if
P - .
entrainent | S,(2) —s,(0) | < 2¢,8.
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Or ¢, peut étre supposé aussi petit quon le veut. Sous les
conditions posées, S,(z) — s,(0) tend uniformément vers zéro
avec z— eil, indépendamment de 0 et de 2(| 5| <<1).

Réunissons les résultats obtenus. S¢

w(0, 2, n) = — +n|z—ed|

—

(1—1z1)
est borné supérieurement indénendamment de n, de s, de 0, il
en résulte que f(z)—sn(0) tend uniformément vers séro
quand | z| tend vers 1(|z| <1).

D’aprés ]wlgz\/llz—__‘ez—i%l—, I’hypothése énoncée exige que le

rapport écrit sous le radical soit lui-méme borné. L’angle du
rayon (o, u) (= %) avec le vecteur (@, z) doit rester en valeur

absolue inférieur a un nombre z —w (o <w<< §>,  étant indé-

pendant de 0 et de z. Si cette condition est vérifiée et si B, C sont
deux nombres positifs indépendants de r, w@, 3, w avec B <G,

C , £(5) — su(0) tend

et
lp—2zfw ™ |p—2z]w
uniformément vers zéro quand z tend vers e, En conséquence :

si n est compris entre

St f(3) est une fonction holomorphe dans le cercle G(| 2| <1),
et si Uaire totale décrite par le point L= f(z) quand z décrit C
est finie :

1° Les valeurs limites de. f(z), quand z tend vers p = e
suivant le rayon (o, ), sont les mémes que celles de la
suite s, (0) quand Uentier n croit;

, n . n , g
2° Silesrapports et — sont bqrnes, ladifférence s,.(0) — s, (0)

tend vers zéro (uniformément en 0) quand n et n' croissent;

3° S¢ les nombres m(o <w<< g—), h>1, sont vindépendants

de 0, de z et de p, Uoscillation de la fonction f(z) dans le
secteur circulaire (0, w, h, p) de sommet = e, bissecté par
le rayon Op, d’ouverture 1 — 2w, de rayons extrémes p et kp .
tend uniformément vers zéro avec p.
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A la premiére hypothése que laire totale couverte par le
point Z = f(z) est finie, ajoutons I’hypothése concernant les
valeurs limites de f(2) quand 2 tend vers un pointde I'(| z| =1).

Si, en outre de la conditionZn |an|? << o, quelle que soit la
Jagon dont le point 3 variant dans C tend vers p. = e®, f(z) tend
vers une limite unique finie ¢(9), la sér‘z’eEanei"& est loca-
lement uniformément convergente au poini 8, avec ¢(0) pour

somme.

En effet, par hypothése, & tout mombre ¢ positif donné il
correspond un nombre n tel que linégalité |z'—p|<<2n
entraine | f(3/) —¢(0)| <e.

Soit 8 un nombre quelconque de l'intervalle (0'—n, ¢+ n)

et W= e¥, Soit N = % et n’> N. Soit z'le point 5’ = e’°'<1 — ;i—,) .
La distance de 5’ a p' est % Elle est inféricure & n. Donc la

distance de 2z’ a p. est inférieure & 27. D’ailleurs

[#—w|=1—|8 =~ domc |f(z')—sw(8)]<e(n);

n

¢/(n), indépendant de r/, de 5/, de 0', est une fonction de » tendant
vers o avec 7, et n est une fonction de ¢ tendant vers zéro avec .
Donc ¢/(n) est une fonction de ¢ tendant vers zéro avec e.

Soit #” un second nombre entier quelconque plus grand que N et

Z’= eﬁ’(l _ ,_:';>.

Donc | f(5") — s, (8') | << €'(n) et | 5"— e®| < 2n. Finalement
[ s (8") — sn°(0) |
Slsw(0) — f(3) |+ | s (8) — f(@) | + | f(Z)—2O) [+ | f(Z) — 2 (D) |-

Donc
| sn7(0") — sar(0) | < 26’ (M) + 2¢

si les conditions
’ 1 ” I ’
n'> - n'> -y 0—0]<m
3’ a | |

sont simultanément vérifiées.
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n et ¢'(n) étant des fonctions de ¢ tendant vers zéro avec ¢, la
série Ea,,e""e est localement uniformément convergente au

point 6. _
Si ’hypothése lim f(z) = ¢(8) vaut en tout point p. = et de T,
Iy '

la série ZaneM est uniformément convergente sur tout le champ

réel des nombres 0. Sa somme est ¢(0).
En particulier, si la fonction f(z) représente conformément le
cercle C sur la région finie R limitée par le continu cyclique H,

la série Za,, ein? est uniformément convergente.

Le théoréme est entiérement établi.

Les raisonnements développés .dans cet article permettient,
moycnnant les adaptations exigées par I'extension des hypothéses, -
d’établir ce théoréme : -

Z=f(s) :Zanz" étant holomorphe dans le cercle C(|5|<1),

en sorte que, si z décrit C, le point L décrit une région R d’urie
surface de Riemann S; si la région R et son aire totale sont
Jinies, la condition nécessaire et suffisante de convergence

uniforme de la série E‘ane""6 est que la frontiére H de R soit

un continu cyclique de S.

La définition géométrique d’un tontinu cyclique de S est que
cette figure soit uniformément continue et identique a la frontiére
d’une région R de S. L’aire de R est l'aire totale de sa projection
sur le plan complexe des Z = f(z); R n’est plus nécessairement
finie, si 'on convient d’étendre, comme il a été dit plus haut, la
notion de convergence uniforme d’une série au cas ou la somme
de celle-ci ne reste pas finie. Il s’agit d’'une convergence uniforme
de 5,(0) vers ¢(0) sur la sphére de Riemann.

En revanche, on ne peut pas s’affranchir d’une hypothése sur

I'aire de R. La fonction f(z) :Zz":: I_l ~ représente confor-

mément C sur le demi-plan a>§ si Z=o-+iB. Mais la

série Zei"" ne converge pas, méme sur la sphére de Riemann.
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Autre application de Uinégalité de Schwars a la représen-
tation conforme. — Nous supposons finie I'aire Zn lan 2= A de
la région R décrite par le point Z = f(z). Soient p. = ¢ un point
quelconque de la circonférenceI'(| 5| =1) et L(p, 0) (sio <p < 2)
la longueur de la ligne de R transformée de 'arc y(p, 0) inlérieur
a G(] 2] <<r1) et appartenant a la circonférence | 5 — e | =p. Sile
transformé de y(p, 0) n’est pas rectifiable, nous posons L(p, 0) = =.
D’aprés la formule de Schwarz, et comme M. J. Wolff a été sans
doute le premier a le remarquer (?),

9

L2 (g, 0):[/‘;_/"(5) p(lO]-<fff’2('z) o df < e db
v . 0

=2«'-9f‘:f'2(3)19d9;

p2—1 élant entier, soit w, la région intérieure a C el comprise
entre les deux arcs de cercles y(2-7, 0) et y(2777', 0) (fig. 8).
On a la relation

o —p

f Lo, 0)% =/ L2(u.0—r—1, §) % <27:j f2(z) (o b ds
e—p—1 ¢ \ u L

et, puisque C = Z O,

/)2-—1

/“[ ZLi(u.z*ﬂ, 0)]~a’u < 4= > aire de R = 4= A.

1

p20

Donc Vensemble des points u de Uintervalle (o, 2), pour

lesquels la série ZL‘-‘(u.z"", 0) diverge, est de mesure nulle.

Donc sur une pllcléi;tude E(0) de l'intervalle 0 <<p << 2, la série
L (g, e)+L2(§, e>+ e 4+ L2(p.2m, 0) ...

converge. Soit M(p, 0) sa somme, M(p, 9) étant + o aux points

de C ou la série diverge.

() Proceedings de I’ Académie d’Amsterdam, 33, 1930, p. 1.



— 4193 —

Si ¢ est dans E(0), la longueur L(p.2—”, 0) tend vers zéro
quand p croit. L'oscillation de f(z) sur v(p.277, 0) tend vers
séro quand p croit, si p est dans E(0). Ceci est a rapprocher du
fait que, dans le secteur

uw—23 -

Ny

oz — | < 27, I Arg
)

(w indépendant de p et de 5), l'oscillation de f(z) tend vers zéro
quand p croit. Mais ceci a lieu uniformément en p = ei® décri-
vant I, tandis que le complément ajouté au secteur précédent et
i tous ses homothétiques par rapport a u par les arcs y(u.2~", 0)
dépend de 0.

Fig. 8.
]
2n
Ty 11,
ol % 2 p

Observons que si p est dans E(0), a fortiori p.2™" est aussi
dans E(0) quel que soit 'entier n2>1.

Il est aisé de voir que la fonction M(p, 0) est semi-continue
inférieurement par rapport a U'ensemble des variables p et 0.
Car, si I'on borne les arcs y(p.2—7, 0) a leur partie située dans le

. . . . . . 1
cercle tangent intérieurement au point p a I'et de diamétre 2 — —»

en méme temps que l'on réduit la série EL‘-’(p.z—/‘, 0) a ses
n premiers termes (p << n), la somme finie restante, soit M, (p, 0),
est en p et O une fonction analytique, a fortior: une fonction
continue, pour rn invariable. Or, quand n croit, M, (p, 0) tend en
croissant vers M(p, 0). Donc M(p, 0) est semi-continue inférieu-
rement. Donc, quel que soit k positif fini (suffisamment grand),
U’ensemble M(p,0)<k est fermé dans le rectangle semi-ouvert
M(o<<p<2,050<2m). Soit Cp (p20) la couronne 1— 27 < | 5| <1,
A, D'aire correspondante de la région R (C=0C,, A =A,);
A, tend vers zéro quand p croit. Soit II, le rectangle

[2771<p<27P,050Z2x]  (p2—1) (fig. 8).
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Evidemment, si p2o et pour chaque valeur de 0, Zw,,< Co,

n2p
2—P

2
S Me, 0)de < 4mA, M(p, 0)dp < 4A,  (p2o0),
) ,

2—p—t

. Mevdear<sma, [ Me0dedv<mA,  (p20) ().
-, I,

L’ensemble e[M(p, 0) =], ayant une longueur nulle sur
chaque droite 6 = const., a une aire nulle. Aussi les nombres p,,
pour lesquels la mesure hnéau‘e (en0) de e sur la droite p =p,
est positive, forment un ensemble mince. Donc, pour chaque
nombre p d’une plénitude E de U'intervalle o < p < 2, il existe
une plénitude E'(0) de valeurs de 0 telles que M(p, 0) est fini.

Ce résultat semble pouvoir étre utilisé, avec proﬁt dans I’étude
de la représentation conforme (**).

(%) Pour é&tre assuré queﬂ M(p, 0) dp df est fini, il faudrait que la sérieZA’,
) S . 4

convergeat, condition équivalente QZ nlogn|a,|* < e.

(1) On consultera avec intérét les Notes ou Mémoires récents de M. J. WolfF,
MU J. Ferrand, M. Dufresnoy sur les propriétés de la représentation conforme
du cercle [z | <1 ou du demi-plan R(z) > o au voisinage de la frontiére. (Voir
également mes Notes aux Comptes rendus sur le méme sujet : t. 212, p. 1071;
t. 213, p. 15 et 115.)

(Manuscrit regu le 4 janvier 1943.)




