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LA TRIGONOMETRIE

DES

PETITS TRIANGLES CURVILIGNES
SUR UNE SURFACE

Par M. LEVI-CIVITA.

Les premiéres notions de trigonométrie plane et sphérique remontent
aux Babyloniens. La science hellénique les rattacha au théoréme des
transversales de Ménélas; des apports substantiels ont été ensuite
fournis par les Indiens, par les Persans et par les Arabes. un de ces
derniers, Nasir Ad-Din, ayant méme fait paraitre au treiziéme siécle un
traité de trigonomeétrie pure, c'est-a-dire non mélangé a 'astronomie,
tout en étant naturellement influencé par les besoins de celle-ci.

La Renaissance compléta la déduction des relations (dont trois
seulement sont indépendantes) entre les six éléments (angles et cotés)
d’un triangle, en leur donnant des formes trés variées, pouvant con-
venir aux diftérents cas posés par la pratique. 1l faut toutefois
arriver jusqu'a Euler pour que les formules trigonométriques prennent
la forme compacte actuelle : auparavant, faute d'avoir défini les
fonctions trigonométriques d'une maniére systématique pour toutes
les valeurs réelles de leurs arguments, on était obligé a distinguer un
tas de cas et de sous-cas.

Une grande généralisation de la trigonométrie, au point de vue
théorique, fut concue par Gauss, qui aborda I'étude des triangles
géodésiques, c’est-a-dive formés par des arcs de lignes géodésiques,
sur une surface quelconque. Dans ce cadre rentrent les recherches
de Christoflel, Weingarten, Darboux (') et de M. Severi (*).

(') Voir notamment Darsouvx, Lecons sur la théorie générule des surfaces.
t. 3 (Paris, Gauthier-Villars, 18¢94), Livre VI, Chap. VIII.

(*) Sulla curvatura delle superficie e variete (Rend. del Circolo Mat. di
Palermo, t. 12, 1917, p. 225-25¢).
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Je me propose maintenant une extension ultérieure, en envisageant,
au lieu de triangles géodésiques, des triangles formés par des arcs de
courbes quelconques. sur une surface également quelconque. Toutefois,
pour obtenir des résultats relativement simples, il convient de se
borner a des triangles petits.

Mais, tout d’abord, qu’est-ce que c’est qu'un triangle petit ? S'il sagit
de triangles rectilignes (en géométrie euclidienne) la petitesse n'a pas de
sens intrinséque, mais dépend du choix de 'unité de mesure : on peut
toujours, par un choix convenable, représenter les longueurs des cdtés
par des nombres aussi petits que l'on veut. Le critére vulgaire de
petitesse ressorl ici nécessairement de quelque élément additionnel,
qui peut dépendre des circonstances les plus variées. Mais, si les cOtés
sont curvilignes, il y a un repére naturel : c’est la courbure. En indi-
quant, pour fixer les idées, par I' le maximum 'de ladite courbure
(pour les diitérents points des trois ¢dtés) et par L. la longueur maxi-
mum des cotés, le produit

TL

est un nombre pur, et il est parfaitement justitié d'appeler petits les
triangles pour lesquels le produit ['L reste au-dessous d'une certaine
fraction propre qu'on puisse traiter comme une quantité de premier
ordre.

Dés lors la (uestion se pose d’établir, comme en trigonométrie
ordinaire, des relations entre les longueurs des cotés et les angles, En
général, si les courbes sont quelconques, on ne pourrait s'attendre
qu’'a des relations fonctionnelles; mais il en est tout autrement si I'on
pense qu'en avant recours a des développements tayloriens, on peut
faire état de la petitesse du triangle, c'est-a-dire de la circonstance
qu'il y a licu de supposer négligeable (vis-a-vis de lunité) toute
quantité d'ordre non inférieur a 1, ou a 2, ou a 3, elc.

En restant dans les généralités, il convient de remarquer tout de
suite qu’on pourrait fort bien envisager ces triangles curvilignes comme
etant immergés directement dans 1’espace ambiant (espace ordinaire,
ou plus généralement riemannien 4 un nombre quelconque de
dimensions), mais ii convient de commencer par le cas, qui est sans
doute le plus intéressant au point de vue géodésique, ou méme topo-
graphique, ou I'on suppose le triangle tracé sur une surface o donnée :
plan, sphére, ellipsoide, etc.

Il existe donc au préalable cette surface o, et alors il y a (sauf
pour le plan) un autre élément, la courbure totale K de la surface,
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dont on doit aussi tenir compte pour apprécier la petitesse d'un
triangle. Ici encore il y a un nombre pur dépendant des dimensions
du triangle par rapport a celles de la surface : c’est le produit KL2,
K désignant le maximum de K a lintérieur du triangle. Nous
admettrons que, I'L fournissant I'étalon du premier ordre, KL? soit
du second, c'est-a-dire comparable a (I'L)2.

Dans ce qui suit nous nous occuperons d'abord (n° 1) des petits
triangles d’arcs de cercle dans le plan, en nous bornant a la premiére
approximation, c’est-a-dire en négligeant le second ordre. Cette intro-
duction élémentaire donne une premiére orientation a la recherche
analogue, dans le cas général d’une surface quelconque et d'un triangle
a cotés curvilignes également quelconques, lorsqu'on se propose de
tenir compte aussi des termes de second ordre (en négligeant seule-
ment le troisiéme). On s’apercoit aisément que, pour passer a des
courbes quelconques et 4 des approximations ultérieures, il y a lieu
de s’appuyer sur les représentations canoniques des courbes au voisi-
nage d’un de leurs points, d’ou 'opportunité de rappeler leur déduc-
tion (n°2), et de s’en procurer I'extension au cas de courbes apparte-
nant a une surface donnée.

Ceci exige pas mal de préparation : dérivation intrinséque et for-
mules de Frenet; coordonnées convenables pour une petite région; et
leurs expressions paramétriques (n® 3) pour une courbe donnée. On
étudie ensuite le triangle des cordes géodésiques (n° &), par lequel on
se trouve ramené, en seconde approximation, a la trigonométrie sphé-
rique (ordinaire ou lobatchewskienne) (n°5). 1l n'y a alors qu'a se
servir des développements des numéros précédents pour obtenir, au
méme ordre d’approximation la trigonométrie des triangles curvi-
lignes (n° 6).

Les formules de premiére approximation avaient été établies par
moi-méme en 1934 ('), comme corollaire, assez éloigné, d'une
recherche géométrique de plus longue haleine concernant les relations
mutuelles de trois familles de courbes tracées sur une surface. Ensuite,
le regretté Cohn-Vossen a montré (2) qu'on peut obtenir le méme
résultat par des considérations élémentaires directes.

(') Terne di congruenze sopra una superficie ed estensione della trigono-
metria, Compositio Mathematica, Vol. I, 1934, p. 113-162. Voir aussi A. TonoLo,
Il teorema dei seni per i triangoli infinitesimi tracciati sopra una superficie,
ibid., Vol. 11, 1935, p. 424-437.

(%) Der approximative Sinussats fiir kleine Dreiecke auf krummen Fldchen,
ibid., Vol. III, 1936, p. 52-54.
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J'y étais parvenu pour mon compte (sans toutefois publier la
remarque) dans la maniére qui sera exposée ici aun® 1, et qui découle
d’ailleurs de la méme idée a laquelle s’était inspiré Cohn-Vossen. Le
passage au second ordre (éventuellement a des ordres plus élevés:
ef.. n® 8) se fait au contraire, comme on I'a dit, par voie analytique
admetlant un traitement systématique.

J'ajouterai, pour étre complet, que le numéro 7 de ce Mémoire
contient une petite remarque se rapportant au théoréme de Legendre
sur la résolution des triangles sphériques.

|. Petits triangles plans formés par trois arcs de cercles.
— Soit Py, Piry, Pur, un tel triangle (fig. 1) avec la convention évi-

BL#Z

dente de regarder coincidents les indices qui diflerent de 3 ou d'un
multiple de 3.

On fixera sur le triangle comme sens positif de circulation celui qui
est défini par I'ordre croissant des indices (marqué par la fleche dans
la figure). Lt 'on désignera par /; la longueur du coté opposé au

N
sommet P, c’est-a-dire de Uarc de cercle P;., P;..; par a; celle de la
corde correspondante Pj., Ps.,. Si Ry est le rayon du cercle auquel

appartient l'arc P;:P/,H le rapport /;/R, mesure en radiants I'angle
au centre correspondant. Il va sans dire que, dés qu'il s’agit de petits
triangles, cet angle est également pelit : en tout cas, notamment, il n’est
pas douteux qu’'il faut I'envisager comme un angle aigu.

Fintroduirai encore la courbure avec signe y;, ayant 1'R, pour
valeur absolue, et, comme signe, == selon que I'arc correspondant est
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~ P
e Ty . L pee
situé a extérieur (comme PuPury, PrisPPr dans la figure 1), ou a l'in-
L. . T s .
térieur du triangle \comme P, , P;.,). L'angle aigu, en P, , ouen Py,

NN
compris entre I'arc Pj,, P;., et la corde n’est que la moitié de I'angle
au centre /;/R;. Il convient d’attribuer un signe & cet angle en posant

(L.1) 3=y (h=1,2,3).

La valeur absolue | 3, est ainsi précisément I'angle aigu entre l'arc
et sa corde; et, d’apres la définition de vy, le signe de 3, est == selon

que le coté l—’/;,:,\‘\l"hﬂ est situé a I'extérieur (comme dans la figure 1) on
a I'intérieur du triangle rectiligne des cordes.

Il est aisé d’exprimer a la fois les cotés ay et les angles &, du triangle
rectiligne des cordes, en fonction des éléments /;, ¢, du triangle circu-
laire et des courbures v;. En portant ces expressions dans les formules
¢lémentaires de la trigonométrie rectiligne, on en tire autant de rela-
tions entre les /, les o et les v, qui, dument simplifiés d’apreés la peli-
tesse des arcs {;, (vis-a-vis des rayons respeclifs), seront précisément
les relations trigonométriques, se rapportant aux triangles circulaires,
que nous nous proposons d’'établir.

Ceci en these générale. Passant a I'exécution, il y a tout d'abord a
exprimer les angles ¢, moyennant les a;, et les auxiliaires 3,.

Si, comme en P,, dans la figure 2, les arcs de cercle tournent tous
les deux leur concavité vers Dintérieur du triangle rectiligne
PP Prisy Bisy €t Birs, ils sont tous les deux positifs, d'apres (1.1},
et I'on a évidemment

( f.2 ) Ve 2+ (3/1—4-1 -+ 5/1-9—2'

Cette formule subsiste en tout cas. En ellet, si un des cotés cir-
culaires aboutissant a I, est (au voisinage de ce point) intérieur au
triangle vectiligne, le 3 correspondant devient négatif, d'aprés (1.1),
et c'est justement ce signe qu'on doit attribuer a I'angle dans I'ex-
pression (1.2) de o,.

Quant a la corde a sous-tendante a I'arc /,, on a

N )
a, = 2R,sin SR

h
R,

En y remplacant 1/R;, par == v, 'ambiguité du signe disparait en tout
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cas, et I'on peut retenir

(1.3) a/l:;sin‘—l)-//,*f/, (h=1, 2, 3).
HE ‘

Envisageons maintenant une quelconque des formules de la trigo-
nométrie ordinaire. C'est une relation entre les a et les . Tout se

Fig. 2.

réduit & y remplacer les a, parleurs valeurs (1.3), et les a; par leurs
valeurs tirées de (1.2); c’est-a-dire ayant égard aux (1.1), par

, 1
(]4) o) =Qp— :(-//H-I\i’/l-*l_{_//4‘-':Y/l+-'.‘)'

Si (et c'est notre cas) on se conlente de la premiére approxi-
mation (par rapport aux produits /,y;), on pourra négliger au cours
du calcul tout terme du second ordre vis-a-vis de 1'unité, et les résul-
tats sont trés simples.

Explicitons a titre d’exemple la formule des sinus

a, . .
;n—yh—[ k/l—l,?, 3),

(1.3)
ou [/, indépendante de /&, désigne une petite quantité de l'ordre des
dimensions du triangle (diamétre du cercle circonscrit).

Tout d'abord, en négligeant justement les termes du second ordre
vis-a-vis de I'unité, on peut confondre le sinus avec I'arc et l'on tire
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par conséquent de (1.3), qu'il est permis d’'écrire

(1.6) an=U(1+ ),

les symboles @, @,. .. indiquant un ensemble de termes d’ordre 1,
2,..., au moins par rapport a nos arguments [;Yy;.

Au méme ordre d’approximation on a uniquement a remplacer dans
(1.5) les ap et oy, par leur valeur (1.6) et (1.4).

En tenant compte pour un moment, seulement des termes finis dans
ay, on tire de (1.6)

(1.7) l,,:lgsinzp;,+®f.

On a ensuite, en développant sina; d’aprés (1.4), et en mettant en
évidence seulement le premier ordre,

. . I < .
sinay=sing, - ~ (Y ntet SINQpiy = Yhrs SINOpiy) COS D, @

Dans les termes du premier ordre on peut remplacer /., et /;_, par
leurs valeurs (1.7), et il en résulte

. . t . . .
(1.8) sinay=singp — 5 (YR SINQp~ Yo SINQpyy —+ Vi SINGhyy ) COSPp
I
) i
+ 5 {yasings coscp;,—i—@.

En introduisant, pour abréger I'écriture, la courbure triangulaire =,
c'est-a-dire le trinome T,

(1.9) T= %(Y/z SINQ, + Yhr; SINQary ~ Yhvs SINOQais),

on tire de (1.5), (1.6) et (1.8) les formules (1)

[h
(l.lo).Si_nE

l{1+%1(y;,coscp/l——3rcol<p;,)+@; (h=1.2,3)

qu'il s'agissait d’établir.

(') Dans les relations (10’) et (14), données au Chap. IIl de mon Mémoire cité,
il y a apparemment un changement de signe & I’égard des binomes

Y, €089, — 37 coty,.
Ceci provient de la circonstance que les angles désignés alors par ¥, ne
5 ’h

coincident pas avec les ¢, actuels, mais avec leurs suppléments © — ¢, (angles
extérieurs du triangle).
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On y voit, bien mise en évidence, la correction due aux courbures des
cotés, qui affecte la relation de simple proportionnalité, valable pour
le triangle rectiligne. Dans (1.10) figure I'auxilliaire /, qui estd’aprés
(1.5) le diamétre du cercle circonscrit au triangle (des cordes), c’est-
a-dire (sans faire intervenir les cordes) passant par les trois
sommets P,.

Pour avoir un ensemble de trois relations indépendantes entre les
cotés I, et les angles ¢, du triangle curviligne, il suffira de se procurer
une expression de / (en fonction de /;, ;) distincte des (1.10) elles-
mémes. On y parvient trés rapidement en partant de I’expression
bien connue de / en fonction des cotés a; du triangle rectiligne et
remplacant ensuite chaque a; par sa valeur (1.3), ce qui reviendra,
d’aprés (1.6) (en négligeant encore ici le second ordre), a écrire
matériellement /, au lieu de a;.

Pour le triangle des cordes on a, quel que soit /4,

. an  _ pQp Q)i
SINQy, @y Apss SIND,

Le dénominateur est le double de I'aire du triangle, c’est-a-dire

2Vp(p—a)(p— a)(p— a),

ol
(1.11) p:%(al—ﬁ-ai—!—a;:)

désigne le semi—périmétre.
En introduisant les rapports

a,

— =, (h=1, 2, 3),
» 2 )

({ui (puisque chaque coté est plus petit que la somme des deux autres)
sont des fractions propres, on peut écrire

(1.12) ! B s s

(= -p .

PR e e T

D’apres (1.6) la définition (1.11) de p prend la forme
(1.13) p:'-l)—(/,-i—[z—i-/:;):l—i—@{.

C’est comme dire que, loujours en négligeant le second ordre devant
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l'unité, p est le semi-périmétre du triangle curviligne donné; de
méme que, d’apreés (1.6),

an [

— T 1] +

%=y @)
de sorte que

I
(1.14) mz;ﬁ}x+@}.

En définitive l’équation a associer au théoréme des sinus (1.10),
pour le triangle curviligne plan est (1.12), ou en premiére
approximation (la méme adoptée jusqu'ici) on peut rapporter p et
les py au triangle donné, p semi-périmétre et g, = I/p, de sorte que

(1.13) By Pt py=2.

Il n’est peut-&tre pas sans intérét de remarquer que, comme Lroi-
siéme équation & associer aux (1.8) (ou l'on envisage ! comme une
auxiliaire indéterminée). on peut employer

oy + oy + o=,

qui est une identité goniométrique pour un triangle rectiligne, mais
devient, d’aprés les (1.4), une véritable relation entre les éléments
du triangle curviligne envisagé.

On pourrait remanier d'une maniére analogue, pour les triangles
d’arcs de cercle, les autres formules de la trigonométrie rectiligne
ordinaire. Qu’il me soit permis de signaler cette petite tiche de beau
vieux style 4 ceux qui aiment d’aller jusqu’au bout.

2. Représentation locale des courbes planes. — Une courbe
plane C étant donnée, soient Q un point quelconque de la courbe,
s son abscisse curviligne comptée a partir d’'un autre point P fixé
d’avance, la courbe étant réguliére entre P et Q. Si z, ) désignent des
coordonnées cartésiennes de Q, les fonctions

(2.1) x=z(s), y=x(s).

qui définissent la courbe C sous forme paramétrique, seront supposées
continues avec toutes les dérivées qu'il y aura lieu de considérer le
long de I'arc PQ (extrémités incluses). Au méme sens sont des fonc-
tions réguliéres de s les vecteurs unitaires t et n, le premier dirigé
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suivant la tangente 4 C en Q (dans le sens positif des s) et le second
suivant la normale dans un tel sens que le couple t, n soit orienté
comme les directions positives des axes coordonnées z, y.

On a alors classiquement pour tout point Q

aQ
avec les formules de Frenet
dt
(2.3) 2 =11
dn
(2'4) 73‘“ = Yty

ou y désigne la courbure de C avec signe, el précisément avec le
signe —+, si n est dirigé vers la concavité des C, avec le signe — dans
le cas contraire (1).

En dérivant (2.3) par rapport a s, et en remplacant %—l: par sa

valeur (2.4), on tire
2.5 il S P
(2.5) Se=—Tt+Tm,

. . . . o d
ou le point superposé est une notation abrégée pour '

En appliquant au point Q(s) le développement de Maclaurin, on a
(2.6) Q(s)=P-st+-syn+ g (—pt+ryn)+...,

les termes non écrits étant d'ordre supérieur au troisiéme par rap-
port a s. Bien entendu, les coefficients (vecteurs et scalaires) se
rapportent tous au point P.

Un tel développement pourrait étre prolongé en calculant les
dérivées successives de Q, et par conséquent de t, d’aprés (2.3), et
en éliminant chaque fois les dérivées de n, d’aprés (2.4) et ses déri-
vées.

(') La convention adoptée au numéro précédent 2 propos de la courbure des
cotés d’un triangle circulaire est parfaitement la méme; le sens du couple t, n
étant dans le cas du triangle fixé comme il suit :

t, pour chaque coté, dirigé dans le sens de circulation P,P, P, ,; n vers
Pintérieur du triangle. Le sens de circulation figure & la place du sens défini par
les axes coordonnées.
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La formule (2.6) nous montre que, pour arriver jusqu'au lerme
en s on a du introduire y et Y. On reconnait immédiatement, en
raisonnant par récurrence, qu'en se proposant d’expliciter jusqu’au
terme en s* on serait amené a introduire les dérivées de 7 (en P)
jusqu’a 'ordre n — 2. Tenons compte maintenant de la circonstance
essentielle qu'on aura aflaire & des arcs petits. En généralisant ce (ui
a été admis dés le début (voir Introduction) a I’égard du maximum T,
de la courbure et du produit I'L (L longueur du petit arc envisagé),
nous admettrons que les produits yL¢, YL?, ... sont des petites quan-
tités (nombres purs) des ordres 2, 3, ..., au moins. On constate alors
que les termes successifs du développement de Q(s), suivant les puis-
sances de s, ont (un facteur s mis a part) un ordre de petitesse non
inférieur & n —1, s'il s’agit du terme en s*. D’aprés cela, on peut en
particulier spécifier la formule (2.6) en écrivant

(2.7) Q(s)=P +s§ t+ . syn+ ;s(=vt+yn) + @ }

Si I'on suppose l'origine des coordonnées au point P, on en tire la
représentation canonique d’'une courbe plane, au voisinage d'un de
ses points ().

On n’a qu'a projeter ladite relation vectorielle sur les axes (c’est-
a-dire décomposer le second membre suivant t et n). Il vient en

conformité
~ x:s{ 11— és‘-’y‘-‘—i—@},
(2.8) ¢ . \
I 0.
(y_s§§sY+t_is Y+@3~
@ pouvant dépendre des valeurs de y, ¥, sur tout I'arc PQ.

3. Courbure géodésique et formules de Frenet pour une
courbe tracée sur une surface. — Sur une surface ¢ on peut consi-

(') La déduction d’aprés les formules de Frenet se trouve (méme pour les
courbes de I'espace) & peu prés dans tous les traités modernes de géométrie
différentielle. Voir, par exemple, G. JuLia, Eléments de géométrie infinitési-
male, Paris, Gauthier-Villars (2¢ éd., 1936, p. 129); ou bien W. BLAscHKE, Vorle-
sungen iiber Differentialgeometrie, Berlin, Springer, B. I (8. Auflage, 1930,
p-26); W. C. GraustEIN, Differential Geometry, NewYork, Macmillan, 1935, p. 59.
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dérer (comme dans le plan) une courbe C el un vecteur w, fonction
des points Q de C.
En supposant la surface rapportée & des coordonnées curvilignes

quelconques 2!, 2%, soient
2

(3.1) det=V adatdat
Al .

'expression de son élément linéaire, el w les composantes contreva-
riantes du vecteur w.
Si, en désignant par s 'arc de C, compté a partir d’un point fixe P,

(3'2) .’L":."It‘(s), ~'l“":./1‘9(s)

sont les équations paramétriques de la courbe C, le vecteur unité t,
tangent 4 C au point courant Q d’abscisse curviligne s, aura pour
composantes contrevariantes

dx o dx*

(3.3) = = ZI,T.

—d’

Ceci posé, il nous faut encore rappeler (') qu'on peut généraliser
d’une maniére invariante la notion de dérivée du vecteur w par rap-
port a s, le long de la courbe C en définissant ce vecteur Dw moyen-
nant les composantes

n

. dw! ~ ot
(3.4) (Dw)'= +2 Tl o

I3

qu'on vérifie avoir justement comportement contrevariant, dés qu’on
entend par I‘j-,, les symboles de Christoffel (de seconde espéce) du ds*
envisagé.

On tire aisément de (3.4) que ce méme vecteur Dw a pour com-
posantes covariantes

2

dw; . \:'1 ;o dat

(35) (Dw)l'—' ds A‘Mrm“/ ds
1

Notons en passant que, si W est défini non seulement sur C, mais

(') Voir,par exemple, mon Absolute differential calculus (cdited. by D I, Per-
sico), Glasgow and London, Blackie, 1927, p. 139-14o.
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aussi dans un domaine 4 deux dimensions de &, dans le voisinage de C,
on peut introduire les dérivées partielles des w! par rapport a z' et
a x2, et I'on a alors
dwi _2 ow' dz’
ds ~ i) 0’ “ds '
1
ce qui permet d’écrire les composantes contrevariantes (3.4) de Dw
sous la forme
2 2 |
dx" | ow! N )
Dw 1:2 VY LN T
( ) » ds (d.z" " s

1 1

ou bien, la quantité entre les crochets étant par définition la dérivée
covariante wi,

N dat
(DW)'—_—EIW'M;;;’
1

qui laisse apercevoir le caractére contrevariant des composantes (Dw)t.
Pour le cas dont il s’agit actuellement d’un vecteur w défini unique-
ment sur G, je renvoie a mon livre cité tout a 'heure.

Si, en particulier, on fait coincider le vecteur W avec t, on sait que

Dt:-l-n,
r

en désignant par n le vecteur superficiel normal & t vers la concavité
1 Ly . .
de C et - la courbure géodésique en valeur absolue. Si v désigne = n

et si I'on pose en conformité

=2
Il
I+
~i -

on a

ou y est la courbure géodésique de C, avec signe, et précisément avec
le signe + lorsque ¥ est dirigé vers la concavité de C, le signe —
dans le cas contraire. Le vecteur v jouit de la double propriété d’étre
unitaire et perpendiculaire a t. D'aprés la métrique de la surface o,

R. I, M, 8
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ceci se traduit dans les deux formules

2 2

E viv,—1, E vit;=o,
i i

1 1

v; et ¢; désignant évidemment des composantes covariantes.
En dérivant la premiére équation par rapport a s, il vient

v

Si I'on y remplace, d’aprés (3.4), Zs‘ par

2

) . dxh

(DV) ——Zihl‘;y,vl 77 )
dv; '

et 7;, d’aprés (3.5), par

2

dzt

(DV ),-l—zjhl‘{,,v,-Ts,

1

on trouve aprés réduction

21[(Dv ) vi~+ (DY )vi] = o.

Les deux sommes sont égales, chacune d’elles représentant le produit
scalaire de Dv et v, d’aprés la métrique (3.1). Ce produit est donc
nul, ce qui nous assure que le vecteur DY est perpendiculaire a v
(sur ¢) et a par conséquent la méme direction, sinon le méme sens,

de t.
On peut donc poser

(3.7) Dy =—¥'t,

Y* représentant un facteur scalaire encore indéterminé. Pour le fixer

on n'a qu'a dériver par rapport a s la relation d’orthogonalité

2

2 Vit[: o
i

1
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. Y soe dVI L
et remplacer, comme tout a I'heure, les dérivées 75 et 4 par leurs

valeurs tirées de (3.4) et (3.5). On a ainsi
3 (D)t (D] =o.
1

Or (3.6), en prenant les composantes covariantes, équivaut a
(Dt)l: Y‘J,‘.
De méme (3.7), en prenant les composantes contrevariantes, donne
(DY) =— y*¢.
L’égalité provenant de la dérivation devient partant (puisque t et v
ont tous les deux longueurs 1)
— Y+ y=o.
I.’expression de DV acquiert en définitive la forme
(3.8) Dr=—nt,
qui n'est pas autre chose que la seconde formule de Frenet pour les
courbes de o, la premiére étant (3.6) ().
En revenant aux composantes covariantes, d’apres (3.4) (oil I'on

d{i

pose w=t, et l'on écrit ¢ au lieu de ), les deux formules de

ds
Frenet (3.6) et (3.8) s’explicitent sous la forme
dti N
pI— yi g h
(3-9) = T ZMI“,/,:/:,
1
avi ) : P
¢ e ——_ i Loy, ] ph y —
(3.10) a5 =1t ZMI‘/,,;/[ (i=1, 2).
1

(') On aurait pu se passer de la vérification directe en se rapportant au cas
général d’une variété riemannienne 4 un nombre quelconque n de dimensions.
L’extension des formules de Frenet a été signalée par BLASCHKE [ Frenet’s For-
meln fir den Raum von Riemann (Math. Zeitschrift, B. 6, 1920, p. 94-g9)] et a
fait ensuite l'objet d’un grand nombre de publications. Voir notamment
L. P. EisuNuART, Riemannian geometry, Princeton University Press, 1927,
p. 103-107.
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Pour simplifier, il convient de se rapporter a des coordonnées 2',
x* isothermes, c'est-a-dire telles que ds® se réduit a la forme

(3.11) ds*= A(dx" + dz*).

Il convient en outre de supposer qu'on a justement affaire a la forme
canonique (') relative au point P, origine des arcs s. Alors, au voisi-
nage, soit du“p;'e‘rfiiel‘ ou du second ordre, de P, tout se passe comme
si A avait la forme.
= ! 9
1+ % (@t + a?)?

les coordonnées x*, 2* s’annulant au point P, et K désignant la courbure
totale de la surface o en ce point. Si ’on adopte les notations évidentes

o\ 0%

S PNl P

P}

(l‘,/(‘:l, 2):

on reconnait tout de suite que, au point P,
(3.12) A=1, M=A=o0, r=liu=—K, l,=o.

Les valeurs des dérivées secondes peuvent étre réunies dans la
formule

(3.[3) )\ik:—amK (lﬁ,k21,2),

d:z étant les symboles de Kronecker (o pour {2 &, 1 pour i =1).
On a, par conséquent,

;’h: 2—% 21611 { 61,‘)\1‘4— 311.7\,'— 5,'1.;‘.1 ;
1

Puisque 3, est nul pour ;27 et égal a 'unité pour { =1, il reste
simplement

(3.14) in= o3 {8kt duky— ).

En introduisant ces valeurs dans (3.9) et en remplacant au premier

(') Voir ma Note, Forme canoniche dei ds® binari con data curvatura
totale (Rend. Acc. Lincei, Vol. XXV, 1937, p. 195-205).
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2
membre ¢ par %‘—z—, il vient [a cause de A (¢ + ¢*') =1

2
dx a . 27
(3.13) T =T e
1

Au point P il reste simplement

(3.16) <d’.z-"

7‘;2—>P:YV1 (l:l, 2)-

De méme (3.10) se réduit, toujours au point P, a

di
(3.19) (;%)P—_-——Yt’.

En dérivant (3.15) par rapport a s, en tenant compte de ce que.
pour une fonction f(z!, ), telle que A, Ax ou A;, 7

2 2

df <o df dol_~o Of

B = oy & =2
1 1

et en se rapportant ensuite au point P, il vient, d’apreés (3.16),

2 2
d> z! . t . 1
L) —qvi— szt_-z Mt~ — > At
< ds? )P T T 3 =i hj PyX 12/, ijt,

..o d . . .
ou y signifie Zi;.sr (au point P, cela va sans dire) et les termes omis

s’annulent en P.
En ayant égard aux formules (3.13), on a

il W i Y Kp— gy 'K )y

(3.18) <7E;>P_.yv—7t+Kt—2-Kt_yv+<§I\—Y>t.
r1 2

Au point P, A =1 et les paramétres t' = dd—'z, = dd—i d’une direc-

tion quelconque t coincident, d’aprés (3.11), avec leurs cosinus de
direction, c’est-a-dire avec cos 6, sin 6, si 0 est 'angle que le vecteur t
forme avec la direction positive de la ligne coordonnée z!(x*=const.).
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Analoguement Vv a les paramétres
T . . T
v’:cos<9+ ;>:—sm0, v’:sm(@—q—;>:cos€,

: . s T -
étant toujours tourné par rapporta t de Py dans le sens positif des rota-

tions (qui est celui de la circulation P, P,y Ps.,), lorsqu’on envisage
un triangle.

Il s’ensuit, d’apreés (3.3), (3.16) et (3.18), toujours pour le point P
et ayant égard aux (3.12),

3
d.z'> :(EK—\")cos@—fsinG,
P

3 ds? 2
(3.19) < dx,)
—— ) =sinb,
S /p
d?x? 9
(dsg )P:'\‘/COS Iy

Au numéro précédent nous avons caractérisé la petitesse d'un arc
de courbe plane. Ici il s’agit plus généralement de courbes tracées
sur une surface, ce qui fait intervenir aussi, on le voit notamment
dans les développements ci-dessus, la courbure K. La maniére dont
doit se comporter K pour des arcs (et des triangles) petits peut se
condenser en peu de mots, si I'on convient d'indiquer indifféremment
par D la dérivée (d'une fonction ponctuelle sur o) par rapport a I'une
ou a 'autre des lignes coordonnées. Alors, L ayant toujours la signi-
fication de longueur maximum a envisager dans les calculs, I'hypo-
thése a introduire a I'égard de K est que les produits (tous des

nombres purs)
KL?, DK.L3 D*K.L%,

soient d'un ordre non inférieur a 2, 3, 4, ....
Nous sommes finalement 4 méme d’écrire, comme au numéro précé-
dent, et avec les mémes remarques pour les arcs qui seront d
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regarder petits, les développements suivant les puissances de l'arc s
(explicités jusqu'au troisiéme ordre inclus) des coordonnées z*!, a*
d’une courbe C sortant du point P dans la direction § (a partir de la
ligne coordonnée a!). On aura en premier lieu, puisque !, z*
s'annulent pour s = o,

it} fde I (ﬁl_’ 1 (AP | .
xZ (3)——5? <d—s)p+ 53( s >p+ 68‘ <%>p+@s (1—1, 2).

ot les dérivées au point P sont définies par (3.19).

En mettant en évidence les facteurs cos?, sin, on pourra écrire

| «'=cosf y'+ sin§3',

3. )
(8.20) | a*=cosf y*+ sinf 32,
ou
y=shie L= 2>5’+@‘
= Y 3) ",
(3.21) | 6\ 2 |
.21 .
PO L Foe l.
yi=s, SIS+ 1S +®5.
1 I |
(3.22) d=s) —ys+gre =@,
3.22

N S N . A g i
'“—sf‘+6<;>,l\ y>s+®s.

Evidemment, les (3.21) sont les expressions paramétriques des
coordonnées d’une courbe C tangente en P ala ligne x' (5 = 0), tandis
que les (3.22) se rapportent a une courbe tangente & la ligne ortho-
gonale x*.

k. Corde géodésique issue de P. Angle avec la courbe au
point P. Longueur. — S'il s’agit en particulier d'une géodésique
(Yy=19=n0), on tire des (3.21), (3.22)

_S{I+ :—2KSS+®}._ )":S@;
;’:s@, :3:s§l+él\'s’+®:.

)/I
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La représentation paramétrique (3.20) se réduit partant a

1 — 1 ° 1
x _coses(l—i- 12Ks ~+ sin Os@,
(h.1)
1
2= sinfs —Ks? 6s(3).
x 1 (l+m s)+cos @

Considérons sur C un point P’, dont I'abscisse curviligne soit /, en
regardant /> o, c'est-a-dire les arcs comptés positivement de P
vers P’. Supposons pour simplifier d’avoir choisi en P la direction de
la ligne ' tangente a C. Alors c'est la représentation paramétrique

(3.21) qui convient 4 C, et il suffit d'y poser s =1 pour avoir les
coordonnées

13\1+é(- —Y>l‘1+@ /:—vl—&— \,1~+@$

du point P’.

Ce méme point appartient d'ailleurs aussi a la corde PP’, repré-
sentée paramétriquement par (4.1) et correspond a s = a. Egalant et
divisant par /, on a

1 4

02
Y[—q—v/—r—@ (1+——l\a>

0‘1

(k.2)

e . a . .
qui définissent 7 et 6 en fonction de ! et des caractéres se rapportant

au point P : v, y de la courbe C, K de la surface o.
Tout d’abord, en divisant la seconde équation par la premiére,
on tire
;Yl_l-é‘:,[g 1 -
tangf = — - +®:§Y/+ 6~'{1’+®,
1-+ t—)(; K -—Y‘)[!

montrant, ce qui était évident « priori, que tangi est une petite
quantité de premier ordre. Dés lors, par le développement de
Maclaurin, puisque tang¥ est une fonction impaire, tangf =45 +O.
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et par conséquent
1 S, _ | o0
(%.3) oz;~,/1+6-,1+@, cose_l—g'y[+@.

Avec une telle valeur de cos9, la premiére des équations (%4.2)
donne successivement, en négligeant d’abord méme le premier ordre,

ft[_—_l—!—-@,
%:l—i—@,

et enfin seulement le troisiéme

LAL. ) U Y Tre)s
g (R=r)e= (i gre) (- 5RE) O

Dans le dernier binome on a pu écrire tranquillement / au lieu
de a, puisque la diflérence entre K/* et Ka® est non seulement du
troisiéme, mais méme du quatriéme ordre. Il vient de la sorte

puis le second

1__‘ l i'__.._,z\ :\f 1.,2: ___l_':
=l s (GRor)E (e yre) (- 550) < O

ou. si l'on veut,

(4.4) u:l:l—ﬁ*"’lf—i—@:,

relation bien connue entre Ja longueur d'un petit arc et sa corde, pour
une courbe plane ou de I'espace ordinaire (!). Pour une courbe tracée
sur une surface quelconque (ot v indique sa courbure géodésique et
a la longueur de la corde géodésique), le résultat a été déja signalé
par Darboux (?). qui a poussé le calcul jusqu’au quatriéme ordre

(") Elle découle immédiatement de la représentation canonique d’une courbe
au voisinage d’un de ses points. Voir. par exemple, Juria, loc. cit. a lu page 11,
p. 132; E. Cesiro y parvient par des considérations directes i la page 194 de ses
Elementi di calcolo infinitesimale, Napoli, Alvano, 1905.

(*) Loc. «it, a la page 1, p. 170.
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inclus. Méme en s’arrétant au troisiéme, on aurait pu s’attendre a
I'intervention de K, puisque au cours du calcul on a affaire aux termes
dutroisiéme ordre dans ledéveloppement paramétrique (qui dépendent
en général des dérivées premiéres et secondes des coefficients du ds®).
Le résultat montre qu'il n’en est rien; tandis que je n'ai pas réussi a
m’en rendre compte d'une maniére synthétique.

Remarque. — Dans la formule (4.4) la valeur de y se rapporte au
point P, une des deux extrémités commune & I'arc et & sa corde. Au
méme ordre d’approximation, on peut remplacer la valeur de y en P
par sa détermination a 'autre extrémité P’, ou plus généralement

AN
dans un point quelconque M, intérieur a I'arc PP’. En effet, si s</

. oy £ .
est l'abscisse curviligne PM de M, on a, d’aprés la formule des

accroissements finis,
m=y{ 1+

ce qui assure la validité des (4.4), au troisiéme ordre prés, quel que
soit le point M de PP’ auquel on rapporte la détermination de v,

5. Retour au triangle P,P, P, ,. Le triangle des cordes
géodésiques. Relations entre les cotés et les angles de ces
deux triangles. — Revenons au triangle PP, P, en remarquant
que, au point de vue qualitatif (sens et signes), tout marche, si le
triangle est assez petit, comme dans le cas des petits triangles circu-
laires dans le plan (n° 1).

D’apreés cela, fixons notre attention sur un sommet quelconque P,
et continuons a appeler o, I'angle du triangle donné (formé en P, par

oy < N k)
les deux arcs curvilignes P,P,., et P,P, ﬁ._,>, ay I'angle des cordes

géodésiques correspondantes P,P;,, et P,P;,,. Comme au n° 1, il
convient d'introduire les deux angles (3, compris au point P, entre les

N\ N\
cotés PyP,,, PyPs,, et leurs cordes. Nous les appellerons B4,
et By s respectivement, le premier indice se rapportant au sommet.
Au n° 1, & cause d'une propriété du cercle, on avait seulement trois
angles (3, et I'on pouvait se passer du premier indice. En envisageant

~~

par exemple le co6té P,P,,,, on avait I'égalité des deux angles 5.4,
et Barq,5, qu'on appelait tous les deux (34,.. Ici nous devons introduire
six 3, & deux indices distincts. Leur évaluation a été substantiellement
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faite au numéro précédent : on n'a qu'a spécifier diment la formule
(4.3).

Appliquons-la d’abord & l'angle B4 4.y, compris au point P; entre
l’arc P, P, et sa corde. Alors 34 4., s'identifie avec 0, pourvu que 'on

—
remplace / par la longueur /., du coté P,Pj,, opposé au point Py,
et v, Y par Ya.. et ya.,, ou, en spécifiant davantage, par (Yacs)p

~~
(Yr+2)py, ce qui met en évidence le point de I'arc P,P;., auquel se
rapportent les valeurs de la courbure et de sa dérivée. On a de la
sorte

1 9
(5.1) Bhpa= > (Yhts)pylhse + é (Yawe )Py lhso + @

Le signe de 34,4, est celui du terme prépondérant, c’est-a-dire (les
longueurs / étant nécessairement positives) de (Yais)p,, comme il doit
arriver, conformément aux remarques faites au n° 1, & propos de la
formule (1.1). Naturellement on peut donner a A les valeurs 1, 2, 3,
avec la convention usuelle de réduire mod 3 tout indice 2+ 1, 2 + 2.

., . ., N
La notation - indique la dérivée par rapport a I'arc du cété PP,
compté de Pj vers Pp.,, c'est-a-dire dans le sens P,PxyPiiy adopté
comme positif pour la circulation sur le périmétre du triangle.

.

Considérons maintenant 'autre c6té P, P, aboutissant au point Py,
et I'angle B4 4., qu'il forme avec sa propre corde P,P;.,. Son expres-
sion, fournie directement par (%.3) serait

I I

5 (Yr+1 )y Uiy + 6 (Vi )Pz‘/}';+| -+ @7

,Bh.h—w::

\ M . A ’ ’
ou l'indice h + 1 se rapporte au coté P,P,.,, opposé au sommet Pj;
ici évidemment on doit regarder la dérivée {,,, de la courbure faite

(par rapport a I'arc du cété P/;,-F’,HJ vers P,.,. Le sens ne coincide
pas cette fois avec le sens positif de circulation P;P;., Py, mais se
trouve renversé. Si nous convenons que le point superposé « désigne
toujours une dérivation dans le sens circulaire (h,h 41, h + 2),
adopté comme positif sur le périmétre du triangle, il faut remplacer
dans le second membre de la formule ci-dessus le signe + par —, et
il vient

1
(3.2) Bhdra= > (Ynes oy by — fli (Vi1 )pn Ly +@
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La regle a retenir est que, dans les expressions des 5 a deux indices
distincts, si I'ordre de ces indices est progressif [formule (5.1)], le
second terme a le signe +, tandis qu’il est précédé du signe — si
[ comme dans (5.2)] 'ordre circulaire des deux indices est rétrograde.

Dans les formules (5.1) et (5.2) figurent les y et ¥ d’'un méme coté,
N
soit (par un choix convenable des indices) P, P, rapportées une

fois 4 Py, et une fois 4 P, ,,. On le constate en écrivant & + 1 au lieu
de k dans les formules (5.1), ce qui donne, en mettant en évidence le
point auquel se rapporte la détermination,

1 1 2
Brerre= 5 (Yadeys ln g (i) L+ &
el h + 2 au lieu de k dans (5.2), ce qui donne
1 1 )
p/H-E,/H-l: 2 (Y/t)l’:. n//l — 6 (“?/l)Ph+,liz -+ @

11 est avantageux de faire apparaitre dans les deux formules les déter-

N
minations au point M;, milieu de I'arc P4, Psy,. On a, en procédant
dans le sens direct de la circulation,

1 g
(YII)M;, I/l:('rh)P;.+,l/t+ E(Y/l)pls-nlﬁ+®’

I 9
(Yenes = (Y bt (fdm, G+ (@)

Supprimons la spécification ponctuelle lorsqu'il s’agit du point M, et
remarquons que

(Y2)pnr G = (11w 0 + @ =i+ @

Il vient alors

(Ya)Phas ln="Ynln— —; “'{/,l}"l—k@’
(Yw)ews o ln= Y0 ln+ % “?IJ}'H-@;

et les expressions précédentes de 2,4+ €t Bats,nry prennent la forme
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définitive

. I I, »
(53) ﬁh+14/u-e:;"‘{h/h— 37’1154’_@’
(5.4) @m-:,lm— Yiln+ 3‘{11//"4'@

ou c'est toujours le premier indice qui marque le sommet auquel
se rapporte U'angle; et ’on doit entendre par y;, i justement leur

.
détermination au milieu M), du cété P, Py, ..
Des formules analogues & (1.2) expriment 'angle ¢; du triangle
donné moyennant I'angle correspondant o, du triangle des cordes el
les B. Elles s’écrivent actuellement

% r
Pn= Ap— Shher P hh 2

c'est-a-dire, d’apres (5.3) et (5.4), en isolant ay,
(55) Ap=Q@Qr— ; (Tll iy Uy + Y/xr:lh-r—;’)
l il . 92
_ g(?l:+1/ﬁ+1_’¥/z+:lﬁ+‘z)+® (h=r, 2, 3).

Dans ces relations [ainsi que dans les (4.3), dont elles dérivent] ne
figure pas, au troisiéme ordre prés, la courbure totale K de la surface,
ou a siége le triangle. Il en est de méme pour les expressions des
longueurs des cordes géodésiques en fonction des cotés. En eflet, la

o
formule (%4.4), rapportée au coté P,.,P., de longueur /,, donne,
pour la corde géodésique ay,

(5.6) a/,:l/,’t<:—-2%yzlx>+@$,

ou il est loisible [n® 4, remarque finale] de regarder y; comme

étant la détermination au point My, milieu du coté P:J:P/,H.

Nous avons désormais dans les formules (5.5), (5.6) tout ce qu'il
nous faut pour établir, en seconde approximation, la trigonométrie
des petits triangles curvilignes de o.

6. Relations trigonométriques. — Le triangle des cordes géodé-
siques a les cotés a, et les angles a,. Dans notre approximation,
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c'est-a-dire au troisiéme ordre prés, (vis-a-vis de I'unité, bien entendu),
la surface o, aux environs d'un quelconque de ses points O, peut étre
envisagée comme une variété d courbure constante K, la détermina-
tion de K se rapportant justement au point O (!).

D’aprés cela, pour le triangle géodésique ayant les cotés ay et les
angles as, sont valables les formules de la trigonométrie sphérique ou
lobatchewskienne, suivant le signe de K. On posera

l\:h—!,

avec la spécification
R>o0 pour K> o

et
—iR>o0 pour K <o (i::\:——l).

Fn se bornant au théoréme des sinus on aura a transformer, qu'il

s'agisse de la sphére ou de la pseudo-sphére, les formules

l
IR

(6.1) |sing), | = sinet, (h=1, 2, 3),

ou j'ai posé pour abréger I'écriture

(6.2) a’h:_' (2>

(') La remarque est presque évidente, puisque, dans les représentations cano-
niques d’une courbe au voisinage d’un point donné, la variation de la courbure
affecte seulement les termes a partir du quatriéme ordre. Pour plus de détails
on peut voir ma Note récente déja citée ala page 16, ainsi que le mémoire, déja
cité dans la préface, ‘de M. SEvER], notamment p. 232-241.

(?) En effet, dans le cas de la sphére (R > 0) les premiers membres des (6.1)

. .a L . . -
doivent étre sin -Rb’ c’est-a-dire sinajp, qui ne difféere pas de |sinay, | pour aj,
positif et assez petit. Dans le cas non euclidien, oi R est purement imagi-
. . . a . .
naire (—i{R > o), on n’a qu'ad remplacer sin —R—" par $ (sinus hyperbolique) de

a),

I’argument
€ TR]

- Pour constater que c’est encore | sinay |, partons de

a, . a

alh=—- = e ] —

oo
R TR’
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l, indépendant de A, est ce qu'on appelle le module du triangle
sphérique ou pseudo-sphérique. Sa valeur, exprimée par exemple
moyennant les seuls cotés, est

l sina, sina), sin a;
(6'3) —_ I 1 2 3 i .

IR {1— cos*a) — cos*a, — cos*a, + 2 cosa, cosa, cosay }

[

L'expression de / préte a des remarques intéressantes, mais nous ne
nous y arréterons pas pour ne pas trop allonger le présent article. On
se bornera a développer ici encore le théoréme des sinus, c’est-a-dire
a introduire dans les formules (6.1) les expressions (5.5) des ax
et (6.2), (5.6) des ay, savoir

N , I 1,
(6.4) aﬁzﬁil—ﬁyﬁlﬂ@s,

D’aprés la préparation déja accomplie, justement a 'ordre d’approxi-
mation susdit, des expressions (6.4) des a} et (5.5) des ay, il n'y
a qu’a faire la substitution dans les (6.1); en résolvant ensuite par
rapport aux cotés {; du triangle curviligne. Un tel calcul a é1é déja
fait, en se bornant toutefois a la premiére approximation, au n° 1, et
il nous a conduit aux expressions (1.10) des {, comme fonctions des
angles ¢, (des v et de l'auxiliaire /). Il importe de remarquer & ce
propos que la longueur auxiliaire /, introduite actuellement comme
facteur de proportionnalité dans les formules (6.1), s'identifie en
premiére approximation avec ce qu'on a désigné par la méme lettre
aun°i.

En effet, partons des (6.1) et tenons compte de ce que a}, est réel ou
purement imaginaire (et par suite a;? est réel en tout cas). Il vient

d’ou
: ’ ..y . a,
sin @y =—sini —2~ = — ig—r .
" R] TR]|
En égalant les modules des deux membres, on a bien

. a,
sinaj | = % —=.

G. Q. F .D.

Voir, par exemple, Biancui, Lezioni di geometria differenziale, Vol. 1
(Terza edizione, Pisa, 1922, p. 638).
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d’abord
2
la},]; a/, +@ 1{' sin oty.

En y remplacant | @, | par sa valeur (6.4), puisque, toujours en vertu
des (6.4),

r_’f Ve L
ai= g\ 1+@ =g =" BH‘-’+®’
on tire
A l | O L ) G .
-I—R—l_—l—-—|sma/,%l+(—5—35m a/;+zTﬁlﬁ+®§1

d’ou, en particulier,
= lsina,,{ 1 +® L

ce qui coincide bien au second ordre prés, avec la caractérisation de /,
qu’'on tire de (1.5) moyennant (1.6).

Dans la parenthése de la formule, oit I'on tient compte aussi du
second ordre, on peut remplacer tout bonnement o, par ¢, et égale-
ment /, par Ising;, puisque de la sorte on ne néglige que le lroisiéme

ordre devant I'unité. On a ainsi, en écrivant en surplus K au lieu de H“

-4 _ H t ¥ sin? 4 I 3 I
(6.5) lh=I(sina), {1+ 6[ sin cp/,(k+{‘}ﬁ)+®s.
Il ne reste plus qu’'a se procurer sinay;, jusqu'au second ordre, en
fonction des ¢, et de /.

Eb posant pour un moment

1 9 . 2
(6.6) d= > (Yret s + Yheolhis) + :‘): (Yrrr G+ Yia b ),

les équations (5.5) s’écrivent
A= Qn— On+ @;

sin oy, = sing; cos d;,— cos @, sin 6+ @

d’on

En tenant compte de la circonstance que ¢, est du premier ordre, et
en négligeant, comme toujours, le troisiéme (vis-a-vis des termes finis)
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il s’ensuit

. . I 9
sino;, = sing, (1 -3 o7 > — €089;.0,+ @

Dans 9%, il y lieu de retenir, d’aprés (6.6), seulement le carré du
premier terme. Il reste partant

. . 1 o
(6.7) sina;, = sing; { 1— 3 (Yh Uiy + Yhs lho)? § e coscp/,.a/l—ul—@,
ou d;, est défini par (6.6). Les parties d'ordre o et 1 ont été déja cal-
culées au n° 1, formule (1.8). Elles peuvent partant s’écrire,

d’aprés (1.9), sing; et Y, sing,, on

(6.8) dn= il(y/‘cos:p,,—l%rcol?/,).

D’autre part, a cause de (6.6), le terme du second ordre y; sing,

.dans (6.7) est
. 1 Y I . DY . 9
= S0 04 5 (Ytir b Yiralii2)* — c08 Qs g (Ve iy + Yies lia)-

On peut y remplacer ., el /., par {sing,,.,, {sing, ., et Pon a

yh=—"=" ; 8 (Yhar SINQ) iy - Vs SINQ) 0 )?

1 . .
-+ 5 (,‘olQ/,(-,'/, -1 SINQ 4y A Vs 511)‘39/,_3) {

3 §

Pour plus de symétrie faisons apparaitre. comme au n° 1, la courbure
triangulaire

1N .
(6.9) T—=, 2‘ Y SI0 Q)
- 3 h !
1
et le trinome analogue

1 -
(6.10) = 3 2,7/,_:1.1-9,,,
a3
1

Alors on peut attribuer & 7, la forme

(6.11) In==— 1‘3; %(3‘: — Yasing,)®+ l; colo, (37— yusin®gy) }

R, 1M, 9
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Toujours est-il que (1.7), en y séparant les termes de différents ordres
s’écrit

(6.12) sinah:sincph{1+q;,,+x/,+@} (h=1,2,3).

En remarquant que sina; peut étre remplacé par sing, lorsqu'il
est multiplié par un terme du second ordre, on tire finalement

des (6.5) et (6.12)

In

/
o+ +yn+ él'-’ kK_‘—%Y}.;) sinsc,o/,+@}.

C’est la forme du théoréme des sinus en seconde approximation,
Uy ety ayant les valeurs (6.8) et (6.11).

7. Remarque sur le théoréme de Legendre. — Dans le
calcul du numéro précédent nous avons utilisé, pour le triangle des
cordes, des formules de trigonométrie sphérique ou pseudo-sphérique.
On serait peut-étre enclin a penser que, dans 'approximation du
second ordre dont nous nous sommes coutentés, on aurait pu d’abord
appliquer le théoréme de Legendre, qui, au méme degré d’approxi-
mation, rameéne la résolution d'un triangle géodésique sur une sur-
face a courbure constante a celle d’un triangle plan ayant les mémes
cotés et les angles modifiés d’un tiers de 'exces (&, + ay+- a;) — 7.
En réalité il n’en est rien et voici pour quelle raison.

On arrive 4 'énoncé ci-dessus en conslatant que les mémes rela-
tions indépendantes, au nombre de trois (précisément celles qui
expriment le théoréme du cosinus), sont satisfaites aw troisieme
ordre preés par les éléments du triangle sphérique (ou pseudo-sphérique)
et ceux du triangle plan correspondant. 1l ne s’ensuit pas d'une
maniére absolue (comme s'il s’agissait d’'égalités rigoureuses) (ue
toute combinaison des trois relations soit également valable dans les
deux cas aw méme ordre d’approximation. Justement, pour le
théoréme des sinus, on s’apercoit aisément que 'équivalence subsiste
seulement en premiére, mais non en seconde approximation.

C’est pour cela que nous avons du prendre comme point de départ
les formules (6.1) de trigonométrie sphérique (ou pseudo-sphérique),
sans les réduire d’avance moyennant le théoréme de Legendre.
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8. Indications générales sur les approximations d’ordre
supérieur.

I. Cas du plan. — La représentation paramétrique des courbes
planes, eanvisagée au n°® 2, peut étre poussée, a 1'aide de développe-
ments tayloriens, suivant les puissances croissantes de I'arc s, jusqu’a
un ordre m arbitraire. On suppose, bien entendu, que chaque arc de
courbe dont il s’agit, se comporte, par rapport a la courbure géodé-
sique Y et & ses dérivées, d'une maniére analogue a celle admise pour
les deux premiéres approximations. On suppose notamment (n°® 2,
page 11) que, L étant une limite supérieure des longueurs a envisager, et

Y’ .;,’ ceey .Yun—l)’ Y”m’

les valeurs des dérivées de la courbure (dans n'importe quel point de
cet arc), les produits

TLI ;fL‘z, e Yuu—l)Lm’ Y‘"”L"H"

(qui sont des nombres purs) ont un ordre de grandeur non inférieure a
I, 2, ..., m, m-+1,

respectivement. Alors, si I'on considére d’abord le vecteur-unité t,
tangent a la courbe, on reconnait, d'aprés les formules de Frenet,
que t(s), jusqu’'a I'ordre m inclus peut étre représenté sous la forme

(8.1) t(s)=Aa(s)t,+ B (s)n,,

&L(s) et ¢3(s) étant des polynomes de degré m en s, dont les coef-
ficients contiennent (sous forme rationnelle et entiére) les valeurs
de yetdeses dérivéesy, ..., Y™, jusqu’a 'ordre m — 1, pour s=o
(ou méme pour une autre valeur quelconque de s entre o el L);
t, désigne évidemment la détermination de t pour s=o, et n, n’est

LT -
que t, tourné de - dans le sens positif.
2
Si Q(s) désigne le point courant de I'arc dont on s’occupe, on a

dQ)
s = t(s)

et, par intégration de t(s), depuis s —=o, correspondant, disons, au
point P, jusqu’a un s générique, on se procure la représentation
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paramétrique de 'arc. Si I’on pose, pour abréger,
c’(s):f Aa(s)ds, A(s)= f aB(s)ds
0 0

{les y figurant dans @ et @3 devant étre traitées comme des constantes
vis-a-vis de l'intégration), il vient, pour l'autre extrémité P’ de
I'arc (s =1, Q=P)

(8.2) P'—P=¢(/)t,+@(/)n,

tandis que, pour le verseur tangentiel t’ au point P, on tire de (8.1),
en y posant s =1,

(8.3) t' = a({)t,+ B(I)n,.

D’autre part, si u désigne le verseur de P’ — P et a sa longueur,
on a

P'—P =an,
ce qui permet d’attribuer a I'équation vectorielle (8.2) la forme
(8.4) au=C(l)t,+ ®()n,,

qui équivaut a deux équations scalaires, tandis que (8.3), exprimant
I'égalité de deux verseurs, revient a une seule. Les trois ensemble

permettent de déduire, pour la figure (lunule) formée par un arc PP

et sa corde PP/, soit la longueur a de la corde, soit les deux angles
de contingence entre corde et arc aux sommets P, P’; en fonction
de /, de y et de ses dérivées (jusqu’a I'ordre m — 1).

Si maintenant on envisage, toujours dans le plan, un petit
triangle P P;,, P, ayant pour cdtés des courbes quelconques, on
peut, pour chaque c6té, se procurer de la sorte la longueur a, de la
corde et les deux angles de contingence By, s+9; Bris, 2+1 €0 fonction
des I, des vy et de leurs dérivées, Et 'on aura, comme au n°® 5, pour
les angles a), du triangle des cordes,

%= Qn— ( ﬁh-q-i,h-;-z -+ 5/:-;—2,/1-*-1 ),

¢n étant les angles du triangle curviligne.

Dés lors, on n'a qu'a remplacer, dans une relation quelconque de la
trigonométrie rectiligne, les a, et les a; en fonction des /;, des ¢y,
des courbures vy, et de leurs dérivées vi, ..., Yy ! (jusqu'a
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I'ordre m — 1), pour en déduire les formules correspondantes, se
rapportant au triangle curviligne, ezxactes jusqu'a l’ordre m inclus.

II. Sphére. — Tout ce qui précéde peut-étre transporté mutatis
mutandis aux petits triangles (curvilignes quelconques) tracés sur
une sphére ou pseudo-sphére, étant naturellement & compter que, au
cours de calculs et dans les formules finales, il y aura lieu de ren-
contrer aussi la constante K de la courbure totale (KL? étant censé
du second ordre).

III. Surface quelconque. — La méthode suivie aux n* 3 el 5,
pour m = 2, sur une surface quelconque, et les compléments esquissés,
dans le cas du plan, pour m quelconque, peuvent étre combinés.

) q que, p
On introduit alors, non seulement les dérivées des courbures géodé-
’ o]
siques, jusqu'a I'ordre m — 1, mais aussi les valeurs de la courbure
totale K et de ses dérivées partielles, jusqu'a 'ordre m — 2, ces der-
niéres dans un méme point du triangle, qu’on peut choisir 4 son gré.
‘On suppose naturellement, a I'égard des ordres de grandeurs, que les
PP ) 8 8
choses se passent de la maniére spécifiée au n® 3, page 18.

Il convient toutefois, méme en restant dans les généralités, de fixer
’attention sur une circonstance qui est bien connue pour les triangles
géodésiques (). C'est qu'on ne pourra pas, de régle, aboutir a des
relations renfermant seulement cotés, angles, courbures géodésiques y
des cotés, courbure totale K de la surface, et leurs dérivées. Ceci

’
a cause de la non-homogénéité métrique de la surface o, d’aprés
laquelle la position et l'orientation du triangle ne sont pas indiflérents,
g P
de sorte que, en général, on ne réussira pas a éliminer les coordonnées
des sommets (ou quelque autre élément absolu, c’est-a-dire impliquant
q )
la localisation du triangle sur la surface ¢), qu'il convient d’introduire
pour effectuer les calculs, ainsi que pour réduire les valeurs de K et
de ses dérivées & un point unique. On est assuré a priori qu'une telle
P q p

difficulté n’existe pas pour les surfaces admettant un groupe oo® de
mouvements. Alors, on retombe d’ailleurs sur les surfaces a courbure
totale constante. '

1V. Premiére et seconde approximation. — On a traité en détail
les cas m =1 et m —= 2. A la vérité, pour m —1, nous nous sommes
d’abord appuyés (n° 1) sur la géométrie élémentaire dans le plan;

(') Comparez DARBoOUX, loc. cit. au début, p. 181-182.
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mais nous avons ensuite constaté (2 la fin du n° §) que les résultats
de premiére approximation n'en différent pas, quelle que soit la
courbure K, puisqu’elle intervient seulement a partir de m — 2. Tout
se passe donc en premiére approximation comme pour les triangles
d’arcs de cercle dans le plan.

Quant & m = 2, I'analyse développée aux n* & et 6 laisse apercevoir
que la courbure K, figurant seulement dans des termes du second
ordre, peut étre rapportée a un méme point du triangle. Deés lors,
il n’y a pas de dillérence avec le cas,de K constante. On peut, partant,
si I'on veut, se placer d’avance sur la sphére, ou sur la pseudo-sphére,
suivant le signe de K, ou, comme cas particulier (K = o), encore une
fois dans le plan.

Il n’est peut-étre pas sans intérét d’ajouter encore un mot sur un
modele canouique pouvant convenir aux cOtés de nos triangles curvi-
lignes.

Pour m —1 (on vient de le remarquer), tout c6té peut étre identifié
a un petit arc de cercle, donc de son cercle osculateur.

Pour m =2, il faut tenir compte aussi de ¥, ce qui porte sur des
courbes, dont la courbure géodésique n’est pas constante; d'ailleurs,
le choix du type canonique est arbitraire. Dés lors, en se rapportant
spécifiquement a la sphére, on pourra, par exemple, avoir recours
aux courbes loxodromiques; et il serait parfaitement loisible de se
borner, pour m — 2, aux triangles sphériques formés par des arcs
loxodromiques : on devra toutefois se servir de loxodromies se rap-
portant en général a des poles différents pour les trois cotés.



