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SUR UNE GENERALISATION DU THEOREME
DE DENJOY-CARLEMAN-AHLFORS;

Par M. Arexanpre DincHas.

(Berlin.)

1. Dans une Note publiée récemment dans le Mathematische
Zeitschrift ('), nous avons montré comment une modification
légeére de la méthode différentielle de Carleman (2), permet
d’obtenir d’'une maniére fort élégante une inégalité analogue a
celle que Milloux a donmé dans un travail publié¢ dans les Acta
Mathematica (*) en utilisant le Verserrungssatz bien connu de
Ahlfors. ,

Dans le cours de recherches engagées dans une toute autre
direction, je suis arrivé avec cette méme méthode de Carleman
convenablement modifiée a une cxtension du théoréme de Denjoy-
Carleman-Ahlfors pour les fonctions entiéres a « croissance régu-
liére » en répondant ainsi en partie 2 une question que j’ai posée
dans un travail antérieur (*).

2. Soit f(2) une fonction entiére dans un domaine B limité par
deux courbes C,, C, issues du point 5 = o, sans points communs
et s’étendant a l'infini. Désignons par s, 'arc du cercle | z|=1r
compris entre C,, C, et appartenant & B, par 6, I'angle correspon-
dant et enfin par s(r), 6(r) leurs grandeurs respectives. La

(') A. Dineuas, Bemerkurgen zu einer Differentialungleichung von
Carleman, (Mathematuche Zeitschrift, Bd. 41, 1936, p. 713).

(*) CARLRMAN, Sur une inégalité différentielle dans la théorie des fonctions
analytiques (C. R. Acad. S¢. Paris, 196, 1933, p. 995-997).

(*) MiLLoux, Sur les domaines de détermination infinie des fonctions entaer es
(Acta Mathematica, 6t, 1933, p. 105-134).

(*) A. Dinouas, Uber einen Satz von Phragmen-Lmdelof (Mathemattoehc
Zeitschrift, Bd. 39, 1934, p. 455-461).
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fonction f( z) soit telle que sur C,, G, I'inégalité
(2.0 log [f(3) |Slogy(r)=1rf"  (3'>0)

soit vérifiée, tandis que a V'intérieur de B on ait au moins pour
un z de l'arc

(2.2) [f(a) > x(r)  (r2ro).

Nous détinirons comme fonction caractéristique de f(3) dans le
q
domaine B l'intégrale

T(r, B)= (#r) /O‘I(;g]_/'(rr’i-?)illg.

Considérons maintenant la fonction

m(r, ) =~/0:<|:)_;_" j%)2(1;.

Nous avons

Poe [ obrdo et U= [ (0t B2)ds,
2, 2,
oll nous avons posé
=+ | f(ret
log et b ®(r, o) =b.

Y(r)

Soit E I’ensemble des points du domaine B ou I'inégalité (2.2) est
vérifice et E' Pensemble complémentaire. Pour E on aura

AP =— Alogy(r)
tandis que pour E’
Ad = o,

donc en tous les cas

AP =D, + "%’ + ‘%? 2— Alogy(r).

Par des calculs trés faciles en utilisant les deux inégalités

 m'? w2
2 o>t M 2 70> T 2 1
forasz 02 e ‘/a‘fbgds‘:ﬂ?(,.)ferq’ do (1),

(') Loc, cit. p. 715.
LXIV. - 10
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on arrive a la relation

" ,
(2.3) m'om

1
2 2 1

—. 2 m — Alogy(r 'D ds.
m = P )

52 (r)

D’autre part on tire de 'inégalité de Schwarz

o 2_m(r)
. o) <!
(2.4) (0“) /q), > S50y
on aura alors a fortiori h
" . N2 2 /
(2.5) AL I(-’" >T2 — 8Cr) Alogy(r).
am 2rm A\m ) = s2(r) m(r)

Maintenant par un raisonnement trés simple, on peul démomrer
Pinégalité

"+|f(e?f 1 + ot e
0(’_)‘/ O(r) lo ——{—(— ?Zﬂ—(—;—)ﬁlog‘j(’e 2): do —logy(r),

pourvu qu’on ait ‘;’(I')il’. Cette inégalité combinée avec (2.4)
donne ‘

/_‘-
9.6 /m(r)> . e )
12.6) 0(”:T(:. B)—logy(r).

Des formules (2.5) et (2.6), il résulte enfin

(2.-) m..m 1 m L Alogy(r) ,
‘ am  arm  4\m s(r) T(r,B)—logy(r)

HV

le membre droit de (2.6) étant supposé positif.

3. Neus dirons maintenanl que la fonction entiére d’ordre

fini p > 1) dans le domaine B soit a croissance réguliére, si pour
) , .
tout 5 < p <<p,omna
. " B
(3.1) lim —T—g—,—’——) =

r>n r
Nous supposerons e¢ncore, que

(3.2) : lim ré(r)> o.

r> o

En premier lieu, nous tirons de la formule (2.7) pour r2r,,
m'
(3.3) m'" + >0
¢’esl-a-dire '
rm” +m' = (rm') > o.
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Donc rm' est une fonction croissante de r et ne peut s’annuler
qu’une fois. En combinant (2.6) et la condition (3.2), on peut
voir aisément que m(r) croit plus vite que r¢, ¢ > o. Il en résulte
que

(3.4) m' - o

pour r suffisamment grand. On peut alors écrire

m? m’ 1 /m'\?2 m' ;im" m'\2 _/m" 1\?
(3.5) ig-—+ — - (— )=~).——~(—~,+—>—<~~) = +=)
am  arm 4\ m) | m\m  r m) =\m r

En tirant la racine carrée, on aura de (2.7) pour r grand,

m' I

o

~
Z

[T+ o)l

m’ r s(r)
ou par (3.3) et (3.4),
d o 27
(3.6) ;l—r(logr;ﬁm(r, *()>Z;—(—;—)[|+o(1)].

Deux intégrations successives et un calcul analogue a celui que
j’ai utilisé dans ma Note de Math. Zeitschrift donnent la relation

—_— T "dt
3.~ i = <o.
(3.7) lim ,Og,.[ 56 =°

qui généralise les théorémes de Lindelsfet de Milloux ('), pour la
classe des fonctions entiéres a « croissance réguliére ».

C’est enfin un procédé trop classique pour qu'il soit reproduit
ici, qui permet de démontrer en partant de (2.6) le théoréme
de Denjoy-Carleman-Ahlfor's sous la forme suivante : supposons
qu'une fonction entiére [(z) vérifie sur n courbes issues du
point z=o sans points communs et s'étendant a Uinfini les
inégalités (2.1),(2.2), tandis que dans chacun des domaines B, ,
Bo, ..., Ba limités par deuz courbes consécutivesla fonction f(z)
soit & croissance réguliere au sens de (3.1). Alors on aura
encore

n<2p.

(') MiLLoux, loc. cit. p. 114.



