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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LA DISCUSSION DES EQUATIONS DE RAMIFICATION
RELATIVES A CERTAINS PROBLEMES D'ONDES.
APPLICATION AUX ONDES DUES AUX INEGALITES DU FOND;

Par M™¢ M.-L. DusreiL-JacoTin.

Nous nous proposons, dans la premiére partie de ce travail, de
meltre en évidence des conditions suffisantes simples qui per-
mettent, pour certains types d’équations intégrales non linéaires,
d’affirmer I’existence d’une solution unique non identiquement
nulle au voisinage d’une valeur du parameétre pour laquelle il y a
ramification. Nous montrons dans le paragraphe 2 que ces condi-
tions s’appliquent immédiatement au cas des ondes périodiques
permanentes a deux dimensions et permettent de simplifier
beaucoup leur étude. _ ‘

Dans la deuxiéme partie, nous envisageons des équations inté-
grales non linéaires pour lesquelles la discussion des équations de
ramification n’est pas donnée par les conditions simples du para-
graphe {1, mais pour lesquelles le probléme linéarisé n’a pas de
solution. Comme application, nous étudions dans le paragraphe 4
les ondulations de la surface libre d’un liquide qui s’écoule sur un
fond ondulé. Ce probléme a été étudié par Lamb (*) sur les équa-
tions linéarisées. Lamb trouve en général une solution unique mais
dans le cas ou la vitesse d’écoulement ¢ est, au premier ordre prés,
égale a la vitesse de propagation des ondes de méme longueur
d’onde a la surface libre d’un liquide pesant de méme épaisseur

S, A 2nH 1.
reposant sur un fond horizontal : ¢?= z—i th 2—-’-;—, le probléme est

") LAué, Hydrodynamics, 5% edition, 1930, p. 386.
LRIV, 1
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impossible et Lamb écrit « To obtain an intelligent result in this
case we should be compelled to take special account of dissipa-
tive force ». Nous reprenons I'étude de ce probléme sur les équa-
tions complétes. Nous démontrons ainsi I'existence d’une solution

. ; A 2m=mH , . . .
unique pour ¢ £ —E th2Z2 =, Nous étudions ensuite en détails

27Tm A
2nH

—- Nous montrons, en utilisant les proprié¢tés

le cas ¢2=2£ th
27T

rappelées dans le paragraphe 1 et les calculs précis faits dans notre
thése pour discuter complétement I’équation de ramification des
ondes de surface libre et de profondeur finie que, sans faire inter-
venir de forces supplémentaires, le probléme admet encore une
solution unique. Dans le paragraphe 5, nous donnons un procédé
de calcul pratique de cette solution.

1. Nous considérons une équation intégrale non linéaire de la
forme

b
(1) u(x)-+—f [K(x, z,) -+ 2K, ) |orVdey,=Fio).

ou F, qui éventuellement peut contenir 2, est une opération fonc-
tionnelle non linéaire en ¢ satisfaisant aux hypothéses qui permettent
de résoudre I'équation par approximations successives (') ce que
nous exprimerons pour simplifier en disant qu’elle est du type de
Schmidt. Enfin J + 2K est un noyau auquel s’applique la théorie
de Fredholm.

Le paramétre A étant quelconque, on sait que cette équation
intégrale a, dans intervalle (@, &), une seule solution petite qui
est identiquement nulle. Soit 3, une valeur de 2 pour laquelle le
noyau K(z, x,) + 2, K(z, z,) admet des solutions fondamentales
non identiquement nulles. Posons A =2,— x ot x est un para-
métre petit. L’équation s’écrit alors

b
0(.1‘)+f [HK(z, £))+ 2K(r, 2)]o(x1) dry
a

b
:xf K(z, z,)o(x\)dry+ F

(*) Voir par exemple LicatenstelN, Vorlesungen iiber einige Klassen nichtli-
nearer Integralgleichungen und Integrodifferentialgleichungen (Berlin, 1937).



et il s’agit de voir si pour x petit, de telle sorte que

h
xf K(x, &) de,
a

est du second ordre comme F, le probléeme admet des solutions
autres que la solution triviale o. Supposons d’abord que le noyau
admet une seule fonction fondamentale ¢(z) que nous prenons
normée et soit ¥ (x) la solution normée de I'¢équation homogéne
associée. Alors on sait qu’on peut écrire 'équation sous la forme
b b
() + [ E(x, r)o(enydrei=r¥ix)-+ 2z K(z..r))oi(r)de +F,
“a

n

en posanl
b

r:f Q(ry)e.r ydx,

a

E=X(ar. )+ K(r,ry)+2cx)Wir).

le noyau E n'admettant pas de fonctions fondamentales. Cette
équation admet une solution unique petite développable en série
entiére en r et x; r ct x étant considérés comme deux paramétres
indépendants

V=N r 4+ Agx+ A - Apre -+ Ager2+.. .,

en supposant bien entendu que si F contient 2 =1,— x, F soit
analytique en x. L’équation initiale (1) aura autant de solutions,
pour x petit que I'on pourra définir de racines petites r(x) par
I’équation de ramification

h
r= [ p(uai)vir)dx,
“a

cette équation est de la forme
o=r(ayr—+ asx+...).

En eflet il est bien connu que le terme linéaire en r disparait dans
I’équation de ramification, d’autre part il est évident, F (2, ¢) étant
du deuxi¢me ordre en ¢, et le terme linéaire dans ¢ se réduisant
a ro(x), que r est en facteur dans la solution 1, c’est-a-dire que
Ay=Ayp=...=o0. On a donc la solution triviale r=o0 qui



— 4 —
donne ¢ = o et il reste a discuter Uéquation
O=@nr+ A% . ...

si @y o on aura une solution unique r(z), mais pour que le
probléme initial ait une solution unique non triviale il suffit éga-
lement que I'on puisse déterminer x(r) c’est-a-dire que a,,5% 0.
Or sous cette forme la condition est indépendante de F et ne fait
intervenir que le novau.

On a en effet
b h
A :r)—+—f E(wr, c1)A gtz )doey = / Koro ryscryydry.
n “a

Multiplions alors les deux mewmbres de cette équation par W' (z) dz
et intégrons entre a et b, il vient, en tenant compte de la valeur
de E et intervertissant les signes d’intégration, ce qui est permis ¢n
vertu des hypothéses faites sur le novau,

b booab
a..,:f o)A () dry = [ [ Wor.  ripgixWWichvdrdr,,
" L% 7y

a t

d’on la condition suffisante cherch¢e
N

(A) / f K, rrg(r ) Wir) de dry o,
a Ya

Si K = o, c’est-a-dive si le parameétre 1 a lu place habituelle en
facteur devant le noyau, cette condition est équivalente a

b
f o(z\)Wir )dr #£o.
[ .

Condition satisfaite si A est pole simple de la résolvante et en par-
~ ticulier satisfaite si le noyau est symétrique.

Si le noyau & n’est pas identiquement nul mais n’admet pas de
fonctions fondamentales, il admet un noyau résolvant 9 et I'équa-

- . tion donnée est équivalente a I'équation

: b b
3 ') olz) =+ ho [ K(r, x)0(2))dx, = F+-/.f Kix, ry)o(zy)dey,



en posant

. -
k= K(.z, .ry ,-+-f IL(x, )K(t, &) dt.
_ b *
F=F +f Nz, 1\ Fdr,

a

et la condition suffisante cherchée s’écrit sous la forme

/L

ou W(z) est la solution de I'équation homogéne associ¢e de (1')

b
9(0)W(x)dz, # o,

b
W(x )+ ).of K(z, £,)¥(z)dz = o.
a .

L’équation homogéne associée de (1) peut d’ailleurs s’écrire en
fonction de K et K

b b )
W(z,)+ [ %.‘JC(«:, Zy) + ko [K(m, x, )+f Kz, tK(e, xi)dtlg
< ¥(z)dz = o,

et cette équation n’est pas satisfaite en général par W. On a donc

en général ¥ £ W et comme on peut écrire cette équation sous la
forme -

b . b
“’(m,)—i—f Kix, 21)¥(z)dzx + lof Kz, x,)
n R a
= [‘l’(,z)—i— [ XK(u, a:)\l’(u)du]da: =o,
Ja -
on voit qu’on peut prendre alors
b
Vi) ="(x) +f Kz, z,)Y(x)dx.

P bq—
Mais si K (z, 1), K(z, z) etf K(t, z,)3(=, t)dt sont

symétriques en .z et z,, I'équation peut s’éérire sous la forme
b— .
w(‘tl)*‘xo;f K(x, x-x)‘l’(.l‘)d.t
a

) b
+/ XKz, x,)[‘l"(z)-;-)\of K(z, u)¥(u)du |dz = o,
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qui moatre, le noyau JC n’admettant pas de fonctions fondamen-
tales, que les deux équations associées sont équivalentes. Il est
~d’ailleurs ¢vident a priori que si JC, K et K sont symétriques, les
équations associées des deux équations équivalentes sont également
équivalentes et qu’alors la condition suffisante (A) est satisfaite.
Mais en général K et K étant symétriques K ne Vest pas.
Cependant il est un cas important pour les applications que nous
avons en vue ou 'on peut affirmer que K est symétrique comme K
et K, c’est celui on JC ¢t K sont des fonctions périodiques de
période b -— a et paires en x - — z,. :
On a en effet la propriété suivante :
Soit w(¢. ¢) une fonction paire de ¢t — o périodique de période
b — a, N(s, ¢) une fonction également périodique et pairc de s — ¢;
la fonction

gis. o) _—_f N(s. t)wit. 5)dt
est également périodique et paire en s — 7.
En effet, posons t'=1t — ¢, alors
wit,g)=w(t) et N(s, ) =N(s—a. t'),

osons encore s'—= s — a, il suffit de montrer que
p ’ q

h-a
&S, 3) :f N(s, o(l')dt'= g(s)
a—a

est périodique de période b — a. ce qui est évident, ct de plus que
c’est une fonction paire de s'. On a en eflct

h—a b—a ) .
f N, yo(tH) dt’ —f N(—s, =)ot dt.
T “w—1

o~

Posons © = - t'
On a.donc , .
b—a ' —b+0 .
g(s)_../‘; = NSy (e dt _—[ N(— 8, s)miz)dz
Ya—7 ¢ —a+g

—a+0
= [ N(—¢, D)yo(t)d=
b+

i G—b+ib—u)
o C = Ni—s', ) miz)d=.
Jo—b
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. . X+h—au
mais ¢n vertu de la pérlodicitéf N(—s.7)w(7)dr est indé-
X

pendant de «; on a donc

b—a
g(s')::f N(—s, s)o(m)dr = g(—5") C. Q. F. D.
n—aq

I résulte aisément de cette propriété, en se reportanta la formule
de définition des noyaux résolvants, que JC étant périodique et pair
en z —z; il en est de méme de IT; il en est par suite encore de

o
méme def N (., t) HK(t, z,) dt donc de K. Donc

Si les noyaux K et K sont des fonctions périodiques paires
enx—x,,onestsar que Uéquation (1) admet une solution unique
non identiquement nulle au voisinage de toute valeur caracté-
ristique A, de \ pour laquelle le novau admet une seule fonc-
tion fondamentale.

Considérons maintenant le cas ou pour la valeur 3, le noyau
I + 2, K admet deux solutions fondamentales o, et ¢, que nous
0 ¢ $s q
prenons orthogonales et normées; et supposons de plus que I'on
sache « priori que v(x) est orthogonale a une combinaison linéaire

de ces deux solutions :
b
f (kigi+ hkigs)v(xrde, =0 avec ki +Ak3=1.

4

Prenons alors comme solutions fondamentales, orthogonales et
normées :
by = k51 + k29, D, = kyor— ki 9.

Prenons enfin comme solutions orthogonales et normées de I'équa--
tion homogéne associée ¥, et ¥, telles que '

,. N
f Y@, dr = o.

E=X(z, 1)+ hK(x, 2,) + @ (r) ) ¥ (z) + Ps(2)) ¥a(2).

Posons alors
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L'équation donnée peut encore s’écrire

b
v(‘z)—e—f E(z, zy)v(zy) dzy
a
=r‘l’,(.t)+F+zf K(z, x,)e(x)dz,,
n

en posant -
. b
r:f v(z)Ps(z)da.

Le noyau E n’admet plus de solutions fondamentales et tout se
passe comme dans le cas d’une seule fonction fondamentale; la
premiére approximation de ¢ est r®, et la condition suffisante
cherchée s’écrit encore

b b '
f f Kz, z,)®(xy) ¥a(x)dz dry # o.
a a

Elle est certainement satisfaite si

1° 5K élant identiquement nul, K est symétrique;

2° J n’admettant pas de fonctions fondamentales, K et K sont
des fonctions périodiques ct paires en z — x,.

Si au lieu d’une équation intégrale on a un systéme, on peut le
‘remplacer par le procédé de Schmidt par une équation unique de
‘méme forme et il suffit d’écrire pour elle la condition suffisante (A).
Mais si ce systéme est équivalent a un systéme de la forme

b .
v(.'t)+/ (X + AK) o(,) doy = F(u, ¢).
““a B
b A
u(_w)+f Kiu(zy)dz, +f Kyo(zy)dry = H(u, v),
a a

ou pour simplifier 'écriture nous ne considérons que deux équa-
~ tions, on est encore assuré de Uexistence d'une solution unique
non triviale au voisinage de 1, si, K, et K n’admettant pas de
fonctions fondamentales, les noyaux X et K sont périodiques
et pairs en x — xz, et si le noyau K + 2K n’admet qu'une
seule fonction fondamentale ou en admet deux dont on sait
a priori que l'une d’elles est orthogonale a la solution .
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" Enfin il en est encore de méme évidemment si on a une équa-
ton intégro-différentielle :

b
S s dv dre
u(x)—+—j(: (JC-+-AKw(z,)d.z,=F<v,£, ..-,3;),

pourvu que I'on ait pu montrer, en la remplacant par exemple par
un systéme, qu’elle était résoluble par approximations successives
et que les conclusions relatives a une équation lui étaient appli-
cables a savoir : pour X quelconque il y a une solution unique
identiquement nulle; pour A =12, — x I'équation

b
v(x) +f Ev(xy) dz,
. b dre
=r¥(x)+x K(,x,x.yw(w”d.m+F<v, ’-z_i;;)

a

admet une solution unique développable en série en r et x.

~ 2. Application aux ondes permanentes i deux dimensions. —
-1° Dans le cas d’une onde irrotationnelle a la surface d’un liquide
de profondeur infinie, Lichteunstein (') s’est ramené a Pétude du
systéme '

27 27
6(c*)— ff log;l_e(c) ds = f / logi(e—"-sin 8 — 0) do,
0 0

: 2 a*
:(a')—p/ 8(c)ds =pf (e—37sin® — 0) ds,
0 0

¢ —ao"
2
symétrie 8(¢) = — 0(—0a), 7(¢) =1(— ). Ce systéme est du

avec r =y/2[1—cos(g—¢")] .—_zlsin l el la condition de

type étudié dans le précédent paragraphe : le noyam log; est

symétrique et au' voisinage de chaque valeur caractéristique
de p : p=n pour lesquelles il y a deux fonctions fonda-
cos ng sinno

mentales ®, = ——, ®,— ——~ dont l'une, en vertu de la
V’ﬂ kg .

(') Loc. cit., 2, p. 4.
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symétrie, est orthogonale a la solution, on est assuré qu’il existe
une solution unique non triviale.

2° Dans le cas de I'onde rotationnelle (avec comme cas particu-
lier 'onde irrotationnelle), je me suis ramenée (') a 'étude du
systéme intégro-différentiel

—lon-ds::——- —_—ds — —— — pw* + P*
dn dn 2% an . dn /

N p f T gV I *F do* PR y
0

avec

w_.—— [fFlog—rl"rln

Vve—_1 [ "oV log L e,
~ r

A dn

a7

27 .
. I " t TN
V = b vV <log > ds — 9?5‘,[ i log - ds,

ou F et ® .sont du second ordre en V, V*, w et leurs dérivées des
deux premiers ordres et la fonction arbitraire f qui a en facteur le
paramétre r caractérisant la hauteur de 'onde. Ce systéme est,
comme je l'ai montré, résoluble par approximations successives.
D’autre part il résulte de la forme de F et ® et de la propriété
rappelée dans le paragraphe 1, que si I'on écrit la premiére appro-

. . \ . R
ximation de 2%, qui dépend de deux paramétres sous la
dn

~cos(s—Q) IV* . . .
forme ’—-—(_—_——-l, —,; est une fonction paire de s--; on sail
V=
Jn
une solution unique non triviale au voisinage de toute valeur
entiére de p, c’est-a-dire qu'il existe une onde fonction du para-
rg

27c?

. v .
donc a priori quef ——-sin (s — Q) ds = o et le systéme admet
0

métre r dont la vitesse est donnée par p = =n—=x(r);

Pamplitude de cette onde s’annule avec r et si ’équation de ramifi-

cation ne donne pas x = o, r arbitraire (cas de 'onde de Gertsner),
x(r) s’annule également avec r.

3° Enfin les ondes a la surface d’un liquide homogéne de pro-

(') Journ. de Math., 13, 1034, p. 215-291
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fondeur finie sont données par (')

. PR 1 T 1
L — Vi [ Lt log ds + pee U log —— ot
= J, ris,s) = » res, t)

f ot dt or dlog <
- Pee f o** r
" 0

+ = dt
» 7 log 2o = an,
. 2T - *
Jdo . I )
— | =— =+ po* — — — s | < b*;
( an ” :zz[ an )
I
IR Jlog —— -
R rit, s) t )2 1
Ut — 4 u-_——_',13+_f vi L jog ds
=J, Jan,; =J, angdn, rt, s)

= —— r:" L£(m**),

1 o 1
w=—— ff F log - dk d,
2w S
w** dt .
[ ¢* dn* - . 1 T ot Is
dn re 2= o 3!71'

\"=—9:-+--——-——--—-0'-—-—‘-1

P 2% plog 2o PP
En portant dans la deuxiéme équation la valeur de V* donnée par
la derniére on a U™ et cette valeur portée dans la premiére équa-
tion donne une équation intégrale dont la partie linéarisée ne
dépend que de U*. En vertu de la propriéié rappelée dans le para-
graphe 1, le noyau de cette équation, qui est visiblement linéaire
en p, a comme terme J indépendant de p et comme coefficient K
de p des fonctions périodiques et paires en s —o (*). Comme ce
systéme est encore résoluble par approximations successives et
puisqu’on montre, comme dans le cas de la profondeur infinie. que
la solution est symétrique, on est encore assuré de l'existence
d’une solution unique non triviale au voisinage de toute les valeurs

(') Loc. cit., 4, p. 256.
(®) Cette équation est d’ailleurs

. 1 Rl I r(s, s)],-.
U \c)+:‘-:u( [p“mlnnm—kplo;.m]b (s)ds =o

avec X(o, §) =\ 1—2p; cos(a—s)+ p (loc. cit., &, p. 283), mais les résultats
du paragraphe {1 permettent d’éviter les longs calculs conduisant & cette équation.
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3 2n
-+ 09

caracléristiquesde p (') :p=n : pour lesquelles on a les deux

—_—p2n
P0

- cosne sinns . L.
fonctions fondamentales —=, ——— dont, par suite de la symétrie,

(V&5 V=
une combinaison linéaire est orthogonale a U”.

3. Considérons maintenant une équation intégrale de la forme

. b
(2) olax) +/ |Kix. xi)+ WK, 2)]e(x)) de,
a
=vh(z)+ Fiyh(x). v),

ot y est un paramétre petit, 4 une fonction donnée, F une opéra-
tion fonctionnelle non linéaire en ¢ et yh.

Alors A étant quelconque, on sait que I'équation a une solution
unique développable en série par rapport a y et tendant vers o
avec y. Au voisinage A == 1, — x d’une valeur A, pour laquelle le
noyan XK + 2,K admet des solutions fondamentales non identi-
quement nulles, il faut-étudier les équations de¢ ramification rela-
tives a

b
v(x) +f [IC(2, 21)+ M Kix. zy)]|viz,) de,
a
b
= z/ KRz, zy)eixnde, +vhiz)+Fvhor). e].
o

Nous nous bornerons encore au cas ou le noyau a une seule fonc-
tion fondamentale ou deux mais telles que I'on sache a priori que
la solution est orthogonale a une de leurs combinaisons linéaires
ce qui conduit toujours a I’équation

. .
v(x)+f E(z, z,)vo(21) dxi
w

b
=rW(z)+ vhir)+ = K(z, xy)v(zy)dz, + F,
el .

(*) Ces valeurs sont données immédiatement en résolvant le probléme linéa-
risé équivalent : déterminer p tel que AY = o ait une solution V(p, a) pério-
dique de période 27 en a et satisfaisant aux conditions aux limites

] " i oY
Y:o sv\frp.:p..,w "PV*‘JE =0 surp;x.
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avec I’équation de ramification

b
r =f Do) elay)dey.
a

On voit aisément, I'équation de ramification étant de la forme
O=ayY 4+ Tao Y+ 2 Y Foa P o+ 2 (5 Y+ Fur - D4,

que le nombre des solutions petites r(x, y) est le méme pour »
suffisamment petit que dans le cas x = o. [l s’agit donc essenticlle-
ment de discuter 'équation de ramification de 'équation

b
v(:rw—f L, epecrndery=rWycry+yhir)+F,
a

discussion qui n'est pas simple comme celle relative a I'équa-
tion (1). En effet, v est un paramétre donné, il faut donc discuter
nécessairement par rapport a r; or r n’est plus en facteur dans
I'équation de ramification et d’autre part la discussion par rapport
a r fait intervenir non plus simplement le noyau, mais les termes
non linéaires c’est-a-dire la valeur explicite de F.

L’équation de ramification a visiblement la forme

0=y A AoV A VS 2Pt L
Si ay £ 0, 22 0, on a deux solutions réelles ou imaginaires,
1
données par des développements en y*. Si &y 3£ 0 et si 2, 32 0 esl
le premier coefficient de 7 non nul, on a n solutions données par
1

des développements en y”. Remarquons que 2, 3£ 0 a une signifi-
cation intéressante. En cffet, on a

e(x)=r®,(r)+ va (z)+ deuxi¢me ordre.
b
aiz)= h(:v)+f Liz, z\)h(zy) day,
a

ou L(z, z,) est le noyau résolvant de E. D’on

b b b
' =f h(x)®.(z)dr +f f Lz, 2 h(ax ) Dol de dx,.
a - . Il a
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or on sait que

b
f Lz, ) Ps(x)de = Wi(ay)— Dy(xy):
3

b
2 -=f Yy(x)hix)de.
"

Etla condition z, 3% o exprime que le probléme linéarisé : irouver
une solution de '

d’ou

1
v(;rH—[ [Kiw, vo)+ K. r)e(rnrdey=vhix)
a

est impossible. Mais ceci n’entraine pas, ainsi que nous venons de
le voir, que le probléme complet n’aie pas de solution.

4. Application aux ondes dues aux inégalités du fond. — Le
mouvement est permanent et périodique de méme période A que
les ondulations du fond. Les équations qui régissent ce mouvement
sont exactement les mémes que celles que nous avons données pour
étudier, dans les axes liés a 'onde, le mouvement ondulatoire
permanent de la surface libre d’un liquide pesant de profondeur
finie ('). Les hypothéses caractérisant ce mouvement sont les
mémes : la courbe limite n’est pas trés différente d'une horizontale
la composante horizontale de la vitesse est voisine de ¢, la compo-
sante verticale petite.

La seule différence est que sur le fond on n’a plus ¢** =o,
mais ¢** = fonction donnée périodique de période %, soit

0t = v cos oL ’
! A
pour prendre I’exemple traité par Lamb.

Il suffit donc de remplacer o™ par Q" — y cost dans toutes les
équations, en désignant maintenant par " la valeur de w quand
le point tend vers un point du cercle intérieur, pour avoir toutes
les équations du mouvement.

(') Loc. cit., 4, p. 283.
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L’'équation finale a discuter est

EL ~

. 1 J I ris,s)],.

U*(s)+ —f 23— log—— + plog ——— | U*(s) ds
)+ z A "0 a(o?) gr(o,:; P8 T3 5) (%)

=Eiw*')+ Diw**)+ G*,

ot " intervient seulement dans

j w** dt
0 P oo

27T

. J 1
Diw*'*) = ——— + ——~f ©** — log ——— dt
2750 log oo = Jy dan, r(s. t)
o3 7 |
—l——'lf log ——— Liw**) dt
= Jy res, t)
27
f cos tdt ,
0 Peo i dJd 1
=D(Q")— 7] ——— —f—-—-'—-f cos t — log —— dt
: _2=xpelog 2o = Jy an, ree, t)
P?P3 :E I
L7 log ——— L(cos ¢)dt |;
w2 ‘[ ®r(s, t) ) !
or
> . . ) Jd m J )
£(cost)= lim. quand (9, a) > (po, 1) de — cost — log dz;
' 92 .J, dng° rige, T 0, a)
mais
W2T
1 26
j log ——————cos< d= = = = cosa;
A > 1r(g0. T 6. @) e
d’ou, comme on le vérifie sans peine,
L(cost)=— —] cos ¢,
]

ERS R
I P
£(cost)log —— dt =— —-cos 3
\/0‘ gl'(cr, t) 20
et

2w J I
cost — log ——— dt == cos s,
o dan, rie, t)

D’ou finalement
D(w**)=D(Q*")— 2ppey cosa.

L’équation fondamentale linéarisée du probléme est donc

: 1 [T ? 1 ris, $)7Y ..
* - 2 O e = —_— *
U +“'/o‘ [P"()(p%)lo"r(a', x)+P'Ogr(a,.¢)] U* ds

=—2ppaY COST.
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Lorsque p n’est pas valeur caracléristique, le probléme admet une
solution unique qui, ainsi qu’on le constate immédiatement, admet
les mémes axes de symétrie que le fond. Cette solution est déve-
loppable en série entiére en ¢ pour y suffisamment petit.
Pour les valeurs exceptionnelles de p
1+ p3m 2xmH

= m coth

:—P%m N (m enuer),

cosme
—_—
V=

- Si m 1, le probléme linéarisé admet une solution déter-

I'équation homogéne a deux solutions fondamentales

sinm o
3
minée a une combinaison linéaire prés de cos m o et sinma, c’est-
a-dire qu’il n’admet pas une solution univoquement déterminée et il
y aurait lien de discuter les équations de ramification pour avoir
la ou les solutions du probléme. Si m =1, le probléme linéarisé est
impossible. Nous allons discuter complétement ce cas el montrer

que le probléme a encore une solution unique.
En effet montrons d’abord qu’il y a une solution unique admet-
tant la méme symétrie que le fond c’est-a-dire telle que

27
f U*sinao ds = o.
o

L’unique équation de ramification se présente alors sous la forme
0=—2ppo \/xY -+ termes d'ordre supérieur en r et v.

Si I'on fait y = o on détermine les termes en r seul. Or leurs coef-
ficients sont, avec les notations utilisées dans ma thése et a des
coefficients m prés, ceux des termes en p. seul de I’équation de
ramification des ondes de surface libre. Or il résulte de 'expres-
sion du coefficient de p.2

LIVALY EPYY .. logp—1 _
i= PEPE (14 pg)p 2B L08R 4 (0) dp,
A J,, Le(t—opd) ~ logpe

que celui-ci est nul dans le cas du mouvement irrotationnel (&, =0)
qui nous occupe ici. On vérifie sans peine que le coefficient de 73
n’est pas nul et le probléeme a une solution unique réelle déve-

loppable en 771".
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_De plusiln’y a pas de solution non symétrique parrapporta OY.
En effet supposons qu’il y ait une solution non symétrique.
Elle s’écrirait, en posant ry = 7 cos @, ry = r sin

cos(oc— Q) , .
¥ =—2ppgYCOSG +r ———— + termes d’ordre supéricur,

V=

et 'on aurait a satisfaire a deux équations de ramxﬁcatlon que l’on

pourrait écrire
’=/‘ COS(G_Q)da,

. 0__‘/‘ sm(c'—fl,) do.

Or dans ¢, en vertu de la forme de F et ®, les termes en r seul

2T .
. R s —Q .y , . .
satisfont af vL“(-aT——-) do = o. La deuxiéme équation de rami-
0 ki

fication se réduit donc a

o= y(2ppoy/= sin @ + termes du premier ordre au moins en.r, y).

Comme y3£0, celte équation ne peut étre satisfaite par des
valeurs de r petites que si sin & = o au premier ordre prés. Mais
alors les termes du premier ordre en ¢ sont '

7 cos @
P4 =—2D 00y COSC + —=—
Y=

et loute la solution est paire en ¢. On a donc bien une solution unique
ayant les mémes symétries que le fond, mais la surface libre est

1
de I'ordre de y* et non plus de vy, elle a donc des crétes et des creux
nettement plus accusés.

5. Nous allons, pour terminer, indiquer un procédé pratique
permettant de calculer simplement et effectivement -la solution,
jusqu’a tel ordre d’approximation désiré dans le cas exceplionnel

)s_i th;Qﬂ'H.
2%

 J—
o= X

. }’=A¢+9(x, ¥),
LXIY. .
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ou A= % Chaque ligne ¢ = const. est une ligne de courant, la

surface libre est obtenue en faisant § = o; pour simplifier I'écriture
nous posons

27;.\% X___z_n_f’ Q_zqu

¥ = Y = Ta

2n H
-

L’équation -donnant ¢ est alors (')

Av_[u:(dv Jryp dv d‘v)

* \0X dXoF ~ IV gX2

- 27 \* _ dv \2d% v ()ﬁ do  adrv dv \*o?¢
iy X m+deWdXdW—<()TL;> ax: |

Les conditions aux limites étant

v** = ycos X surle fond ¥ = Q,
dav* "
P (cothQ) v

__ A k Az 21§A!£ . (3.7.‘ T AT [get\t
N ; [(%‘%)— (%')- — 4(coth Q)V'%r - -"‘{ cothQo* (?;F)]

sur ¥ =o; k étant, comme on sait, la constante qui s’introduit
lorsqu’on écrit que, sur la surface libre, la pression est constante.

Nous savons que le probléme admet une solution unique
1
développable en y*. Nous portons donc un développement de la

forme

i

a9
0= 017" 4+ 0y

+ 03+,
et identifions, k étant également représenté par un développement
1 2
k= kiyS+ kayr + kyy+....

On trouve immédiatement

v1 = Gy sh (¥ — Q) cos X,

k1=0,

() Loc. cit. 4, p. 228. Nous supposons ici le mouvement irrotationnel f = o.
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ou C, est une constante arbitraire. D’autre part on se rend compte
immédiatement que ¢, ¢, ..., sont de la forme

v2 = 903(¥) 4+ 0§ (W) cos X + ¢3(¥)cos 2X,

En portant ces expressions dans I’équation donnant o et identifiant
en v, puis en cos mX, on obtient pour déterminer v} ’équation

o — jrol = V/(¥),

V/, étant connu en fonction des ¢} ou ' <i—1.

Les conditions aux limites permettant de déterminer ¢} étant :
sur ¥ = Q, ¢(Q) = v/ = o sauf pour i = 3, j =1 auquel cas on a
0} (Q)=r1;etsur¥W=o:

ol * . oyw
'—ﬁ+cotthIi = V¥,

ot V}* pour j 3£ o est une constante connue égalementlorsque sont
connues les approximations précédentes.
De plus on a pour j=o.¢}" =o0; en effet, en vertu du choix

X427
de 'axe des x dans le niveau moyen, on af 0" dX = o, ce qui
x .

entraine bien ¢?* == o. La condition

)" AAl .
7‘11_" =V = ~ ki + quantité connue
a4

détermine donc &;.
Nous avons ainsi le schéma des calculs pratiques qui donnent la
solution. Mais il faut encore remarquer que si les équations

off — jrol=V{(¥),
v*m=o,

Jol* '
-5‘-;,- <+ coth Q vf* = Vj*,
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déterminent univoquement ¢ pour j £ 1 par
r

1) vi= :’l-f sh /(¥ — u) Vi(u) du
(1]
. Q
shj (W—Q)%4* +(j ch j ¥—cothQsh j ) f sh j(u—Q) Vi(u)du
[

+ JchjQ —sh jQ coth Q ’

il n’en est plus de méme pour j = 1. Les équations
o}' — v} = V(W)
vi** =0 (I#3),

dv’ * * .
-J\LF + coth Qol" =%}

ne déterminent ¢} que si V(W) et V}* sont liés par la relation
e
@) shQ‘U,“:f sh(z— Q) V} (u)du,

alors on a ¢} non univoquement déterminé et donné par

(3) ' —f sh(¥ — u) V{(u)du
_2’:“_’ sh(Q—u)V'(u)du+C,sh(‘lf—q),
chQ

ou C; est une constante arbitraire. Pour i — 3 on a d’ailleurs

04" — o} = VI(¥),

4xr
Py =1,

s . .
W+cotth§ =4,

et I'on trouye de méme la condition

Q

(4) shQ‘V?,‘=1+f sh(z —Q)Vi(u)du

. . “o.
et .

¥ h(W¥ YVi(u)d
(5) vf = s — u)Vi(u)du
(5) ¢} j: J

-—:—:‘g sh(Q-—u)V‘(u)du+ :Q—l-CaSh(w—Q)’

oni C; est arbitraire.
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En résumé le premier terme est déterminé a la constante C,
prés, le deuxiéme a la constante C, preés, etc., mais pour déter-
miner rchaque terme ¢; il faut écrire la condition (2) (ou (4)
pour {=3); donc chaque terme introduit une nouvelle constante
arbitraire mais donne une relation entre les constantes introduites
précédemment. Nous allons voir en effectuant le calcul des’
premiers termes que ¢, introduit une constante C, mais ne
détermine pas C,, car V)" =o, V) =o0; au contraire le calcul
de ¢, détermine G, et 'on vérifie en effectuant les calculs que celui
de ¢, détermine C,, etc.

En effet en portant la valeur de ¢, dans les deuxiémes membres
des équations on trouve

Vg =22 Cisha(¥—Q).

Vi=o,
Vi=o
D’ou
o _ *G1 —o)— (¥ _
=3 [sh2(‘lf Q) (Q 1>sth],
et de méme ‘
. AAZ LIPS |
g =—‘i—"kg+in<;+ch2Q),
‘v;‘:‘oy

La relation donnant 92* permet donc de déduire, puisque

o« =C3 h 2
09"t = 7—'—(0th-— S2QQ)’

Enfin (1) donne immédiatement

i =Tisha(F— Q)= T3 x 252 haw — Q).

D’oun : . ‘
vy = fz—cii [sh 2(‘F—-Q)-—<g —x) sh aQ,]

+ C, sh(\l"-—-‘Q) cos X + .’;‘_fo (—‘—%-’-Q—)- shz(lif—Q)'coszX.
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Le calcul de ¢, s’effectue de la méme maniére. Par identification,
on trouve

IJ’-\

Ve =

o [sh(¥ — Q)Y +~ch(¥'—Q)vi],

=~

vi= 4%, [3ch(W—Q)v§ +§ sh(‘I’—Q)vg’+sh(lI/'—Q)v!}’]
+ ’I‘— Ci sh(¥ — Q) [2ch 2(¥ — Q) + 3],
T 1 2
vi=4%¢, <ch(1P‘—Q)v§—; sh(w_Q)og') — Z Gish(¥ = Q);

d’ou, en remplacant ¢?, ¢! et ¢2 par leur valeur
) 2 Vg 2

Vo = Cysh2(¥ —Q),
vg,=;.:ca[ ”thQsh(‘I’ Q) + g coth? Q sh 3(W — Q)]
Vﬁ—O,

2 h? 3
vi=G (S ) v —0),

et de méme
A h ‘.
‘vg'=z_"k3A=—§c,[ (shQ ”hQQ)_v.g chQ],

2
VY* = keATCy chQ + B CiehoQ

(2¢8* +03*)chQ — 203" ( hQ+zshQ)]

+

.9
|
f_'_1

<
e
»
It
o
a
]

_..'qthg" -+ (shQ+ hQ> 93'] )

: ® 2 * ”2 .
0= 55 (hQep — o edt) + i Glewe;
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d’ou, en tenant compte encore des valeurs de ¢, ¢} et ¢

VY =

= A+ ’X‘c,cgm ch? Q + sh2Q).

Vi = % CichQ [-)_SI?!Q —35héQ +13 ch’Q+2]
‘.02’ _ TCqC

2 '(2+ch2Q),

ar _ o g ohe 9 1.
3 _l:C;chQ[3ch Q+4+ 2sh’Q]

On en déduit immédiatement

=7 C&,[shz(‘l’—Q)—(%——l) sh2Q];

d’ou

4= [ sh2Q
by =— gz © s (1+ 23 )

La relation (4) liant V} et ¥}* s’écrit, puisque

Q .
f sh*(u—Q)du:—%+Sth,

[

3
Q
f Sh(u—Q)sh3(u_Q)du___5h4Q sh2Q
0

4
n: 9 sh2Q
$CfchQshQ[m—3 Q —+-l3ch’Q+2]
=1+ r:cg [sh Q— Lth»2Q

3 + % coth?Q(sh 4Q — 2 sh 2Q)];

. )\’ 1
(6) G} = .
*chQshQ [2sh*Q —a S‘PQ2Q 4-_40,,,Q]

’

quantité positive.
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Enfin on trouve sans peine

ol = ; C3 [2 sh‘lfchQ—LF— ch(‘F—Q)sth—i—%coth’Qsh3(‘F—Q)]

Q
sh ¥* .« o
—»Em—f—CaSh(q’_(\)’
02__7:C,C, 2+ch2Q . .
=" g sh2(¥ — Q)
v:(=£f__gi_ —(3+sh2Q)sh(¥" —Q)
'k 8sh*Q

+(3ebr Qe 4+ 5l ) sh3 ¥ — Q)

ou G, a la valeur donnée par (6), G, et C, étant des constantes
déterminées comme nous I’avons dit par la condition (2) appliquée
a la détermination de ¢, et ¢;. Et 'on calcule ainsi sans difficulté
la solution jusqu’a tel ordre d’approximation désiré.



