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4M

RÉSOLUTION D'UNE ÉQUATION FONCTIONNELLE
CONSIDÉRÉE PAR M. HADAMARD;

PAR M. HOSTINSKY.

Introduction. — Le but de ce travail est de résoudre une équa-
tion qui a été établie en 1908 par Hadamard dans ce Bulletin [voir
l'équation (9) du texte suivant]. La fonction g qui figure dans
celte équation était (chez Hadamard), la fonction de Riemann
relative à l'équation aux dérivées partielles du second ordre et du
type hyperbolique. On sait que g satisfait à l'équation adjointe à
l'équation aux dérivées partielles donnée et aux certaines données
( i4 ) et (16) sur les caractéristiques. Je montre qu'une fonction
qui satisfait à (9) satisfait en même temps aux conditions ( i4 )
et (16). Par conséquent, les fonctions de Riemann relatives aux
équations du type considéré doivent être comprises dans la solu-
tion générale de (9).

La fonction de Riemann g{x^ y, Xo^ yo) exprime l'influence des
données initiales (données de Cauchy) sur les valeurs de l'intégrale.
Construisons le rectangle R dont (xo, y^) et (•r? y) sont deux
sommets opposés et divisons R par une droite X == x\ (où
^Q<^\<i^) en deux rectangles W etR"; g{x^ y, XQ. yo) peut
être calculée soit au moyen des valeurs qu'elle prend sur R [c'est-
à-dire sur les côtés opposés au sommet (.3?, y)]? soit au moyen de
celles qu'elle prend sur R' et sur R". Hadamard a obtenu l'équa-
tion (9) en égalant ces deux expressions. Il en résulte qu'il faut
intégrer certaines transformations fonctionnelles linéaires pour
résoudre (9) (voir n° 2 du texte); c'est cette méthode que jai
adoptée dans ce travail.

1 . Composition des transformations. — Considérons la trans-
formation fonctionnelle linéaire T

r h

/. (Y ) = /(Y.) + / K (y, yo)/Cro) dy,
^ a

LXII. II
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qui fait correspondre à une fonction donnée f(r) une autre fonc-
tion /i(y). Le noyau K() , ro) do la transforma tion'T dans le
domaine à deux dimensions est une fonction continue de r et
dey,,, a^r^b, a^v^<b.

Appliquons successivement n transformations de cette forme;
pour définir ces transformations, introduisons le noyau K(Ç, y, )'o)
qui dépend de r, v'n et d^iin paramétre Ç(^o^Ç^^i ) "e sorte que
K^|, r, ) '<») sera le noyau de la première transformation,
^(S^ J'f ̂ 'o) celui de la seconde et ainsi de suite. Si nous opérons
d'abord la transformation qui correspond à ̂ , puis celle qui cor-
respond à ^o, et enfin celle qui correspond à ̂ , la transformation
composée s'exprime par une formule qui ne diffère pas de celle
qui donne T et son noyau K( r. r,» ) sera donné par la série à
n termes suivante :

//

^.^•yo'-^ ^^y.yo;
h r /' ( ' i

+/ Y YK(ç/ ,y, 3 ) K < ç , , ^yo) \ dz.
Ju L/=1 ^ J

/ , f~ ii i -1 x" - i ~ir r v v v» 1-h/ / L î 2j 2dK(î /^^•)K(^'s l îs•2 ' )K(^^^o) ^t^-^.^ ^a (_^ ̂  —, j
r' r' r ' 1

-+-/ / • • • / K(^/.y, J ; )K(Ç, ,_ , , s,, 3.2)...K(Çi,s,,-.,,yo)^i^^,...^,/_
^a *-/« ^/

2. Intégrale de la transformation par rapport au paramètre. —
Soit A une quantité positive et infiniment petite, A(Ç, y , r^) une
fonction finie et continue et envisageons la transformation infini-
tésimale

r 1 '/'(y)"--/(.^-^- ^ ^ ( ^y -y<>»/ (yo) r fyo1 .a

dont le noyau li\ est infiniment petit. Elle fait correspondre à une
fonction donuée/(y) une au t re fonction /, ( r ) qui en diffère infi-
niment peu. A chaque valeur de î,{x^^<x) correspond une telle
transformation. Divisons l'intervalle (j?o? x) en n parties égales de
longueur h === 'Jc-——'^j désignons par

ç, == .ro-4- //, ^=^^-+--z / / . . . , ^ ^_, =: XQ-+- (n — ï)h
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les points de division et opérons successivement les transforma-
tions qui correspondent à Ç^ Ça? . . .^,,-i, et à î,n=x. La trans-
formation composée sera définie par

^/l(J/'):=/Cy)-^-/ ^^.yoVOo)^),
^a

OÙ
n

(.y^o)^ h ̂ A(ç/,y, y,)

, r // / — i "-J

•^ hî I Y S A( ̂  .̂  T.) A ( ̂ ., r», yo) ^
Ju 1-^ ̂  • J

/, &r " I-1 ^-1 i
-hA3 / ' / ' S X SAf^^^')A(S^Tl'^2)A(S^7)•2^o) ^1 ^2-

•

/

^

 l/" • . ."", ,-<_/==-2 ^==2 /=!

P'aisons croître n indéfiniment. Les sommes qui figurent sous
les signes d'intégration deviennent alors des intégrales par rapport
aux variables ^ Ça? S:»? et notre transformation composée tend vers
une transformation limite appelée intégrale de la transformation
infinitésimale donnée. «Tai donné les formules qui définissent
celte intégrale dans un travail précédent (1).

Dans la suite nous nous occuperons de transformations d^une
nature particulière; nous supposerons que la fonction A(£,j ' ,yo)
est égale à zéro pourj^ <^YQ de sorte que la transformation infini-
tésimale sera donnée par la formule

/iCr)=/Cr)-+-A ['^A(S,y,yo)/(^o)^ro
^a

avec a < > . Intégrons celte transformation par rapport à Ç entre
les limites x^ et x comme nous venons de Peïpliquer. La formule
écrite à la fin du n° 1 qni donne le noyau K(r, yo) de la transfor-
mation obtenue en composant n transformations successives reste
valable; seulement il faut remplacer les domaines d4ntégràtions
relatives aux variables r\i par des autres conformément à ce que
maintenant la limite supérieure de l'intégrale ( i) est égale à y

( l ) Sur une équation fonctionnelle de la théorie des probabilités {Publica-
tions de la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk^ n° 156, Brno, 193 2).
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tandis qu'elle était égale à b suivant la première définition de T.
On arrive ainsi au résultat suivant : Pintégrale de la transforma-
tion ( i ) prise par rapport à Ç entre les limites Xo ^t x est la trans-
formation linéaire

/i(y)=/(y)+ Ç ^(«^ r, ^o,yo)/(yo)^ro
J a

dont le noyau ^(^î y? ^G) J ' o ) est égal à la série infinie suivante :
T

(-2) ^(^,y,^o,Jo)= / A(ç,y,yo)^
.̂ro

y x- ^

H-r ( f ̂ (ç,,^ r,)ACÇ,,Ti.yo)^^i^
^•0 ^O '/•^0

/ïr /1Y11 /'lr /^1 /l^
J J J J J A(sl î• r7 ^1)^2,^1,-ns) A(ç.3,-n2,yo)
x ^3 ^Sa û^i ^-n-2 ^•ni 4-....

Le w^1"® terme de cette série est égal à une intégrale (2 m — i)-uple ;
il faut intégrer la fonction

^Si^yi? ^OA^, r^i, ïî.2).. .A(ç,n_i, •r^-2, •n//»-i)A(Çw, •nm-i, yo)

par rapport aux variables ^, ^2, . . ., £^, YÎ, , ^3, . . ., rim dans le
domaine

.yo^Çm^Çm-l^. . .^Çi^^o, yo^ïl/7i-i^'nw-2^. "^ï^y^

3. Équation fonctionnelle satisfaite par la fonction 4' (x^ y, j^o » yo).
— Opérons successivement deux frans formations linéaires dont la
première fait correspondre la fonction f\ (r) à la fonction/^) :

/>(^)==/(^)+f K(^o)Aro)rfyo;
J a

la seconde fait correspondre/a (y) à/< (y) :

My)=A(y)^- f L(y,z)f,(z)dz.
J a

La transformation ainsi composée qui fait correspondre A (y)
a /Cy) P®111 s^écrire sous la forme

My) =/(y) -+- f M (y, yo)/(yo) dy^
^a
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et son noyau M est défini par la formule de composition

^y
M(y. yo)=K(y,yo)-hL(y,yo)-+- / L(y,z)K(z, y^dz.

^yo

Soit maintenant x\ un nombre tel que x^<^ x\ <^ x et intégrons
la transformation ( i ) par rapport à Ç entre les limites x^ et x\^
ensuite entre les limites x^ et x. La première intégrale sera
une transformation linéaire dont nous désignons le noyau par
^(a?i, y, x^^ Vo)'j la seconde aura ^(^ y? ^ l î . V o ) comme noyau.
Opérons successivement ces deuz transformations; d'après la défi-
nition d'intégrale la transformation composée ne sera autre chose
que l'intégrale de la transformation ( i) prise par rapport à ^ entre
les limites XQ et x^ et la formule de composition donne

(3) <K^,y, ^o,yo) = '^(^i, y, .2*0, yo)-^^, y, ^i, yo)
/'y-+- / ^(^y? ^i? ''t)'^^!? 'n» ^o,yo)^-n.

^yo

4. Transformation généralisée. — Considérons la transforma-
tion infinitésimale

/i (y) =/(y) -^- ^ F A(S, y, y9)/(yo) ̂ yo+ h 6(ç, y)/(y),
•-'/i

où h est infiniment petit, b et A des fonctions données et

^ o ^ S ^ - ^ i ? a<=.y^^1 a^y^b.

Cette transformation peut être mise sous la forme

/ i (y )= / (y ) -Al im Ç B(s, S,y,yo)/(yo)^yo,
£=0c4

où £ désigne une quantité positive infiniment petite et où la fonc-
tion B possède les propriétés suivantes :

i° B(£ ,£ ,y ,yo ) est finie pour loutes les valeurs des variables
telles que

XQ^^X, o^y^^ ^yo^^ s > o.
20 IimB(E, $, y, yo) = A(ç, y, yo), si yo<y.
30 B ( ^ ^ y ? y o ) = o , si y<yo.

ir
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4° B devient infiniment grande, si y tend vers ro (avec yo <.'y)
et si Pon fait ensuite lime == o (avec e >> o) et Pon a

,.y ^y-+-e
l im / B^Ç^yo^yo^im / B(e, ç, yo, y) ^yo= ^(^ y).5 = = 0 t / y _ ^ e-=0i/y

Pour obtenir une telle fonction il suffit, par exemple, de prendre,
pouryo<y,

B(s , ç, y, yo) = A f ç , y, yo) + g ^ b(^ y),
OÙ

c t= F e-^ du.
^o

A chaque valeur du paramètre î,(x^î,<:x) correspond une
transformation (h étant infiniment petit)

( 4 /« (y) ==/(y) •+• À f - B(e , Ç, y, y.)/(yo) ^yo.
«'a

Intégrons-la par rapport à î, de .To à x. La transformation ainsi
obtenue sera définie par la formule

/iW-.Ay)-^- f7^^ y. ^o, yo)/(yoWyot- rt

et son novau ^g sera donué par la formule (2 ) où il faut remplacer
^^.r 'ro) p a r B ( e , Ç , y , y o ) :

/"ï
5;) <f>£(.r,y, a;o,yo)= / B (£ ,Ç , y , yo ) r fS

^•ï-o
^y /'^ ^^

-^ B(£, ç,,y, T I )B (£ ,Ç , , -n ,yo )
^yo ^"fo ^^o
X ûfç.2 ÛÎÇ i O?TI -4-. . . .

L(Ï w10"1® terme de cette série est une intégrale ( a w — i)-uple;
Ï,\. ... •) Çm^ y3i î . • • î ^m-< sont les variables d'intégration, lafonction
à intégrer est égale à

n^? S l ^ V î ^l)1^6? S2, Tll, T j2) . . .B(£, Çm-i, Tlm-2, •n/n-l) B (£ , Ç,^, Tiw-i , yo)

et le domaine d^nlégration est défini par les formules

*ro^w^//»-i<.-.< Si^^; yo^^/n-i^'n/n--2^.. .^•ni^y.
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5. Propriétés de la fonction ^g. — Nous venons de construire
la fonction <^g comme noyau de la transformation obtenue en inté-
grant la transformation (4) par rapport à \ de x^ à x. Par consé-
quent l'équation (3) aura lieu, c'est-à-dire

(;6) <î>e(^,y, .ro,yo) == ^5(^1, y, ̂ Vu) -+- ^(-^V. ̂ YO.)
^y

-+- f ^(^y,^i, Y)^(«^'n, ^o-yo)^».
^yo

Nous nous proposons d'étudier ce que devient cette équation
lorsque £ tend vers zéro (e '> o).

Commençons par observer que, si ô >> o, la quantité

lim «î^Crc, yo-h S, .ro. yo)

augmente indéfiniment, lorsque £ tend vers zéro. En effet, on voit
que déjà le premier terme de la série (5) devient infiniment
grand. Mais si l'on fait tendre d'abord £ vers zéro, C>g tend vers
une fonction continue que nous désignons par ^{x, y, ^o? yo) et
qui reste finie et continue même si l'on fait lim ô = = o ; elle tend
vers une valeur déterminée quand limy ==yu- Cette fonction ^ est
définie par les formules suivantes (avec ô ;> o) :

< 7 ) <t»(.r,y, ^o,yo) = liin ^(^,y, .ro,yo), ^ y ^ YO ;
£==0

<î>(.r ,yo, -Co,yo) = lini l im ^(.r,yo-(- 5, ^o,yo).
0=0 £=0

Pour obtenir une expression analytique de ^(a^ y, ^o? yo) o11

peut employer la formule (5). Faisons d'abord tendre £ vers zéro
dans chaque terme de cette série en supposant quey^yo; nous
obtenons ainsi une série qui représente <1> pour yo 7^ y et la défi-
nition de ^ s'achève suivant la seconde formule (7).

Revenons à l'équation (6) et cherchons ce qu'elle devient pour
lim£ = o. Supposons d'abord que yo<^y- Le. premier membre
de (6) ainsi que les deux premiers termes du second membre
tendent respectivement vers ^(.r, y, .^o, yo), ^(^i. y^ .ïo.yo)
et<I>(;r ,y , x ^ y ^ . Pour étudier l'intégrale qui figure au second
membre de (6), remplaçons-la par la somme de trois intégrales
dont la première I, est prise ^ntrc les limites y,, -\- ô, y — 8
(avec ô> o), la seconde L entre yo et yo -+- ô et la troisième Is
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entre y — S et y. Si £ tend vers zéro, la première intégrale Ii tend
vers

^y-^
j ^(.r,^, .ri, r^}^(x^ T^, -Co,yo)^.

l/ro-+-û

L'intégrale Is a pour limite
^yo-+-ô

<Ï>(.r,y, ,r,,yo H-a)Imi y ^eOi, ̂  ^o, yo) rf-n,
£-«^

où lima === o; enfin Fintégrale I:{ tend vers
ç-=o

r-y
<î*(^i , y-+- ?, ^o ,yo) l i in / <ï»s(^,y, ^i, T^)^,

£=0^._^

où liin(3 ===o.
ô — 0

II faut déterminer la valeur limite de ï i + Is-h Is lorsque à tend
vers zéro. Or I, tend évidemment dans ce cas vers la valeur

pY
1 ^(x,y, .ri, Ti)(î»(^i, -iq, ^o,yo)^.

^o

Pour calculer la limite de la, employons la formule (5) qui

donne

/.vo-^ ^•r! /^ro+5
' ^.(^i,'n,^o,yo)^-n = / / B(e, ç,y,yo)rfy^S

l/^ "yo
^•1-1 ^^i /»yo+ô .,.)-

. - + - / / / / B(e,ç,,y,Ti)B(£,^,-n,yo)
.̂ro ^ro ^yo ^ro

x rfri <^y ^2 d^\ •+•....

Diaprés les propriétés de la fonction B (voir n° A) le premier
terme au second membre donne

^.ï-t ^ro-+-S /,.ri
iim / / B(£.ç,y,yo)<^yûîç === / 6(S,yo) ^ç-+-M, Hm«==o;
£=oJ^ J^ ^ 0=0

le second terme donne, pour lime == o,

.. ^ [y^(s^o)^j
( ( ^(îi^o)^,^)^^!^^^-1-^0——-i————J-+^ limp=:o

^YO ^o 0==0
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et le w^"® terme tend, si l'on fait d'abord l ime==o et ensuite
lim ô == o, vers la valeur

^i î y^-i
/ ' " ^(î l ,yo)^(S-2,yo)...6(Ç,/,,yo)^m^m-i.. .^i

^.ro .̂ro J.^

r ^i -iw
/ ^(S,yo)^

^ 1-^0___________________J

m !

Il en résulte que
r ^i -|^

^ô _ \ j ^;,yo)^
ô IL"/ ^(^^o,yo)^^ •ro ^,———='-

" 0 m—l

/"^(^-o)^
-^0 -I,

et l'on trouve par un calcul analogue

lim lim f ^(^y, x^ •r\) d^ == eJr-i ( f y } _
ô=o £=oJ^-ô I -

On arrive ainsi à ce que lim lim(Ii 4- L-h 1;$) est égale à Fex-
0=0 £=0

pression

j <î»(.r,y, ^i. Tl)<î»(a < l , r\, XQ.y^dr^

\ r'b^d^ ~\ \ rb^d^ i
-^-<Ï>(.r,y,^i,yo)L^ 0 —iJ+^(.r i ,y, .ro,yo)L^1 —ij

6. Solution d'une équation fonctionnelle. — Les résultats pré-
cédents nous permettent de résoudre l'équation fonctionnelle qui
s'obtient en faisant lime == o dans l'équation (6). En effet, d'une
part la fonction <Ï>e qui satisfait à (6) tend pour lime == o vers la
fonction €> définie par les formules (7) ; la série (5) conduit à une
expression analytique de ^, si l'on prend la limite de ses termes
pour l ime=o, et cette expression contient une fonction arbi-
traire A(Ç, y, yo) de trois variables. D'autre part, nous avons vu
comment il faut calculer la limite pour lime = o de l'intégrale qui
figure au second membre de (6). L'équation (6) se réduit pour
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lime === o à

[ S i ^(.r.y,^o,yo) == / ^(.r,y, .r , ,^)^^^,, ^, .ro,yo)^-n
^•o

f^ />(S,.ro)^ f 7 ^,v)<^
'-h (I>(\r,j, .ri.yoK1'ro -+- ^(^i, y. ^o, yo) e xt .

c'est cette équation qui est satisfaite parla série infinie ^ que nous
venons de construire et qui dépend d'une fonction arbitraire de
trois variables.

7. Équation de Hadamard. — Etant donnée l'équation générale
aux dérivées partielles du second ordre du type hyperbolique

<^ n , , ou , , . au ,
^^a^^y)^^b{^y)^c(^y)u=^

le problème de Cauchy consiste à trouver la fonction inconnue u
si ses valeurs ainsi que les valeurs que prend une des dérivées pre-
mières de u sont données sur un arc de courbe. La fonction u est
une fonctionnelle linéaire de ces données et son expression ( ^ )
contient une fonction appelée fonction de Riemann; elle joue ici
un rôle analogue à celui de la fonction de Green dans le cas du
problème de Dirichlet. Hadamard a montré ( 2 ) que la fonction de
Kiemann g{x. y, u f o , y o ) satisfait à l'équation fonctionnelle sui-
vante que je propose d'appeler équation de Hadamard :

r^^.ro^
( ( } } ^(.r,y, jro,yo)~ ^(^,y, - r ^ y ^ e xo

r' / ^ pw^iî T^ ̂ yo) / / i ,
= f ^-7'^'^) ———————^—a(^i,T^(^i,Ti, .ro,yo} dr,.

Nous ne ferons pas dans la suite aucun usage de ce rapport
entre (9) et entre l'équation aux dérivées partielles; nous nous
proposons seulement de construire une solution de l'équation (9)
contenant une fonction arbitraire de trois variables. Pour cela
nous allons ramener l'étude de l'équation (9) à celle de l'équa-
tion (8) .

( 1 ) Voir DARBOI x. Théorie des surfaces^ t. II, Chap. IV.
( 2 ) Voir HADAMAHI), Bulletin de la Société math. de France, t. 3 1 , 1903,

p. 108-22 }.
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8. Les relations entre les équations (8) et (9); solution de
Péquation de Hadamard. — Soient ^{jc, y , x^^ yo) une fonction
continue de quatre variables x^ y, x^ et yu? ^(^7 y? ^'o? .}'(•) une
fonction continue el dérivable, a{x^ y ) et b(x^ y,) deux fonctions
données et supposons que la relation suivante ait lieu entre <î> et ^ :

c y

/^ f <7(.r,r/)</rj
(10) ^(^,y,.yo,yo) = ^(.r,^,,^,^)^1

•
/ ' ' /^E, 1-0)^^4- f^ fl(.r,y.)//r,

—h^'0 ^0

11 en résulte que
r'^ro^

(10^) ^^,yo,a'o,yo)== e 0

et

<i^ ^(^^^^^^'^-y0^^--^^^)^,^^^).
Posons

I L(^)= ^(^y^o,yo)

-r^^^^^)?^'^^0^^-^^^)^^^,^^)]
-yo 1- ^ -i

/».r<
y 6(^,yo)^

—^(^y,.»,,^)^'1''

€t

M ( 4 » ) = ^(.c,y,.ro,yo)— / $(.r,y, a-i, T() <F(.r , , TÏ, ^0,^0)^
yo

Jl'l^(^.'•)^
— <Ï>(^, ,y , .ro,yo)<° ' < 1

r11 b{l,v,}^
— ^ ( x , y , x^y^}^^

Remplaçons, dans Impression L(^), la fonction g par le
second membre de (10). L'expression L(^) ainsi transformée
contient deux termes indépendants de <î> qui se détruisent mutuel-
lement. L(^) contient —abstraction faite des intégrales simples
qui figurent comme exposants de e — quatre termes qui dépendent
de 0. Un de ces termes est une intégrale double, les autres sont
des intégrales simples. En transformant l'intégrale double au
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moyen de la formule de Dirichlet

rY rY ^y /̂ .i
/ / F(-n,-ni)^i^= / / F('n,-ni)^rf-nir

<ro ^TI ^ Jy

on tronve par nn calcul simple

1^)= / e^^^ "M[<î»(.r, Tii, .ro,yo)]^rii,
^o

d'où résulte que

^[^(.r,^,.r..^)] _ ̂ ^ L[^,y, ̂ ,^0)] = M[^,y, ̂ y,)].

Si doue la fouction g satisfait à Inéquation L(^)==o, la fonc-
tion correspondante ^ déterminée par la formule (n) satisfait à
Fequation M(^) = o. Et inversement, si une fonction <^ satisfait
à l'équation M(<D) == o, on a pour la fonction g qui correspond
à <î> d'après (10)

(̂̂ ,,.y,)] _,(,,^[^,y,..o,y.)]=o.

Cette équation différentielle linéaire détermine L(^) en fonction
de y. On a, pour y ==yos diaprés (10) et (10 bis)^

/^^.ro)^L[/? '(- r^yo,^o,yo)] =^(•2 ' ,yo,•yo,yo)—^(^,yo, .yl ,yo)eA ' o

f^rM r^a.yo)^ f^b^yM
= e*7^ — ̂ i ^o == o,

donc L[^-(^, y, ^0, yo)] est identiquement égale à zéro.
La résolution de Inéquation de Hadamard (9) ou L(^) == o est

ainsi ramenée à celle de l'équation (8). Pour obtenir la solution
fie /'équation de Hadamard (9) il suffît d'appliquer la trans-
formation (10) à la fonction <D qui satisfait à l'équation (8).

Nous avons exposé au n° 5 comme on peut construire cette
fonction <1> ; elle contient une fonction arbitraire A de trois variables,
donc l'expression de g contiendra elle-même cette fonction arbi-
traire.



— 163 —
9. Propriétés de Inéquation de Hadamard. — Soit

(12) s i ( r ) = ^ g(x^y,XQ^) - i^—a(^o,Ti)^(Tt) |̂

une transformation fonctionnelle linéaire en z et en — qui faitô-i\ i

correspondre à z ( y ) une autre fonction ^(y). Nous nous propo-
sons de déterminer les fonctions continues g et a de telle manière
que la suite de deux transformations T\ et T.^ du type (12) soit
équivalente à une seule transformation T du même type. Pour
préciser, appelons g{x^, y, Xy^ f\) le noyau de la transformation (12);
ri est la variable d'intégration, y est la variable indépendante e t^< ,
XQ sont deux paramètres. Nous supposons que la transformation T<
correspond ao noyau g{x^ y, Xy, Y)), celle de Ta ail noyau
^•(.r,y, x^ Y}) et celle de Tau noyau g{x^ y, ^o, Y?). Ti est exprimée
par la formule (12); Ta s^exprime par

^2(7)= \ ^(^y? ^i? •rl) ^ —a( .c i , ^ )^ i (T i ) ^.
^ro L • -'

Éliminons z^ (Yî) et z ' à l^aide de (12); l'expression de z^ (y)
contiendra alors deux intégrales doubles et une intégrale simple.
Appliquons aux intégrales doubles la transformation de Dirichlet
comme au n° 8; ^a(y) prend alors la forme suivante :

-r
^^[^-a^ri,)^.)]

-To

1 r y
x ^(^.y^i»'n)^(^^'n^o,^i)-+- / ^(^,y^i^)

( • ^711
r^(^,^^^)_^^^^^^^^^^^^ ̂

Cette formule doit être équivalente à

^0')= f ^(^.r^o,^) -^-•—^(^o,-n)-s(^) j^,
-»y

^ro

il suffit pour cela que g satisfasse à la condition
rv

(i3) ^(-c,y,.yo,yo)== ^(^ y ̂ i? 70)^(^1,70, ^o,yo)-+- y ^(^7,^1»^)

X ^^1?^^-7 ~ a^ [^^-^^^ ~ a(.., ̂  ̂ (^, ̂  ̂ yo)]^.
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Nous allons montrer que Inéquation (r3) ne diffère pas de Inéqua-
tion de Hadamard (9). En effet, si y=y^^ l'équation ( i3 ) se
réduit à

^(•^..l'o, ^o,yu) -~ g^x.y^ ^i,yo)^(.^i,y»>, ^o,yo).

Dérivons cette équation par rapport à x\ il est visible que le
rapport

< î ^ { . r . V ( ^ .r,,, rp) ^(.r,,ro, .^1,^0)
7 h ' ( T ^

^i ./\j-o, .ro,yo) - ^(^,yo,^i,yo)

ne dépend ni de ^'u ni de x^ ; il est donc égal à une fonction b(x^ y^)
de x et de yo- inéquation

0 - — ^(^. yo)^(^,yo, ^o,yo) = o
donne

^t'/>^„vo)-/^
^( .r. ry. .r,,, ro ) =- ^•'•o

on C est une constante. Substituons le second membre de cette
formule à la place de ^(^, y^, ^o, Vo) dans l'équation ( i 3 ) et
posons y x = .^ , =^ .T||, )' ==y<) ; elle se réduit à

don'c C =~- o. Par conséquent toute fonction dérivable g qui satis-
fai t à l'équation ( i 3 ) satisfait en même temps à la condition

f'^.ro)^
( 1 4 ) g ( -^ ̂ 'o < ^o, yo ) == <- •ro ,

ce qu i montre que l'équation ( i 3 ) ne diffère pas de l'équation (9)
ou L( ^ •) == o. L étant le symbole introduit au n° 8.

Calculons encore la valeur de ^•(^0, y, *roî y o),^"é tant une fonc-
tion dérivable qui satisfait à (9). Pour cela écrivons l'équation (9)
en y substi tuant x == x\ = x^ :

^o, -r^ .rp^yo)^i^ y" ^^.^T.)[^("fl-^•ro-
-~a(./'o,Ti)^(^o,'n, .ïo,Jo) ^==0,
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Dérivons cette équation par rapport à y et posons, pour abréger,

/(y,yo)^-^(^y)^(.^y,.ro,yo)^^(•ro<^•r"ro).

En tenant compte de ce que ( i 4 ) donne ^'(•^0? Vo? ^(H ^ 'o) = i y
il vient

^(^,.^^^^ ̂ A,,,̂  „.

Multiplions l'équation ( i5 ) par a(d?o,y) et retranchons-la de la
précédente; le résultat peut s'écrire

-» 1 '
/ /^•^/(^yoK^-hyYy, ro )=o

^o
ou bien

/'•'"/(y, yo ) = y /(y, ̂  )/( -n, ,ro ; ̂ l.

Cette équation donne, si Fon remplace f('n^y^) sous le si^ne
d'intégration par intégrale

^yo
/ /(^•^.A^.roWT».,

1̂

A^^o)=r /' /(y,^)/(-n,Tii)/(Tti^o)^i^,
*• r *'^

d'où l'on déduit facilement la formule plus générale

/(^yo)=r ^'•••^tt/(./,•n)/(^v)...
v ^ —^n-î

x /( ̂ ,^-1, yo ) ̂ •n^-i ̂ 'n/t-2... ̂ 1 <^TI.

Si l/(y, yo) [ < M, où M est une constante, on a

/^ro /'vo /'•r»1 ivî/ï
i/( y, yo ) | < M^ / ^ . .. / ^^_, </^_,... ,/.r, = — ;

Jr .̂  J^ - n^

r] est un entier abitraire, donc |/(y,yo)| est plus petit qu'un
nombre positif arbitraire. Par conséquent ( ' ), /(y. yo) == o ou

( ) g ( x ^ y , .ro,yo) .
———j-——— —.^(• ro,y)^(•^o,J'< ^o.yo) == o,
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d'où

f a{x^i\)dr\
(16) ^(•^r^o,^^^ ;

a constante d'intégration à l'exposant doit être égale à zéro, car
g ( x ^ y ^ ^ o , r o ) = = i d'après ( r4 ) .

En résumé, l'équation L(^ )==o ou (9) exprime la condition
nécessaire pour que les transformations fonctionnelles (12) forment
un groupe en ce sens que la suite de deux transformations dont la
première correspond à^(.Ti,y, uC», y?) et la seconde à^"(.r,y, x\, Y})
soit équivalente à la transformation qui correspond à^(;r,y, d?o? ^)-
Une fonction dérivable g qui satisfait à l'équation (9) satisfait en
même temps aux équations ( i4 ) et ( I ^) '

Remarquons que l'équation ( i 4 ) apparaît ici comme une consé-
quence de (9) tandis que (voir n° 8) l'équation (10 bis)^ identique
à ( i 4 ) ? résultait de la relation particulière (10) entre les fonctions <I>
et^.

10. Conclusion. — Nous avons vu comment on peut former une
solution de l'équation (9) contenant une fonction arbitraire A de
trois variables. La fonction de*Riemann rappellée au n° 7 est-elle
comprise dans cette solution? On sait que la fonction de Riemann
satisfait à l'équation adjointe à l'équation aux dérivées partielles
introduite au n° 7 [voir DARBOUX, /oc. cit.] ainsi qu'aux condi-
tions ( ï 4 ) ^'l ( l ^ ) ' Ces deux conditions sont vérifiées par toute
fonction qui satisfait à (9). Le problème, pas encore résolu,
consiste à déterminer la fonction A qui entre dans notre solution
générale de ( ( ) ) de telle manière que la fonction inconnue satisfasse
à une équation aux dérivées partielles du type hyperbolique. Le
problème de Cauchy relatif aux équations de ce type apparaît
ainsi comme un cas particulier du problème plus général qui
consiste à résoudre l'équation de Hadamard (9).

( ! ) Ce raisonnement connu sert à démontrer qu'une équation de Volterra de
-seconde espèce et homogène n'admet que la solution zéro.


