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SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU TROISIEME ORDRE,
A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES ;

Par M. Maurice Coissawp.

Il s’agit ici des équations du troisiéme ordre, non linéaires (&).
qui ont un systéme triple de caractéristiques possédant le nombre
maximum d’invariants. Nous montrerons que leurs surfaces inté-
grales sont engendrées par des multiplicités caractéristiques de
Cauchy dépendant de sept constantes arbitraires, et nous verrons
que P'on peut, sans intégrations supplémentaires, associer ces der-
niéres de maniére a constituer les intégrales. Nous établirons de
plus que les (&) sont les seules équations du troisiéme ordre dont
les trois systémes de caractéristiques sont confondus, (E), non
linéaires, qui soient intégrables par la méthode de Darboux (). On
voit les analogies avec les équations du second ordre, dites de
M. Goursat (?). Dans tout ce qui suit, nous avons utilisé la méthode
des faisceaux de transformations infinitésimales, due a M. Vessiot
et développée par lui dans le Bulletin (t. 52, 1924, p. 336-395).

1. Par hypothése I'équation (E) « = ¢ (=, v, 3, p,q, 1, s, t,B, 7, 9)

)
racine triple m. La fonction ¢ est donc solution de I'équation aux
différentielles totales

. Co Jy 99 Jd? .
est telle que 'équation en p @ p* + p? % H oy ~+ 55 = © ait une

(1) dy +3md3+3m2dy + m3ds =o.

(') Les points essentiels de cette étude ont fait I'objet d’une Note aux Comptes
rendus de U’Académie des Sciences, t. 190, 1930, p. 2098.

(%) E. Goursar, Legons sur lintégration des équations aux dérivées partielles
du deuziéme ordre, t. 1, p. 205, et t. 2, p. 164-171.
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Les conditions d’intégrabilité sont

(2) ’)m —am Im _ 0 t Jm dm
P P R T™E

Si Pon pose m=¢+3mB+ 3m?y+ m?*s, (1) devient
(1") drn=3dm(3+ 2my~+ m23).

Alors, ou bien dm = o, (E) est linéaire, et est de la forme
a+3mP +3m?y 4+ m*3 + n=o0 ou m et n sont deux fonctions
arbitraires de x, y,... s, ¢; ou bien dm est différent de zéro et (1)
s'intégre en posant m + 3¢ =o0; B+ 2my + m?d + :)—)% = o0, ou
¢y est une fonction arbitraire de z, y, 5, ..., s, t, m. (E) s’obtient
donc alors en ¢liminant m entre les deux équations

2+3m3+3m2y+ m3d+ 3¢y =o,

9 4 2 i‘_‘}’= .
B+o2my+m28+ )

2. L’intégration de I’équation (E) revient a celle du faisceau (F) :

LIS . A VY
X= r s p+‘)q+?7);+‘5§+70t

_')f of L of df a .
Y—r)y b s’)—l-)-f-td—q 3 + Y +o;2,

_Y _Y _U
\ 93’ b= N’ D=7%
Les caractéristiques de Monge de (E) sont les trajectoires des
transformations singuliéres de F. Ces transformations singuliéres
forment un sous-faisceau singulier (S), ou {P, Q, H}{,

(S) P=X+mY—+ YoB; Q=C—2mB; H=D—mC+ m2B,
Qm et Hm sont nuls par suite de (2).

Pour ¢étudier (S) lorsque (E) n’est pas linéaire, prenons m
comme variable a la place de 3. 51 1’on pose

o AL I _ ( N _ >dl
X'_d Pyt +$() ( 5___3¢>dr_.x°+ " om 3¢ or’
UG Y W Jf
Vo= e g T amar = Y am or’

_df A _af L/
Si=0s T2y Hi=0r =™ * ™ or
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et y, =y -+ mad, P devient par le changement de variables

Q:X,+mY,—%Si+Y,H.+Wn;f=’%:P,—+—m;)d‘—,f,;—,

ou

Pm=— )’+()__,¢
AT ome
Q devient? et H devient & — m ')—f On a les relations
I)Y J8 l)‘{
‘H Q)—l_’—n_ltzi—k 3H, ¢ 4)f (t)f 2)—T=H + Pm ()f
’ - R 72y Idm’ Iy == Iy dm”
2y + o
om?

Si H,§ 3£ o, le premier dérivé S' de S est de degré 5 et il com-
9, .
prend JJTZ Quand nous formerons les dérivés de S' nous aurons,
. .
entre autres, a introduire successivement les transformations

) . ) ) o0
(H.,%):S,, <s,,_'1)=g’dl;, (Xo+mYo,%> =—Y,.

Jam

Il en résulte que S n’aura aucun invariant. Si H, ¢ estnul, c’est-
a-dire sir,s, t n’entrent dans ¢ que par les combinaisons p = r + ms
eto=s-+ mt, S' est alors de degré 4. Comme on a

l)f )2 Pm l)f
/}*{ ooy om’

2P

. . 9P .
on verrait, comme plus haut, que si £~ n’est pas nul, S? dérivé

v}
de S' contenant —f—, S n’aurait encore aucun invariant. Comme
— :p
Pm est alors une fonction homographique de y, pour que dy._f'l
1

soit nul, 1l faut et il suffit que Pm ne dépende pas de y,. En
remarquant que H, g% = (H.. :Ti) ¢ =35, on devra avoir la
condition Pm — S, = o, ou la condition équivalente

(3) ’)‘P —3Y, ¢ =o,
ou
D1=X1+mY, ¢51+siql f
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| Jdf d

St estalors{ D,, H,, d—'é :)/% Il est complet.

Prenons, en cffet, comme nouvelles variables a la place de
r,s,t; o, o, t sans changer les autres. ¢ devient une fonctionz._p des
8 variables ¢ : z, y. z, p. ¢, p, @, m. Posons

) ; — S
K= 1" +py+ )p+(m:)ng+abf—~f¢););,
_Jf . df Jaf ()/'
Y= gl oy

’ .
:’-)v—md——(a 2= ’)'/ ')/ — 8y /o
o Je g ()p /)o
M = l' / t}f
~ om l)x/

. . dJd
Comme par ce changement de variables, H, devient d—; el que

D, devient N
D= +mY+3s2—_MYS + SLIN,

C . s . d
-la propriété est bien démontrée, puisque le crochet <d'_tf' (D) est

nul. De plus, comme Y, devient Y+ 2 et que% devient M +¢tS

on voit que la condition (3) se décompose dans les deux conditions

4). DOMY —3YY =o,
(5) DSL — 324 =o.

On voit donc, en résumé, que S n’aura des invcariants que si S'
est complet et il en aura alors sept, qui avec les variables précé-
dentes seront les sept invariants de 4). Pour qu’il en soit ainsi
la fonction § des huit variables ¢ doit satisfaire a (4) et (5) qui
sont deux équations du second ordre, linéaires, et & caractéris-

. tiques linéaires. Les trois solutions, ¢, fonction uniquement, soit

de .z, soitde &, soit de m, sont en ¢vidence et toute transformation
de contact appliquée aux équations obtenues de cette maniére
donnera des équations ( &).

3. Considérons une équation (E) non linéaire ou ¢ ne dépend
que des variables ¢. Si I'on transforme F en prenant les nouvelles
variables o' : z, y, 3, p, 9, p, @, ¢, m, ¥, d toute multiplicité¢ M,
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intégrale de F admetira deux transformations ‘U, WU de la forme

" )
U=T 5@ (5—my+asrs =+ wam w6 0,
' ! Jt Jv 25
‘IL’:‘\J-~rff’2+(~'+1nr7+u'u1$»~61—)‘1 + a’ M -I)’;:/~+ A
< i Jt & 98’

ou les a, ..., ¢ sont des fonctions des variables ¢'. Par suite
toute multiplicité N, déduite de M, en la raccourcissant des ¢lé-
ments ¢, y, ¢ admettra deux transformations de la forme
U= +ul +¢8 - wI,
UW=Y+u'2+¢"S 1IN,
oules w, ..., @ seront des fonctions des variables ¢.
')TL est donc une intégrale  deux dimensions du faisceau

G &Y, 2,8, M. Réciproquement soit une telle multiplicité
qu’on peut mettre sous la forme

3=3z(ur,)), p=Pir; ), m = M(ux,y).

Comme elle admet les deux transformations U, W, on aura
sur elle

1)4] . ’
P ;—;—p., qd=4q; u=s; w==te,, p=nri+ ms,.
5 == § 4+ miy: Si+a2my +m2o+ MY+ SV = o,

a+aomB +miy = m[OMT+ /,Z)'E)]—Ei@.

Donc 3, est intégrale de (E) et la multiplicité considérée est
une IM,. L’intégration de (E) revient donc. a celle de G. Les for-
mules de structure de celui-ci sont, en posant

a=mMY+s8y—3Y; b=MY et =S
o G o
(‘T,‘\Jh——vT ’)I ‘ya+&3bbd'
(fl’,.‘?):m%{ﬁ— I —(Ze+2a)5 /
(, s,~n’j[’ 5'(1’jf (, STLD——':df Ma 3’,
2y =—Lri—ynt; (v :>>=—”—U 50,
«
(fy,mz):onb.‘-ll; (:2.$>:scf’:f;
ds dz
of )/

. s o
(2,0n) = 7’ + die (8,00 = 250

LX1. 10
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c¢’est un faiscean involutif de genre 2. Il jouit de la propriété sui-
vante @ pour que G posséde une transformation distinguée il
Sfaut et il suffit que § satisfasse a (4) et (5), ¢’est-a-dire qu’il
Saut et [ suffit que (1) soit une (&). La transformation dis-
tinguée sera alors (0. SiTon éerit en effet que les coefficients
de % et de :—:1 sont nuls quels que soient @, .... a’ dans le cro-

chet (UL, AL, ou

U=, & +aY +az;2 + a, § + a; M,
W=d\&+ay,Y+as2+a,8§+a, N,

on obtient les relations
= Imay, a;=rsa,, tt;:—JR;a,, (1;;:3';(11.

S'il existe une transformation distinguée, ce sera bien (: et en
¢erivant que le coefficient de ?)—g dans (U, W) est ndl quels que
solent &, ..., @, on retrouve les conditions nécessaires et suffi-
santes (4) et (3).

Les maultiplicités I1, seront alors engendrées par des multipli-
cités caractéristiques de Cauchy I, trajectoires de @, dépendant
de sept constantes-arbitraires. Introduisons le systéme d’invariants
de @ : ¥y, 34 Pos 9oy Pos To, My, fondamental pour x = z,. Si on
les prend comme nouvelles variables ¢, la loi d’association de ces
sept paramétres ¢, qui définissent les caractéristiques sera obtenue

en cherchant intégrale générale du faisceau réduit
g g
Gl § Yo, 20, So, My |

Or la multiplicité a une dimension, la plus générale, admettant la

transformation
Uy = Yo+ 1) 2y+ vy So+ wj N,

est de la forme (6)., ou F, G, R sont trois fonctions arbitraires,

2=F(3); Pe=G6G(); qu=F(n);
po=R(yy) +myG'(¥5y); go=G'(yo) + maF"( o)
(6) R(y0) +2maG"(yo) + m§F"(y0)

b ’ 'R
-+ ;)—,';(.Z'o,]'o’ F, G, F s R, G, F y "l,,) = 0.

Telles sont, en revenant aux variables ¢, les équations des mul-
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tiplicités I, les plus générales, intégrales de &. En faisant 2 = x,
dans (6) on voit que le probléeme de Cauchy est en évidence. A
tout élément de contact du second ordre (e), de coordonnées z,,
iy S1y - e .y I'yy $yo £y correspondent une infinité de M, de coor-
données

(7) Yo= V1, S0 = 3. Qo= Tri-+ m,s;; Ty = $; + Mmyly,

la derniére coordonnée m, étant arbitraire. Elles engendrent une
multiplicité a deux dimensions J1U,, intégrale de G, car les équa-
tions (7) qui la définissent représentent une intégrale de { (1. A
toute orientation du second ordre d’éléments (¢) correspond par
les formules (6) une IM,, qui a en commun avec chaque I,
une I,. De chaque I, comme de chaque I, ou I, on peut
déduire des mu[tlpllCltéb m,, m, ou m, au-sens de la théorie des
transformations de contact d’¢léments z, y, 3, p, ¢, dont clles sont
les prolongements. On voit alors qu’a D'orientation considérée
correspondra une m, ayantavec chacune des m, associée a chaque
élément (e) une m, commune. Par suite si les m, ont pour
supports des surfaces s,, aux o' éléments (e) de l'orientation
correspondront ' surfaces s; dont I'enveloppe sera une surface s,,
intégrale de &, support de la I, considérée. Si 'on applique
cette théorie au cas ou ¢ ne dépend que de m, on voit aisément
que la surface intégrale la plus générale sera I'enveloppe de la
famille suivante de surfaces, dépendant du paramétre a,

s+ rx[aG'(a)— G(a)]+y[aF (a)—F'(a)]— %2 R(a)—xyG'(a)

/2 - 3 _ 2
— _y) F"(a) + J;—t{;(‘y — a>+a[<”('a)—_ (i) F'(a)—F(a)=o.

4. Revenons au sous-faisceau singulier S de F écrit avec les
variables x. ¥, .... B, y, 6. On a les formules
(H, Q) =o; (H,P)=Pm.Q + HY2.B,
(Q,P)=T=H,+(2Pm+QY3)B,
H', s’écrivant comme H,. On a

HY? = (H,Y)s + YHs = H 5

Si (E) n’est pas linéaire et si HY g = H|, ¢ = — 3H,{ n’est pas
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nul, S n’a aucun invariant. Si E est linéaire et si H|, ¢ 7 0, on voit
facilement que S aura au plus un invariant du premier ordre.
Supposons donc HY ¢ = o. Le premier dérivé S* { P, H, Q, T } est
de degré 4 et 'on a les relations

(H,T)::QPm.Q, (Q,T):.,,Ql'ln.}t
(T.P)=C@BPm +- QY8+ QPm. Y + [(Q,P)Yo — P(2Pm + QY ¢)|B.

Pour que S' soit complet on devra avoir les conditions

(8 QPm =o:
€9) 3IPm+QY¢=w=o0:
(10 (Q.P)Ye —P(2Pm +QYs)=A =o.

On ¢tabit d’ailleurs facilement la relation

(tr) 3QPm — 2Bmw = o,

Restent done les conditions (g) et (10). Dans le cas des équa-
tions non linéaires la condition (g) seule est nécessaire et sufti-
sante, car en prenant m comme variable a la place de 8 () s’¢erit

m—s,q):(),

condition qui, on I'a vu, entrainait S' complet. Iln’en est pas ainsi
dans le cas des équations linéaires; » peut étre nul sans que A le
soit (exemple : « = ¢) et en étudiant les dérivés successifs de S,
on montre que celui-ci peut avoir au plus un invariant du sccond
ordre. De méme A peut étre nul sans que o le soit (exemple a = ).
On démontrerait dans ce cas que S a au plus deox invariants du
second ordre et un du troisiéme.

Enfin signalons que si (g) et (10) sont vérifiées il y aura alors
quatre invariants du second ordre et trois du troisiéme.. Les (E)
appartiennent alors a la classe connue des équations linéaires du
troisiéme ordre dont les surfaces intégrales sont ou bien engendrées
par o' courbes prises arbitrairement dans une famille de oo
courbes C; ou bien sont les enveloppes de o' surfaces prises arbi-
trairement dans une famille de ¢ surfaces S.

3. L’involution générale de degré 2 de F est } U, U | :

=P +ueQ+ o H; Upy=Y + toB +¢0,Q +w H,
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On peut prolonger toute multiplicité M, intégrale de F par les
¢léments ug, ¢o., &y qui. sur elle, sont respectivement égaux, en
posant ‘

y . R
Ve Y e s My mMs, Ms o B,
r Dy ' ’ Jy

Les muluplicités M) ainsi obtenues sont les intégrales du
faisceau I, :

-y =
Dty dvy” dwy s

I‘H’U.., U, ’)l JIdf  Af )
On a les relations

(U, Up)=2Uy—asB—5,Q — Cy .
on
" r=—(Ym—+wu,Bm); by= 200+ wyPm; Co= AWy,
(1) ay=Y23 + 1y (BYe—3Ym)—3uiBm
' + eg(2Pm+QYo)+ w HY 3.

L'involution générale de degré 2 de F, sera alors :

U):l’,+ll|ﬂ+0 ﬂ- Uy =P+ u, of —+ ¢ i W %

§ -+ ICA
lll‘o ! l)tV"’ ')"0 ' ’}v(l ! ’}Wft ’
ou
Jf , ) af A
P|='—Un+llo;)-l{—°’ P|=U(,—bom—(fu"m‘

On peut de méme prolonger les M} par les éléments u,, ¢, w,
Iw,
T

D’une maniére générale, on établit facilement, par un raisonne-
ment de récurrence, que les Mj*' obtenues en prolongeant
n +1 fois les My par les éléments u,, ¢,, w,.

quisur elles sont égaux a Me,, Mw, et

oy Un—yy Pn—ys
Woy s Wy Cuy W04 OO Uy, vy, W, sont sur les M} égaux a Mo, _,,
’)Wn—l

Mw,_, et 5 sont intégrales du faisceau
e ) .

FRaK . { Lodf ()f af )
F ? Uy, Uu’ d""’ ,)V"’ ,)Ty” S
ou l'on a
A

U,y=P,+ u, -+ ¢n ’
()0,,__1 l)Wu_1

. J )
U, =P+ up - 9

+ 0,
Mlp—y "I n—q
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¢l
of . A A
P,=U,_ +a,—y ——; P,=U, —byy —— —c,  ——.
n n n ')”n—»l ’ n n--4 n ,)”“v_' e ')(.“ )
La relation
U, U,)y=2»U,—a, — b, — ,
Nty dey—yq dw,_y
ou
g wn=L,b = PLany—rb,,

ey — .
(13 (L= 30 )+ 0+ ar, HY z,

i, —y

=P, chy— nepqg42hv,; cp=h Wy,

permet d'établiv que linvolution générale de degré 2 de F,_y sera
: L:/l+|) U,,. I :'

Relativement aux «,. nous allons établir, en supposant HY & nul
pour simplitier. que

da,, da, da,
) b
')“’//—/;——l vy, -p—1 ')“n—/;

ne dépendent seulement que des variables w,, ¢4 w00, .
Cpie Wit Up. les variables o, .. .. & étant sous-entendues. Véri-
fions-le I’abord quand p est nul. On a

. da, da, _ - dan—s . da V.
(i )—': nt 3N = " b =...= —= 3n.,
oy, ’)"Il—l U p—2 ')"0
Ja .
—m—" ne dépend bien que de u,. On a de méme :
[J n
. Ja Jda,— N
(15) L= 2 Se(n22)
W,y 70— =
el par sulle
N l)ﬂ/, 1)(11 . o
16) = — —(n—1)rm.
{ 2L - Jdwy ( )
Mais comme
da, da, R
17 — =Hay—Pm-— 4+ uoQPm + P2m — v,
( 7) l)(V“ o duo OQ )

o, . . da,
la propriété est bien établie pour 5

DX ey

(nz2v1).Enfinona

da da,_ da,_ _ :
2= Tl a2 3Py — )+ Ul(w)(n 2
I In—s dU ’ =

(18)
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0

(19) dan _ an+(Y+uoB)(‘sz—i-QYq:)—z}.d—a— +2(Pyn —22).
dvg du,y

Les termes ajoutés a %av:{—; dans (18) ne dépendant que de u,

Jd*a, , L, . R .
et ! ¢tant nul, la propriété est bien vérifiée. Adnettons mainte-

EH
nant que la propriété énoncée plus haut est vérifiée jusqu’a Pordre
p —1 et démontrons qu’elle U'est jusqu’a 'ordre p, ce qui en éta-
blira la généralité. Des hypothéses faites il résulte que I'on aura :

da, dan— » Jda —y P ay_y
20 = ¢ (1<p<n—i).
( )du,,._,, Jppy— " Qun—_ " Qn—p It} =P )
. , . Oa,—
Le terme ajouté a o “— dans (20) dépendant au plus de la
n—=p—I1

da/lf‘
«)u;
donnant a n dans (20) les valeurs n — 1, n—2, p + 2 que la pro-

dJdan

variable u, et ne dépendant ni de ¢,, n1 de w,, on voit en

. En se servant de ce résultat et

16té est bien vérifi ur -
priété e en ée po Jiny

¢n raisonnant d’une maniére analogue, on éténdrait la propriété

ja Ao
" grace a la formule
l)"u—p—l
da dan— , dap—
(21) n — n—1 Pp n—i
()Vn——p—i d"u—p—z d“'n—p—
Na,_ . dap—
“+ up nt — 22 nt (ag<p < n—u),
. ()Vn—p—i ()up—i ’)uu—p—i -
s, da,
de méme a y au moyen des formules
r)Wn~;r)»-l
()a,, ()Ll"_q . I)a“_1 ()’a,,_, i
2 = + P u — APy A —=22)—u; QP m
(22) oWy Ow,_s Y OW s Yown_s du, (P ) ts
< N ()an—i I)an-1
+ Py(Pya —22) —(PyA — At) —— — ) n>»-
1(Fy (P4 )du,,41 90 (n>9),
. Ja ) — , dan— ap—
(23) gan — A n—1 P,, n—i up—:_n_;__
()Wn—p—1 ()anva: ()Wn—p—1 de—p—g ()up——l
da,—y N N da,_,
— N —— — (Py % —2) (28p < n—iu).
d"n——p—l ‘ ’)Un—p =P

6. Les caractéristiques d’ordre n + 4 de (E) sont les intégrales
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a une dimension du sous-faiscean singulier

f Ao

S
S + P -y == U e i
"1 } | 2 n )"" (}Vn ()W,,

de ¥, ,. S, posséde déja les invariants de S,, proposons-nous
de voir ¢’il peut en fournir d’autres. On a les relations

("f , l‘,,,,>__ HY o f

I, Yy
Jf . 9 Jaf
—_— [} p— e (1) ——
(()V"’ P"’i) =Thoi= D,y “()Iln (n21).

St n est nul on a d’ailleurs :

= H 4+ 2Pm+ QY o)
(110
On voit que. si HY 9 3£ 0, S,,, ne pouvant fournir d’invariants
supplémentaires, en aura au plus un du premier ordre, si (E)
est linéaire. Supposons donc HY ¢ nul. S}, dérivé de S, , sera

de degré 4 et si 'on pose I}, =P, — ¢, T,'H, on aura :
A of , X
T, 0L )-mz)v,,—, AL T (n2r1),
ot

) : Ja Jda,

213 \)_ =T}, 1p— Uptn = n ) — — 0
(23) n- RN Uy don U’)n” Upw.
On a d’aillears

Jf
T). M) =wQ + A} =—
( )=0Q rlu !
on
.. . L dag
(23) M =Hay+ (2Pm + QYz ){)T—Uo(;Pm+QY.,),

ce qui §’éerit, en tenant compte des formules (11) et (12),

(26) Al=A—2Ymo —8u,QPm=A— Z—U(SYm —+ 8usBm).

En tenant compte des formules (14), (16), (17) on peut écrire :
(27) Ao, =Al+2nko.

Il en résulte que pour que S,,, soit complet il faut et il suffit
que S' le soit. Il y aura alors trois invariants d’ordre n + 4.
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St (E) étant linéaire, o est nul sans que A le soit, S, n'ayant
que les invariants de S, en aura au plus un du second ordre. Sup-
posons donc w £ o et posons

D) df 4+ A"I+| _'i.

()u n— ®w  Ju,’

. AL, -
., =, —u, T3, = P,,+(a,,— w, 2t ¢, m

\ © i, 1,,
Le deuxiéeme dérivé

» ] " Jaf 0
SEa 073, They, Th , f

i+t dv, dw,

sera de degré 5 1 S} | s’obtiendra en ajoutant a S;_, :

. . of Jaf Jaf
Ts  — (T2 2 = ) —* AL =
no=(TFo, U7 ) I, + “!)lln—l + A duy
ou
2 mY ’ Al'v Al»»
(28) A,—,,l=I',-,Al(a,,—u,,—:)—'->-_l’,ﬁ__',

da
et comme A, et —— - ne dépendent que de u,, A;,, ne dépendra

Yn—

que de u, et v, et 'on aura :

JAZ., - nu
Doy = HA), + (2Pm+ QY2 ) el

ce qui s’écrit, en tenant compte de (27) et de (26) :

2
(29) i1 _ [HA'+(;Pm+QY c)’)A’

e,

—anQP m..m]

= ‘.).(Il +3)QPm.
On formerait de méme S| en ajoutant a S} | la transformation

o 1 . ”
= (‘;(T}‘z—»lv n3.),

ol
K . 2 ’ 3
W, =03, —e,Th. .

D’une maniére générale, supposons que le 2p*™" dérivé soit de

la forme
)

’ do, ' ow n\

2p 2 [} 2p
Sn+l “l)lﬁh T/HH LR rl—/+
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de degré 2p + 3 ou 'on pose :
k—1

. . af If Jaf
30) T = -—— 4 0 — +2A2“ s ———— k<p
(30) it Ok QU p—f iy A a=fs Ny —fis ( =1 )
s§=1
k—1 )
25+
(31) T2k — Jf -+~ AZS5 ks Jf (k<p)
T ot ) M iy—kis =on
S=0
k—2 P
25+1 2k—1
(32) At =Tast | e S ML [ (AR g
: ) 0] =
. s=0
k—2
. " ) A28t . ) JA 2kt
(33) A3 =T au— Zuu_s mr | py ARt — gy 200
W [/ I .
N=0
(ksp),
p—1
‘ of
. 2
(3%) 2, = Pu_p1+ Zalhi Ju
n+1—p—+s
s=0
ol
; A?sqil e >
) n+2--p+s 2’
Epys = Apoy—prs— 2 WUyt —pes—s' e 2 Vn+l—/;+,\-—s’An°+2—/z+.\--
=0 s'=1

On a posé
a,=a,—v,m.

Ces formules ont été vérmfides pour p =1. Nous allons montrer
que si l'on a

(35 ) 2p—i1Sn,
S»P " s’obtiendra en ajoutant la transformation (T2? , II2? ), égale
a T2P7' par définition, a S?2? . A?P  étant d’autre part, par

(et . ) ; .
définition, le coefficient de L dans T3P, nous verrons que T 27"
7 ()ltn n+1i N n+1
et A2 s’obtiendront en faisant dans (30) et (32) A égal a p +1.
Ces formules seront ainsi démontrées jusqu’a I'ordre p + 1 pour A.

[l est facile de voir d’abord que A2/’" et A2*7!' ne dépendent

n+\ n+\
respectivement que des variables u,, ..., wi_s, vi_o et u,, ...,
wi_s. ur_s. Cette propriété est, en effet, vraie pour A}, et A2,

et en admettant qu’elle I'est jusqu’a 'ordre & — 1, on voit d’apreés

les formules (32), (33), qu’elle 'est encore pour 'ordre A sil'on
da, . da, an
()Vn-'—k—ﬁ-l, dwp_k dun-—lg—o-!
ment que des variables wy, ..., Wi_s, Ur_2 €L Uyy ooy Wi_ay Usy
et que les dérivations des T ne peuvent pas porter sur les A des
formules (32), (33) par suite de la condition (35). Ceci posé, par

remarque que ne dépendent respective-
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suite de (35), on voit que tous les crochets (T2, T; ) ol s <ap
sont nuls. 5;27" s’obtient bien en ajoutant a 527, h transformation

H~

(T2, 127 )y ="T;"”%" ou l'on aura
. . ”
2P ‘)f L ‘),/ Z 5 ’)/
= - ¢ —t———y
e f)“’u—p——l du, -p = 4)”11—/;-.-,'

N=1

et en remarquant toujours que, a cause de (35). les dérivations de
T2P, ne peuvent porter sur les A des «, ¢, on en déduit que

3-":A}-’Ii‘lh[l+.\' (s \[’)

et que 3, égal a AP <’obtient en faisant dans (32) A= p + 1. La
propriété énoncée est donc bien démontrée. On verrait de méme
que, si 2 p<n, on peut a partir de
df 4)/
sagy (g .o
n+1 ( lu+| e ()v“ ’)w“ )

oft 'on a posé

AR =0 — ey, TR,

obtenir S2”*? en ajoutanta S277 [a lransfornnuon —(T2e ' I2P7

n+1 n+1 n+l

¢gale par définition a T2272, De plus si Pon pose

n+\
DEY (12 0+ QP+ 2
2= llniq' - “n—anL| ,

2p+2
n+1

on démontrerait que S
remplace p par p + 1.
Il résulte de ceci que les formules (30), (31), (32) (H ) per-

a la méme forme que 537, ou l'on y

mettent de définir des S%, (I, ,, T! ,,..., Tk , = o ‘)w >, de
degré k + 3, jusqu’a S;77 inclus. Etudlon.s S, 74, Supposons

d’abord n pair et égal a 2n'. S}T} comprendra le crochet
(T35, o Tiwt) etPon aura en se reportant aux formules (30), (31),

(32). (33)

g A
SO (T, 0TI = Bavr o
oulon a

2 2 1 2
(37 Bo., AT ‘w 0\);§In_mf)A-§f+;
/ ot = dwp—y du,, e —y

De méme si n est égal a 2n'+ 1, S}21 contiendrait le crochet

(38) (T’n—o—i T2n+2) = an+z ‘)f y

2n'+2° 2n'+2
du“n +1
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ou
) \‘lll'—v—-l ()A2n’+| . )ﬂ\'.’u'-»'.'
. » SN aptn 2n'+2 i L
( ;f") Bayn = ) —_
dwy_y Dy o

Les formules (37) et (39) définissent des B, ., de la forme
indiquée tant que 7 est plus grand que 1. Mais si P'on se reporte
a S, on devra poser

J Jf
Tl‘ — Al =L = —
( hwQ Vi .')u,,> B, ou,’
on :
N J\} 16 ;
(f0) I»,:IIA\:—.—(-).Pm—»-Qan)T—zQPm.m:—SQPm.w:——,;—Bmmly
Ty
si l'on tient compte de (2¢9). De méme, si I'on revient a 5., on
devra poser

Ti=H - (oPm— QYe) 2L \3 ¥

du, ’ :'r)#(,,
et I'on aura
. of
3 2y — B, %L
(T4, 0T} =B, 3,
anec
AN A2
(40 Ba AL+ P QYo) ol — w222 = 4,
. o "duyg Jey

en tenant compte de (27) et (29).
D’une maniére générale nous allons montrer que B, ., =2Bn.

Des formules (32) et (33) on déduit

. JANE DARSY AR JAZL, S
(42) —w = ) = o), — ) ————— (p21).
r)v,, l)w,,._, Ju,y, My, =
o
t N2a, } Jra, ‘ D?a, o Ji’a,

= - W -— W - .
Iy g Wy, IwWn_p—y Jdu, QUp—p IWp_, Jup—pdu,

En faisant alors dans (42) p égal a n', n'— 1, ..., 1, on voit
(qu’on peut écrire

n'

Byrsa=12 Z by — fw(n'+2)QPm |,
p=1
en tenant compte de (29). On a de méme
n—\
Boysi=all,—+ 2 2 af, —aw(2n' —3)QPm

p=1
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Mais on a la relation
{43) afy =2y -l (p -1,

déduite facilement de (20) et (23). Les formules (20) et (22)
permettent d’établir ¢galement la relation

41) af=a)  —20n +-1DwQPm.

En tenant compte de (43) et (44) on aura alors

’ -

n

Boywr= 2] af, -+ E af,~+ah '— fw(2n <+ 3)QPm | = 2By, ..

p=2

On vérifie de méme que B,,,., = 2B,,. Enfin on vérifie aisément
que
JA]  oJra? d*a,  dJray  JAZ

B:i=al—2w = + oW — w—— — 2w
2 dw, du, Ju? ey

est égal a »B,. La propriété B,,,= 2B, est donc vérifice pour
toute valeur de n. De la valeur de B, donnée par (40) on déduit

— pn+4
B,,_H = ——— Bmw?,

3

Le dérivé S} comprenant la transformation B, , d—();z/_,,’ on voit
que si E n’est pas linéaire, S,,, ne fournira aucun invariant
nouveau. Les (&) sont donc bien les seules (E) non linéaires
intégrables par la méthode de Darbour. En ce qui concerne
les équations linéaires, B, , é¢tant nul, on voit aisément alors que
Sp.y aura au plus un invariant d’ordre n + 4, J. 1l suffit de
transformer S, ., en prenant J comme variable a la place de u,.




