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SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES
DU TROISIÈME ORDRE,

A DEUX VARIARLES INDÉPENDANTES;

PAR M. MAURICE COISSARD.

11 s'agit ici des équations du troisième ordre, non linéaires (<§).
qui ont un système triple de caractéristiques possédant le nombre
maximum d'invariants. Nous montrerons que leurs surfaces inté-
grales sont engendrées par des multiplicités caractéristiques de
Cauchy dépendant de sept constantes arbitraires, et nous verrons
que l'on peut, sans intégrations supplémentaires, associer ces der-
nières de manière à constituer les intégrales. Nous établirons de
plus que les (ê) sont les seules équations du troisième ordre dont
les trois systèmes de caractéristiques sont confondus, (E), non
linéaires, qui soient intégrables par la méthode de Darboux ( ^ ) . On
voit les analogies avec les équations du second ordre, dites de
M. Goursat (2). Dans tout ce qui suit, nous avons utilisé la méthode
des faisceaux de transformations infinitésimales, due à M. Vessiot
et développée par lui dans le Bulletin (t. 32, 1924^ p- 336-3(p).

1. Par hypothèse l'équation (E) a = 9(0?, y,5,jo,<7, /', .ç, <,[3, y, ô)

est telle que l'équation en jui : ̂  4- pi2 —L — p. -' -4- -L === o ait une

racine triple w. La fonction <p est donc solution de l'équation aux
différentielles totales

( i ) df -+- 3 m d^ •+- 3 m1 d^ -h m3 d8 = o.

(1) Les points essentiels de cette étude ont fait l'objet d^une Note aux Comptes
rendus de lî'Académie des Sciences, t. 190, iQSo, p. 2098.

(3) E. GOURSAT, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles
du deuxième ordre^ t. 1, p. 2o5, et t. 2, p. 164-171.
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Les conditions d'intégrabilité sont

, , àm ôm ()m . àm
( 2 ) y — 2 m —,- = o et —. — m2 —^ = o.

à^ à^ au à^

Si l'on pose TT = 9 4-3/n(3 4-3w2y 4-w^, ( i ) devient

( i ' ) di: == 3 dm(^ -h •2wv-t- m3 8).

Alors, ou bien r fw==o, (E) est linéaire, et est de la forme
a 4- 3w(3 4- 3 m'1 y 4- w1 Ô 4 - 7 i = = = o o ù w e t 7 i sont deux fonctions
arbitraires de x^ y, . . . s^ t\ ou bien dm est différent de zéro et ( i ')
s'intègre en posant TT 4- 3<^ == o; (3 4- 2wy 4- m2^ 4- —'- == o, ou
^ est une fonction arbitraire de x^ y, z^ . . ., ^, <, m. (E) s'obtient
donc alors en éliminant m entre les deux équations

% •+- 3 w ^ -h 3 W2 y -h m3 S -»- 3 ̂  = o,
^<L

^"+-2/7^Y-+-W 28-^- —•- =3 0.( àm

2. L'intégration de l'équation (E) revient à celle du faisceau (F) :

v <)/ ()/ à/ ^f ^f r,àf àfx==^+^,i-4-r^-4-^7^îi^^^^-^5

(F) ^^^^f^s0^^^^^^^/ ^y àz fîp àq àz ' a s àtî

B=%, 0=^. D=^.</? ^y ()Q

Les caractéristiques de Monge de (E) sont les trajectoires des
transformations singulières de F. Ces transformations singulières
forment un sous-faisceau singulier (S), ou { P, Q, H },

(S) P = X - h / n Y + Y ç B ; Q = C - — - 2 m B ; H == D — mC -+- m^B,

Qm et îîm sont nuls par suite de (2).
Pour étudier (S) lorsque (E) n'est pas linéaire, prenons m

comme variable à la place de (3. Si l'on pose

^f {)/ àf àf { à^ o , \ û!/ y / ^ Q . \ VXi = -/- -»-z? ^ ' - -^- / ' -L -»-5---^-(m—T -—3^)- / - = X o - ^ - ( w ^ — l - — - 3 ^ - • f - )ôx ' <)z àp ôq \ àm • f àr \ àm ' / àr

Y ^ ̂ .n^^^^t^ ^ y - V ^ ^ï ) ̂  -r" ~^~ Q T~ ~+~ s ~\— "•~ t î— — ";— T" — 1 o — ~»— T" »ày ' àz àp àq àm àr àm àr

S,=y-^, H,=f-/ .y^-^fas àr àt as àr
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et y, == y 4- mô, P devient par le changement de variables

^=X,-+-mY,-^Si-+-YiHi-+-P^i-^ =Pi+Pm-^,
^m • f)m àm

où

P ^ -3(Yi4/-^S,^-4-8H^)
Pm=-———————————-,———————.

à'1^
^^J^

Q devient^ et H devient J — m ̂  • On a les relationsv ^y où à'{

<H,s)=r>^-"i——^; (^)==T=H,.-^^
^Y ^2^ ^m' \^Y / ^YI < î

2Tl^.?m2

Si H^ 7^ o, le premier dérivé S1 de S est de degré 5 et il com-
prend ' • Quand nous formerons les dérivés de S1 nous aurons^
entre autres, à introduire successivement les transformations

("..£)=8.. (^â)'-^ (^-..â)'-^
II en résulte que S n^aura aucun invariant. Si H^ est nul, c^est-

à-dire si r, s, t centrent dans ̂  que par les combinaisons p = r + ms
et cr == s + mt^ S' est alors de degré 4- Comme on a

/ < T \ _ ^ P ^ <y, .
W / ~W ^m

on verrait, comme plus haut, que si -j-a— n?est P^ nulî S2 dérivé

de S1 contenant — • - » S n^aurait encore aucun invariant. Commeà m
Pm est alors une fonction homographique de y< pour que ,,

soit nul, il faut et il suffit que Pm ne dépende pas de y\. En

remarquant que îî^ —' === ( H|, —•- ) ^ == S<^ on devra avoir la

condition Pm — S, ̂  == o, ou la condition équivalente

(3 ) D.g-3Y^=o,

OÙ

D,=X^Y.-^S,.-S^.
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S" est alors [ D,, H., ^, ̂ ' j . // ̂  complet.

Prenons, en effet, comme nouvelles variables à la place de
r, s, t\ p, 7, l sans changer les autres. ^ devient une fonction ^ des
^ variables r : .r, ^, ^, y?, y, p, o-, m. Posons

^=^^s^(m^+I^-^)£.
^-^4_,^f.- ^r ' <)z <)p ' f)p

*c ^/' ^ <-, ^/' ^/' ^r^/'^ = . — m — » ^ = y — m -/ — ̂  -^- .
</<? ^p f)q f)p • <)^

^=-y^.^-.
(fm f/p

Commo par ce changement de variables, H, devient -t- el que
Ci deviont

<?= ^-+-//^<^-^î^i2—c5î^^-+-^^Tl,

la propriété est bien démontrée, puisque le crochet ( v - ^ <©) est

nul. Déplus, comme Y , devient ^) 4- t&ei que 4- devient JH+< S
<" A <7/7l

on voit que la condition (3) se décompose dans les deux conditions

< 4 ) . ^^^-3^=0,
(5) <P^—3a^=o.

On voit donc, en résumé, que S n'aura des invariants que si S'
est complet et il en aura alors sept, qui avec les variables précé-
dentes seront les sept invariants de d3. Pour qu^il en soit ainsi
la fonction ^ des huit variables v doit satisfaire à (4) et (5) qui
sont deux équations du second ordre^ linéaires^ et à caractéris-
tiques linéaires. Les trois solutions, ^, fonction uniquement, soit
de ot-, soit de <7, soit de w, sont en évidence et toute transformation
de contact appliquée aux équations obtenues de cette manière
donnera des équations (ê).

3. Considérons une équation (E) non linéaire où ^ ne dépend
que des variables v. Si l'on transforme F en prenant les nouvelles
varrbtes v ' : j-, y, 5, p, ^7, p, a, t, m, y, S toute multiplicité M»
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intégrale de F admettra deux transformations "U, W de la forme

U = X -4- s 2 4- ( 3 - //< " -4- as ) cS - y ^/ -h ,? .m -4- h <)j - ̂  <v ,^ (^7 -yô
U' = ̂  • /- a -h ( - -4- m ô -h a' / > ̂  - ô ̂ / -h ̂  .)1l - // (}/- -4- r' ̂ / ,

*" ot OY ^o

où les a, . . ., <"' sont des fonctions des variables ^ ' . Par snilc
loute mnitiplicite JU.j dédui te de M._» en la raccourcissant des élé-
ments ^, y, ô admettra deux transformations de la forme

U == X -h //Û ̂  i':S - w,)U,

^u' = y -+- / / /^ -+- c'^ i w<)ii,

où les / / , . . ., (v' seront des fonctions des variables r.
tJTT.j ^A'< donc une intégrale à deux dimensions du faisceau

G ; ^C, ^l, 3», S, JTl j . Réciproquement soit une telle multiplicité
qu^on peut mettre sous la forme

3 = = ^ i ( . r , r ) , / ? = P ( . r , r ) , . . . , / n = ^ M ( . r , r ) .

Comme elle admet les deux transformations '11, 1̂1', on aura
sur elle

^i
/ / = . ; = p\ \ q = ( J \ \ n = ̂  ; " = t\ ; p == /-i -+- m ^ i .

7 =-= .ç, -»- //t/^ : î -»- •2 m YI -i- m2 Oi -f- ^Tl '̂  — /i ̂  ̂  == o,
ai-+- 2m[î| -h w2^! == /n[c)îl^-+- /i S»'^] — 3^.

Donc Ji est intégrale de (E) et la multiplicité considérée est
une OVi^. L'intégration de (E) revient donc à celle de G. Les for-
mules de structure de celui-ci sont, en posant

a=-. w:)1l^-h7^—3^; b==3n^ et r == cS^ :

^•--^-^-^^
^—g-^-^-2^

,3;, s, = ̂ ^ _s</^; (a:, on. ) =-7^ -jii^^';
'̂  ^? oljo ^:

(^)=-^^-^ ^^))=-^^^
1^, .W) = ^tb.^; (S. •S) = •Sc^;

"? "F

(2,.X)=^+J1l.f; (S-.^D^.^.
ôp à^ à^

LXI . 10
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c'est un faisceau involutif de genre 2. Il jouit de la propriété sui-
vante : pour que G possède une transformation distinguée il
faut et il suffit que ^ satisfasse à (4) et (5), c'est-à-dire qu^il
faut et il suffit que (E) soit une (<ê). La transformation dis-
tinguée sera alors cî). Si l'on écrit en effet que les coefficients
de — et de -/ sont nuls quels que soient a\, . . ., d^ dans le cro-
che(\aL, IL7), ou

'u = </i x -+- a, y •+- a.3 2 -»- (74 ̂  -+- o;, ̂ n,
'U/ -= a\ X -+- o'̂  -h a':i a -+- </,. 2? -4- a\ 3\i,

on obtient les relations

a.^ = /na i . 03=701, ai, == — i)îl '̂  o , , a :, == 3^ '̂  a\.

S'il existe une transformation distinguée, ce sera bien tO; et en
écrivant que le coefficient de ^ dans (11, IL') est nul quels que
soient a, , . . ., a^ on retrouve les conditions nécessaires et suff i-
santes ( 4 ) e t ( 5 ) .

Les multiplicités <m.j seront alors engendrées par des multipli-
cités caractéristiques de Cauchy JÎÏ^ trajectoires de (0, dépendant
de sept constantes arbitraires. Introduisons le système d'invariants
de C® : yo, ^o< 7^0. Coi Pô? °'o? ^oî fondamental pour x = .z-o. Si on
les prend comme nouvelles variables ^o? la loi d'association de ces
sept paramètres c<» qui définissent les caractéristiques sera obtenue
en cherchant l'intégrale générale du faisceau réduit

ûoi^o,2o,^u,^toj.

Or la multiplicité à une dimension, la plus générale, admettant la
transformation

U\, = ̂ o -+- ^o So -»- ^o ̂ o -+- w'o ̂ o

est de la forme (6), où F, G, R sont trois fonctions arbitraires,

S ^o=F(yo) ; /?o=G(^o); </o=F' ( ,yo) ;
po= H(^o)-+-woG'(yo); ^o= G'(yo)-^woF'(r«);

( 6 ^ R^ro)-^ 2w.oG"(yo)+ w^F'^yo)

â^0^'05 F? G? F/5 R) G/î F"7 w(l) == 0'
Telles sont, en revenant aux variables ^, les équations des mul-
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liplicités JTl^ les plus générales, intégrales de <ê. En faisani x = x^
dans (6) on voit que le problème de Cauchy est en évidence. A.
tout élément de contact du second ordre (<?), de coordonnées cTo?
> ' i , ,;i, . . ., F ) , A ' i , t\ correspondent une infinité de JTli de coor-
données

< ; ) y,, = y,,, ;;„ = 3,. ... ; po = /'i -+- WQ ̂ i ; TO == -îi -+- Wo ̂ i,

la dernière coordonnée m^ étant arbitraire. Elles engendrent une
multiplicité à deux dimensions 3YL\^ intégrale de G, car les équa-
tions ('•7) qui la définissent représentent une intégrale de j ( r « { . -Y
toute orientation du second ordre d^éléments (^) correspond par
les formules (6) une Jîta, qui a en commun avec chaque <7TL^
une «?Tl<. De chaque 3\t^ comme de chaque iTTLj ou JTl^ on peut
déduire des multiplicités m^ m..» ou m^ au sens de la théorie des
transformations de contact d^éléments x^j\ z^ p^ q^ dont elles sont
les prolongements. On voit alors qu^à l'orientation considérée
correspondra une Wa ayant avec chacune des m^ associée à chaque
élément (e) une m^ commune. Par suite si les Wy ont pour
supports des surfaces s\. aux oo' éléments (^) de Porientation
correspondront oo1 surfaces^ dont l'enveloppe sera une surface ^2,
intégrale de <§, support de la JUa considérée. Si l'on applique
cette théorie au cas où ^ ne dépend que de w, on voit aisément
que la surface intégrale la plus générale sera l'enveloppe de la
famille suivante de surfaces, dépendant du paramètre a,

3-+-^ [aG' (a)— G(a)] -+-y[CTF' y (a)—F / (<7) ]— xl \\(a) — <yC/(<i)

- y l F^a)-^ ^^(^——^-^.aY^a)— a2 ¥ " ( a ) — ¥ ( a ) = o.
•). '1 \ J" / '2

4. Revenons au sous-faisceau singulier S de F écrit avec les
variables x, y, . . ., j3, y, 3. On a les formules

( H , Q ) = o ; ( H , P ) = P W . Q - + - H Y s . B ,
( Q, P ) = T = H', -^ ( 2 V m -+- QY c ) B,

H, s'écrivant comme Hi. On a

HY? = = ( H , Y ) ® - + - Y H o = H', y.

Si (E) n'est pas linéaire et si HÏ9 == H', 9 ==— 3H,^ n'est pas
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nul , S n'a aucun invariant. Si E est linéaire et si U\ 9 7^ o, on v o i t
facilement que S aura au plus un invariant du premier ordre.
Supposons donc HYcp == o. Le premier dérivé S1 j P, H, Q, T } est
de degré 4 (^ l'on a les relations

(H, T) = QPm.Q, (Q, T) = IQP^.H,
(T, P) = (3P / / / ^ -QY?)S' , -4 -QPm.Y-h[ (Q, P ) Y < ? — P ( > P m -+- QY ç ) ) H.

Pour que S' soit complet on devra avoir les conditions

<-S > Q P w = o :
< 9 ) 3 P m -4- QY ç = œ == o ;
(loi (Q. ? ) ¥ ; ? — P ( a P w -4-QY® ) = A =o.

On (''labit d'ailleurs facilement la relation

( ï i ) 3QPm — 2B/nco == o,

Restent donc les conditions (9) et (10). Dans le cas des équa-
tions non linéaires la condition (9) seule est nécessaire et suffi-
sante, car en prenant m comme variable à la place de (3 (9) sY'rrit

P m — Si 4' === o,

condition qui, on l'a vu , entraînait S' complet. Il n'en est pas ainsi
dans le cas des équations linéaires; (i) peut être nul sans que A le
soit (exemple : a === q) et en étudiant les dérivés successifs de S,
on montre que celui-ci peut avoir au plus un invariant du second
ordre. De même A peut être nul sans que w le soit (exemple a == s).
On démontrerait dans ce cas que S a au plus deux invariants du
second ordre et un du troisième.

l^nfin signalons que si (9) et (10) sont vérifiées il j aura alors
quatre invariants du second ordre et trois du troisième.. Les (E)
appartiennent alors à la classe connue des équations linéaires du
troisième ordre dont les surfaces intégrales sont ou bien engendrées
par oo1 courbes prises arbitrairement dans une famille de oo1

courbes G; ou bien sont les enveloppes de oo' surfaces prises arbi-
t r îurornent dans une famille de oo71 surfaces S.

3. L'involution générale de degré i de F est} Uo, U^ } :

Uo = P -- i/oQ -+- ^o H ; U(» = Y -+- //„ B -h <»oQ -»- w,, H,
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On peut prolonger toute multiplicité Ma intégrale de F par les
cléments UQ<) ^o-? ^'o ïpli* sur elle, sont respectivement égaux, en
p osant

M _ •i -h m •/- à M " -h m M o, Mo et — •
.̂r ( ) y * ^V

Les i i tu l t ip l ic i lés M.', ainsi obtenues sont les intégrales du
faisceau F, :

.. \v, .r ^/ ^/ .̂n"i1 0 5"0 '^5^5^) '
On a les relations

( n , , , U o ) = = A ( J o — r t o B — ^ o Q - C « H .
< ) Ù

; A == — ( \ m -»- /<?y B m ) ; ^u =^ •> A t\i -+- Wy P w ; c,> == A (^o ;

' i ^ ) / / . > = = \ 2 s - ^ - / / o ( B Y 9 — 3 Y m ) — 3 M 5 H m
f ' -^ (,„(.,, p ̂  + QV s ) 4- (,,„ HY ^.

L'involution générale de degré 2 de F^ sera alors :

,)f ôj -,, , - ^/ ôf àf
U, = l», -+- / / , -/- -h ri —-; Li = l1', -<- ?/ , —/- -+- Fi -/- -+- wj —'-,

^('o /Av,» ' <)n^ <îv^ ()w^

où

P,=Uo-^.A P,=U.,-éo^--.o^.
^^o ^^o ^('o

On peut de inéme prolonger les M1, par les éléments M , , r , , (v,

q u i sur elles sont égaux à Mpy, M^o et —•
i/

D'une manière générale, on établit facilement, par un raisonne-
ment de récurrence, que les M^' obtenues en prolongeant
H -r- i fois les M..) par les éléments u^^ ^, (v,p . . . , Un_\^ ^ / ( - i<
iv / /_ - i ; ^/o ( ' / / , ^ où ^,<, i^/,, w,t sont sur les M^ égaux à M ^ n _ i ,

M(^/ (_I et——^ ? sont intégrales du faisceau

. dj ,j' ^ àf ôf }r/^, jU., u,,^,^,^^.

on l'on a
ôf àf

LJ,, =- ?„ -h ^/< -—— -+- ('„ -——»<yp^_i <fwn^\
,„ -, ù;/ 6;/' àf
1 /< = f^/t -^- Un ————— -+- ^// ———— -^ W,, —————

àUn-\ àVn-ï àWn-.\

10»
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p"= u"- + ""- ,-£ •' p" =-lJ"- - ̂ - ̂  -r" - ̂  •
Lu relation

(U.,U;,)=/.U;,-^-^--<,,^-<,^,
<//<„—1 <7C/,—l ^'//-l

OÙ
^ ^,/ = P//^,,- i — P;,a^_i— A6/,-i

< l 3 » < -+ -^ / / ( , / / '"1-h 3 A ) - h (^(0-h «•„ HV :?,j \^/,/_1 /
( ^/( = 1 ' /< ̂ //-l — A ̂ ,/_i -+- •.» X F,/ ; € „ = A (l',/,

porniol d'élablir c|iie l'involiition générale de degré 2 de F,<_| sera
( L /^i, U / / . , ;.

Kelativenirni aux <//,. nous allons établir, en supposant ï ï \ 9 nul
pour simpiiHer, (nie

<)(i „ ôa n <)a,i
^(l^_/,__l ^P,,_^,_, ÔUn—i»

ne dépendcnl seulement que des variables ^p, (^, o',, ; ... : M/^i.
(>_i. n^_i : ?/^,, les variables j", .... 3 étant sons-entendues. Véri-
fions-le d^abord quand p est nul. On a

/ / , <}a^ ^//-i .«. f)an--i ,.. ^o .. ,
< 1 4 ) -,—— = -.———— -+- 3 /. == -———= -4- 6 A ==. . .= —— -(- J /î /.,i l u „ < ) H n - \ ànn—ï <în^

——• IK' déjïend bien que de u^. On a de même :

. f)a,i ôan—\ , .
( î ' J ) -,———— = -.———— —— A(0( II > -2 )

f)^,i-i f)Wn--.

et par suite
/ ,, ^(in àa^ , ^( 1 6 ) -——1- == — ' . — ( ^ — i ) ? ^ ^

<)Wn-\ ()WQ

Mais comnie

( 1 7 ) ^ =H^o-Pw^ -+-MoQPm-hP2m-Aco,
. ^WQ àuQ ^

la propriété est bien établie pour a/l ( n ̂  i ). Enfin on a

/ ,Q \ rj/a/? ^//-i -, àa/i-i o / D < < o r - / / ^( i o ) -—— = -—— — 'i À -——— -+- 3 ( Pi A — A2 ) -+- L ( (o ) ( // > ^ )^c//_ C>P,,-, ^/,-i ^ / = ^



— 1.")! —
et

<i9) ^= Qao-h(Y-h^oB) (2Pm--hQYç)—2A^ -+- •2( Pi ?. - ̂ ).
fl^Q f/ïlQ

Les termes ajoutés à ——z^ dans (18) ne dépendant que de UQ

et —— étant nul, la propriété est bien vérifiée. Admettons mainte-

nant que la propriété énoncée plus haut est vérifiée jusqu'à l'ordre
p— i et démontrons qu'elle l'est jusqu'à l'ordre/?, ce qui en éta-
blira la généralité. Des hypothèses faites il résulte que l'on aura :

àdn <)a,t-i ,), àa,n-\ ^a,,^
<20) - — — — — = - — — — — — — - 4 - 1> -————-+- / /„ -—————-———— ( I < / ? < n — l ) .

ÔUn-p (}lin-.p-i ' ÔUn-p ' f)u n-p OU p-\ ——T

Le terme ajouté à -.—Hz-}— dans (20) dépendant au plus de la

variable Up et /^' ne dépendant ni de r/,, ni de \v?^ on voit en

donnant à n dans (20) les valeurs n — i , 71—2, p -\- 2 que la pro-

priété est bien vérifiée pour ,—"—• En se servant de ce résultat et

on raisonnant d'une manière analogue, on étendrait la propriété

-à —L-H— grâce à la formule
ÔVn-p-\ °

^ àan àdn-i o' àan—i
< 21 ) -———— == -—————— -4- P,, -——————

^^,t-^_l ÔVu-p-î ' àVn-p-

^a/t—i •> àcLn—\ / ^ N
~Jt~UP "î——————T——— — '2•f'•~)—————— (!•</?< 't-—î\• f)Vn_p^ ÔUp^ fhln-p-\

de même à -,——"—» au moyen des formules
ÔWn-p-\ v

àdn ()a,t—\ ^y <)dn—'\ à^ an—\ ^ / o ^ ^ n-, r\T)(2-2) -——— = -——— -+- P^ -——— -»- MI-———-— — X ( P l X — X 2 ) — ^ / l O P / / ^
dWn-î àWn^ ÔWn—î ÔWn-^àUQ

-^ P,(P,X - X--)-(PiA - •^àa^l- \ f)a^l (n > ̂ ,
OUn—^ àVn—î

/. rt^ ^an — ^an—^ p, àan—i ^2a/t—|•\'Î3) ————•—— — ———-———— -+- r p -T—-^———— -4- U p ——————"—————-
dWn-p-l ()Wn-p-î ' ()Wn-p-\ ÔWn-p-t àll p^

_^àa^_^ àa^ p^n-^
àVn-p-i àUn-p v -^ ̂

6. Les caractéristiques d'ordre n -+- 4 de (E) sont les intégrales
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à une dimension du sous-faisceau singulier

s,,,,jp,,.,=u,^.^^,^-i
f <^//, 6^/1 W// 1

de F,,^. S,,̂  possède déjà les invariants de S,,, proposons-nous
de voir s'il peut en fournir d'autres. On a les relations

të-'--.)""^
C^-.)^-^-^ ^"-

Si /< est nul ou a d'ailleurs :

T; = If -h^P^-hOYo)-^-.^ • / ,̂̂

On voit que. si HY 9 7^ o, S,,+, ne pouvant fournir d'invariants
supplémentaires, en aura au plus un du premier ordre, si (E)
est linéaire. Supposons donc HYcp nul. S,'̂ , dérivé de S^i sera
de degré \ et si l'on pose 11̂ , == P,,_n — c//T^, on aura :

•T;,,nH;..)=...;^-AA-,^ (^,).

0 1 1

- - <)au <)a,i „
W) Y;,-, = T^ i «"- t'X" = ̂ ^ + w^ - "o'0-

On a d'ailleurs
(T!,i i{)=<.,y+A!^,

0 1 1

, • > } ) A ; == }{./, -+- ( •., P m -+- QY 9 ) ̂  — Uo ( ->. P ̂  -+- QY ? ),

ce qui s'écrit, en tenant compte des formules (î i ) et (12),

(9 .6) A I = = A — - 2 Y m c ) — 8 / / o Q P ^ = A — ̂  (3Yw-+-8^0 Bm).

En tenant compte des formules (^^(i^O?)0 1 1 P6111 écrirc :

( -27 ) A,'̂  î = A \ -+- -2 ̂  AOJ.

//(î/i /^^^ ^^ y^o^r que S^, .ço^ complet il faut et il suffit
que S' fe soit. II y aura alors trois invariants d'ordre / î -4-4-
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Si ^E ) étant linéaire, co est nul sans que A le soit, S,,^, n'ayant
que les invariants de S, en aura au plus un du second ordre. Sup-
posons donc (o ^z o et posons

T;; =-. -^L-^^ ^L.
1 1 ' t <)Vn-\ (0 f ) ! ! , , 9

1 1 X , , = H,̂ , - /,,T^ , = P,,+(^- /,, ̂  _ (,^ ^/_.
\ (0 /^//

Le deuxième dérivé

S 2 S |l2 Tl T^ .̂/ ^f )^,jll,,.,,T,^,T,^.,^,^^

sera de degré 5 et S3,,, s'obtiendra en ajoutant à S;2^, :

T ; i , , = ( T ; i . , , U ^ , ) = ^ - ^ < o ^ ^ . v ^ ^
f)w,,-î ^tfn-i ^Hn

OÙ

(•^} A'-' _ T 2 ^» // ^/Ï1 ' ' ^ l> ^/1< "'' / - f*// . 1 — ' / ( - i l <*^ — ^/f ——— 1 — » i ——— »
\ (0 / ' (.)

et comme A^, et j^^- ne dépendent que de u^ A^, ne dépendra

que de «„ et ^o et l'on aura :

^.-^[HA^(,p^QV^j,

ce qui s'écrit, en tenant compte de (27) et de (26) :

<29) ^--^^-'^(^^^Q^^^^-^Q^^
= •f.(n^3)QPm.

On formerait de même S,^, en ajoutant à S;^, la transformation

T^,=^(T^, ,n,3. , ) ,
où

||;t — n2 ., T'.l"/t-h ) — •ll/(-4- ( — * n—\ •I /<-4-1 .

D'une manière générale, supposons que le 2^!èm<> dérivé soit de-
la forme

C2ft \ r.2^ ^| .p ,̂, /̂ <)f \
s^^+ l ] "/(-H ? - / n i ? • • • î l /l-hl ? -»—— > -;—— [ >f rh',, àwn \
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de de^ré ip + 3 où l'on pose :

A T . . àf ,Y1,,, ,)f(3o) T?.^' = ^ + (o ^- +VAy,,_^——^—— (A ̂ ).
0\Vn—k (fUn—k-ir-\ ^— f7l//i^-i— /(•-(..<

(3,) T?,î, = -^- Jv^^-f ^ (À <^),
</('/(-À- ^J OJ ^M/î i-/.̂ ,, -' /

.s- =z (I

I À--2 -]
^— A^-»'4-1 1 A^-^

/1.>\ A2(A-n _ TL»;/»-!) ^ V y/ ^-^l | p •^^4-1 / » ^ .
V 0 2 / "•n+l — 1 /t+| t ( / ' — / t n~s————— | — — r ^ '—1————— (' t=/>^

<-2 A^'t ,^,.,, JA^-i
Un—s ———— | — ^ A — 1 ^/i-^ | — Mji:_i —.————/ •-{ i \ A 2 A - 1 _ T 2 A- 1 | ri ^^ 11 ^+^ | p, A 2 ; /. - | „, O^Ln+\{ ^ S ) A,,^., — 1 ,,.n | a/ /— 7Hn—s———— | — r j l c — i A ^ i —Ufc—i—•———

| ^^ ^ | ^CA—<»
L s=0 J

(^^),
/ ?—!( < » ) ii^> = p"-/>+i + y «/>,. >—^—•̂̂  ou/i+i-.p^

0(1

^-^ A 2A-'+1 ^—_ / ^k ' riL^^_^.^._p_(_j ^ki . g..'
a/^.^•= ^/^ | - / ,+A-—— ̂  1/H^-p-^.s-S' ————^—————— ^ V^_^_,,\^^_^.

On a pose
(i^= an—P,(OJ.

Ces formules ont été vérifiées pour p == i. Nous allons montrer
que si Pon a
(3'")) ' i p — i ^ n^
^^i~1 s'obtiendra en ajoutant la transformation (T^,, 11 ,̂), égale
à T2,^' par définition, à S2^, . A2^, étant d'autre part, par
définition, le coefficient de -î/- dans T2^', nous verrons que T2,^ '
et A2,^, s'olîtiendront en faisant dans (3o) et (82) k égal à/? -(- i .
Ces formules seront ainsi démontrées jusqu'à l'ordre/? -(- i pour A.
Il est facile de voir d'abord que A^i"^ et A2^",' ne dépendent
respectivement que des variables UQ, . . ., Uk-^ ^-2 et i^, . . .,
(^-•2. ^^-r Cette propriété est, en effet, vraie pour A,'̂  etA^,,
et en admettant qu'elle l'est jusqu'à l'ordre k — i , on voit d'après
les formules (3a), (33), qu'elle l'est encore pour l'ordre À si l'on

àdn ÔCtn àdn i » iremarque que ^———; -,—— et -——— ne dépendent respective-
1 l â^n-k+i. ÔWn-k àUn-k-^\ r r

ment que des variables i^o, . . . . t^_;», Uk-î et u^, . . ., (^_.j, Uk-\
et que les dérivations des T ne peuvent pas porter sur les A des
formules (32), (33) par suite de la condition (35). Ceci posé, par
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suite de (35), on voit que tous les crochets (T;/,, ï; ^ où s < ?n
sont nuls. S^1 s'oLlieot bien en ajoutant à S^, la transformation
{T^i.n^^T^'oùronaura

T,/', 1 = —G_ ^ „ ^_ _ y . 'Il
<yn',,_/,_., rf«,, -,, ^j 1 •' 1 ) 1 1 ,,_^^, '

et en remarquant toujours que. à cause de (35). les dérivai ions de
T^i ne peuvent porter sur les A des a/,,,, on en déduit que

?,<=A;',Î.|..̂ ., (.»•</>)

et que (3^ égal à A,^, s'obtient en faisant dans (3a) À- = /, + ï . La
propriété énoncée est donc bien démontrée. On verrait de même
que, si zp ^ro, on peut à partir de

S^'(ll^V.....T^i,^,-^-),
' 1 ? , v ^p// ^"'///<m 1 on a pose

. iï^'=n^-r,^T;^',

obtenir S,2^2 en ajoutant à S;̂ 1 la transformation ^ (T^; ', n^;')
<^ale par définition à T,2^. De plus s; Pon pose

fî^ = ij^i _ ,/,̂ T,̂ -',

on démontrerait que S2^ a la même forme que S^., où l'on y
remplace p par p + ï .

Il résulte de ceci que les formules (3o), (3 i ) , (3a) (33) per-
mettent de définir des S;:,, (n,^,, T,^, . . ., T ^ , ^ , ^), Je
degré À-4-3, jusqu-à S;::? inclus. Étudions Sr^^Supîosons

abord 7l.„palr et égal à 2^' ̂  ^^P^endra le crochet
( I^î;, ^T^f) et l'on aura en se reportant aux formules (3o} ( 3 1 ̂
(3?.). (33) ' - / ? /1

(36) /ya/i'-n rp2/i'-+-2 \ D ^.f
v / V 1 2/î'-H? tt) A 2/ï'+) ^ = D2/t'^-l -,——— »

^M2,,'

ou 1 on a

(3^ B^^^.-.Î^J^^^,,.
^"'n_| ,)u,,. ^(,,,._,

De même si n est égal à 27î'+ ,, Sj;̂  contiendrait le crochet

<3S) (Tj;;;:.î,a,T^)=B^,./-,
dUîfi'-i-i
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où
t V •2/i'-»-1 » A 2/('-M . i t 2/t'-^ î

/ •» . , . p ^ ^AI^ ^^în'+î ^-^în'-^î
[ )t) ) •*-2// '^-2 r- -,—————— • O» ——-———— —— CO ——-———— .

i)Wn'-\ <)tlfi' à Vu'

Les formules (3;) et ( 3(p définissent des B,̂  de la forme
indiquée tant que n est plus grand que î . Mais si Pon se reporte
à S, on devra poser

/T^Q^A! -^ )^^
\ ^o/ ^o

0 H

( »<)) l î , = H A ; — ^.Pm - QY 9) '-^-l—îQP/yî.to =—8QPm.^=— -!-̂  Bw co^ ^
t f l l Q )

si l'on lient compte de (^()). De même, si Fon revient à S._», on
devra poser

1';; - H - ( 2Pm - QY<D) <)j -r- A:-; ^ ,
• f)n^ • f)^(^

et l'on aiira
,T,i,.TJ)=B,.^,

a\ec

r » D B,- HA1,-^?/// - QY^^—to^ = > B , ,
' ^//o ^/c,,

en tenant compte de (27) et (29).
D'une manière générale nous allons montrer que B/ / , î == aB/i.

Des formules (3'^ et (33) on déduit

(4.) -.^=^^^=a(;-<^ <^,).
<A'/, ^w/?-i 'fil? <)^p- î -

on

. ^rt// ^-^rt/t ^rt/t , (^-any.' -.=: •————————————— —.— (»> ———i———-———— —j— (î) i—————————— — (j^)- ————————- •
<hVn ^-, ^W'^-) ÔWn—p-\àUp ()Un—p<)Wp-\ ÔUn-pàUp

\Ln faisant alors dans (4^) y> égal à n', n'— i. .... î , on voit
qu'on peut écrire

r n > î
B.2^2==2| ̂  a?„'-+.l—4œ(^/-^- î)QP/» [ ,

L ̂  = î J
en tenant compte de (29). On a de même

[ /<'-' -j
B,^,=<,+•. ^a^-2œ(-2^-^)QP^ .

/?=! J



— 187 —

Mais on a la relation

<43) a^ = a ^ 1-^-^î 'i ( ^> 1 » ,

déduite facilement de (20) et ( ^3 ) . Les formules ( i>o) et (^)
permettent d'établir également la relation

<40 aA=a , l , . ,—•^-" I )coQP/ /? .

En tenant compte de ( 4 ^ ) et ( 4 4 ^ on aura alors

r nf \
H,,̂ = 9\ a^— V<,4- ̂ '— 4aj(^4" 3)QPm = ^B,,/'-,-,.

l '̂ ^ 1L p-^-î- J

On vérifie de même que B.^'^_, === aB,^'. Enfin on vérifie aisément
que

f)\^ ^a2 ^a, ,^00 ^A2,
H.; == a.', — •.» co —— == ——- — '2 (JL» -——— -L- a)2 -T—7 — •> ̂  ——

rA'o ^w'ji ()wof)u\ àu\ ^<'<»

est égal à 283. La propriété Bn_^=2B,i est donc vérifiée pour
toute valeur de n. De la valeur de Bi donnée par (4o) on déduit

_ 2'l-l~4

B/,+i= —— ,— Bwcos.

Le dérivé S^ ,̂1 comprenant la transformation B,i^ ——» on voit
que si E n^est pas linéaire, S^_^ ne fournira aucun invariant
nouveau. Les ( < @ ) sont donc bien les seules (E) non linéaires
intègrables par la méthode de Darboux. En ce qui concerne
les équations linéaires, B,i^ étant nul, on voit aisément alors que
S,,^i aura au plus un invariant d'ordre n + 4? <?• Il suffit de
transformer S,,^, en prenant J comme variable à la place de u^.


