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SUR UN PROBLÈME RELATIF AUX ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

PAR M. D. V. JONESCO.

Considérons Inéquation aux dérivées partielles du second ordre
à caractéristiques réelles

<° Sïy = ̂ ^+b(.,y) g +€(.., y)^-^f^y)

et deux droites 01 et OJ représentées par les équations

y = y.x et x = ?y,

respectivement. On suppose que a, (3 sont positifs et que 01 est,
des deux droites, la plus approchée dé Qx de façon que aj3 soit
plus petit que un.

Cela étant, je me propose de montrer que Inéquation (ï) admet
une intégrale s^annulantàForigine, et satisfaisant sur les droites Oï
et OJ aux conditions

1 / \ 2. / \ l 0 ^ / x / à z \\ a,(x)z^b,(x)^^c^)^^=o,

\ / x i. / \ /^\ / N fàz\[ a^y) ̂ + b,(y) (^^+ ̂ (r) (^= o.

A est le point de coordonnées (a?, a.r) de la droite OÏ, e».B est le
point de coordonnées ((3y, y ) de la droite OJ ; ai (a*), « , C2(^)
sont des fonctions données de y et dey.

Différents problèmes ont été posés relativement à Inéquation (ï)
par MM. E. Picard ( ( ) et E. Goursat (2). Je rappelle seulement le
problème de M. Goursat qui consiste à déterminer inintégrale de
l'équation ( ï ) qui prend des "valeurs données le long d< deux

(1 ) E. PICARD, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1890, et Note 1
du Tome IV des Leçons sur la Théorie des Surfaces de G. Darhoux, 1896.

(2 ) E. GOURSAT, Annales de la Faculté de Toulouse, y série, t. V. p. 4o5-
436 ; t. VI, p. 1 1 7 - 1 4 4 ; 3* série, 1 .1 , p. 129-143.
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coarbes passant par le point 0 et situées dans Fangle xOy ( ' ). Le
présent travail est en quelque sorte une généralisation du problème
de M. Goursat.

Les résultats essentiels de ce travail ont été communiqués à
FAcadémie des Sciences dans la séance du 4 avril 1927.

I. — PROBLÊME PRÉLIMINAIRE.

1. Considérons Féquation aux dérivées partielles

<3) ÈTy-f^y^
où y (a?, y) est une fonction continue dans le rectangle (R) défini
par les inégalités

o ^ x ^ d , o ^ y ^ d ' .

Nous allons chercher Fintégrale de Féquation (3) nulle à Fori-
gine, continue dans le rectangle (R), et qui satisfait sur les seg-
ments de droites de 01 et OJ compris dans (R) ( î) aux condi-
tions (2). Nous supposons &i (x) 7^ o et c^{y) -^ o (3) (ce qui est
le cas général) et nous posons les conditions (2) sous la forme

l p(x,Gtx)^oiw(x)q(x,Qix)^a(x)z(x,'xx) (/>== ̂ ^
(4) / v /

( y(Py,y)= P"(y)^(?y,y)+^(y)^(Py,y) (^=^)-

Soit Ç(.r,y) Finlégrale de Inéquation (3) qui s^annule le long
des droites 01 et OJ. Alors nous pouvons écrire Fintégrale géné-
rale de Féquation (3) sous la forme

(5) ^y)=î<^y)+<p(^)-+-+(y),

et comme z(x^ y ) s^annule à Forigine, nous pouvons supposer
que y(o) == ̂ (o) == o.

(*) Relativement à ce problème, voir aussi D. V. JONESCO, Sur une classe
df équations fonctionnelles ( Thèse ) (Annales de la Faculté de Toulouse, 1927»
chapitre IV).

( 3 ) Pour fixer les idées, «apposons que le point tie coordonnées <^,rf') »e
trouve entre l'es droite* 01 et OJ.

(3) Nous aurons à revenir sur les cas où ^(a7) =s o ou ^i(.P) ̂ ^(y) == o.
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Les dérivées partielles du premier ordre de z{x^ y) sont

(6)
/^.r)^^-^-?^),

^(^y)=^+y(y).

Remarquons que Ç(*r,y) s'annulant sur les droites représentées
par les équations y == y.x et ^ == ?y, on a

^"^W- L̂,,<;L.,-
de sorte qu^en posant

<'> <SL,-1'". fêL,,- '̂.
y.=a.r y==r'

on aura

/^ \ ^^M^) /^\ _ ^y)
\^/.c=.r a \^/a'=Py'~ ?

y=a.v y=y

II résulte alors que

z(x,y.x)^ y(^)-+-<Ka.r), z(py,y)= ?(!3y)4-<Ky),

p(x, a^) = X(.r) + y'(.r), />(Py,^) == -- (^0^ -+- y'<?y),

y(^, a^) = ~ ̂  4- ^(aa?), y(py,y) = (JL(y) 4- ̂ (y) ;

et en écrivant que les conditions (4) sont vérifiées, nous avons pour
déterminer les fonctions y (a?) et ^(y) les équations fonctionnelles

(8) ! ̂ ^)=aM(a?)y(a•p)-t-a(•y)[<p(a?)-+-^/(al^?)]•--[l•+-to)(a•)]^(a?),
( <)/(y) = P^(y) y'( py) 4- &(y)[y(?^)+ +(y)] -[l4- K(y)} ̂ (y).

Nous allons transformer ces équations et les mettre sous une
forme plus commode.

Multiplions les deux membres de la première des équations (8)
par dx et intégrons de o à x\ de même, multiplions les deux
membres de la seconde équation (8) par dy et intégrons de o ày.
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En tenant compte de ce que 9(0) == ^(°) == o? on a

<p(.ry— f a(s)^(s) ds = to(.r) ̂ (y.x} -h / [a(^) — a/ (.»•)] <Ka5) ̂
^o ^o

- r [i+cow]x(^^=<pt(^,
"o

^W - f' ^WW dt = ̂ (y) ç(p^) + F' [ô(t)^ ^(t)\ ç(^) ̂
^o ^o

-f>[I+^t(0](JL(<)^=^(^).

^0

Si ron forme ensuite les combinaisons

^•r f a((f}<tFx 1 a\ff)d(S
çi(.r)+/ a(<)^' ?i(^)^,

^o
;̂) 1 & ( T ) / / T

^(y)-!-/ ^(0^' 4.(0^,^o

- / a^)^1

^'tt

on trouve le système

y»-1' /••'' I a(V)<iv
y (a?) =(0(^(0^) -h / a(^^)^(a^)^- / [i+io^)]^'. X(s)(/^

^O c/o
(9)

f 'K^^CyWftr)-^- f' ̂ (<,^) 9(?0^- f'' li.+ ̂ (0]^' ̂ ^ix^)^,
^o ^o

qui est équivalent au système (8). On a posé

(10)

1 a (<f) <l9
a(x,s) == [a(s)w(s)-}- a(s)—^ûf(s)](fs ,

Fh^a-c
b^ y) = [b(t) K(t) 4- b(t) - ̂ (0]^

Si l'on élimine la fonction ^ (a?) entre les équations (9), on
obtient, pour la fonction <p(*r), Inéquation fonctionnelle

(n) y(^)=P(^)?(T.r)4- Ç A(^,Q?(7<)^+U(.r)
^o

avec

(12) P^ssa^a-^aA-), T = ap,

(13) \](x}= f^ Pn(x,t)\(t)dt^- r.^(x\t)^.(y.t)dt
JQ Vn•'O ^0
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et

/lrA (x,t)= aw(^)6(a<,a.c)-ha(d?,<)TT(a<)+^y a(v,s)b(v.t^)ds,,a.c}-4-a(d?,<)7T(a<)+a-l a{v,s)b(y.t
71

/ /\ ] Ça(ff)(lff
('4) ^ Ai(^)=---[i4-^)j6^

r /»«.» /»a»r /*a•ï? /*** i
[ 1 A(T)r/T ^.V 1 6(T)(/T |

\[^(a!)evv•t — / a(^,^^« ^L
L ^i J

[ 1 A(T)r/T ^.V 1 6(T)(/T

A,(.r,<)=—a[^+7^(a<)](u(.»)^af — / a(^,^)^« ^

De même si Von élimine la fonction ^(.z*) entre les équations (9)^
on obtient, pour la fonction A (y), Péqaation fonctionnelle

(,5) <Ky)=Q(y)^(Ty)-+- f^B^^^^^^-t-v^)
^'0

avec

(16) QW-^yMP.rV

(17) V(y)=/>JB,(.,y)^(.)^+Y'B,(.,^)X(P^)^,
-r /,y

Bi (^ y) ̂ (^ ̂  + / b,(^, y ) À( [^)
^0 ^O^n ^n

B(^y)î Bl(5»y)'e l ^^(^yy) sont données par des formules ana'»
logues aux formules ( i4) .

Ainsi nous avons ramené la question posée au début du n° 1, à
la résolution des équations fonctionnelles (i i) et (i5)«

2. On supposera que pour

(18) o^x^v.d et Q^y^d',

les fonctions a (a*), c»)(;r), é(y)) 7r(y) sont continues, les fonc-
tions &)(.r) et îr(y) ayant aussi des dérivées continues. Dans ces
conditions, les fonctions 0(2*, ^), b{t^ y) ainsi que les fonctions

(i9)
A(^,Q, Ar(.r,0, ^(x,t\
B(^y), B^(.sy), B^J,^)

sont toutes continues: dans le rectangle (R)^
Remarquons encore que, diaprés les formules (M))", les fonctions

àa(x. f.) àb(s, y }
àx • 1 ày
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sont continues et par suite les fonctions

/ ^A(;r,Q ^Ai(>g,<) ^Aa(a?, t}
1 ——————.————————f ———————-————————y ——————-—————————J

} àx àx àx
(20) j àB(s^)^ <^(^) àB,(s,y)^

\ ày 3 ôy 9 à y

sont également continues dans le rectangle (B.).
Nous désignerons par M un nombre supérieur aux valeurs abso-

lues des fonctions (19) et (20), d.ans le rectangle (R).
Des formules (i3) et (17) nous déduisons que

(21)

1 U ( ^ ) | < M ( \\\{€)\-^\^{}\\dt,
^0

| V ( y ) | < M f31|^)|+|X(^)|}^.
«-'o

Si nous dérivons par rapport à a? et à y les formules (i3) et (17),
nous avons

U' (x) = Aj (x, x) \(x) -+- A.2(a*. x) \}.(v.x)

-r-^^^r-^^
\'(y) =.............................................,

et par suite

(22)

\V'(x) <Mi[).(.«-)|+i|ji(a.c)|}+M Ç ( |A(<) ]+ | (J i (aOI ) r f ( ,
«^o

| \ ' ( y ) | < M { | y.(y) + | X(P^) | } + M ( ï \ \ ̂ (s) ]•+ | X ( P < ) | } ds.
«''o

D'autre part, nous supposons que dans les intervalles (i 8) on a
. Itd^l^e".-'-, | Tt(y') | < e^.y

et que
^'(x)
w(x) <t0l,

^(y)
" ( y )

<iti.

Alors, d'après les formules (12) et (16)) on aura
P(. î-) |<eQ^, \<î(y)\<eQr,
P'(x)
P(.)1<Q•

Q'Cr)
Q(y) <û,

Si étant le plus grand des nombres <>)f-t- a7Ti et Wi + (SOT).
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3. Supposons que dans le rectangle (R) la fonction f (xy) soit

continue et soit F un nombre supérieur à sa valeur absolue dans
ce rectangle. Nous avons montré ( 1 ) que dans la région du rec-
tangle (R), comprise entre les droites représentées par les équa-
tions y == OLX et x == py, on a

(23)

Ï^^F,^^,

à!
àx

^
ày < Fa-,<Fy,

de sorte que [voir les formules ( ' ] } ]

|X(.r) |<Fa^, |^ (y) |<Fpy.

Alors les formules (21) donnent

\](x)\<MF f (a-+-ap)<^=MFa(i-i-i3)î2,
^o a

(^4)
V ( y ) | < M F C\^-^^)sds= MF,3(i-f- a)^2.

€/0 îl

De même, les formules (22) donnent

|LT(.r) <MFa(i-+-p).r/ ' i4-îV»

|V /(^)|<MF?(I+a)J.(I4-^V,

et l'on déduit que pour x^d ely^rf' on a

\]'\x) <MFa(i+?)(i-h ̂ x,

r(y)|<MFp(i+a)/i4-^)y.
(25)

A. Faisons une autre hypothèse sur / ( x ^ y ) qui nous servira
dans la suile. Supposons que dans le rectangle (R), la fonc-
tion/(a*, y), tout en restant continue, vérifie Finégalité

f^^H^-L^, (p^

( 1 ) D. V. JOXRSCO, Mémoire cUé, Chap. IV, formulea (i3),
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Dans ce cas nous avons montré ( ' ) que

t̂ vy

<K
àx

à^
ày

) 1 - H ' + T (x + •r)"+l
) 1 ' " i-T^2 (P+^y. '

^y('+ï)(i+a) (x+y)P^
I-^P+Î (/>-+-«)! '

/ /» (i+T)(i+P) (-c-t-y)P4-1

I——Y^ (/'+!)' '

(26)

de sorte qu€ les formules (^) donneront

1 ? ̂ ^ î <- H (i+y)(i+a)P^ ^^1

I^^K"——F^^——o.TTTî'

\^)\<H(l^^-{-^2 ^ .
t </ 1 I — Y ^ 2 (/?+!)'

Diaprés les formules (21), on a

1 Vf^) 1 < H\l (r4" T )1 ( I 4" «^^ «^'(i + ̂ /?+2] r " s^ds
± i-T^ ^ (^+1)! '

Mais

(I4-a)/?+2-4_a/^^(i4-p)^•4-2=(I+a)/^^4- I-(a 4-ap)^-4-2 <fl4-^) (l+a)^-'-2

car
a f j = = Y < i .

Alors, si n désigne le plus grand des nombres i 4- -1 et i + I ?

on a

(27)

iL^) <MHn I+ï [(i+«)^P4-^1 v / i -Y/^ (yod-î)!

i V(.y) | < MHn I+^ ''(Ï-4-P^^•2.
' v • / / l ^ i—^+i (/?+2)!

De même, les formules (22) donnent

1 u'^) 1 < MH il^J0 ̂  a)^4- a/^t(i+ p)/^2]^^(^-^i)!

Mais

•MH. I^^ f(i^«)^]^.
1—^+2 (^4,2^1

(i -+- a)/^ -h a^i(i -+- p)/^2 < (i 4- a)/^i('2 + a 4- p),

( 1 ) D. V. JONESCO, Mémoire cité, Chap. IV, formules (i 8) et (19).
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de sorte que si n' désigne le plus grand des nombres

a •+- a -h ? -+- /i •I-h-a </, 2 -t- a -+- ? -+- n

on a pour x^d et y< cl1

^-d'

<28)

|U^)|<MH^ I^ [(i+a)^]^
1 ' /" i-y/^ Oo4-i)I ï

1 VV) 1 < MH ̂  I+Y [(i-^-P)y]^i
»-ï^ (^+1)! '

II. — ÉTUDE D^t'NK ÉQUATION PONCTIO.NNELLE.

8. Nous avons vu plus haut que pour résoudre poire problème,
nous sommes conduits à Inéquation fonctionnelle [équations (i i)
€t ( l5 ) ]

<^9)
r̂

?(.z')= P(.c)?(Y^)-h / A ( ^ < ) y ( Y ^ ) ^ + U ( . c ) ,
^o

en fakant5ur.P(.c), A(.r, ^), U(a*) les hypothèses suivantes :

|P(^)|<^^

y a
|U(a-) |<S-^.

ï<i;
à^(x, t)

àx
\\(x,t)\ et <M;

|P(o))<i;
P'(.g)

<^P(a-)
•yUL—1

'^^^K^^^I^i' U(o)=o.

Dans ces conditions, nous allons démontrer que Inéquation (29) a
une solution continue, admettant une dérivée continue dans Finter-
valle (o, d) ou (o, d ' ) où les hypothèses précédentes sont valables.

L/équation fonctionnelle (29), à un changement de notation près,
est identique à une équation fonctionnelle rencontrée par
M. E. Picard à l'occasion du problème de M. E. Goursat relative-
ment à l'équation (i) . Le théorème d'existence de la solution de
celte équation a été démontré par M. E. Picard dans les Comptes
rendus de l ' A cadem îe des Sciences ( * ) .

( * ) Tome 144, 1907, p. 1009.
LV. 1 2
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Nous allons reprendre très brièvement ce théorème en lui ajou-
tant un complément relatif à l'existence de la dérivée de la solution
et en établissant certaines inégalités que nous emploierons dans la
suite.

6. Commençons par résoudre Inéquation fonctionnelle

(3°) ?(^)—P(.y) î>(T^)=/(^)

en supposant que

L/WKH^, I/WK^^^T <^)-

Si Pon pose

(3I) Ui(x) = P(x) P("^).. .P(^-i.r) f(^x),

la solution de l'équation (3o) est ( 1 )

^(x)=î,ui(x).

La série du second membre est convergente. En effet, il suffit de
voir que

^ ^\u^(x)\<^ï\^-^^x-.
(A!

Qrf Qd'

Donc, si 1 est le plus grand des nombres e1"1^ e'"^ on aura

(3.) |,(.)|<^^.

Démontrons maintenant que f(x) a une dérivée continue. Pour
cela prenons la dérivée logarithmique des deux membres de la for-
mule (3i). On a

^£} = p!̂ ) + v p'(^a;) + + „,-, P'W-^) , ,f'(rx)
Ut(x) P(.c) + -P(T.Î-) +•••+^f p^i-.^+ï'y^J-'

d'où

' "'. (•E) 1 < T^ 1 l('(a•) 1 + »'I (̂ ^ ï^

(') E. PICARD, Note citée, n» 3.
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et par suite la série

£^(.r)

est absolument et uniformément convergente.
En plus on a

, ,, ,, il Hf ^ H'I .2-P-i
i? wi < r^ 7^^ (ÎT + T^T? (T^Î'

et si cT est le plus grand des nombres —— — » —— — » on ar b i — ^ % i — ^ 2

,,̂ <<t̂ ,̂
7. Cela étant, revenons à Inéquation (29) et en introduisant un

paramètre ^, on peut récrire sous la forme

<p(.r) - P^) \^x) === A F A(^, t) 9(Y<0 ̂  4- U(^).
^o

Nous allons résoudre cette équation, d'après M. E. Picard, par
la méthode des approximations successives, en cherchant à y satis-
faire formellement par le développement

90) = ?o(^) -+-AÇi (^ ) -4 - . . .4-A»^(^) 4-....

Les fondions ©i(^) sont déterminées de proche en proche par les
équations

y o ( ^ ) — P ( ^ ) ? < » ( T ^ ) = = U ( ^ ) ,
r1

Çf(.y)—P(^)^(Y^)= / A(^<)9,-i(7^),^=^(.P)
^o

(r=i, 2,...y.
Nous allons montrer la convergence uniforme des séries

(34) 2/^9,,(aQ. 2/^?;,0).

Les formules (3a) et (33) donnent

(i^)i<^?'1 ?.. (•») 1 <

l?'o (•»')!<

i—y11 (A'.
(S ' - r -5rf") t . .r^-'

i — ̂ ^ - i } ! '
(35) , /.. • ^ ^ .„„-.
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Evaluons maintenant les valeurs absolues de g^x) e\.Àe g.{x).
On a (Tabord

, , ,, . Msr x^
i^)i<T^^nrr^

et ensuite de la formule
, , . , , . , . /" t làk(x, t)

^i(^)=A(.r,.y)<po(ï^)-+-/
^o

^(^)=A(^^)yo(^)+y>^A^O?o(T<)^,

on déduit
i / / \ i ^ -»/i o r Y11' •rîj' F x 1i^(^|<MSI^^^+^^j,

de sorte que si rf, est le plus grand dos nombres i 4- - et i -+- - »
3 3

on a
l^^)[<Msr^-^^.

Diaprés les formules (3a) et (33), il résulte alors que

".OK^-T^T^^.

|,,(.)KMS,.̂ ;̂̂ ,

et ainsi de suite. En général, on démontre que

^ ( | „ (.) < SM<I... ̂  ... ̂ ^ ̂  ̂ , .

L '/ M/-eirr-^ '̂  Tt1'"1"1'"1 rf' + ̂  •«•t1-4-»-1[ 1 ^ ( ^ ) 1 <SM.I^^...^^,_,^^^^^^._^,,

et par suite les séries (34) sont convergentes, quel que soit À. On
voit facilement que pour \-==- \ ces séries représentent lasolution
de l'équation (29) et sa première dérivée.

On démontre aussi sans peine que la solution trouvée est unique.
Pour le principe de la démonstration, je rappelle qu41 est esquissé
dans la Note de M. E. Picard.

Remarquons que y étant moindre que Punilé,

T^ ^ r2 ^ __<-__ (^\,
I — ^ + t ^ i — y a I—Y^ " I — Y ^ \ (>0/

et que
__i__ ^ JL 1
(tji-t-Q! ̂  (JLÎ » ! '
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de sorte que les formules (36) peuvent encore s'écrire

l..(-)KS'^ ^ ^m^)' (-«..,-).

r;<-)<"^^n(»"^)' <•'..-.,...).| 9\(x) < SI ———— -———- — Ml •I — V ( A ( ^ — i ^ ! î ! \ i — y

II résulte alors que pour les fonctions

<p(.r) = S<p,(a-), ^\x) = S(p;.(a-),

on aura les inégalités
si ^ m!:.

i — Y ^ ^ t <HMK————,-^.

l.'OK.^^i^s^^.,)^--,)]}.

Si ron désigne par J le plus grand des nombres
W^ MIj;

e^-r , ^-r .

et par K le plus grand des nombres

/ SLT,/ \ / MI y8 „ \
^-r-çcr^cf^^-r -i;, d't+{c/"-^di)\el-r -i;,

on a finalement

W

SU x^-/ , / . , . ^IJ X^-\\^^\<-^-^^— vy- pi !
, / , , . ( S ' + K S ) Î ^-i

? (^) 1 <
i-^ (^-i)î

Ce sont ces inégalités que nous allons employer dans la suite.
D'après le choix que nous avons fait des constantes 1, J, K, .. .,
ces inégalités sont applicables à l'équation (ii)aussi bien qu'à
l'équation (i5).

8. Revenons maintenant tout au début dé ce travail et cherchons
des limites supérieures pour les valeurs absolues de l'intégrale de
l'équation aux dérivées partielles (3) qui satisfait aux conditions
du a" 1, et de ses dérivées partielles du premier ordre.

En supposant que f(x^ y) satisfait aux conditions du n° 3, pour
avoir des limites supérieures des fonctions 9 ( x ) et 4'(r) qui
figurent dans les formules (5) et (6), il suffit, d'après les for-
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mules (24) et (aS) de faire dans les formules {37)

S = _MFa( ï + ?), S'= MF<x(i + P) (i -4- d} (^ = 9.)

pour la fonction 9^) et de faire dans les mêmes formules

S = M F p ( i + a ) , S^MF^i^a) / !^^) ( ^ = 2 )

pour la fonction ^(y). On trouve donc :

.w^^Ai^a^,
I^^KMF^-Ï,"^

i—72 a!

î l̂ lF0'̂ ^^^.),,

]^);<MF^^l(i+^^,

de sorte que si l'on tient compte des formules (a3), on a, pour les
fonctions (5) et (6), des inégalités qu'on peut mettre sous la
forme

i.(^)l<L^±Z}!,

<38) / J- <L(^+y) ,àx
àz
~ày <L(a7+y) ,

L étant un nombre convenablement choisi. Ces inégalités sont
valables dans la partie du rectangle R, comprise entre les deux
droites représentées par les équations y == y.x et x = (3 y.

9. Dans le cas où la fonction f {x, y ) satisfait, dans le rec-
tangle (R), à rinégalité

|/(^)|<H^2^.(.),

pour avoir des limites supérieures des fonctions ̂ (x) et ̂ (y) qui
«eurent dans les formules (5) et (6) ainsi que de leurs dérivées du

< 1 ) Voir a° 4.
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premier ordre, il suffit d'après les formules (27) et (28) de faire
dans les formules (3^)

S=MH^^y^(.-Ha)^^ s'=A]H^-^—y^(i+a)/^i
^=^-4-2,

pour la fonction 9 (.se) et

S =MH/i-i-±-—(i-4- B)/^-2, S /=MH/l /—^t^—(I-^-p)^ll—Y/?-+-a v r / ? ^_ -> / / ^+2 v r /

^=^+2,

pour la fonction ^(y). On trouve

^^<^H^^^s^y,
-^^l<MHn.^^K^^

l.^^l <MH,f^^^,)]^±^f('^^,

j y (y) 1 < MH1 [n'+ kn(, + ?)] (-̂ ^ [(.̂ '̂.

Alors si l'on tient compte des formules (26), on aura pour les
fonctions z ( x , y), , » — données par les formules (5) et (6)

1^)'< (̂  T^ |(̂ )——MU. [(^^-^^^^ j,
|^| H I+Y \ / ,, . . M]T/t/--^-A:/l(I-^-a)^,-, . - )
[ „ | < (̂ T)i rr̂ Ti j (i+a)(^y)^i+ _L^ -̂Ji[(, +a).p-[.

^ <- H I-^ | (I+3)(^4- y^l+^^^^^^^^d+S)^^).^ ^(p^i)\ ï ^ p ^ ^ 1 1 ^ ^ 1 ^ ^ 1" • i_y^+2 l^^P^r j

Mais le point (*y, y) étant situé entre les droites représentées par
les équations y = v.x et x = (3y, on a

^•^y» Py<^?
de sorte que

(i4-a).y<4?4-y, (i + P)j< < ̂  -+- y.

Alors, si Fon désigne par D le plus grand des nombres
•2MÏJ/Î

^T-r^p
MI[n'+Â-/i(i+a)] 1 - ^{[^^^(i+y)]i -4- a -4- ————————^———— » i -(- ,-> -+- ——-—-—'—„————5
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on aura

I -i_ y / /p _l— y '\P'^~Î|5(^r) |<HD--—— ( •y/ ,' v - f ^ 1 ^ i-. ^-+-2 ( ^ -4_^ )?

^ ^ .un I+^ (.y-^-y)/^1
(39) Tx <ÏÎDT=^ (^i)î î

^ <-nn-l±-I- (̂ ±^1!^ <IID7=-^ TTTTyr'
Ces inégalités sont fondamentales pour la suite. Je rappelle quelles
ne sont valables que dans la partie du rectangle (R) comprise
entre les droites représentées par les équations y •===. y.x et x = ̂ y .

III. — LB CAS GÉNÉRAL.

10. Revenons maintenant à l^objet de ce travail et démontrons
rexistence de rintégrale de Inéquation (i) qui satisfait, relative-
ment aux droites représentées parles équations y === y.x e\.x ===(3yy
aux conditions (4) et qui s^annule au point 0. En introduisant un
paramètre ^, nous pouvons écrire l'équation ( i) sous la forme

' / \ ^2 z ^ r / \ » / \^z , \ ̂ z i ^/ \
lio) JoTày = ^ [a(^ y)z 4" 6(^ >r) 'àx + c(•r? ^ôy \+ Alrî y)î

et cherchons, comme Pa indiqué plusieurs fois M. E. Picard, à
satisfaire formellement à Inéquation (4o) et aux conditions ini-
tiales (4) par le développement

(41) z(x, y) = 2o(^, y)-t- X^i(.r, ^)-^-...-^AM^(.r,y)-^-....

Les fonctions ^o^» y ' ) i • • • ? ^(-^y)» • • • sont déterminées de
proche en proche par les équations

£t-^)'
à^Zi , àzi-.\ , àzf^i .•^y =^(^y/^-i+^(^y)-^--+-<-(^y)-,- =^-(^y)

( l = I , 2, . . . ) ,

et par les conditions

pi{x, v.x) = a(o(a?)y/(.r, ay)-+- a(.c)^-(.r, oca*),
^•(Py,y)=P^(y)^(P7»y)+^(^)^(P^y)»
Zi(o, o) == o

(l== 0, I, 2, ...).
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Nous voyons que pour chaque fonction Zf(x, y ) nous avons à

résoudre un problème que nous avons traité dans les deux
premières parties de ce travail.

Il nous reste à démontrer la convergence absolue et uniforme
des séries

(4->.) SA^^.y), SA"^, 2X^.

Or ceci est aisé grâce aux inégalités (38) et (89) que nous avons
établies précédemment. Ces inégalités notant vraies que dans la
portion du rectangle (R) comprise entre les droites représentées
par les équations y == arc et x = j3y, nous supposons que le point
de coordonnées (*r, y) se trouve dans cette région.

Nous supposons que dans le rectangle (R) la fonction f{oc, y )
est continue ainsi que les fonctions a ( x ^ y ) , &(*r,y), c(.r,y).
Soit N un nombre supérieur aux valeurs absolues de rt, fr, c dans
le rectangle (R).

D'après les résultats du n° 8, la fonction z^xy) et ses dérivées
partielles du premier ordre satisfont aux inégalités. (38)

|.^)|<L(^-^,

S <L(^y), ^|<L(^.r).

Évaluons maintenant la valeur absolue de g\ (»r, y). On à

l^ (^y) l<NL(^+y)^+^-^) .

Alors si nous posons
. d + d '
8=2-4- —————9

2

on aura, pour x ^ rf, y ^ d\

Ui(^.nl<NL8(.r+y) .

Alors pour la fonction ^i( .y,y) et ses dérivées partielles du
premier ordre, on aura les inégalités (3g) où Pon remplacera H



Ensuite, on aura

t(^.
as,
Ac
àz,
ày

y ) | < L N D 8

< L N D 5

< L N D Ô

i +.7
i — Y »
i + y

1 •y3

i -hy
i -Y»

(^-t-y)3

3!
(^+.^)2

•2Î

(a? -4- y)2

2!

»

9

t+7 (^-4-j^)2
i<?î(^.r)|<LDN^

et les mêmes formules (3g) donneront :

1^(.^)1<LD.N«^-—————^——(^^
(i-Y'Ki-T4) 4! '

,̂
<LD 2 N 2 Ô 2

< L D2 N2 §2

(i-i-T)1 (>g+^)3

(i—^)(,-^) 3! î

(i-i-T)2 (.y+.r)3

(i-ï'Xi-ï1) 3! ï

àx
àz^
ày

et ainsi de suite.
La convergence absolue et uniforme des séries (42) est démon-

trée quel que soit À. Pour \ == i, ces séries représentent la solution
et les dérivées partielles du premier ordre de cette solution, du pro-
blème que nous nous sommes posé.

Cette solution est valable dans toute la région du rectangle (R)
comprise entre les droites représentées par les équations y== v.x
et^====(3y.

11. La solution donnée par la formule (41) (où l'on fera X == i)
est unique. La démonstration se fait suivant la méthode clas-
sique^). Les éléments nécessaires pour faire cette démonstration
se trouvent dans les deux premières parties de ce travail.

Y ajoute encore que Pintégrale précédente peut être prolongée
dans le reste du rectangle (R), en résolvant par rapport à chacun
des segments de droitesy = aj? et x == ,8y, compris dans (R), un
problème de Cauchy. En effet, il suffi.! de voir que riûtégrale pré-
cédente donne les valeurs de z^ -5 et j^ le long des droitesy == v.x
et x == (3y.

(*) Voir à ce sujet les Mémoire» déjà cités de MM. E. Picard et E. Goursat.


