BULLETIN DELA S. M. F.

D. V.JONESCO

Sur un probléme relatif aux équations aux
dérivées partielles du second ordre

Bulletin de la S. M. F., tome 55 (1927), p. 163-180
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1927__ 55 163_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1927, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1927__55__163_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 163 —

SUR UN PROBLEME RELATIF AUX EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. D. V. JonEgsco.

Considérons I'équation aux dérivées partielles du second ordre
a caractéristiques réelles

02z az Jaz |
(1) W-—a("l‘y.}’)z“‘b(x:.}’);‘z‘,+C(-?7,.}’)Ey‘"‘f(xa)’)

et deux droites Ol et OJ représentées par les équations
Yy =ax et z =y,

respectivement. On suppose que «, [ sont positifs et que OI est,
des deux droites, la plus approchée dé Ox de fagon que a3 soit
plus petit que un.

Cela étanl, je me propose de montrer que I’équation (1) admet
une intégrale s’annulant a I'origine, et satisfaisant sur les droites Ol
et OJ aux conditions

(2) ? It o
y as(y)zp+ ba(y) (d—;)n—hc,(}') (5;).,___ o,

A est le point de coordonnées (z, ax) de la droite OI, et B est le
point de coordonnées (By, y) de la droite OJ ; a,(z), . , ca(y)
sont des fonctions données de z et de y.

Différents problémes ont été posés relativement a I’équation (1)
par MM. E. Picard (') et E. Goursat (2). Je rappelle seulement le
prqbléme de M. Goursat qui consiste a déterminer I'intégrale de
Péquation (1) qui prend des valeurs données le long d¢ deux

(}) E. PicarD, Journal de Mathématiques pures et appliguées, 18go, et Note I
du Tome 1V des Lecons sur la Théorie des Surfaces de G. Darhoux, 18g6.

(?) E. GouRrsAT, Annales de la Faculté de Toulouse, 2° série, t. V, p. 405-
436 ; t. VI, p. 115-144 ; 3* série, t. I, p. 129-143.
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courbes passant par le point O et situées dans 'angle 2Oy ('). Le
présent travail est en quelque sorte une généralisation du probléme
de M. Goursat.

Les résultats essentiels de ce travail ont été communiqués a
I'Académie des Sciences dans la séance du 4 avril 1927.

[. — PROBLEME PRELIMINAIRE.

1. Considérons ’équation aux dérivées partielles
q p

(3) =@

ou f(z,y) est une fonction continue dans le rectangle (R) défini
par les inégalités

Nous allons chercher I'intégrale de I'équation (3) nulle a I'ori-
gine, continue dans le rectangle (R), et qui satisfait sur les seg-
ments de droites de OI et OJ compris dans (R) (?) aux condi-
tions (2). Nous supposons b, (&) £ 0 et ¢c,(y) 7~ o (*) (ce qui est

le cas général) et nous posons les conditions (2) sous la forme

5p(w,m>=w<x>q<x,m)+a<w)z(w,m> (P=5)
(4)
9
| 28520 = Bz P8y + 2By (2=5):
Soit {(z, y) I'intégrale de.l’éqnation (3) qui s’annule le long
des droites Ol et OJ. Alors nous pouvons écrire 'intégrale géné-
rale de I'équation (3) sous la forme

(3) 3(z,y) =z, y) +9(2) +$(),

et comme z(x, y) s’annule a l'origine, nous pouvons supposer

que ¢(0) = ¢(0) = o.

() Relativement 4 ce probléme, voir aussi D. V. JoNesco, Sur une classe
d’équations fonctionnelles (Thése) (Annales de la Faculté de Toulouse, 1927,
Chapitre 1V). ‘ '

(?) Pour fixer les idées, sapposons que le point de coordonnées (d,d’) se
trouve entre les droites OT et OJ.

(®) Nous aurons i revenir sur les cas ol 4, (x) =0 ou b, (2) =c,(y) =o.
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Les dérivées partielles du premier ordre de z (2, y) sont

P(z,y) = 2+ 9(2),

(6)
q(w,y)— +¢(J’)

Remarquons que {(z, ) s’annulant sur les droites représentées

par les équations y —ax et z = 3y, ona

(3-_2‘>;§; +a<gi)1—x =9 ﬁ<%)}!§'ﬁy+ (%);:)?)‘=o’

ay Jx=
y=ox
de sorte qu’en posant

/dc
(7) =\ (a),
dz‘)y;:t d}’ ;;‘p‘
on aura
9% —_ M=) 9% —_ k),
<d.}’>1::x~ a ’ (dx);v:‘ﬁy_ g
II résulte alors que
(z,am)=  o(z) +4(az), 3(Bry)= o(By)+¥(¥),
p(zaz)= M&)+¢'(@)  p(Byiy)=— *‘({) +9(By),
p(y) +4' )

q(z,02) =— (“’) +¥(ax), 9By =
et en écrivant que les conditions (4) sont vérifiées, nous avons pour
déterminer les fonctions ¢ () et § () les équations fonctionnelles

?'(2) = aw(2) ¥ (a2) + a(z)[9(2) + $(22)] = [1+ w(x)]A(2),

8 _
B} W)= 2 () ¢/ (82) + B2 (Br)+ ()] — [+ 5 ()] ()

Nous allons transformer ces équations et les mettre sous une
forme plus commode.

Multiplions les deux membres de la premiére des équations (8)
par dz et intégrons de o 4 z; de méme, multiplions les deux
membres de la seconde équation (8) par dy et intégrons de od y.
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En tenant compte de ce que ¢(0) =¢(0) =o0, ona
s [ ") 9 ds = 0(2) h(az) + S ") — (5] $(es) ds
~f01[1+w<s)] X (s) ds =1 (2),
)= By d=) 5@+ [ o= (O] 5800
— [ i+ w10 de = ).

Si I’on forme ensuite les combinaisons

X fa(ﬂ')lld‘
n@+ [ ames ends,
0
fyb(r)
et

) dt
ORI Yo,

on trouve le systéme

/
fﬂﬂl

q:(z)=w(x)¢(aw)+fra(.z‘,s)zp(as)cls—‘/”:[l—i--w(s)]e‘ - )w)\(s)ds,

© ,
y y y(r)dt
YN =re@+ [ by esna— [ e wos
L] 0

qui est équivalent au systéme (8). On a posé
A a(o)d
a(z,s)= [a(s)w(s)+a(s)—w'(s)]ef @ d,

fyb(f)llt
b(t, y)=1[b(2) =(t) + b(t) —='(8)]e "

(10

Si I'on élimine la fonction ¢ (z) entre les équations (9), on
obtient, pour la fonction ¢(z); 'équation fonctionnelle

(n ?(2) = P(x) 9 (1) +fmA(.r, t)o(vt)dt+ U(x)
[)

‘avece

(12) P(z) = w(z)n(ax), Y = af,

(13) U(x) =j1wA,(x, t)A(t)dt +fw,A,(x; t)p(at)dt
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et

r

| A (z,0)= ‘uw(.z')b(at,ax)+a(z‘,t)ﬂ(at)+af a(z,s)b(atas)ds,
¢

/“ a(o)de

(18) { Ay@,0)=—[1+ w(t)] & ¢ )
(Az(z,t):——a[l+1t(“l)] [m(_z‘)e‘fu bmdt—/xa(m,s)!/:bmdrds:,.

De méme si 'on élimine la fonction ¢ (z) entre les équations (9),
on obtient, pour la fonction ¢ (y), 'équation fonctionnelle

(15) Y =¥ + [ Bl ) b(rel ds + V(p)
avec
(16) Q) ==(yYu(By),

Y .Y
an Vo =[ B pru@ s+ [ Ba(s, y)M(Bs) dsy
0 [

B(s, ), Bi(s, )-et By(s, ) sont données par des formules ana-
logues aux formules (14). '

Ainsi nous avons ramené la question posée au débat du n° 1, a
la résolution des équations fonctionnelles (11) et (15).

2. On supposera que pour

(18) og.z'ga.d et oly<pd,

les fonctions a(z), w (x), & (y), n(y) sont continues, les fonc=~
lions w(z) et m(y) ayant aussi des dérivées continues. Dans ces
conditions, les fonctions a(z, s), b(¢, y) ainsi que les fonctions .

A(e, ), Ag(m,t), - A!("”" t),

(19) B(s,»), Bi(s, %) Ba(s,»)

sont toutes continues dans le rectangle (R).
Remarquons encore que, d’aprés les formules (o), les fonctions

du(z. )  Ib(s, y)
dr Jdy
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sont continues et par suite les fonctions

‘dA(x,t) JA (2, t) dA,(w,t),

oxr ’ ox ’ Jdxr
(20) ( IB(s,y)  9Bi(s,7) Ba(s,y)
dy dy dy

sont également continues dans le rectangle (R).

Nous désignerons par M un nombre supérieur aux valeurs abso-
Ines des fonctions (19) et (20), dans le rectangle (R).

Des formules (13) et (17) nous déduisons que

1U<z>1<Mf (M@ 1| w(at)| | de,
(1)

IV<y>1<Mf {1 ()] - IN@9)| ] ds

\ 0

Si nous dérivons par rapport a z et a y les formules (13) et (17),
nous avons

U'(z)=A(z,z) \(z) + Ag(z, ) u(azx)
—+—£ d——A'S:’t)k(t)dt +‘/0" d—-—A’s:")p(ac)dt,
V) =i ,

et par suite

1U'(x>1<M{|x<w>1+m<m)|}+Mf'H>\<t>|+1u(«t>lxdr,

(22) o
V() | < M{|w() +l>~(ﬁy)l}+Mf () '+ 2(Bs)| } ds.

0

D’autre part, nous supposons que dans les intervalles (18) on a
lo(z)]| <ews,  |n(y)| <emy
w'(z)

w ()

et que
w'(y)
=(y)

Alors, d’aprés les formules (12) et (16), on aura

[P(z)] <eQ=, | Q(y)| <elr,
O Q(y) .
P(@) ’ Q'm" <&

Q étant le plus grand des nombres w, +an, et n, + Ba,.

|<(l)|,

| <‘R1.
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3. Supposons que dans le rectangle (R) la fonction f(xy) soit
continue et soit F' un nombre supérieur a sa valeur absolue dans
ce rectangle. Nous avons montré (') que dans la région du rec-
tangle (R), comprise entre les droites représentées par les équa-
tions y =axetx =0y, ona

[ 1t i<F Ly,

[ —

[§]<m |g]<e

(23)

de sorte que [voir les formules (7))}
I Mz)| <Faz, |u(y)I<Fpy.
Alors les formules (21) donnent
L 1U2) < MFfo't(a+aﬁ)zd¢= MFa (1 ,8)“1:,

(24) .
V1< MF[O' (B+a3)s ds = MF (1 ) L.

De méme, les formules (22) donnent

8

|U'(2)| <MFa(1+ 8) = <:+ ;>.

<R

|v:(y)l<MF§(x+a)y(x+;>,
et 'on déduit que pour z<d et y<d' on a
|U'(2) | < MF 2(1+ B)(H— %)w,

(23) ’
V()| < MF B(1+2) (I+ ‘é)y

4. Faisons une autre hypothése sur f(z, y) qui nous servira
dans la saite. Supposons que dans le rectangle (R), la fonc-
tion f(z, y), tout en restant continue, vérifie 'inégalité

| flan) | <mELZE (pza),

(') D. V. Joxgsce, Mémoire cité, Chap. IV, formules (13), .
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Dans ce cas nous avons montré (') que

|t(zy)| <H 1+y (x+.r)/'+2,

1—yp+: (p+2)!
9 (+y)(+a) (z+ y)p+!

(26) ’ 1&‘ <H 1« yP+2 (p—+1)!
9 (+=0+B) (z+ y)y+t

|9y <H P TEDL

de sorte que les formules (7) donneront

gD rape zr
.1___.(;”-2 (P_*'l)l
) +pprr yp+t
1— P+ (p+n)!

In(2)] <

le() | <H
D’aprés les formules (21), on a

| U(2)| < HM

(14 7) [(1 - 2)P+2 4 ar+1 (1 + {i)/H-‘!]f"" P+ ds

1— yP+2 b (p+1)!
Mais
(1 + )P+ 4 aP (14 B)"+2 = (1+ )P+ 4 ;(a +aB)//+=<(1+£> (1+ a)p+2

car ’
af =y <I.

Alors, si n désigne le plus grand des nombres 1+ éet 1+ %7
ona
1+7y [(1+@)z]p+?
1=yt (p+ 2)!
1+y [(+Bylp*2
1— P+t (p+2)!

{U(z)| <MHn ,
(27)

[V(») <MHn

De méme, les formules (22) donnent

) ‘ I+Y ) , .\ b+t
[U'(2z)| <MH W—?[(I"'“)"“"‘ a/+a(1+§)/+z](_P__+l)!

1+7 [(1+a)z]p+?
—* T (p+a)l

-+ MH nl

Mais
(I -+ a‘)/;+2_|_ 1p+1(1 -+ p)p+z < (1 -+ a)p-H(:z + o+ B).

(') D. V. JonEsco, Mémoire cité, Chap. IV, formules (18) et (19).
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de sorte que si n’ désigne le plus grand des nombres

I+ a 1+ 83
d, 2+a+B+n—="4d,
. “ 2

2+a+B+n

on a pour x<d et y<d'

1+ [(1+a)z]+t

| U (@) | <MH ' 0 Sy

8
9 VO <MHR 10y [0+ ByPp+
' 1— P+ (p+1)!
II. — ETUunE D’UNE EQUATION FONCTIONNELLE.

5. Nous avons vu plus haut que pour résoudre notre probléme,
nous sommes conduits a I'équation fonctionnelle [équations (11)

et (15)]
(39) (@) =P@s(ya)+ [ Alw09(r0)de+ (),
0

en faisant sur-P(z), A(z, t), U(x) les hypothéses suivantes :

1 v <1

2 A(z0)] et “’—‘A‘—%ﬁ|<m;

' P .

> Pyl <es | g <e (P@I<
% L , bt

© @) <ST |U(z>1<§(:T,)!, U(o) = o.

Dans ces conditions, nous allons démontrer que I'équation (29) a
une solution continue, admettant une dérivée continue dans l'inter-
valle (0, d) ou (0, d") ou les hypothéses précédentes sont valables.

L’équation fonctionnelle (29), 4 un changement de notation prés,
est identique a une équation fonctionnelle rencontrée par
M. E. Picard a loccasion du probléme de M. E. Goursat relative-
ment & I'équation (1). Le théoréme d’existence de la solution de
cette équation a été démontré par M. E. Picard dans les Comptes
rendus de ' Académie des Sciences (V).

(') Tome 144, 1907, p. 1009.
Lv. 12
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Nous allons reprendre trés briévement ce théoréme en lui ajou-
tant un complément relatif a 'existence de la dérivée de la solution
et en établissant certaines inégalités que nous emploierons dans la
suite.

6. Commengons par résoudre 1'équation fonctionnelle

(30) ?(2) —P(2) p(y2) = f()

en supposant que
S@I<HZL  IS@I<H S (u2a).
SiI'on pose
@1 w(z) = P(2) P(y)...P(y=12) f(yi2),
la solution de I'équation (30) est (')
?(x) = Zu(),

La série du second membre est convergente. En effet, il suffit de
voir que
L E -
lu(@) | <H et =Tyme 5.

Qd  Qa
Donc, si I est le plus grand des nombres e'~Y, ¢'~Y, on aura

xP-

(32) lo(2) | < —— —w ot

Démontrons maintenant que ¢(z) a une dérivée continue. Pour

-cela prenons la dérivée logarithmique des deux membres de la for-
mule (31). On a

wy(@) _ P(@)  Pyz)
w(z) = Pla) " F(y2)

FP'(Y“'w) + v (y2)

o PR Ti—x P(Yir—lx) Y f(Y‘g;)

d’ou
.
1u,(x)]+H —-——l-)-,'Y"'.

luy (@) ] <1

(') E. Picarp, Note citée, n° 3.
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et par suite la série
Su;(x)

est absolument et uniformément convergente.
En plus on a
, ¢  HI v HI ot
A e T et ey
e d Qe Jd -

- ——_— —-hHona
—y 2 1=y 2

et si d” est le plus grand des nombres -

(H'+Hd")I a1
1=y (e —rn)!

(33) 9(2) | <

7. Cela étant, revenons a I'équation (29) et en introduisant un
paramétre A, on peut Vécrire sous la forme

?(2)—P(@) 3 (1) = [ Az, ) p(y0) de+ U().

Nous allons résoudre cette équation, d’aprés M. E. Picard, par
la méthode des approximations successives, en cherchanta y satis-
faire formellement par le développement

o(x) =¢o(x)+ ror(x)+... -+ 2m@u(r) 4. ...

Les fonctions ¢;{z) sont déterminées de proche en proche par les
équations

9o(2) — P(z) 94(yx) = U(2),
i) =P e (r) = [ Al )91 ( 0t = ()
(i=1,2,...).
Nous allons montrer la convergence uniforme des séries
(34) Ziren(x), Zirre,(x).

Les formules (32) et (33) donnent

SI (2
(@)l < ;=0 v
(3%) ., /(S’—i—'Sd")l gt
leo(z) ! <

= (gl
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Evaluons maintenant les valeurs absolues de g, (x) et de g} ().
On a d’abord
MSI e+

I&(z) ] <+ FEpri G prarars &

et ensuite de la formule
&1 (@)= A(2,2) g0 (x)+f

on déduit

dA(x, D oty de

’ A z .
15.*,(.1::)1<IVISIl [I+p+1]’

— b !
‘ . d d
de sorte que si d, est le plus grand des nombres 1 + Feti+ 3,
on a
, ¥+ xe
1 &1 (@) | <MSld'T—_‘{P~ P'!.

D’aprés les formules (32) et (33), il résulte alors que

. T I b+l
lei(2)| <MSI T ——T u‘_,_])!’
e ad'+d, .z'P-
1 2 ey |
I ¢4 (2)| < MSI 1— 8 T— Bl

et ainsi de suite. En général, on démontre que

fpin YRyt 1 apti
(36)3 |oi(x)| < SMIIH+ 1— b 1 — YT Ty (a4 0!

W yuti—t d' 4 d, ap+i—t
— e L— =l Ty (4 —1)!’

| 9(@)] < SMAL+ -

et par suite les séries (34) sont convergentes, quel qué soit A. On
voit facilement que pour A =1 ccs séries représentent la solution
de I’équation (29) et sa premiére dérivée.

On démontre aussi sans peine que la solution trouvée est unique.
Pour le principe de la démonstration, je rappelle qu’il est esquissé
dans la Note de M. E. Picard.

Remarquons que y étant moindre que l'unité,

+i 2 1 >
o e ot (1_‘=2 ,
T — yp+i I — y? I — yutd I — i >0
etque
1 I I
+i)! ploal’
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de sorte que les formules (36) peuvent encore s’écrire
q p

al I v2 \¢ .
loie(z) | <SI ey ﬂ(MII'_Y.z) (i=o0,1,...),
, @ dy xRt \E
'?'(’)'*S‘Wmﬁ(”':—w) (i=1,2,...).

I1 vésulte alors que pour les fonctions
¢o(z)=Z9i(x), ¢ (2)=2ZLgi(x),
on aura les 1négalités

S aw e
1 ¥

11—y p.
I P+t

) M1y
P g );S+S[ +(d+d)(e1—‘r >]$

SiI'on désigne par J le plus grand des nombres

lp ()| <

’

[ (2] <

MIY? NI,
e

et par K le plus grand des nombres

(Jx, g
&+ (d' +d) \ =T _1>, d”+(d”+d1)(e'f‘«" —l>,

on a finalement

SI aw
‘19(x>1< = o
(37) (8'+KS)I vt
(l?(‘”)l< —ye (p—n!

Ce sont ces inégalités que nous allons employer dans la suite.
D’aprés le choix que nous avons fait des constantes 1, J, K, ...,
ces inégalités sont applicables a I'équation (11) aussi bien qu’a
I’équation (15).

8. Revenons maintenant tout au début dé ce travail et cherchons
des limites supérieures pour les valeurs absolues de I'intégrale de
I'équation aux dérivées partielles (3) qui satisfait aux conditions
du n° 1, et de ses dérivées partielles du premier ordre.

En supposant que f(x, y) satisfait aux conditions du n°® 3, pour
avoir des limites supérieures des fonctions ¢ () et ¢(y) qui
figarent dans les formules (5) et (6), il suffit, d’apres les for-
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mules (24) et (25) de faire dans les formules (37)
S =MFa(1+8), 5 =MFa(1+§) <1+ g) (0= 2)
pour la fonetion ¢(z) et de faire dans les mémes formules
S=MFB(1+a), S= _\1F§3(;+a)(x+ ff—) (p=12)

pour la fonction ¢ (y). On trouve donc :

a(i-+8)1 2
= T

9 (2) < MF

(1 + o)1) 2
w<y>|<\lr‘-———73—{,

o (x)| < MF a——————(H—V’_)l ( + 2. A)

[V (2)! <\1ri§‘—tﬁ)_'(x+$f-+k)y,

de sorte que si I'on tient compte des formules (23), on a, pour les
fonctions (5) et (6), des inégalités qu'on peut mettre sous la
forme

\Iv(r‘y)]<“£x—_{—'_}i
. Js

(38) ) |d—x] <L(z+y),
03

’ R ]

L étant un nombre convenablement choisi. Ces inégalités sont
valables dans la partie du rectangle R, comprise entre les deux
droites représentées par les équations y = ax et x = f .

9. Dans le cas ou la fonction f (2, y) satisfait, dans le rec-
tangle (R), a 'inégalité

ey < nEZIE ),

pour avoir des limites supérieures des fonctions ¢(z) et §(y) qui
figurent dans les formules (5) et (6) ainsi que de leurs dérivées du

(') Voir n° 4.
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premier ordre, il suffit d’aprés les formules (27) et (28) de faire
dans les formules (37)
S = Mﬁnﬁfr—_‘(. e+, S'= MIn' —H;(x-i—a)/’*'
X *=p-+ 2,
pour la fonction ¢ (z) et

S =MHn —-—i:r——(l ~+ R+, S'= MHn

(14 B+t

p+2 N4 +2

p=p-+2,
pour la fonction ¢(y). On trouve

I+ [(1+ )z ]r+2
(l—*"l""?)’ (P+2)!

| ey [+ Byl
4 () < MHU 2 (pﬂ)! ,

lo ()| < MHIJ n

)

[(1+a)z ]p+t

SV ES
1+v [+ P)yl+
G—yrvip (p+n!

|#/(2)| < MHI [0+ kn(1+2)] o=

[V(¥) | <MHI[n'+ kn(1+ B)]

Alors sil'on tient compte des formules (26), on aura pour les

fonctions z (z, y), gz » 5, données par les formules (5) et (6)

3@, P < —= ( P+;)' % 3-(w+y)p+z+Mun [x +a)x]/;“i-*;£(_'l_ :—&3).}’.]p+2 g’

9 H -+ MI[r'+k

32 m ll__\{—pz_z ; (1+a)(w+ y)p+Hi+ _['_l‘t\%(-é;;ﬂ[(l +a)w]p+li,
MI k

|| < oy T | ey ML B gl

Mais le point (z, y) étant situé entre les droites représentées par
les équations y —=ax et x =Py, on a

wx <y, Br<a,
de sorte que

(+a)z<z+y, (a+By<z—+y.
Alors, si I'on désigne par D le plus grand des nombres
2MU n
-+.

‘_u'l’

- f.
l+<"_{_Ml[n +/fn(l+a)] —_ \ll[n “+ kn(1+ 3)]

1— 2 1— 72
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on aura
[3(2y)| <HD- l_+‘/'l+2 (Tp-*—-f.—y‘z:';-z
(39) % <HD 1:-_':/‘“’ (T; -*f/ 3’)'*'
J e

Ces inégalités sont fondamentales pour la suite. Je rappelle qu’elles
ne sont valables que dans la partie du rcctangle (R) comprise
entre les droites représentées par les équations y = az etz =y

HII. — LE cAS GENERAL.

10. Revenons maintenant a I'objet de ce travail et démontrons
Pexistence de l'intégrale de I'équation (1) qui satisfait, relative-
ment aux droites représentées par les équations y = ax etz =0y,
aux conditions (4) et qui s’annule au point O. En introduisant un
paramétre A, nous pouvons écrire I'équation (1) sous la forme

. 02 ad 9:
(G0) saas = [ate )2+ 0, NG+ ela, NG|+ Fm ),

et cherchons, comme l'a indiqué plusieurs fois M. E. Picard, a
satisfaire formellement a I'équation (40) et aux conditions ini-
tiales (4) par le développement

) z(z,y)=z0(z, ¥)+ Xz (@, y)+...+ (2, ¥)+....

Les fonctions z,(x, y), ..., 2.(2,y), ... sont déterminées de
proche en proche par les équations

92
d.l;;;’ =f( 1),

9z i dZi_ 03;_

d_xd_ly =a(x,y)z1—|+b(w;.7)—df‘z—"‘*’c(z,.}’)d_'),-l =&z )
(i=1,2,...)

et par les conditions

pi(z,ax)=aw(z)q:(z,ax)+ a(z) 3;(z, ax),
9By, ) =B () pi(By, ¥) + b(y)2(By, 7)
zi(0,0) =o

(i=o0,1,2,...)
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Nous voyons que pour chaque fonction 3;(z, y) nous avons a
résoudre un probléme que nous avons traité dans les deux
premiéres parties de ce travail.

Il nous reste a démontrer la convergence absolue et uniforme

des séries

. .. 03 dz
(4») Xz, (z, ), Zan _dﬁ’ PPRE #-

Or ceci est aisé grace aux inégalités (38) et (39) que nous avons
établies précédemment. Ces inégalités n'étant vraies que dans la
- portion du rectangle (R) comprise entre les droites représentées
par les équations y = ax et 2z = [y, nous supposons que le point
de coordonnées (&, y) se trouve dans cette région.

Nous supposons que dans le rectangle (R) la fonction f(z, y)
est continue ainsi que les fonctions a(x, y), b(z, y), c(x, y).
Soit N un nombre supériear aux valeurs absolues de a, b, ¢ dans
le rectangle (R).

D’apres les résultats du n° 8, la fonction z,(zy) et ses dérivées
particlles du premier ordre satisfont aux inégalités. (38)

| 20(2p) | < LEELY,
9% | o L(z+y) I‘ii’ < L(z+y)
dx y, dy ty.

Evaluons maintenant la valeur absolue de g,(«, y). On a

812, )| <NL(z + ) (5 + Z5L ).

Alors si nous posons
d+d

3=a4 2+,
2,
on aura, pour x'_g_‘d,ygdl,
1&1(x, ¥)| <NL3(z + y).

Alors pour la fonction z, (2, y) et ses dérivées partielles du
premier ordre, on aura les inégalités (39) od 'on remplacera H
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par NL3 et p par 1, c’est-a-dire :

312, )| <LND § 125 L (o p)?

b

Y’ 31
93, 1+Y (x+.y)?
-ZT.Z—‘ < LND 3 0 — "3 ————-—)'
dz, 1+7y (z+ y)
3y < LND o T’ —T
Ensuite, on aura
. : -+ 2
[g2(ay)| < LDNeae 2% (2T,

et les mémes formules (39) donneront :

“)2
|22, )| < LDWW(I_(;&:)_ . (x‘t"))

d3y aN2ge (1Y) (z+y)°
= | <M —mn—m T
92 a+yF  (@ryp
9%y <LD2N282(1—-Y")(I—Y‘) 3!

et ainsi de suite.

La convergence absolue et uniforme des séries (42) est démon-
trée quel que soitX. Pour A == 1, ces séries représentent la solution
et les dérivées partielles du premier ordre de cette solution, du pro-
bléme que nous nous sommes posé.

Cette solution est valable dans toute la région du rectangle (R)
comprise entre les droites représentées par les équations y = ax

etz=__y.

11. La solution donnée par la formule (41) (ou I'on fera X =1)
est unique. La démonstration se fait suivant la méthode clas-
sique (*). Les éléments nécessaires pour faire cette démonstration
se trouvent dans les deux premiéres parties de ce travail.

J’ajoute encore que l'intégrale précédente peut étre prolongée
dans le reste du rectangle (R), en résolvant par rapport a chacun
des segments de droites y =ax et z =3y, compns dans (R), un
probléme de Cauchy. En effet, il sufﬁt de voir que 'intégrale pré-

cédente donne les valeurs de z, 3 le long des droitesy = ax
et r = p}/

'(') Voir & ce sujet les Mémoires déja eités de MM. E. Picard et E. Goursat.



