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SUR LES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES ;

Par M. Marcer Licaur.

INTRODUCTION.

Le systéme complet des surfaces ¢; de degré / contenant une
courbe gauche T, détermine sur un plan général II un systéme
linéaire | C;| de courbes de degré I. Toutes ces courbes passent
par la section plane A de T. Ce systéme est par suite de dimension
inférieure ou égale a celle du systéme complet | ;| des courbes de
degré ! du plan II qui passent par le systéme de points A. Nous
désignerons dans la suite de ce Mémoire le défaut du systéme | C;|
par le¢ symbole w,.

M. Castelnuovo (') a démontré que, lorsque { est assez grand, on
peut étre certain que w; est nul et que par suite le systéme | C,|
coincide avec | o/|.

Je me propose de donner dans la premiére partie de ce Mémoire,
en me placant dans les conditions les plus générales, la limite
inférieure /, de { pour laquelle ce résultat est atteint.

La méthode employée pour décrire les surfaces & partir des
courbes planes est en substance la méme que celle de M. Castel-
nuovo. Indiquons-la ici briévement pour montrer les difficultés
que présente la détermination précise du degré des surfaces ainsi
obtenues.

Considérons une courbe gauche I' et une droite D en position
générale par rapport a I'. Faisons passer par D un plan II, quj
rencontre [' suivant le systéme A,. Il existe dans le plan II, une
infinité de courbes C; de degré [ passant par le systéme A, (In’étant
pas trop petit). Déterminons rationnellement une de ces courbes
en lui imposant le passage par un nombre convenable de points
cationnellement déterminés en fonction du paramétre qui caracté-
rise la position du plan II,. Lorsque le plan II tourne autour de D,

(') Alcune proprieta fondamentali dei sistemi lineari di curve tracciati
sopra una superficie algebrica (Annali di Matematica, 1897). — Voir aussi
PicArD et SimarT, Fonctions algébriques de deux variables. t. 2, p. 72.
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il rencontre I' suivant les syst¢émes A. Dans chacune de ses posi-
tions, il existe une courbe C, passant par A et par les points ration-
nellement déterminés en fonction du paramétre qui caractérise la
position du plan II. Ces courbes décrivent une surface 9 passant
par I', qui contient en général & fois' la droite D et qui est par
suite de degré [+ k.

Le probléme qu’il s’agit de résoudre est alors le suivant :

Dans quelles conditions est-il possible de choisir la détermina-
tion rationnelle des courbes C, des plans IT pour que la surface
obtenue soit de degré [ et par suite ne contienne pas la droite D ?

Une premiére condition nécessaire apparait immédiatement.
Soit B le systéme des { points d’intersection de la courbe C; du
plan I, avec D. Il est nécessaire que 'on puisse choisir la déter-
mination rationnelle de la courbe C; de fagon que le syst¢éme B
reste le méme quelle que soit la position du plan II. (4 priori on
ne peut pas affirmer que cette condition cst suffisante. Nous verrons
cependant qu’il en est bien ainsi.)

Or cela suppose que les séries découpées sur la droite D par les
systémes complets de courbes de degré [ passant par les différents
systémes de points A aient une série commune. On congoit que
la dimension de cette série commune est en relation directe avec
le défaut w,. En effet, si 'on fait passer par A, une courbe C; qui
coupe D suivant un systéme B qui n’appartient pas a cette série
commune, il n’existera pas de surface ¢, de degré / passant par I'
et découpant sur le plan II, cette courbe C;. On peut donc alors
affirmer que w, n’est pas nul. Il est par suite nécessaire pour
que w; soit nul (et c’est suffisant) que toutes les séries précédentes
soient confondues.

Ces séries sont certainement confondues lorsqu’elles sont com-
plétes, c’est-a-dire des g5 (). ‘

La difficulté du probléme apparait lorsque ces séries ne sont pas
complétes. Nous verrons alors que, méme dans les conditions les
plus générales, ces séries sont encore confondues pour les premiéres
valeurs de / qui suivent les précédentes.

(') Rappelons que I'indice représentc le nombre de points d’un groupe de la

série, et que I'exposant indique le nombre de parameétres dont dépend un groupe
de celte série. .
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La conclusion de cette étude est que la limite inférieure I,
(dans ces conditions générales) dépend essenticllement des pro-
priétés du systéme de points A,, section plane générale de T
(§ 5). |

Les résultats ainsi obtenus sont déja assez précis pour pouvoir
étre appliqués directement a la théorie des surfaces algébriques.
Ils permettent en effet de préciser la régularité des surfaces
admettant pour ligne double la courbe T' a I'exclusion de toute
autre singularité (§ 6).

Dans la deuxiéme partie de ce Mémoire, j’étudie la détermina-
tion du nombre w; lorsque / a une valeur donnée quelconque. Je
raméne ce probléeme a la discussion d’un systéme d’équations
du premier degré (§ 7).

Les conditions entre les coefficients des équations de la courbe I
que I'on rencontre dans cette discussion définissent des variétés
dans I'espace des coefficients qui sont covariantes dans un sens
large par rapport aux transformations projectives de T.

Je donne alors un exemple précis de Pabaissement du nombre 7,
qui montre combien cette question est liée a celle de la réduction
de la courbe I' (§ 8).

La fonction w,; peut encore s’annuler quand / est inférieure a /,.
J'en donne un exemple en relation encore avec la réduction de la
courbe I' (§ 9).

Dans la troisiéme partie de ce Mémoire, j’applique la méme
méthode aux systémes de surfaces ayant un ensemble donné de
courbes-base I' et de points-base. Les résultats se précisent quand
il existe un plan particulier tel que le systéme de points formé par
la section plane de la courbe I' et par les points-base qu'il contient
présente une plus grande singularité que le systéme de points
déterminé par un plan général (§ 10).

L’application de cette propriété aux surfaces présentant comme
singularité¢ des lignes doubles et des points multiples donne la
démonstration, dans le cas particulier correspondant, d’un théo-
réme énoncé dans le Tome 1I du livre de MM. Picard et Simart.

La différence entre le genre géométrique et le genre arith-
métique d’une surface Fy de degré N est égale au défaut du
systeme des courbes découpées sur un plan par les surfaces
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adjointes d’ordre N — 3 :
Pe— Pu=wx—3 (§11).

Nous aurons I'occasion de nous servir dans ce Mémoire de pro-
priétés et de notations déja utilisées dans une étude précédente
sur les systémes de points (A nnrales de Toulouse, t. XVI) (*). Nous
rappellerons 4 mesure qu’ils apparaitront la signification des termes
employés.

PREMIERE PARTIE,

1. Nous allons d’abord exposer trois propositions préliminaires
que nous aurons a utiliser souvent dans la suite de ce travail.

a. Soit A un systéme de points de singularité (2) si pour les
courbes de degré /. Cherchons la dimension p; de la série découpée
sur une droite D par les courbes C, de degré [ passant par A.

Sil'on fixe g} +1 points arbitraires de la droite D, les G, pas-
sant par A et ces points doivent se décomposer en la droite D
et une courbe C,_, de degré [— 1 passant par A.

En écrivant de deux fagons différentes la dimension d’un tel
systéme de courbes on obtient

I{l+3) _
2

(A —si)

M"“*@Hl)zﬁ;l_}fi_ﬂﬂ

ou

® o) =1+ sh— sk

b. Reprenons la figure précédente en y ajoutant unc deuxiéme
droite A. Si g} est la dimension de la série découpée sur D + A
par les courbes C; passant par A on a de méme

(a+3)

(A—sh)—(ep+n=UZ2EHD (4 g

9,
ou

(2) p?:zl+sf\-—s£".

(') La lecture da 1** chapitre suffit. On peut aussi se reporter a deux Notes des
Comptes rendus du 23 juin 1924 et du 7 juillet 1924.

(*) Jappelle singularité d'un systéme de points A pour les courbes de degré /,
I'excés du nombre de points sur le nombre de conditions indépendantes qu’ils
imposent aux courbes planes de degré / qui les contiennent.
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Précisons la signification de ce résultat. Il nous montre que 'on
peut prendre p; points sur D, ce qui détermine les / — p} autres
points d’intersection de D avec les C;, puis choisir p7 — 5} points
arbitraires sur A. Il existera alors au moins une courbe G, passant
par A et ces points :

3) el—pl=1—si?+si".
Faisons tendre A vers D. On obtient la proposition suivante :
Choisissons o; points arbitraires sur D et attribuons a g} — o}
de ces points des tangentes données. Il existe au moins uné
courbe G, passant par A, ces points et tangente a ces droites
aux points correspondants.

On peut d’ailleurs assurer que

A

2 1 1
pr—Pi=¢l

ou

(%) asiT1< sl + sht.

c. Considérons sur une droite deux séries linéaires g/, g, ayant
en commun une série gf. Elles sont comprises dans la série g7,
complste, formée de tous les groupes de n points de la droite.

Si o < r, c’est-a-dire si ces séries ne sont pas confondues, les
séries résiduelles de g, et g7 par rapporta un point P, qui
n’est pas fixe pour la série g%, ne sont pas confondues non
plus.

En effet, les groupes des deux séries g7/, et g
tables par les points de deux espaces linéaires S, et S| a r dimen-
sions plongés dans un espace 4 n dimensions S, et ayant en
commun un espace S,  p dimensions

" sont représen-

n>r>np.

on

par les points d’un hyperplan S._s.
Comme P n’est pas un point fixe de g%, ni par suite de g7, et de g7/,
cet hyperplan coupeles espaces S, et S suivant deux espaces S,_,

etS, ,, et SP suivant Sp_.. Or

Les groupes de la g% contenant le point P sont alors représentés

r—i>p—I.
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Par conséquent, il y a des points de S,_, et de S, | extérieurs
a S;: L'existence de ces points montre que les deux séries rési-
duelles g7} et g/~ ne sont pas confondues.

D’ailleurs il suffit que les deux séries g7, et g, soient identiques
pour qu’il en soit de méme des séries résiduelles g7~} et g'"’:'_j{. On
peut donc conclure.

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux séries

pour q
résiduelles g' et g'=! soient confondues, est que les deur

séries gt et g\ le soient.

2. Soit une courbe gauche algébriqueI'. Faisons passer par une
droite quelconque D un plan arbitraire 11, qui coupe I' suivant
le systéme de points A,.

«. Supposons
IZh%,  si?=o (1)

Les égalités (1) et (2) donnent dans ces conditions
P; = l) 9/2 = 'zl,

Prenons / points arbitraires B sur la droite D, et menons par
ces points ! plans arbitraires P ne contenant pas la droite D, ils
coupent II, suivant [ droites T,.

D’aprés la proposition (4) il existe au moins une C; de degré {
passant par A,, B et tangente en ces derniers points aux droites T,.

Faisons tourner le plan [I, autour de D. Dans chaque posi-
tion IT il existera au moins une C; passant par A, B et tangente
en ces derniers points aux droites T, intersections de II avec les
plans P précédents.

Ces diftérentes courbes G;, déterminées s’il est nécessaire par
d’autres conditions s’exprimant rationnellement en fonction du
paramétre qui caractérise la positfon du plan II, forment une sur-
face ® passant par I'. Nous allons montrer qu’elle ne contient pas D
et qu’elle est par suite de degré /.

Si, en effet, ® contenait D, il faudrait que, dans une position

(') Rappelons que la singularité d’un systéme de points pour les courbes de
degré / est nulle lorsque ! est supérieur ou égal & un cerlain nombre que je
désigne par 2jo— 2,
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particuliére (au moins) de I, C; se décompose en D et une C,_,
passant par A. Les points B seraient certainement doubles (au
moins) sur la surface, a cause du choix des plans tangents P qui
ne contiennent pas la droite D. Les courbes C,_, devraient alors
passer par ces ! points, ce qui\est impossible,

Faisons alors passer par A, une courbe C, arbitraire. Nous
savons désormais construire une surface ®, contenant I’ et C,;. La
méthode précédente montre méme que 1’on peut disposer des plans
tangents P en B pourvu qu’ils passent par les droites T,.

Par conséquent, le défaut w, du systéme des courbes C, décou-
pées sur un plan par toutes les surfaces ®; de degré [ passant par T’
est nul.

Sil2 ht,

8. Supposons I = At —1.
Les inégalités (1) et (2) donnent alors

p}:l, p}‘:zl—-sl

o

Prenons { points arbitraires B = B, +- B, sur la droite D et par
les p; — o; points B, menons autant de plans arbitraires P, ne
contenant pas D.

On peat faire passer, comme précédemment, au moins une
courbe C, par A,, B et tangente en B, aux traces To; des plans P,
précédents sur II,.

En faisant tourner le plan II autour de D, ces courbes C; con-
venablemenl déterminées décrivent une surface contenant T,
Montrons que cette surface ne contient pas D et par suite qu’elle
est d’ordre /.

Dans I’hypothése contraire, il est nécessaire que, dans une
position particuliére (au moins) du plan variable M, G, se décom-
pose en la droite D et une courbe C,;_, de degré /—1 passant
par A. Les points B, seront alors nécessairement (au moins) des
points doubles de la surface, 4 cause du choix des plans tangents P,
C._, devra par conséquent passer par les points B, et y étre
tangente aux points correspondants. Or :

p}_, = l—l—s,f’.
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Si les différentes séries découpées sur D par les C,_, passant par
les systémes A sont confondues, jamais une telle série ne con-
tiendra les /— si* points B, pris arbitrairement et I’hypothése
est a rejeter.

Si, au contraire, ces séries dépendent du paramétre qui déter-
mine la position du plan II, on peut alors trouver un plan II tel
que la série correspondante découpée sur D par les C;_, contienne

o)., +1=10— 542 points arbitraires.

‘On peut précisément prendre les points B,.
D’ailleurs, selon I'égalité (3), si 'on méne par plus de

l—1— sk 34552

points B, des droites arbitraires, il n’existera pas de C,_, conte-
nant A, B, et tangente a ces droites en ces derniers points. Or

l—1—s{3+ st <1 —si2,

1

car selon 'inégalité (4), en remarquant que s; ! = o,

ash? < i3S 4o

Par suite, il n’existe pas de C,_, passant par A, B, et tangente
aux plans P,. La surface ® est bien de degré /.

Si Pon cherche alors a construire une surface ®, passant par I
et découpant sur II, une courbe C; donnée contenant A,, on'voit,
d’aprés ce qui précéde, que 'on dispose des plans tangents P,
en B,, pourvu qu’ils passent par les droites To;. On en conclut

comme précédemment
(,l)hf‘_l = 0.

3. Pour les valeurs de  considérées dans le paragraphe précé-
dent, les séries découpées sur D par les courbes C, passant par
les systémes A, étaient complétes et par suite confondues. Si 'on
considére maintenant les valeurs suivantes de /, 'égalité (1) montre
que p; n’est plus égal & [ et que par suite ces séries ne sont plus
complétes.

Nous allons donner une propriété géométrique T, conséquence
de 'hypothése que ces séries quoique incomplétes sont cependant
encore confondues. Nous verrons ensuite que cette propriété T
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suppose que ’hypothése précédente est vérifice de telle fagon que
si elle est réalisée, les séries considérées sont bien confondues.

Soient A et @ deux systémes tels que les séries découpées sur
une droite D par les courbes C, passant soit par A, soit par a, aient
une série commune (qui peut se réduire a un groupe). Prenons
un groupe B de cette série et considérons les séries découpées sur
une autre droite A par les C;, passant par A et B ou par a et B.

Pour que les séries résiduelles de ces deux séries par rapport
A un point P de A soient identiques, il faut et il suffit que ces
deux séries soient elles-mémes identiques (proposition ¢). Or
prenons pour point P ('), I'intersection des deux droites D et A.
Les séries résiduclles sont découpées sur A par les courbes C,_,
de degré [ — 1 passant par A ou a. Par conséquent :

La condition nécessaire et suffisante pour que les séries
découpées sur A par les G, passant par A ou a soient identiques,
est que les séries déterminées sur A par les G, passant par A et B
ou par a et B soient elles-mémes identiques.

Faisons alors tendre A vers D. La série découpée sur A par les
courbes C; passant par A et B (ou par « et B) peut étre remplacée
par la série des tangentles en B aux courbes de degré / passant
par A et B (ou par @ et B). On obtient alors la proposition dont
nous allons faire usage.

La condition nécessaire et suffisante pour que les séries
découpées sur D par les C;_, passant par A ou par a soient
identiques, est que les séries des tangentes en B aux courbes C,
passant par A et B ou par a et B soient elles aussi confondues.

Nous avons ainsi ramené un probléme qui intéressait les
courbes de degré /—1 a un probléme relatif aux courbes de
degré L.

Remarques. — 1° Le systéme B est astreint a la seule condition
d’étre un groupe de la série commune aux séries découpées sur D
par les C, passant par A ou a.

2° Nous n’avons considéré que deux systémes A et a. On voit
clairement que la proposition s’étend a un nombre quelconque de

(') P n’est pas un point fixe pour ces diverses séries.
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systémes pourva que l'hypothése faite au début soit encore
vérifiée, a savoir que les séries découpées sur D par les C, passant
par ces différents systémes aient au moins un groupe commun B.

Considérons alors de nouveau la courbe I et ses sections A par
les plans II passant par D. Projetons la figure d’un point O sur le
plan II, et soit @ la projection de A.

La série découpée sur D par les C,_, passant par a se confond
avec celle découpée sur cette droite par les C,_, de Il passant
par A. En ayant égard a cette remarque et a la proposition
démontrée précédemment, on peut conclure :

Pour que les courbes C,_, de degré l—1 passant par Ay ou
par les A déterminent la-méme série sur D, il faut et il suffit
que les séries des tangentes en B aux C, passant par A,et B ou
par les a et B soient identique.;.

Soitalors B = B, + B, un groupe commun aux séries découpées
sur D par les G, passant par les systémes A.

Supposons que les C; | passant par les systémes A découpent
sur D la méme série.

D’aprés ce qui précéde, les séries des tangentes cn B aux
courbes G, passant par les systémes a + B sont identiques et de
dimension 97 — ¢}. Menons par les o} —p; prints By de B des
plans arbitraires P, ne contenant pas D et coupant II, suivant les
droites To;. On montrera aisément, comme dans le paragraphe 2
(en remarquant que pf—p) = o} -1 et que g} ,2p?, — p} ),
qu’il existe au moins une surface ®, de degré / contenant T, B et
tangente en B, aux plans P,.

Faisons passer les plans P, par le point O. Les plans tangents
en B, a la surface ®, ainsi décrite passent aussi par O.

En effet, la projection de la section ®; par un plan II sur le
plan II, est une courbe de degré / passant par un systéme a, B et
tangente en B, aux droites T,,. Elle sera tangente en B, aux
droites T, déterminées par les droites T,,. Or ces droites sont
indépendantes du systéme a et par suite du plan [T, puisque toutes
les séries de tangentes en B aux G, passant par les systémes a 4 B
sont identiques. Les droites Ty, sont donc les projections des
tangentes en B, aux sections de @, par les plans II. Cela signifie
que les plans tangents en B, passent aussi parO.  c. . F. p.
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Réciproquement s'il existe, quelle que soit la courbe C, passant
par A, et B (c’est-a-dire quel que soit le systéme des droitesT,,),
un point O et une surface ®, contenant I', C; et admettant en B
des plans tangents concourant en O, on peut assurer que les séries
de tangentes en B aux courbes C, passant par les systémes a + B
sont identiques.

Toutes ces séries ont en effet en commun une série de leur
dimension a savoir, le nombre des points B, : 5} — ;.

On peut donc conclure cette étude en énongant la propriété
suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que les séries
découpées sur D par les C,_, passant par les systémes A soient
tdentiques, est que lon puisse mener par un systéme T,
de droites arbitraires issues de B,, des plans concourant en O
de fagon que les plans tangents correspondant en B, con-
courent en ce méme point.

Clest la propriété géométrique T a laquelle il est fait allusion au
début de ce paragraphe.

Terminons en faisant une remarque essentielle pour la suite du
raisonnement.

S’il existe un tel point O extérieur a D, tous les points de
Uespace, extérieurs a D, jouissent de la méme propriété.

Soit en effet un autre point O, et considérons les projections a,
des systémes A surle plan II, a partir de ce nouveau point. D’aprés
notre hypothése, les C,_, passant par A, et A découpent la méme
série sur D. Il en est donc de méme des séries découpées par
les C,_, passant par A, ou par les systémes @,. Or cela demande
que-les séries de tangentes en B aux G, passant par A, et B ou par
les a, et B, soient identiques. Ce qui précéde montre alors que si
I'on méne par B, des plans passant par O,, les plans tangents
correspondant en B, contiennent aussi O,.

4. Nous allons maintenant montrer que la propriété géomé-
trique T, que nous venons de signaler est vérifiée en général pour
les premiéres valeurs de I qui suivent A} —1.

Nous procéderons dans ce but de la fagon suivante : Nous sup-
poserons que le nombre des points B, (points ot le plan tangent
n’est pas arbitraire) est inférieur ou égal a 3. Pour préciser,

L. . "
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nous commencerons par supposer ce nombre égal a 3. Dans ces
conditions, si 'on fait passer les plans P, par un point O,, les trois
plans P, correspondants se couperont en un point P,. Nous aurons
ainsi une correspondance algébrique entre O, et O,. Nous mon-

trerons -alors qu’elle se réduit a l'identité, c’est-a-dire que les
points O, et O, sont toujours confondus.

Soient z,, ¥, 3, les coordonnées d’un point O,. Les équations
des plans passant par O, et les droites B,, Ty, ont leurs coeffi-
cients fonctions linéaires de z,, y, 2,.

L’ensemble des trois plans tangents P, en B, s’expriment ration-
nellement en fonction de z,, y,, 5,. En particulier le point O, ou
ces trois plans se coupent, a des coordonnées x,, 2, 2., fonctions
rationnelles de z,, 3, 5,.

wy= Fy(a1, y1, 1), y2=Fy(ay, 1, 51), sy= F3(xy, y1, 22).

On obtiendra un point de coincidence de cette correspondance
en résolvant les équations

w=F (2. ¥y, 3). y=Fy(x, y, 3), z = F3(z, y, 3).

Or nous savons d’'aprés la derniére remarque du paragraphe
précédent que s'il existe un tel point O extérieur a D, tous les
points de 'espace jouissént de la méme propriété. Par conséquent,
ou ces trois surfaces ne se coupent que suivant la droite D, ou
elles s’évanouissent, c’est-a-dire que 'on obtient

S =T, Y= Z =4,

Dans la seconde hypothése, nous voyons que la propriété géome-
trique T est vénfiée.
Considérons maintenant la premiére hypothése.
Supposons que la droite D ait pour équations y =0, 5 =o.
Les équations de la correspondance entre O, et O, sont de la

forme (')
o B_y1+CZl
T2 = Iyt azi+ by, +cam+d’
; _ B’y + C'z,
) ‘y’—y‘+axl+by1+cz,+d’
Bs = 31+ B_}’1-+C 2

azy+ bys+ cs+ d’

(') Si Yon fait le calcul sans jamais simplifier, on doit nécessairement trouver



— 161 —
On le voit en faisant les remarques suivantes :

a. La droite D est le seul lieu de points de coincidence, et il n’y
a pas de points de coincidence isolés extérieurs 2 D (a cause de la
derniére proposition du paragraphe 3).

Les numérateurs doivent ainsi étre trois plans passant par la
droite D de facon qu'il n’y ait pas de points de coincidence a dis-
tance finie extérieurs a D. Les dénominateurs doivent étre trois

a
plans de facon qu’il n’y ait pas de points de coincidence a U'infini.

b. Les trois plans des dénominateurs sont confondus, car si le
point O, était dans le plan du dénominateur de z, sans étre dans
les deux autres ('), le point O, serait a I'infini sur D ce qui est
impossible puisque la surface ®; ne contient pas la droite D.

Approfondissons maintenant I'étude de cette correspondance en
remarquant (ue, lorsque le point O, tend vers un point Py, le
point O, tend vers le méme point P, quelle que soit la direction
suivant laquelle O, s’est rapproché de Py.

Cela est di ala maniére dont on construit le point O, a partir
de O,. On pourrait craindre qu'il n’en soit plus ainsi quand P,
est dans le plan IT, ou sur la droite D. Montrons qu’il n’en est
vien.

Supposons par exemple que P, se trouve sur D. Soient O, et O,
deux points infiniment voisins de P, qui tendent vers P dans des
directions différentes; O, et O sont ainsi infiniment voisins 'un
de T'autre. Il en est par suite de méme de leurs points homo-
logues O, et O,. Ces derniers tendront bien vers le méme point P.,
de la droite D.

a. Supposons b et ¢ différents de zéro.
Soient &, 4, { les coordonnées d’un point P, communs aux deux
plans By +Cs=o et ax + by +cs+d=o0 : Si aBy sont les

en factcur aux numeérateurs ct dénominateurs des expressions rationnelles qui
donnent z,, y,, 5, en fonclion de z, y,. 3,, 'équation du plan =,. En eflet,
quand O, est dans ce plan, O, est indéterminé. Nous supposons ici que celte
simplification a été faite. '

(')Remarquons explicitement que les deux plans y = 0, 5 =0 jouent le méme
réle dans la question ct que, par suite, si le plan du dénominateur de y, était
confondu avec celuides x,, il devrait en étre de méme du plan du dénominateur
de z,.
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paramétres de la divection suivant laquelle O, se rapproche de P.
Zy=%§—ap, - yi=n-+Pp, s5={~+ 7.

En particulier
— s e(BR+Cy)
Z2=CH2p+ 9(aa+b(5+c~().
Il est nécessaire que la fraction soit indépendante de afy. Cela
exige
a=o, B = kb, C = fe,

en raisonnant de méme avec ¥, et 5., on arrive i

o, k(yi+-c3)
Ig_ll?b}’1+651+(l’

_ Kby +cay)
V2= by, +ca+d’
2o = o /;"(b_y.—i—cz,).
2= byi,+cz -+ d

Si 4 est différent de zéro, on arrive a une impossibilité puisque
le plan by +4cs=o0 serait lieu de points de coincidence. (Si d
était nul, ce serait alors le plan de I'infini). Par conséquent A = o
et les points O, et O, sont toujours confondus.

3. Supposons b et ¢ nuls.
Le raisonnement précédent montre que a est nul aussi. Les
équations de la correspondance deviennent :

Ty = .Z‘|—5—B yl+C %1,
Ye=Y1+ B y1+ C' 34,
Zy= 33+ B"y+ C'z,.

Or, remarquons que si I'on effectue sur la figure entiére une
transformation homographique générale, les homologues O’ et O,
de O, et O, jouent, par rapport a la courbe I'" homologue de I, le
méme role que O, et O, par rapport a I'. La correspondance
entre O et O), doit donc étre analogue a celle entre O, et O,. En
particulier elle doit admettre aussi le plan de I'infini comme plan
double. Or, cela exige que tous les plans de I'espace soient des
plans doubles pour la correspondance O,, O,. Les points O, et O,
sont donc toujours confondus.
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En résumé, lorsque le nombre des points B, est égal a trois,
si les plans tangents P, en B, concourent en un point O, les
plans P, tangents en B, passent aussi-par O.

Les conclusions restent les mémes si le nombre des points B,
est un ou deux. On peut d’ailleurs ramener ces cas au précédent
de la fagon suivante : Supposons qu’il y ait deux points B,. Les
plans P, se coupent suivant la droite Q.. Faisons passer par O, et
une droite A fixée arbitrairement un plan qui coupe Q. en O,. I1
est clair que les coordonnées de O, s’expriment rationnellement en
fonction de celles de O,. Il suffit alors d’étudier cette correspon-
dance entre O, et O, en suivant la méthode précédente. De méme,
s'il n’y avait qu’un seul plan P,, on joindrait O a un point Q fixé
arbitrairement. Cette droite couperait P, en O,. C’est la corres-
pondance entre O, et O, qu’on étudierait.

5. Appliquons ces résultats aux valeurs de I qui suivent i} —1,

2. Supposons = i} — ».

Nous avons va que le nombre des points By, quand { = i} —1,

est égal a 5=, Nous pourrons appliquer le résultat précédent si

(1) 375453.

Cela exige (') simplement que A% soit différent de A} dans le
cas ou les trois caractéristiques 24, A4 et 2 sont égales. Dans ces
conditions, les courbes Cis—» de degré s4— 2 passant par les divers
systémes A découpent sur D la méme série.

Nous allons construire les surfaces ®;s_, de degré h}— 2 qui
contiennent I'.

(') Rappelons que la singularité d'un systéme A, en nous bornant aux systémes
réguliers, est donnée par la formule,

sh=e(h =D+ (k=D +o— D+ —)~+...,
ou ht, h4, kA, k3. ... sont les caractéristiques impaires du systéme A,

(u—l—=1)(u—1—2)

o(u—1)= p

sil<u—2, olu—!l)=osilZu—a.



— 164 —
Remarquons que les égalités (1) et (2) nous donnent
p}: =" — o — M0, P,,?_i,:z(h‘}— 2) — s

Prenons alors sur la droite D un systéme arbitraire B, -+ B,
de 2;,_, points. Ces points déterminent les,s =3 autres points B
qui constituent avec B,+ B, lmtersecuon avec D des G
passant par un syst¢me A.

Menons par les 4% — 2 — /=" s1=% points B,, autant de plans
arbitraires |, ne conl;enant pas la droite D. I existe au moins
une Cipi» passant par A, B, et tangente en B, aux traces T, des
plans P, précédents sur le plan II.

‘n déterminant convenablement ces courbes, elles décrivent
une surface ® quand le plan II tourne autour de ). Nous allons
montrer que cette surface est de degré i} — 2.

Nous suaivrons dans ce but la méme méthode que pour le
cas =/} — 1. Nous allons montrer que les Cia_; ne peuvent pas se
décomposer en la droite D et une Cu_s passant par A. En effet,
dans une telle hypothése, les points B, seraient doubles (au moins)
sur la surface et Cs—; devrait passer par ces points et y étre tan-
gente aux plans correspondants I’,.

Or, la série découpée sar D par les Gy passant par un sys-
teme A, a la dimension

hy—3 — sﬁ e sf'\ =,

Si les différentes séries découpées sur D par les Cji—y passant
par les systémes A sont confondues, jamais une telle série ne con-
tiendra les i} — 2 — s"'=" "1~ poinls arbitraires B, et ’hypo-
thése doit étre rejetee.

Sinon ces séries dépendent du paramétre qui détermine la posi-
tion du plan II. On peut alors trouver un plan tel que la série
découpée sur D par les Cus_; correspondantes coatienne

(lz‘}— 3— "' +s"1_3) +1=ht—> —s’:\l + s41=3 points arbitraires.

On peut précisément prendre les points B,.
Drailleurs, d’aprés I'égalité (3), si I’on méne par plus de

A hA—s hA—4
hi—3 —si T+ 5,
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points B des droites arbitraires, il n’existera pas de Cj:_; passant
par A, B et tangente a ces droites. Or

IA—s A__ A A
M —3 —s 7+ sl‘{‘ L 1ShY—a —sf{‘ g s{'\' '
car
A A Ay
g shiig b= i,
L'hypothése est donc de nouveau a rejeter et & ne contenant
pas D est bien de degré h}— 2. On en conclut, comme précé-

demment,
w/,t_, = 0.

Le méme raisonnement montre en outre que d’une fagon géné-
rale, s¢ les courbes C; d'ordre | passant par les systémes A
découpent sur D la méme série,

w/;= 0.

D’une fagon plus précise : La série commune aux diverses
séries découpées sur D par les courbes C, de degré l passant
par les systémes A, est la série déterminée sur D par les sur-
Jaces @, de degré l passant par T (')

Pour pouvoir abaisser la limite inférieure I, a partir de
laquelle «, est toujours nul, il faut considérer le systéme de
points B, = B, + B/,. Ils sont au nombre de

1

hA—4 M3
—— 1
sy sy

Ce nombre est inférieur ou égal a trois si A} >>A}+1 ou
si hd= k441, lorsque k*> h}. Dans ces conditions, on peut

assurer
WAy = 0.

En résumé, pour toute courbe gauche I', de section plane A, on

(') La démonstration se fait de la méme maniére. Elle se raméne en défi-
nitive 4 la constatation que l'on dispose d’un plus grand nombre de tangentes
arbitraires aux points d’intersection d’une droite D avec une C, passant par A,
gu'aux points d'intersection de D avec une C,, passant par A.

En désignant par r} et rj les dimensions des séries communes aux diverses
séries découpées sur une droite D et deux droites D et A, on a comme précé-
demment les deux propositions

g 1% RN | . ] 5
ri—r}=rlgty, rlgZrig—rioy.
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peut affirmer que :si by > ki1 ou A=Kk, kY A
ly=h}—3;

sihy=k}+1, Ki=h} ou =K%, hA> k) si k= R,

lo:—. ’l'}—2;

si hd= A== 1k2,
lo=ht—1.

l;lo, w; = 0.

Remarques. — 1° Les courbes T' considérées peuvent avoir des
points multiples, a condition qu’ils satisfassent a la propriété
suivanle.

La singularité d’une section par un plan passant par un point
multiple est égale a celle d’une section par un plan arbitrairve,
pour des valeurs suffisamment petites de /.

2° La courbe T -peut étre composée de plusieurs parties indé-
composables, a condition que les points de rencontre de ces
parties (s'ils existent) satisfassent a la propriété précédente.

3° Nous nous sommes placés, dans ce qui précéde, dans le cas
ou la section plane A présentait une certaine spécialité. Disons
seulement que, dans le cas ot A serait un systéme géncral ('), de
premiére courbe minima C,, on verrait en reprenant le méme

raisonnement que si
12 ho+1, w; =o0.

On peut méme montrer que dans le cas général, lorsque le
degré de la courbe T satisfait a une certaine inégalité, le défaut w,,
est aussi nul.

Remarquons en effet que pj,.1= %+ 1. D’autre part,
it — Phot= pho—+ 1.

Or, la dimension de la série découpée sur une droite par les
courbes minima de A est précisément égale a la dimension du sys-
téme linéaire formé par ces courbes,

- h(](h0+ 3) _
ho = Y

A.

(') Un systé¢me est dit général lorsque sa singularité pour sa premiére courbe
minima est nulle.
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Pour que v, soit nul, dans le cas général (c’est-a-dire quelle
que soit la courbe gauche passant par le systéme A), il faut et il
suffit que

Im—«'—l——[&’(—hzﬂ——/\ +I:|~_£3.
ou
Bo(ho1) |
2

/A

A

]

D’autre part, comme C,, est la courbe minima de A, on a les iné-
galités
(hy— 1)‘,(h0+ 2) <A< l:o(h.g—;— 3).
On en conclut

ho(hy—+1)

. fig(ho—+1
caghllorn) 5
2 2
Dans ces conditions
W), = 0.
6. Application & la théorie des Surfaces. — Considérons

une surface présentant comme seule singularité une ou plusieurs
courbes doubles T satisfaisant aux conditions exposées dans les
remarques 1°, 2°, 3°.

Soit N son degré. Coupons cette surface Fy par un plan. La
section plane Cy admettra pour points doubles les points d’inter-
section de T et du plan. Par conséquent, en supposant Cy indécom-
posable,

NZhd 41,

On sait en effet que le systéme des points doubles d’une courbe
de degré N impose des conditions toutes indépendantes aux
adjointes d’ordre N — 3. N — 3 est ainsi supérieur ou égal a b —2
et 'inégalité précédente en résulte.

Si Yon désigne par P, et P, le genre géométrique et le genre
arithmétique de la surface F,, on sait que (')

P,—Pyg= oon—3+ on—a+ ....

Simt=k=~h=4FK alorsN—a22ht— et wja_,= 0, de sorte

(') PI1CARD et SIMART, Fonctions de deux variables, t. II, p. 88,
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que
Pg— [)a= WN—3e

Nous retrouvons ainsi un résultat qui a d’ailleurs une valeur
plus générale et qui est indiquée dans le livre de MM. Picard et
Simart, t. I1, p. 438.

Dans tous les autres cas, wy_, est nul, car w,_,=o,
Po—P,=o.
La surface est réguliére.

Remarques. — 1° Nous avons supposé que A était un systéme
d’une certaine spécialité. On verrait que les résultats sont iden-
tiques si A était un systéme général.

2° St A} > kY +-1ou it =kr41avec kit >/}, on obtient wy_,=o.
Le systéme des surfaces, adjointes de ¥y d’ordre N — 4,
découpe sur un plan quelcongue le systéme complet des
adjointes d’ordre N — 4 a la section plane.

3° D’une fagon générale, seule la surface de plus petit degré
admettant les lignes ' comme lignes doubles, peut étre irrégu-
liere.

On peut donner encore une autre forme a cet énoncé :

Les surfaces admettant les lignes T comme courbes doubles
et telles que leurs sections planes soient des courbes nor-
males ('), sont réguliéres.

DEUXIEME PARTIE.

7. Soit B= B, B, I'intersection de la droite D avec une sur-
face @, de degré / contenant I'. Dans le plan II, cette surface est
tangente cn B au systéme de droites Ty= Ty + T,.. Considérons
toutes les surfaces @, passant par I', B et tangentes en ces points
aux droites T. Nous désignerons comme précédemment par B, un

(') On sait en effet que c’est seulement pour les courbes normales que le sys-
téme des points doubles d’une courbe Cx impose des conditions toutles indépen-
dantes aux adjointes d’ordre N — 4. Par suite, N— 4= A4 —20u N2 A} + 2. On
en conclut que wy_, est nul.

Cette proposition a déja été donnée par Halphen dans un cas particulier.
Nous n’insisterons pas ici sur la démonstration de cette propriété,
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systéme de points de B ou I'on peut imposer a la surface ®, des
plans tangents arbitraires astreints seulement a passer par les
droites Ty, B, est le systéme formé par les autres points. Nous
avons vu que lorsque le nombre des points B, n’est pas supérieur
a trois, si les plans tangents P>, en B, concourent en un point O,
les plans tangents correspondants P, en B, passent aussi par ce
point. Dans ces conditions, le défaut o,_, est nul. Supposons
maintenant que le nombre des points B, est supérieur d trois.
Nous nous proposons dans cc paragraphe de donner une méthode
algébrique permettant de calculer o,_,.

Faisons passer les plans P, par le point O, de coordonnées
Y1, 51. L’ensemble des plans P, s’exprime rationnellement en
fonction de 2z, y4, 3, et des coefficients angulaires des droites T,,,
vi({=1, 2, ..., a) (tangentes des angles qu’elles font avec la
droite D).

Il est d’abord nécessaire que les 3 + 3 plans Py(a +3 + 3 =)
concourent en un point O,. On voit aisément que cela implique 3
relations rationnelles en z,, ¥y, 3,; vi.

by (e, yio s Ay Ay, ol Mgy ) =0, b,=o0, ceey by =o.

Lles @ ne sont fonctions des coefficients des équations de la
courbe 1I' que par lintermédiaire des expressions indépen-
dantes A, A,, ..., A,

Dans ces conditions, le point O, a des coordonnées z,, y., 3,
qui s’expriment rationnellement en fonction de z,, yy, 5,; Aj; v;;

Py(xy, 4y 300 Ay Ay ooy Ajs v))
Qi(@yy Y1y 515 Ay Asy oLy Ay "i)’
Piy(y, ¥4y 315 Ay, Ae, ... Aj? Vi)
Qz(@1, y1, 51 Ay, A,y ..o, Ajivi) ’
P;(x,, Vi 315 Ay, As, oL, Aj; "i).
Qs(x1, y1, 515 Ay As, ooy Aj; vp)

Xy = x|+

Ye=J1+

B9 = B+

Les P et Q sont aussi des fonctions des coefficients de la courbe T
par le seul intermédiaire des A.

D’apres la derniére remarque du paragraphe 3, si les 8+ 3
surfaces

d, =o, 'q'g:(), e ®g=o; P,=o, Py=o, P;=o.

ont un point commun, elles doivent s’évanouir.



— 170 —

Or, nous écrirons que ces surfaces se coupent en un point en
égalant a zéro 3 résultants

Ri(A, Ay, oo, Ajsv) =0, R,=o, Ry =o.

)

Ces équations définissent une certaine variété Vy_gde 'espace S,
a v dimensions des A, variété qui dépend en général des coefti-
cients angulaires v; des droites T,,. Quand A,, A,, ..., A, sont
les coordonnées d’un point de celte variété, les expressions @,
®,, ..., ®g; P,, Py, P; s’évanouissent. On peut par suite
conclure :

Py= R, P+ R,P+... - RyP'P
Py= R, Py «+ RyP@ ...+ Ry PP,
Py= R, Py -+ R,P2 ...+ RyPP
b= R @ + Ry @2 +. .- R(ﬁ@? =1, ..., )

Les ¢quations R;= o sont des fonctions symétriques des v;. On
peut donc faire apparaitre dans ces expressions les fonctions
symétriques fondamentales des v;

a
~y

s = Vi, ceey Sy=Y1Y3 ... Vg
1

Nous allons montrer que 'on peut s’arranger de fagon que
les R; soient des expressions linéaires des s;.

Les équations R;= o définissent la série linéaire g, commune a
toutes les séries de tangentes en By, aux courbes G, de degré [,
passant par les systémes a et B. Les nombres v, v,, ..., v, sont
donc racines de I’équation

Slo, ti, by ooty =0,

ot les paramétres ¢, ¢4, ..., t4 entrent an premier degré (dans
leur ensemble).

Les fonctions s,, s., ..., s, sont ainsi des fonctions linéaires
de ¢, toy ..., ts.

Considérons alors I'espace S, des sy, s2, ..., Sa. A tout sys-
téme v, v, . .. ¥y correspond un point de cet espace et réciproque-
ment. Mais remarquons que si I’équation f = o admet une racine
nulle, toutes les autres le seront aussi, car alors la courbe C, cor-
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respondante rencontre la droite D en /-1 points et se décompose
en la droite D et une (i;_, passant par a. Par conséquent, les points
de 'hyperplan s = 0, sauf I'origine des coordonnées, ne donnent
pas de groupes de la série g.

Regardons les R;—=o0 comme les équations d’hypersurfaces de
I'espace S,. Ces hypersurfaces se coupent suivant un espace
linéaire qui correspond a la série g.

Si ces surfaces ne se coupent que suivant cet espace, on peut
remplacer (si cela est nécessaive) les équations R;= o par des
équations linéaires en s, 5, .. ., 54

Si ces surfaces se recoupent suivant une autre variété V. Comme
la série g est indécomposable, il faut que cette variété se trouve
dans hyperplan s,= 0. On peut alors I’éliminer par des combi-
naisons linéaires convenables des R de telle facon que les nou-
velles hypersurfaces ne se rencontrent plus que suivant 'espace
précédent. Et comme précédemment on peut leur substituer (si
cela est nécessaire) les équations de cet espace.

Nous pouvons donc assurer que, de toute maniére, on peut
s'arranger de facon que les R soient des fonctions linéaires des s,,
Say + ey Sge

Le calcul de la dimension de la série commune aux séries tan-
gentes en B aux courbes C; passant par les systéemes a et B, est
ainsi ramené a la discussion d’un systéme d’équations linéaires
en Sy, Sa, .-y Sa; ’

Ri(A Au cie  Ajy sty $an vey Sy) =0, R, = o, ceny Ry =o.
Soit 3, le nombre des équations R indépendantes (par rapport
aux s) quand les A satisfont a certaines relations :

= 0.

[{](A], Ag, ...,Aj)::O, Hizo, ey ”8[
Montrons que U'on a précisément dans ces conditions
W/ = ?1-

En eftet, la dimension de la série commune aux séries décou-
pées sur D par les courbes C,_, passant par les systémes A,
c'est-a-dire de la série déterminée sur D par les surfaces ®,_, con-
tenant I’, sera avec nos notations

9}«1—;3!'



Si N,_, est la dimension du systéme complet des C,_. passant
p.ar A, celle du systéme des courbes astreintes a passer par un
groupe de la série découpée sur D sera N,y —p; . Par consé-
quent, les ®;_, passant par I' découpant sur le plan IT un systéme
de courbes de degré { — 1, de dimension

B S Y -
Nemy— e ol — B

ce qui montre bien que
Wy == BL (C, Q. F. D.)

On voit ainsi que si certaines relations entre les coefficients dex
équations de la courbe I' sont vérifiées, on peut abaisser le
nombre [, trouvé précédemment.

Ces expressions H, ou ces systémes d’expressions H, définissent
dans un sens large des variétés covariantes par rapport aux trans-
formations projectives de la courbe.

8. Donnons un exemple précis de cet abaissement qui mon-
trera en outre combien la question est liée a la réduction de la
courbe I ().

Considérons une courbe I', accompagnée de sa suite de courbes
réduites. Coupons le tout par un plan IT et soient A et a les sec-
tions planes de I' et de son adjointe v.

Si I' ety sont les degrés des surfaces correspondantes passant
par I ct v, on a la propriété.suivante :

v o

n), = Wj.

Les défauts des systémes de courbes découpés sur un plan
par les sulface.c correspon(lantes @, et O passant /'espective-
ment par I et y. sont égauz.

Soient en effet R et R’ les dimensions des systémes de

(') Les deux surfaces de plus petit degré qui peuvent, P'une passer par I',
P’autre contenir I' sans se décomposer en la précédente et une surface complé-
mentaire, sont les deux surfaces minima de T. Elle se recoupent suivant la
courbe 'y, premiére réduite de I'. La premiére réduite T, de I', est la deuzicme
rednite de I'. L'ensemble des réduites de I' constitue sa réduction. La premiére
surface minima de T, recoupe celle de I' suivant la courbe adjointe vy 4 T. L'en-
semble des adjointes successives constitue la réduction adjointe de I'.
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courbes G et C) passant par A et a respectivement. En expri-
mant de deux maniéres la dimension de la série qu'elle découpe
sur C,, trace de la premiére surface minima F, de T, on obtient
I'égalite

_(L=n+1—n+2) R ()\—-n+1)()\—-n+:p)
2 2

R

Uu—n-—+2 . c1.
) doit étre considérée comme

L s . (u—n—+1)
ou l'expression
2
nulle si u < n.
Soit, d’autre part, p la dimension de la série découpée sur C, par
les surfaces ®;, passant par I' ou par les @, passant par v,

. R——w;l,‘— (L—n+ l);L— n—+2) _ R’—m}t— (A—n-—+ l)()\—n-&-z).
2

On justifie aisément cette égalité en remarquant que les sur-
faces @, passant par l'intersection totale de F, et Fj découpent
sur le plan le systéme complet des courbes C, passant par l'inter-
section totale de G, et Gy.

On en conclut, en retranchant membre 4 membre ces deux éga-
lités,

m,l: = w/:

Considérons alors la suite des courbes v, I', va, ... constituant

la rédnction adjointe de T'.
u)LF = “’;{: w,l;‘-' = W

Supposons alors que la premiére courbe réduite I'y admette une
premiére surface minima F, qui découpe sur le plan IT la premiére
courbe minima C,, de A,, section plane de I';. Comme A% corres-
pond & h{ dans cette hypothése, on peut écrire d'apres la propo-
sition précédente

Al

. — ! —.
DA = Wy (e =1, 2, 3).

Or, nous avons vu que

Par conséquent, la valeur minimum /, relative a la courbe I est,
dans ce cas,
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¢ peut prendre suivant les circonstances les valeurs r, 2 et 3
comme nous savons déja.

Ainsi, la présence d’'une premiére réduite I'y admettant une pre-
miére surface minima F, d’ordre égal au degré de la premiére
courbe minima de A,, abaisse (en général) l'ordre /, a partir
duquel les défauts w,; sont nuls.

Considérons la réciproque de cetle propriété : si une courbe I
est telle que lorsque / est supérieur ou égal a At —e, w, est nul,
peut-on assurer que la premiére surface minima de I'; découpe sur
un plan la premiére courbe minima de sa section plane? Cette
propriété est probalement exacte, mais je n’ai pas pu la démontrer,
dans des conditions générales.

On peut maintenant remarquer que, lorsque la courbe I n’est
pas congrue au plan ('), c’est seulement pour les premiéres
courbes réduites Ty, de T que le fait précédent se produit.

Supposons par exemple que G, section de F,, , deuxiéme sur-
face minima de Iy, par II; ne soit pas la deuxiéme courbe minima
de A,. Nous allons montrer que F,, premiére surface minima
de I'y découpe sur le plan IT une courbe G, qui n’est pas minima
pour A,.

En effet, a la courbe C,;, premiére courbe minima dc A,, corres-
pond la deuxiéme courbe minima G,,, de A, et m',<m, (2).

Au contraire, a la surface F, correspond la surface F,p, passant
par L', et

lzg‘@ my.
Par conséquent
ny>ny (3).

A fortiori si G, n’était pas premiére courbe minima pour A
4 p P P H
C,, ne le serait pas pour A,.
Nous dirons que T est congrue au plan jusqu’a la kiéme ad-
jointe de T, si la premiére surface minima de cette adjointe

(*) Je dis qu'une courbe est congrue au plan quand les surfaces minima d’une
courbe réduite quelconque de T découpent sur un plan les courbes minima de
la section plane de cette courbe.

() Pour la démonstration, se reporter aux Annales de Toulouse, t. XVI.

(3) On en conclut aussi que la premiére surface minima de la premiére adjointe
de I', ne découpe pas sur le plan I la premiére courbe minima de sa section
plane.
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découpe sur un plan la premiére courbe minima de sa sectica
plane, et si ce fait ne se renouvelle pas pour la (k + 1) adjointe.
D’aprés la remarque précédente, cette propriété est vérifiée pour
les courbes adjointes de rang inférieur a 4.
(Dans ce langage, T, est la o= adjointe de T';.)
Dans ces conditions, on obtient les résultats suivants :
si k = 21, lo=Fk\;,  —¢

sik=2i+1, lo=hi

Pour (2,

i3 €

Wy, = 0.

9. Nous avons vu que, dans la méthode du calcul de w,_;, on
n’avait pas supposé que w; était nul. Il fallait seulement qu’il existat
au moins un groupe de points B commun aux séries découpées
sur D par les courbes C; passant par les divers systémes A.

A priori il peut donc arriver que w; soit nul pour des valeurs
de ! inférieures a /,. Nous allons donner un exemple ot ce fait se
présente. Cela nous montrera en outre le lien qui unit cette ques-
tion 4 la réduction de la courbe T

Supposons que I' admette une premiére surface minima F, qui
découpe sur un plan II la premiére courbe minima de sa section
plane A. Si k) est le degré de la deuxiéme courbe minima de A, on
peut affirmer que le défaut w; est nul tant que / est inférieur a 4j.
Pour ces valeurs de { en effet, les surfaces ¢; sont nécessairement
décomposées en F, et une surface complémentaire ¢;_,. Et les
surfaces o,_, de l'espace découpent bien le systéme complet
des C;_, du plan.

Si en outre la courbe adjointe y de T jouissait de la méme pro-
priété, on verrait aisément que w; est nul jusqu'a ce que / soit
devenu égal a A.

La remarque que nous avons faite au paragraphe 8 peut s’ap-
pliquer aussi ici. Sila courbe I' n’est pas congrue au plan, c’est
seulement pour les premiéres adjointes de I' que la propriété
précédente se présente.

Nous dirons que I' est congrue au ptan jusqu’a la jém° ad-
Jjointe de T si la premiére surface minima de cette adjointe
découpe sur un plan la premiére courbe minima de sa section

LIIL. 12
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plane et si ce fait ne se renouvelle pas pour la (j 4 1) #=¢ adjointe-

On sait alors que cette propriété est vérifiée pour toutes les
courbes adjointes de rang inférieur a j. (Dans ce langage T est
la o= adjointe de I.)

Dans ces conditions, on obtient le résultat suivant :

Si j = 24, w; est nul lorsque I < k};;

Sij=2i+1, w est nul lorsque / <A}, ,.

TROISIEME PARTIE.

10. Nous allons reprendre rapidement dans cette troisiéme partie
la méthode expliquée précédemment en l'appliquant a la con-
struction des surfaces passant par I' et assujetties en outre a
présenter en des points déterminés des multiplicités données.

A. Supposons d’abord que I'on impose a la surface de contenir,
outre la courbe I' un seul point P de multiplicité m.

Soit D une droite en position générale par rapport a la courbe I’
et au point P. Menons par D un plan arbitraire II, et le plan II, qui
contient le point P. Ces plans coupent I' suivant les deux systémes
de points Ao et A,. Si I'on désigne par A,+ P le systéeme de
points formé des points A, et du point P pris avec sa multipli-
cité m, on peut assurer que

Mz ()

a. 12 AT,

Les inégalités (1) et (2) montrent que les nombres o} et p?
relatifs aux systémes A, et A, + P sont égaux respectivement a [
et 21. Nous nous trouvons ainsi exactement dans les mémes con-
ditions qu’au paragraphe 2 («) et 'on conclut

w/,t‘+l' = 0.

B. I=np"—1.

L’égalité (1) montre que p; est encore égal a I, que I'on consi-
dére le systéme A, ou le systéme A, + P. Maisles deux nombres p}
peuvent ne plus étre égaux. Cest ce qui arrivera certainement
si h4+® est supérieur a Afs.

(1). Voir la note § 2.
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Siices!deux nombres o} sont égaux, il n’y a rien a changer au
raisonnement du paragraphe 2 (8) et 'on peut conclure

WAy = 0

Sinon, il faut procéder de la fagon suivante :

Soit B-un systéme de ! points de la droite D. Considérons les
séries .de tangentes en B aux C; passant, soit par A, et B, soit
par A, + P et B. La seconde série est de dimension inférieure a
celle de la premiére. Il est clair en outre qu’elle est contenue dans
la premiére. Soit B, un syst¢éme de points de B(= B,+ B,) en
lesquels on peut disposer des tangentes a imposer aux courbes C;
passant par A,. Menons par ces points, dans le plan II,, autant de
droites arbitraires T,,. Dans le plan tangent II,, les courbes C,
pnssantl par A,—+ P ne laissent pas un si grand arbitraire dans
le choix des tangentes en B,. Soit B} un systéme de points
de B, (= B} -+ B}) en lesquels on peut choisir les tangentes T}, a
ces courbes. Ces droites T!, déterminent les tangentes T?, en B?
et T‘g en B,. Considérons les plans déterminés par les droites
correspondantes Ty, et T, +T7,. C’est eux qui vont jouer ici le
role de plans P,. Faisons tourner le plan IT autour de D. Dans
chacune de ses positions, il coupe les plans P; suivant les
droites T, et il existe au moins une courbe C, passant par le
systéme) A; section de I par Il, les points B et tangente en B, aux
droites T,.

En déterminant rationnellement ces courbes C,; en fonction du
paramétre qui caractérise la position du plan IT et en s’arrangeant
en particulier pour que lorsque le plan II prend la position II,, la
courbe G, présente en P un point multiple d’ordre m (ce qui est rendu
possible grace au choix des plans P,) on aura réussi a décrire une
surface @ contenant T et ayant en P un point multiple d’ordre m ('),

Cette surface est d’ailleurs d’ordre /. On le voit comme précé-
demment en remarquant en particulicr que les courbes C,_,,
passant par les divers systémes A, découpent la méme série sur D

(') Il est certain que toutes les surfaces ayant en P un point multiple d’ordre m
peuveni Btre abtenues par ce procédé, mais on peut obtenir des surfaces ayant
en P une multiplicité moindre et présentant un certain contact avec I, en P.
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de telle maniére qu’il est impossible de trouver un plan H ow une

telle courbe C,_, passerait par tous les points B,.
On en conclut donc encore

u)/,:r*‘l’_l = 0.

Mais dans cette seconde hypothése, les deux nombres p; ne sont
plus égaux. On ne peut plus continuer le raisonnement précédent.
On voit en effet aisément que les séries découpées sur D par
les C,_, passant par A, ou par A,+ P, ne sont plus de méme
dimension. On peut donc assurer dans ces conditions

m/,f.ﬂ_z > o.

B. Supposons maintenant que I'on impose a la surface de con-
tenir la courbe I' et de présenter en un systéme de points P, des
multiplicités m;(i =1, 2, ..., a).

Silon fait passer par la droite D les plans =, =, ..., 74 con-
tenant respectivement les points Py, Py, ..., P, et coupant I' sui-
vant les systémes A,, Ay, ..., A;, on peut écrire comme précé-
demment, en prenant des indices convenables,

PP phumctPamiz | 2 pACHP fdo,
On peut encore assarer en reprenant le raisonnement (o) que

w/, :a""’a = 0.

Si hA«+T« est supérieur a hje-rPe-1 le raisonnement (f3) est aussi
applicable et

u)/,-§¢+"u —1 #0.
Mais ou une nouvelle difficulté se présente, c’est lorsque
P
hietPe= pre—ttPomi— =pistPs (0 < B <a)
Ce qui faisait en effet le succés du raisonnement (§), c’est qu’il
n'y avait qu'un seul plan =T, ou les droites T, devaient satisfaire

a des conditions particuliéres. 4 priori, sl yaa—8+1(>1)
plans II;, on n’est plus certain de pouvoir mener par les droites



— 179 —

arbitraires Ty, des plans P, qui coupent les plans II; suivant
des droites T;, satisfaisant aux conditions particuliéres relatives a
chacun de ces plans.

I1 est cependant des cas oa I'on peut tourner la difficulté. En
voici un exemple :

Supposons que tous les points P;({ = B...2) soient dans un
méme plan (ui coupe I' suivant le systéme A et que

/l'l\+l'§+"'+l"' = hzl\a-;-l‘ﬁ.

Alers en prenant la droite D dans ce plan, on voit que I'on peut
encore suivre la méthode (3) et conclure que

W/Aat+ra g = 0.

Dans ces conditions, pour toutes les valeurs de l supérieures

ou égales ¢ hA«*"«— 1, le défaut w, est nul.

Remarques. — 1° On peut faire sur la courbe T les mémes
observations qu’au paragraphe 3;

2° En particulier, les points multiples de I’ qui ne satisfont pas
a I'énoncé de ce paragraphe (remarque 1°) doivent étre assimilés
a des points P.

11. Appliguons ces résultats a la théorie des surfaces.

Seit Fy une surface présentant I' comme ligne double et les
points ‘Pi comme points multiples d’ordre m;+ 2. Les surfaces
adjointes 4 Fy passent simplement par T et ont en P; des points
multiples d’ordre m;.

Pour les mémes raisons que dans le paragraphe.6, on peut
assurer en supposant Fy irréductible,

N2 hdetPay g,

Or, supposons que la disposition de la courbe T et des points P
soit telle que le défaut w; soit nul lorsque {2 Ay«+'«— 1. Le para-
graphe précédent donne des conditions suffisantes pour qu'il en
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soit ainsi. On a alors,
w;=0 quand I2N—o.

On peut conclure en désignant par Pg et P, les genres géomeé-
métrique et arithmétique de Fy

p‘r_‘ Pu = WN-3.

La différence entre.le genre géométrique et le genre arith-
métique d’une surface Fy de degré N est égale au défaut du
systéme des courbes découpées sur un plan par les surfaces
adjointes d’ordre N — 3 (').

La surface est réguliére si N est supérieur a hy=" 41, c’est-
a-dire si toutes ses sections planes sont des courbes normales.

Si N = Aj=+*«41, on peut calculer wy_, en fonction de singu-
larités de systémes de points plans. Plagons-nous pour simplifier
dans le cas d’un seul point multiple P. On voit aisément, comme a
la fin du paragraphe 7, que le défaut wy_j est égal a la différence
des dimensions des séries découpées sur D par les courbes Cys
passant par A, ou par A,—~+ P. On obtient ainsi’

hAr‘-F_s /‘:|+P__3

Pe—Pa=s,p7 — 55,

(') PicARD et SiMART, t. II, p. 438. La démonstration compléte de cette pro-
priété dans le cas’ général, suivant cette méthode, exige sans doute la connais-
sance du degré minimum d’une surface présentant les singularités doanées. On
congoit, en effet que, lorsque le nombre des singularités augmente, on doit avoir

Nb> Iz"‘¢+P¢+— 1.



