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SUR UNE CONDITION DE MINIMUM
NECESSAIRE POUR LES SOLUTIONS ANGULEUSES
DANS LE CALCUL DES VARIATIONS,

Par M. A. Razmapze
(Tiflis).

Introduction.

1. Considérons le probléme fondamental du calcul des variations
qui peut étre formulé ainsi :
Trouver un extremum relatif de I'intégrale

[
I = F(zx,y, &', y')dt

i,
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dans le champ fonctionnel des courbes admissibles qui joignent les
deux points donnés P, (z,, y,) et Py (2, ¥»).

La fonction F de quatre variables x, y, 2', y' est conlinue ainsi,
que ses dérivées jusqu’a celles du troisiéme ordre lorsque le point
(z, y) reste dans une région R du plan et pour tout sysiéme des
valeurs finies de 2, ' tel que 2’2+ 2 £ 0. En outre, élle vérifie
la condition connue de 'homogénéité

F=az'Fy+y F,.

Généralement ce probléme admet des extrémales de deux
espéces : ou on a des extrémales a tangentes continues ou bien des
extrémales angulaires.

Tous les éléments linéaires des extrémales des deux espéces véri-
fient équation différentielle d’Euler

Fipy — Fypr +Fy(2' " — y' 2") = o,

mais néanmoins entre ces deux espéces d’extrémales nous trouvons
une différence esssentielle. Tandis que le choix du point initial sur
I'extrémale de la premiére espéce n’influe pas sur 'extremum de
I'intégrale 1, I'extrémale angulaire peut rendre minimum l'inté-
grale I a la seule condition que le point initial P, (2, y,) se
trouve a droite du point E, de Carathéodory (*).

Si par e, nous indiquons la valeur du paramétre ¢ pour le point E,
et par ¢, celle du point initial, la condition précédente peut étre
énoncée par 'inégalité suivante :

ty > €.

Tout naturellement se pose maintenant la question : Quelle est
la cause de la différence, que nous avons indiquée entre les extré-
males des deux espéces?

Supposons, pour fixer les idées, que I'extrémale de deuxiéme
espéce ait un seul point anguleux K, (24, o). Si par z;, y; et
Z,, ¥, nous indiquons les valeurs des dérivées z', y’ a gauche et a
droite au point K, (2o, y,), alors les deux éléments linéaires du
point anguleux satisfont aux conditions de Weierstrass-Erdmann

F.t'(zm _ylh “Tloa .}"o) = F.L“(z‘O\ }’Ov E’ .—y_/()))

(1) _
Fy (@0, Yo, T4y ¥o) = Fy’(-"'ua Yoy s }’Io)-

(') Ueber die discontinuerliche Losungen in der Variationsrechnung (1hése,
Gottingue, 190%).
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Il est aisé de voir maintenant que la cause de la différence entre
les extrémales des deux espéces doit étre cherchée dans les deux
conditions précédentes auxquelles satisfont les éléments linéaires
du point angulaire outre celle d’Euler.

Le but du présent travail est de démontrer immédiatement de
quelle maniére I'apparition des deux nouvelles conditions peut
limiter, pour I'extrémale angulaire, le libre choix du point initial
qui a liea pour P'extrémale a tangente continue.

2. 1l ne sera question dans la guite que de la premiére des deux
extréma : minima et maxima.

En outre nous admettons que les conditions de Legendre et de
Jacobi pour les arcs P, K, et K P, :

Fi>o, F;>o,
ty < 1y < t, ty <ty < 1y

solenl vérifiées au sensstrict; ¢, et ¢, étant les valeurs du paramétre ¢
pour les foyers K| et K; conjugués du point K, sur les arcs P, K,
et K, P, respectivement. F, est définie parles équations suivantes :

(2) Fo— Frz _ F‘,,.,.‘., _ Fy,.’...
) YTy T 2y T a2

LA pErivEE pE K FONCTION DANS LE cHAMP.
3. Formules préliminaires. — Soit
(3) z = z(t,1), y=y(2)

un faisceau d’extrémales a tangente continue quelconque pour le
probléme donné. Dans le domaine du champ de courbes de ce fais-
ceau, le déterminant fonctionnel

A=2"yq—y'xq

est différent de zéro et par conséquent les équations (3) seront
résolubles sans ambiguité par rapport aux ¢ et « tant que le point
(x, y) restera dans ce champ.

Soient

(4) t=t(z,5), a=a(z,y)
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ces solutions. Alors nous avons

dt_)'a d_t__‘@_a
(3) oxr ~ A’ dy ~ A’
’ R
or A’ dz _ a’

ou par l'accent nous notons la dérivation par rapport a ¢. D’aprés
les équations (3) et (4) les dérivées x', ¥’ sont des fonctions de z
et ¥ bien définies dans tout le champ.

En tenant compte des formules (5), nous aurons pour les dérivées
de 2" et )’ les expressions suivantes :

o' _ x"xo —xuy 0r' _ — 2" xy+ 242
or A ’ dy A ’
W _Y¥a—yay 0 _ =) Tat Tad

Jx A dy -~ A
De ces quatre formules on déduira immédratement

0 Ly _yN—yA
_——r = —

dx ox A
i , 0x' , 0y 2" A—a' A
®) A e e
iz’ dy' A’
9z -+ f’__}’- =3

formules qui vont étre utiles.

4. Nous nous proposons maintenant de trouver les dérivées
partielles de F. et F,. dans le domaine du champ.
D’aprés (2) on a

OF o, 0x , o'\ L.
d; =Fzur+y (}’ gz Z -a%)Pn
oF oz’ dy'
= Fery (v 5 = i) P
dF, ,f , 02 , dy’
Jz _Fy"”—x<y3;_z —a:-)F“
oF, ,f , 07 , dy'
B =F—(r e ) e

Moyennant les formules (6) et les notations de Weierstrass
L=Fy.—y y" Fy, M=Fy, +y'2"Fy=Fy,+2 y'Fy,
N=Fy,— 2 2" F,
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on tire
17) A’
—r L 2} 2
oz L +_}’ Fl A )
JIF 4 , \

7 ’
(ﬂ =M—-2y'F A_ ,
oxr A A
dF, 1 B A’
-H- =N-+4+a22F K-;

formules qui jouent le réle trés important dans le calcul des varia-
tions (formules de Dresden).

5. Passons 4 la fin a lavrecherche de la dérivée de E fonction de
Weierstrass prise suivant une courbe donnée dans le champ.
Soit
x=.;;(1), y=;(':)

une courbe quelconque située dans le champ. Considérons E fonc-
tion de Weierstrass prise le long de cette courbe

EE)=F (2(x),y(x), @(2), (7)) — @ () Fe(2(x), y(0), 2, ')
de —7(1)[?]’(;(1)7 .7_’(-")""""}")'
Cherchons d—: On a

L T ()~ [ 7(0) + Fo () + By (1) = Fa P(5) — B 7(5)

“ _?(r)[":: Z’(r)+7}j—"7(c)] (r)["F* Z'(t )+') (r)]

En tenant compte des expressions des dérivécs partielles de F,
et F,,, nous pouvons écrire 'équation précédente de la maniére
suivante :
df N ] N o N’ —r o 2y
= =Lz*+2Ma2'y'+ Ny'* —Lzt—2Mz'y'— Ny
bt - A' F ) o B or
_(_}’/-’Iz"—x'_}")iFlK+<F1"_ [4‘1,) "+ (F).,— Fyr))' .

Notons maintenant

L—L=2 M—-M=9, N-—N=JT.
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Alors on aura
d&

&

(8) =Lz 4+ 207y + D‘(,_;”——(;’x’-—;’y')ﬂ*‘,%

-+ (F;t' —_ F.t");”+ (Fy’_ F)’);,y

c’est ce que nous voulions chercher.
o
La formule générale (8) établit que la dérivée L:{——f dépend du
foyer du faisceau d’extrémales et cette propriété de E fonction va

jouer le role important dans quelques questions du calcul des
variations.

Nous allons maintenant faire usage de la formule (8) pour la
résolution de la question fondamentale du présent travail.

DéveLorpEMENT DE E FoncTION.

6. Soit pour le probléme donné P,K,P; I'extrémale angulaire

Fig. 1.

qui joint les deux points donnés P (z,, y,) etPy(z,, y2) (fig. 1).
Soient
z=a(t), y=y(@), tItit

I'équation de la branche P, K, et
z‘=;(1:), y=3r(-:), Stst,

I'équation de I'autre branche.
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Du point P; menons un faisccau d’'extrémales qui contient la
ligne donnée P, K.

Comme le point K, n’est pas le foyer conjugué du point P,
chaque ligne de ce faisceau coupe I'extrémale K, P, et son prolon-
gement & gauche P'K, en un seul point.

Soient

(a) . z = ¢(¢t,a), y=\{l(l,0() )

les équations de ce faisceau et 2 =2, la valeur du paramétre =
pour I'extrémale P, K,.

Prenons maintenant sur la ligne P'P, deux points B et B’ voi-
sins de K, et situés a gauche et a droite du point K, respecti-
vement.

Désignons la valeur du paramétre = pour B par 75—« et celle
de B’ par 7 + ¢'; ¢ et ¢’ sont positives.

Considérons deux lignes anguleuses I’,BP, et P,B'P, compo-
sées respectivement des lignes P, B et P, B’ de notre faisceau et des
arcs BP, et B'P, de P'P,.

Il est évident que 'ensemble (2) forme le champ et par consé-
quent, d’aprés le théoréme de Weierstrass, on a

Ta
Alyy=Ip,sp,— huli.p,=f E(x) dw,
To—E

ou par £(t) nous désignons la valeur suivante de E fonction
EE=E(zG), Yy o) 5 TG, YO

z' et y' étant les fonctions de z et y définies par le faisceau (a)
comme an n° 3.
Quant a la différence
Al = Ip,we,— In, &P,
on peut I'écrire
Alg,=— (Ip,k,+ lg, 0 — Ip, o)

et alors, d’aprés le méme théoréme de Weierstrass, on a

Tot+ €
Alln',=—/ C (=) d-=.

vt,
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Mais pour le minimum il est nécessaire que

Alg >o, Alg)>o,

To Tot+e
et par conséquentf & (7)dx doit étre positive etf &(r)d=
To—€ To

négative aussi petits que soient ¢ et ¢'.
Ainsi nous trouvons comme condition nécessaire la condition
suivante :

L'extrémale angulaire P,K,P,, pour laquelle les conditions
de Legendre et de Jacobi sont vérifiées, peut fournir un mini-
mum pour l'intégrale si, en faisant passer = par la valeur =,
en croissant, la fonction E(7) passc du positif au négatif.

On conclut de la, en outre, que £(5) s’annule pour 7 =r1,, ¢’est
) » q 09
ce que 'on voit immédiatement d’apreés les conditions (1).

7. Développons maintenant la fonction &(7) dans le domaine
de =1, pour savoir dans quel cas la condition de minimum
mentionnée tout a '’heure peut étre vérifiée. Pour cela reportons-
nous a la formule (8) du n° 5.

Pour notre faisceau d’aprés cette formule nous avons

a’l

=232y + Ny (For— @4 Fug

+(Fo—F) @+ (F,—Fy) "
Soit @ (¢, t) l'intégrale de I'équation de Jacobi qui s’annule
pour ¢ =1. Dés lors

O(t,tl)=CA(t,a), 9,(t,t;)=CA'(t,u).

D’aprés cela la formule précédente peut s’écrire ainsi :

dl - - - - -
kR e 202y + Iyt — (¥ o1 — x4, )2 Fy

dr _ v - 7
+ (Fo—Fr) 2"+ (Fy—Fy) .

0,(¢,t)
e (ly tl)

Supposons maintenant dans cette équation ¢=¢,. En posant
Loy My, I, les valeurs de {, I, 9T en ce point et en tenant
comple de la condition de Weierstrass-Erdmann on aura le déve-
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loppement suivant :
E(=) = (s —0) [f,,,;;,u I G v

-, = 0,(20,t)] (T —7o)?
— (owo =2y, ¥y el(t:,t:))] + K

K étant une fonction dont il est inutile d’écrire I'expression déve-
loppée, mais qui conserve une valeur finie dans le voisinage du
point = = %,.

Tel est le développement de E fonction qui va nous donner la
résolution complete de la question du probléme. En effet, faisons
passer < par la valeur 7, en croissant, alors d’aprés ce développe-
ment on déduit que la fonction £(7) passe du positif au négatif si

> e oan T DL e T s = 0,(to. 1)
(9) Loz@+2dMoaxyyy—+ Iooyd — (y(,- Ty— xﬁ,y’o)’F, ﬁﬁ <o
9
Considérons maintenant la fonction
. — - - - . 8, (to,t
W(t) = Lo2@ + 2M o2 ¥y + Too yi — (¥hay— Zoyo )2 Fy 'e‘_ét:_'t))
d J}
Comme le rapport
et(tOvt)
8(t,t)

croit avec t, la fonction W(t) décroit en méme temps que t croit.
Soit t = h, la valeur de t pour laquelle

8:(tosho) _

(10) Loz + 2902y + ooy’ — (oo — 20y0)*Fy (i) = °

Alors l'inégalité (g) nous permet d’énoncer la proposition sui-
vante :

La condition nécessaire pour le minimum est que la valeur
du paramétre t correspondant au point initial vérifie l'inéga-
lité suivante :

(11) 2 h,.

Donc nous avons trouvé la cause grice a laquelle les deux
conditions fondamentales ont limité le libre choix du point initial
qui a lieu pour ’extremum ordinaire.

Passons maintenant  la construction géométrique du point H,.
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8. Tout d’abord nous allons montrer qu’il existe un faisceau
entourant P, K, et composé d’extrémales pour lesquelles E fonc-
tion de Weierstrass prise le long de P’ P, soit identiquement nulle.

En effet. Soient J I'angle qui fait avec I'axe des x la tangente a
Pextrémale de notre faisceau au point [z (z), y(t)] de la ligne
P'P,, et J, la valeur de I correspondant a I'extrémale P,K,. Si

donc E fonction prise le long de P'P; doit étre identiquement
nulle on aura

(12) F(Z(z),5 (), @'(%),y'(z)) — &' () Far (2 (x), 5 (5), cOT, sinT)
— ¥ (x) Fp(Z (=), ¥ (x), cos T, sinF) = o.

Alors le faisceau en question existe toujours s’il est possible de
résoudre la derniére équation par rapport a 3.

Mais cette équation est vérifiée pour I=23I,, 1=r1,. La
dérivée du premier membre par rapport 4 J est

—2'(2) (- Farwrsind + Fryrcos9) — ¥'(v)(— Fyarsing + FyyrcosY),
ce qui conduit, d’aprés les formules (2), a la relation
(z'(z)sinT — ' (x) cosY) F,.

Mais la derniére expression est différente de zéro pour T =r1,,

I =23, et par conséquent on peut résoudre I'équation (12) par

rapport 2 I dans le domaine du point T =1,, I = 3J,. Soit
I=93(x)

cette solution.

L’ensemble des extrémales, menées par chaque point de ligne
P'P, dans la direction correspondante qui fait angle () avec
Paxe des z, forme un faisceau a un seul paramétre. Ce faisceau
contient la ligne P, K,.

Soient

(\) $=E(t,)\), }'="A(ts)‘)
les équations de ce faisceau et A =12, la valeur du paramétre A

pour l'extrémale P,K,. Nous allons maintenant démontrer le
théoréme suivant :

Tutoreme. — Le point Hy(ho) est le foyer du faisceau (\)
sur Uextrémale P, K,.
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En effet, comme E fonction d2 Weierstrass prise le long de P'P,
est identiquement nulle dans le faisceau, c¢’est-a-dire

E(z(z),y(z); .0 ;2 (x),y(z)) = o,

alors la dérivée de E fonction par rapport a t s’annulera aussi
identiquement.

En tenant compte de la formule fondamentale (8) on aura donc
. — == - = = Vap A
(13) £x2+2:)llxy+%y!—(y§,-—x-q,)lF,K
+ (Fl— Fu ) ;'”"' (.E)” - F)">;” = 0.
Posons maintenant T = z,. L’identité (13) nous donne alors

Y « =~ ~ T -y = A'(t ,‘\
LoZE + 2oz vy + Mooy @ — (Foxo— Z4oy))? F,L;“) =o,
A (2, M)

ol {4, My, Iy ont les mémes valeurs qu’au n° 7. De la compa-
raison de cette équation avec (13) nous obtenons

A'(20,Ao) - et(to‘hn)_
A(toyho) O (2o, ho)

Mais le rapport
et(tovt)v
e (tO) t)

va constamment en croissant lorsque t varie de ¢ jusqu’a ¢,. Par
conséquent I'équation

A'(to,h0) _ 8e(tost) _
A(to,ho) O (%o, t)

admet un seul zéro t = h, dans Vintervalle ¢, < ¢S ¢, c’est ce qui

démontre que H,y(/,) est le foyer du faisceau () sur l'extré-
male P, K,.

9. Cette interprétation géométrique permet de démontrer d’une
maniére purement géométrique la nécessité de la condition (171).

Admettons que le point initial P, de 'extrémale P, K, se trouve
a gauche du point H,. Menons par le point P, dans le voisinage
de P,K, une extrémale quelconque et soit B le point ou cette
extrémale coupe la ligne P'P, (fig. 2).



- 23% —
Nous allons montrer que

Ip,mBp, << Ip K, P,

Pour cela, soit AB I'extrémale spéciale du faisceau ()\) qui passe
par le méme point B et A soit son point de contact avec I'enveloppe

Fig. 2.

de la famille (). Comme il est certain, d’aprés la signification
géométrique du foyer, Hy(%,) est le point de contact de I'extré-
male P, K, avec la méme enveloppe.

D’aprés la nature du faisceau, on a

) Ip.n,+ Inga+ Iap+ Ipk, — Ip,u, &, = 0.
Mais

Ipmp<Ipm,—+ Iinga =+ I
€t par conséquent
. Ip,mp+ luk, < Tp,w, K,
d’ou vient
Ip, mur, < Ip, K,°,

<’est ce que démontre notre proposition.

10. 1l ne nous reste plus maintenant qu’a comparer le foyer H,
avec celui de Carathéodory.

Entourons I'extrémale angulaire P,K,P, du faisceau d’extré-
males angulaires (') dépendant d’'un paramétre unique, que nous
obtiendrons en faisant décrire au point anguleux K, I'arc P'P,. Le
foyer de ce faisceau sur I'extrémale P, K, est E,.

Mais le long de chaque courbe des sommets (Knickpunktskurve)

(') CaratHEoDORY (Thése citée plus haut), § 9, p. 28 & 31. On sait (loc. cit.)
qu’a tout point K, voisin de K,, correspond une extrémale bien déterminée
ayant K pour point anguleux et voisine de P, K,P,.



— 238 —
E fonction de Weierstrass est identiquement nulle, c’est-a-dire
(14) E(e,y;a,)7,y)=0

ou z', y' sont les dérivées a gauche et ', )" celles a droite pour
I'extrémale angulaire en un point quelconque M (z, ) de la courbe
des sommets.

En appelant T le coefficient angulaire de la tangente a la courbe
des sommets en M(x, 3 ), on déduira de I'équation (14)

o o(F —F,) vy o (Fy—F,.)

() Iz Jz
JO(For—Fo) 0 (Fp—Fp) o
+[.’L‘ —())l——— -+ Yy —TJ T =o.
Dans le cas ou la courbe des sommets est 'P,, on a
T =2
@'(%)

et par conséquent I'équation (13) nous donne alors

9 dJ (F»_ F)') = o.
dy

T J (,FJ"_‘ F.r’) ==, 0 (F' — F.r’) s =
R T +2x'y ay +Yy

Posons maintenant T = z,. Alors de la derniére identité d’aprés les

formules (7), on déduit

, 8:(lo0,€0)\ = . / 0:(%,€0)\ =, =
a2 ¢ 79 D) / YtlferC0) v
<£0 Yot Fi e(lo,eo)) Tom+2 ( o+ aoyo e(to’eo))‘%yo

8,(to,€0)
N o /2 ¢ ) 2 — 0.
+ < )Go— x,2 Fy TORN) Yor=o0

ce que nous pouvons écrire de la maniére suivante :

Ty . e e = o0 6,(¢, ’
Loz + 2 ex4 ¥ + oy — (.}’o Tro— l‘o)’o)"Ft -—l( E eo\) =
e(tO) €o)

La comparaison de cette équation avec (13) nous conduit & I'éga-

lité suivante :
9[(t0~h0) . 91(10, eo‘)‘
8 (ty,ho) 0(ty,€y)

On a donc comme auparavant

ho = €y.

Nous concluons dés lors que le foyer H, et le point E, de Cara-
théodory sont identiques.
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Note dz la Rédaction. — Cette derniére conclusion de I'auteur
surprendra au premier abord. En effet, le foyer E, de M. Cara-
théodory est obtenu a I'aide d’une famille d’extrémales données
par leurs points anguleux, ceux-ci étant supposés décrire une
courbe donnée en l'espéce P'P,. Les directions des tangentes a
ces courbes en chaque point B de P'P, sont absolument déter-
minées, a savoir données par les conditions de Weierstrass-
Erdmann, et la direction considérée par 'auteur en B est différente
des précédentes.

Si I'on appelle I" la figurative au point B, les directions de
M. Carathéodory correspondent aux points de contact d’une tan-
gente double a cette courbe; tandis que la direction de M. Raz-
madzé est (c’est 'interprétation que I'on peut donner au para-
graphe 8 de son Mémoire) déduite du point de contact d’unc
tangente menée & I par le point qui, sur cette courbe, correspond
a la direction de la tangente a P'P,. ‘

L’identité du foyer H, avec E, cst cependant bien exacte : elle
tient & ce que les deux directions ainsi introduites par M. Cara-
théodory d’une part, par M. Razmadzé de I'autre, ne différent, au
voisinage du point anguleux donné K,, que d’un infiniment petit
du second ordre.

En effet, sur I, le point M’ représentant la tangente a P'P, dif-
fere d’un poizt de contact M, de la tangente a double I', d’un infi-
niment petit du premier ordre; sa distance a la tangente double
M, N, est donc du second ordre, et si 'on méne M'N’ tangente
en N’ a T", Parc N’ N, est du second ordre.



