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SUR QUELQUES FONCTIONS DE LIGNES SEMI-CONTINUES;

PAR M. E. GOURSAT.

1. Soit F(x, y; ', y') une fonction positivement homogéne

de degré un en z', y'; on a proposé plusieurs définitions pour
Pintégrale

(1) Ir =fF(.z‘,_y; x', y')dt
r

prise le long d’une courbe rectifiable quelconque I', non ordi-
naire (*). Dans le cas particulier ot la fonction F est positive,
ainsi que la fonction F (2, y; #', ') définie par les égalités

" ” "
(2) %—;—'=%%,’—7—"=%—'=F.(w,y;w',y'),

on a démontré assez péniblement, en s’appuyant sur les pro-
priétés des extrémales dans un domaine infiniment petit, que ces
différentes définitions conduisaient au méme résultat et concor-
daient avec la définition habituelle dans le cas d’une courbe ordi-
naire. On a démontré aussi que l'intégrale généralisée Ir, prise
le long d’une courbe rectifiable quelconque, était égale @ la plus
petite des limites des intégrales I prises suivant des courbes
ordinaires C, qui tendent uniformément vers I' (3). Cette pro-
priété est au fond la seule qui intervienne dans tous les raison-
nements qu’on fait pour établir I'existence d’un minimum absolu

(') Une fonction f(z) sera dite reguliére dans un intervalle, si elle est con-
tinue et admet une dérivée continue dans cet intervalle. Un arc de courbe
régulier est représenté par deux équations z = x (t), ¥ = y(t), les fonctions z(¢),
¥(t) étant réguliéres dans Dintervalle ol l'on fait varier ¢&. Une courbe ordi-
naire est formée de plusieurs arcs réguliers mis bout 4 bout; une telle courbe
est représentée paramétriquement par deux équations z = z(¢), ¥y =y (¢), les
fonctions z(t), (¢) étant réguliéres dans l'intervalle ou ¢ varie, sauf en un
nombre fini de points qui sont des points de discontinuités de premiére espéce
pour 'une au moins des dérivées z'(¢), y'(¢).

(?) L. ToNeLLI, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 32; 1911,
P. 297-337; t. 35, 1913, p. 49-73.
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B
de l’intégralef F(z, y; «', y')dt. Comme en réalité cette
A

généralisation de la définition de I'intégrale n’a été faite que dans
le but d’établir I'existence de l'extremum, il semblerait tout
naturel de partir de cette propriété pour définir I'intégrale géné-
ralisée de la méme facon que M. Lebesgue a défini la longueur
d’un arc de courbe comme la plus petite des limites des lon-
gueurs des lignes polygonales qui tendent uniformément vers
cette courbe. Dans une Note de sa thése (p. 114), M. Lebesgue
avait indiqué lui-méme cette généralisation, sans rechercher dans
quels cas elle était légitime. Pour que cette définition soit accep-
table, il faut évidemment qu’elle soit d’accord avec la définition
habituelle dans le cas d’une courbe ordinaire. En d’autres termes,
il faut que l'intégrale définie

fF(x,y; z', y')dte,
C

prise le long d’une courbe ordinaire quelconque, soit une fonc-
tion de cette courbe semi-continue inférieurement, suivant
Iexpression de M. Baire. Cela n’a pas lieu si la fonction F est
quelconque (méme si elle est toujours positive), mais seulement
si la fonction F, est elle-méme positive. Il était naturel de se
poser la méme question pour les intégrales définies les plus
simples qu’on étudie dans le calcul des variations. La réponse est
affirmative quand il s’agit d’'un probléme régulier. La démonstra-
tion suivante, d’'un caractére trés élémentaire, n’emprunte rien au
calcul des variations. J’ai supposé, pour simplifier, que toutes les
fonctions considérées étaient régulitres; les démonstrations
s’étendent d'elles-mémes au cas ou les dérivées auraient un
nombre fini de discontinuités. On pourrait aussi les étendre,
moyennant quelques longueurs, aux intégrales généralisées dé-
finies directement.

2. Pour ne pas interrompre la suite des raisonnements, nous
démontrerons d’abord un lemme.

Lemwe I. — Soient P(z, y, 5,u), Q(=2, y,3,u),R(z,y,3, u)
des fonctions continues dans le domaine D défini par les inéga-
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lites
asz<b, lyl<h, |5] < &, Ju] < h,
¥y 5y u des fonctions réguliéres de x dans Uintervalle (a, b).
L’intégrale définie
b .
Iz =/ gP(x, Y2, )y +Q(z, y, 5 u)s'+R(z, ¥, 5, w)u'|dr
a

tend vers zéro en méme temps que le maximumde |y|, ||, |ul,
pourvu que les dérivées y', 5', u' restent plus petites en valeur
absolue qu’un nombre positif donné H.

Il suffit évidemment de démontrer cette propriété pour I'inté-
grale

b
I = / P(z,y, 5 u)y' da.
a
Considérons une subdivision de l'intervalle (a, b) en inter-
valles partiels par des points de division
Zo=a<l 01 < By <e e By < Xy Tp—y < &p=>0.
Nous supposerons le nombre A assez petit pour qu’on ait
lp(z, NER D) u)_ P(‘z"7 o, o, O)I <)"

) étant un nombre positif que nous fixerons tout i ’heure, si 'on a
a la fois
le—2'|<h |y|<h |z|<h |u]<h;

si 'on a pris les longueurs de tous les intervalles #; — x;_, infé-
rieures & h, on aura

|P(@, ¥, 5, u) — P(@i, 0,0, 0)| < X

dans tout l'intervalle (z;_,, x;), quelles que soient les fonctions
réguliéres y, 5, u, pourvu qu’elles soient inférieures & h en
valeur absolue. Si donc on pose

P(z, y, 3, u) =P(2;,4, 0, 0, 0) + 6;(x),
on aura ]cr,-] < A dans tout intervalle (z;_y, ;). Or, ona

n x; n x
I, = E f s;(x)y dz + E f P(z;_4, 0,0, 0)y dz;
x;

i=1 Tt i=1 Tt
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puisque | ' | est inférieur & H, on a aussi

n

ana,-(z)y' dzx

Ty

<AH(b—a).

=1

Le nombre positif A étant jusqu’ici arbitraire, nous supposerons
’ ’ soes poe . £ , .
n l'a ch rleur i ————
qu’on I'a choisi inférieur a S5 —a) Ctqu'onapris les nombres A
et z;, comme on I'a expliqué.
Les points de division de V'intervalle (a, b) ayant été pris de

cette facon, on aura

n

}:[ c,(.z-)_yd.r <--

i=1
Désignons maintenant par M une limite supérieure de
lp(x: o, o, O)I

et par & une limite supérieure de |y|; il est clair qu'on aura

Z f P(zi-, 0, 0,0)y'dr <z\lno

.
i=1 Tt

Il suit de la‘i qu’en désignant par 7 le plus petit des deux
nombres . et —— /M s st le maximum de |y| dans l'intervalle (a, )
est inférieur & %, la valeur absolue de la seconde intégrale sera

lus petite que <. On aura donc |I ¢ pourvu que le maximuimn
plus petite que ~. O ILj<ep q _
des valeurs absolues de y, 3, u soit inférieur & 7.

La condition que les dérivées y', 5', u' soient bornées est essen-

tielle. Par excmple, si I'on prend

=|-

ry= gcos(n’x), 3 m(n'z‘),

b
I'intégrale définie f (y3'— 5y") dx est égale & h*(b— «) et ne

tend pas vers zéro lorsque n croit indéfiniment, quoique y et 5
tendent uniformément vers zéro.

3. Cela posé, soit F(z, y; 2/, y') une fonction positivement
XL, 9
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homogéne de degré un en x', y', satisfaisant aux conditions sui-
vantes. Dans un domaine ® du plan des zy, F(z, y; cosf, sinf)
reste supérieur, quel que soit §, & un nombre positif m

(3) F(x, y; cosf, sin)2m >o;
de plus, on a dans le m&me domaine, quels que soient z', y’,
(4) Fi(z, y; o', y') 20.

Soit C un arc de courbe régulier:situé dans ce domaine et
représenté par les équations

(5) x = z(t), y=y(),

les fonctions z(t), y(t) étant réguliéres dans l'intervalle (a, b)
ol varie ¢t. Soient

(6) x=x(t)+ &), y=y()+n(t)

les équations d’une courbe (' située dans le méme domaine, les
fonctions §(¢), () étant aussi réguliéres.

Si les fonctions £(¢), n(¢) tendent uniformément vers zéro
dans l'intervalle (a, b), on dit que la courbe C’ tend elle-méme
uniformément vers la courbe C. Posons

I= [F(x,y; ', y')dt, l'=j F(z,y; 2, y')dt;
Jeo cr

lorsque la courbe C’ tend vers la courbe G, I'intégrale I’ ne tend
pas nécessairement vers I. Nous voulons démontrer que, si I’ tend
vers une limite, cette limite est au moins égale & I. En termes
précis, & tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un autre
nombre positif A tel qu’on ait

(7) I'>1—¢,

pourvu que les fonctions §(t), n(¢) restent plus petites que X en
valeur absolue.

D’aprés la premiére inégalité (3), l'intégrale I’ est au moins
égale.a mS', §' étant la longueur de la courbe C'. Il n’y a donc
lieu de démontrer I'inégalité (7) que pour les courbes C’ dont la
longueur reste bornée. Etant donnée une suite de courbes C' satis-
faisant & cette condition, on peut alors faire un changement
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de la variable indépendante ¢ tel que les valeurs absolues des
dérivées z', y', &', 0 restent bornées dans l'intervalle (a, b);
nous supposerons donc qu'on a |§'| < H, |4'| < H, pour toutes
les courbes C' considérées.
On a, d’aprés la formule de Taylor limitée aux termes du second
degré en &', 7/,
Fe+&y+ni@+8,y+7)—F(z, y; 2, y)
=F@+§Ly+n2+0, y+1)—Flz+§ y+n; 2, )
+F@+§ y+n; 2,y )—F(a, y; 2, )
=F(z+§y+n; 2y )—F(z,y;2,y)
+EFp(z+E, y+n; 2, y)+0Fu(z 4+t y+n; 2, 5)
J(2

I ’ 1] )
+ — 8 Fa Ty a0
1.2 ! Ytbg

par suite, la différence I’ — [ peut s’écrire
b N
I'—1 =f }F(x—i—ﬁ,y—i-"q; z'yy')—F(x, y; o', y') | dt
a b‘
+ f (Fal(z + 8y +0;2, 7 )W+ Fyp(a+§y +n;2, )0 de

b
- = f (¥ oo 0 Fy ) 0c.
La seconde intégrale tend vers zéro, d’aprés le lemme établi
plus haut, lorsque le maximum de |§| et de || tend vers zéro. 1l
en est évidemment de méme, en vertu de la continuité de F, de
la premiére intégrale.
On peut donc assigner un nombre positif A assez petit pour que
la valeur absolue de chacune de ces intégrales soit inférieure

a

al

» si les valeurs absolues de §, 0 restent inférieures & A. Quant

Nle

derniére intégrale, elle est égale, d’aprés les relations (2), &

1

b
I U ’ ! U ’ ’ ’
[ Gy e i@ by o & 0 O e
a

et ne peut avoir une valeur négative, puisque tous les éléments
sont positifs ou nuls. L’inégalité (7) sera donc vérifiée.

On voit que le signe de F, joue un réle essentiel dans la
démonstration. Si F, peut changer de signe dans le domaine ®,
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le théoréme n’est plus exact, en général, pour une courbe quel-
conque. Prenons par exemple
12 4'2)2
F = ——-————(z J )4 -+

2 2y T
(224 y72) -

hyx't+ y'2, h>o.

1
L’intégralcf F dt prise le long de I'axe des z est égale & 1 + h.
[

Considérons d’autre part la courbe C|, formée de segments de
droites alternativement paralléles aux bissectrices des angles
formés par les axes menées par les points de Oz d’abscisses
1 2 n—to

0, =1 =y eeey 2

val W P D
I’intégrale correspondante a pour valeur & /2. Lorsque n augmente
indéfiniment, la courbe C|, tend uniformément vers le seg-
ment (o, 1) de 'axe des z, et la limite de I'intégrale suivant C,
est plus petite que I'intégrale suivant le segment si 'on a

h < !

2—1

Or on peut remplacer la courbe C,, par une courbe réguli¢re G,
ayant méme courbe limite, et telle que I'intégrale le long de C,
différe d’aussi peu qu’on veut de Vintégrale le long de Cj,. Si la

oo o ; 1
différence de ces deux intégrales tend vers zéro avec -, la conclu-

sion sera donc la méme pour les courbes réguliéres G,.
La méthode s’étend immédiatement aux intégrales

I = [F(z, s 2y, 3)dt,
e

I étant une fonction positivement homogéne de degré un
en z', ¥', 3', en conservant la condition (3) et en remplacant la
condition (4) par la suivante. D’aprés les relations

x' Fl-u +J"F:"y’ + 3 Fhz = o,
" —
y's =0,

z ]?;,)., +y F;'.:, 3l

o "
z' Fio +y' F;:__/ +3'Fon =,
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qui lient les dérivées du second ordre, I’équation
§ = X*Fin + Y?Fy o Z2F%s + 2 XYFLry + 2YZFyo + 2ZXFyre = o,

ou X, Y, Z sont des coordonnées courantes, représente un sys-
téme de deux plans passant par la droite

Pour qu’on ait §2 o, quels que soient X, Y, Z, 2/, 5, 5/, il faut
et il suffit que ces deux plans soient imaginaires conjugués ou
confondus, et que l'un des coefficients des carrés soit positif. Si
ces conditions sont satisfaites, le raisonnement s’achéve comme
pour l'intégrale

l=fF(x,_y; z', y')de.

Par exemple, dans le cas ou F = g (z, 5, z)/2'2+ y'*+ 5'*,0n a

(Xy' —Y&') 24+ (Y2 — Ly )+ (Zo' —Xz' )t
»

j:g{.‘r,y,z) 3
(w’l +y’1 + 3’2 )‘2

et Vintégrale I est bien semi-continue inférieurement si la fonc-

tion g(z, y, z) est positive. (Voir la these de M. Lebesgue,
pP- 114.)

4. On peut étendre le résultat aux intégrales qui ne sont pas
sous forme paramétrique, en remplacant I'inégalité (4) par une
condition plus précise. Nous aurons besoin pour cela d’un nou-
veau lemme.

Lemme II. — Soient P(z, y, 5) une fonction continue dans
le domaine D défini par les inégalités

aZzsb, ly|<h, |z] < A,

y et z des fonctions réguliéres dans Uintervalle (a, b). La plus
petite des limites de l'intégrale

b
1(3‘»"-).-‘:‘[ g.}’""' P(z‘,}’,z)}"zdx,
a



— 126 —

lorsque le maximum de |y| et de |z| tend vers zéro, est elle-
méme égale a zéro.

En d’autres termes, 4 tout nombre positif ¢ on peut associer un
autre nombre positif 7, tel qu’on ait

Loy > —¢,

pourvu que | y| et | z| restent inférieurs 4 dans P'intervalle (a, b).

La démonstration est trés analogue 4 la précédente; A étant un
nombre positif que nous déterminerons un peu plus loin, choisis-
sons un nombre A tel qu'on ait

'P(‘”v ¥, s)— P, 0,0)| <A

pourvu que |z — z’|, | y|, | 3| soient inférieurs & h. Considérons
une division de I'intervalle (a, &) en intervalles partiels de lon-
gueur inférieure & £, et posons encore

P(@, y, 3) = oi(x) + P(xi, 0,0);

|ei(x)] est inférieur A A dans U'intervalle (2;_,, 2;). On a

n

" x x;
lmz,=2f y'(y +o;)dz + [P(x;_,,o,o)y’dm.

i=1 i=1

Le produit y'(y' + o;) est positif si la valeur absolue de y' est
égale ou supérieure & X; si la valeur absolue de )’ est inférieure
a A, la valeur absolue de ce produit est inférieure & 222. Dans
tous les cas, on a 2 + ¢;5' > — 22 dans I'intervalle (Tizry xi);

on a donc
n

Zf i[.}’"+ oi(z)y'lde > — 2N (b — a).

i=1 Xt

Si P’on a pris A = \//7(1’—5——‘-1—- , on aura donc
6=

)

S @ rewd>—=.

i=1

Le raisonnement s’achéve comme pour le lemme I. Soit M le
maximum de |P(#, 0,0)[; en désignant par n le plus petit des
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£

d
eux nombres % et M

» la valeur absolue de la seconde intégrale

n
x;
2/ P(xi—h 0,0)_}” dz

i=1

¢ P . & . . . .
sera inférieure & 2 si | ¥ | reste inférieur 4  dans l'intervalle (a, b).

On aura donc a fortiori
I(y‘z) > —¢€,

quelles que soient les fonctions réguliéres y et 5, pourvu que leurs
valeurs absolues soient inférieures a 7.

Il est clair que le raisonnement s’appliquerait encore si le coef-
ficient de y' dépendait d’un nombre quelconque de fonctions y,
3, U, ...tendant uniformément vers zéro. On peut aussi 'étendre
aux intégrales doubles de la forme

9z\? P}
SLIG) +r@rnsng]aa

0z \2 dz]

= s ¥, 3, u) — | dz dy,
fj(;[(d},> + Q(2, ¥, 5, u) oy | =

z, u étant des fonctions réguliéres qui tendent uniformément vers
zéro dans un champ d’intégration A, limité par une courbe recti-
fiable.

5. Soit F(z, y, y') une fonction satisfaisant aux conditions
habituelles du calcul des variations, c’est-a-dire continue et
admettant des dérivées partielles continues jusqu’au troisi¢me
ordre, lorsque le point (#, y) reste dans un domaine ®, pour
toutes les valeurs finies de »'. Nous supposerons, de plus, qu'on a
dans ce domaine, quel que soit )/,

(8) Fya(z, ;7' )Zm>o.

Dans ces conditions, I'intégrale
&

b
1= f Flz, f(2); f(2)] dz
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est encore une fonctionnelle de f(x), semi-continue inférieure-
ment. On suppose, bien entendu, que la fonction f(x) est régu-
licre dans Pintervalle (@, b) et que la courbe C représentée par
I'équation y = f(x) est dans le domaine ®. Soient

y=f(x)+E=)

l’équation d’une courbe voisine C' située dans le méme domaine,
et

b
o= [ Fla, /(@) + §@)i f (@) + {(2)] da

la valeur de l'intégrale pour cette nouvelle courbe. On peut
écrire Ir s — I sous la forme suivante :

b
Lt =1y = [ [Fla, f(2) + (@i £'(@)] — Fl2, f(2); f ()] do
“ b .
+f Fy [z, f(2)+E(z); f(2) ¥ () do

L By, fl)+ 8203 S ()4 08 (2)]8 2
+3 ) Fole @)+ 4@ S @)+ 0 (2)]8

La premiére intégrale tend vers zéro lorsque le maximum
de £(z) dans l'intervalle (a, b) tend vers zéro. D’un autre coté,
d’apreés I'inégalité (8), la somme des deux derniéres intégrales est
supérieure &

b
%[ %5"+ 2 Fyla, f(@)+§(2); f'(2)]E {dm,

. ’ P \ € .
et cette mtegrale est supeérieure a — Y pourvu que le maximum

de |§(x)| soit inférieur & un nombre positif assez petit. La pro-
priété énoncée est donc établie.

Remarque. — Nous n’avons eu besoin,. dans la démonstration,
d’aucune hypothése sur le signe de F, ni sur Dexistence des
dérivées du troisiéme qrdr_e; la condition (8) intervient seule.
Cette derniére condition, ou tout au moins la condition plus
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large ¥4 2 0, parait nécessaire. Supposons, par exemple,
F=(yr—1)+y;

lmtcuralef Fdz, le long du segment (o,1) de Ox, est égale

& un, tandis que lmtevrale le long de la courbe C", définie plm

haut (n° 3), est égale & —

former une suite de foncuons Ju(x), réguliéres dans l'inter-
valle (o0, 1), tendant uniformément vers zéro dans cet intervalle,
pour lesquelles I'intégrale

1
Iy, = f [(fid—1)t+f3]d

tend vers zéro, tandis que l'intégrale le long de la courbe limite
est égale & un. On voit que, dans cet exemple, il n’existe pas de

1
courbe pour laquelle l’intégralef F dx atteigne sa borne infé-
0

rieure qui est zéro, bien qu’il existe une suite de courbes mini-
mizantes, tendant uniformément vers une courbe limite.

6. Le raisonnement s’étend aisément aux intégrales

b
l(y':)=‘/‘ F(z,y,3; 5, 3)d>
et aux intégrales doubles
;=f F(z, y, 5; p, q)dz dy,
(R)

la fonction F satisfaisant aux conditions habituelles du calcul des
variations pourvu que les dérivées secondes Fy,» “ysy Foeyou Fpuy
FM, F;. vérifient la condition suivante qui rempldce la condi-
tion (8). Il existe deux nombres positifs a, §, tels qu'on ait dans

tout le domaine considéré

(9) urFys2uvFyo + 01 Fla2aut + 3o1,
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ou
(10) wFps - 2uvF), + 0 Fpa2 aut + B2,
quelles que soient les valeurs y/, 5’ ou p, ¢.

La démonstration est toute pareille & celle qui a été donnée

b
pour le cas plus simple de l’intégmlef F(z,y, y')dz.
a
Remarque. — Lorsque la dérivée f'(x) est elle-méme régu-

liere dans l'intervalle (a, b), on peut remplacer la condition (8)
par la condition plus générale

Fya(z, y; 5')2o0.
On le démontre aisément au moyen du lemme suivant :

Soit o(x, y) une fonction continue ainsi que sa derivée
ox(x, y) dans le domaine D défini par les conditions aSx <D,

b
|y| <h; lintégrale I?’:f o(z, y)y' dz, ot y(x) est régu-

a
liere dans Uintervalle (a, b), tend vers zéro en méme temps
que le maximum de |y| dans cet intervalle.

Ce lemme s’établit au moyen de la formule de Green, ou en
remarquant qu’on peut écrire I'intégrale

Iy = ;d)[b,y(b)]—¢(b, 0);— §¢[a,y(a)] —P(a, o):

b
—+~f [®% (2, 0) — ¥ (2, y)] d=,

ou I'on a posé

@(x,y):fyt?(:c, t)dt,
o

et il résulte des hypothéses que ®(z, y) et @, (z, y) sont des
fonctions continues.

On peut faire des remarques analogues sur les intégrales Iy -
et I(z).



