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SUR LES MOUVEMENTS (A LA HELMHOLTZ) D'UN LIQUIDE
DANS UN CANAL SYMÉTRIQUE ;

PAR M. HENRI VILLAT.

Introduction. — Dans un Mémoire publié aux Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo ( 4 ) , M. U. Cisotti a étudié le
mouvement permanent d'un solide dans un canal rectiligne indé-
fini, au cas où le solide (et le mouvement) sont doués de symétrie
par rapport a l'axe du canal, et où le fluide, incompressible et
irrotationnel, est animé d'un mouvement discontinu à la
Helmhoitz, avec sillage à l'arrière du corps. Ce problème est alors
identique à celui du mouvement permanent discontinu d'un fluide
dans un canal renfermant un obstacle fixe (symétrique).

Je me propose d'abord dans ce qui suit de compléter sur un
point les élégants résultats de M. Cîsotti, en établissant une
formule générale propre à déterminer la solution du problème
posé, dans le cas où la forme du solide mobile (ou de l'obstacle
fixe) est donnée à l'avance. La fonction arbitraire que j'introduis
à cet effet dans les calculs jouit de propriétés caractéristiques qui
peuvent s'énoncer immédiatement, et qui appartiennent également
à toutes les fonctions correspondant à des solides dont le contour
a même allure. De la sorte, on sait exactement où il faut chercher
la solution du problème pour un obstacle donné; et, si la solution
rigoureuse dépend de l'intégration d'une équation fonctionnelle
inabordable en l'étal actuel de nos connaissances (2), il devient du
moins possible d'en approcher pratiquement aussi près que l'on
veut.

J'ai indiqué le détail d'un exemple particulier, pour un obstacle

*(1 ) U. CÎSOTTI, Sul moto di un solido in un canale (R. C. del Circolo di
Palermo, 2e semestre, 1909).

(2) Cf. T. LEVI-CIVITA, Scie e leggi di resistenza (R. C. Palermo, 1907). —
II. VILLAT, Sur la résistance des fluides (Annales de l'Ecole normale sup.,
1 9 1 1 ) . — Sur le mouvement d'un solide donné (Journal de Mathématiques, 1 9 1 1 ) .
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ayant l'apparence (Tune carène de navire, cas pratiquement le
plus intéressant. On sait, comme M. M. Brillouin Va. montré dans
plusieurs récentes publications (^) , que de multiples précautions
sont à prendre pour que la solution analytique obtenue ne soit pas
illusoire et réponde bien au problème d'Hydrodynamique posé, en
restant dans le domaine de l'Hydrodynamique rationnelle tout au
moins. Ces précautions nécessaires légitiment les calculs qui
accompagnent l'exposé de l'exemple traité.

En terminant, j'indique une méthode très simple pour traiter le
mouvement d'un fluide dans un canal de forme quelconque (mais
symétrique) renfermant un obstacle également symétrique.

Les formules générales s'obtiennent presque immédiatement,
pour déterminer le mouvement dans le cas où l'obstacle et les
parois du canal ont une forme donnée. Elles se rattachent très
intimement à celles que j'ai démontrées dans un travail antérieur
(Sur la résistance des fluides) à propos du fluide indéfini.

Quelques-uns des résultats qui vont suivre ont fait l'objet d'une
Note communiquée à l'Académie des Sciences le 6 février 1 9 1 1
(Comptes rendus^ t. GLU, p. 3o3).

Rappel de quelques résultats. — Je commence par rappeler
en quelques lignes les formules obtenues par M. Cisotti. Soient a

Fig. i.

y

^'

\\

z^<_ \

?'
et y.' les parois du canal; CT( et rs\ les portions du contour de

(*) M. BRILLOUIN, Les sur/aces de glissement d'Helmhuliz (AHH. de Chim.
et de Phys., 1 9 1 1 ; (Comptes rendus de t Académie des Sciences, décembre njio,
juillet lyii).



Pobslacle, en contact avec le liquide en mouvement; X, et \\ les
lignes de glissement séparant le liquide en mouvement du liquide
formant sillage à l'arrière. M. Cisotti fait correspondre au champ
occupé par le liquide en mouvement, dans le plan z === x + y,
Faire d'un rectangle (voir la jlg. 2) (1) d'un certain plan U==U4-îtD,

Fig. 2.

-^ f^) ( ^ ) î

(^

(^ (^

les frontières se correspondant comme l 'indique le dessin ; d'ail-
leurs, à deux points du plan U symétriques par rapport à l'axe
imaginaire, correspondent deux points du plan z, symétriques par
rapport à l'axe du canal.

Les abscisses des bords verticaux du rectangle sont ±0)1, et
l'ordonnée du bord horizontal inférieur est — (1)3; (0^ et (03 dési-
gnant les deux demi-périodes (la première réelle, la seconde ima-
ginaire pure) des fonctions elliptiques, au moyen desquelles on a

effectué la représentation conforme (2). o^ et ̂  sonl>o.

Tous les éléments géométriques et cinématiques du mouvement

(1) Je rectifie ici une légère inadvertance de M. Cisotti, qui introduit le
rectangle symétrique du nôtre par rapport à l'axe OU, ce qui rend impossible
la représentation conforme. Il est facile de voir qu'il faut en conséquence
changer le signe de la fonction /o (") (loc. cit. § 12) et changer en — 0)3 la
limite inférieure de certaines intégrales définies figurant au paragraphe 13.

(2) M. Cisotti désigne ces mêmes demi-périodes par œ et i(x/; nous avons
introduit la notation du texte dans le but de pouvoir plus facilement renvoyer
aux tableaux de formules, si commodes, du Traité des Fonctions elliptiques, de
MM. Tannery et Molk (Gauthier-Villars, 4 vol.).
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peuvent être exprimés an moyen de la variable U, et d'une
cerlaîne fonction ^(u) de cette variable, assujettie aux conditions
suivantes : elle doit être régulière et continue dans le rectangle
considère, contour compris, sauf peut-être pour U===a>3 qui cor-
respond à la proue de (^obstacle ; réelle sur les bords verticaux,
purement imaginaire sur l'axe réel. Si l'on pose

t(u) = 2r -i- I'T,

Sf et T étant réels, le changement du signe de U change simplement
le signe de ST. Un point quelconque du plan du mouvement est
fourni parla formule

(i) z ^ x - ^ i y ^ f ^^JLÎ̂ u,
*-• — 0)3 * °

où l'intégration est supposée faite le long d'un chemin quelconque
intérieur au rectangle ou empruntant ses bords. La vitesse de la
molécule fluide placée en ce point est égale à e^1^ au sens
vectoriel, c'est-à-dire que la valeur absolue de la vitesse est c7, et
que 2r est l'angle que fait cette vitesse avec l'axe Qx. En prenant
l'intégrale précédente le long des bords du rectangle, en partant
du point — 0)3, on obtiendrait successivement les points des parois
du solide immergé elles points des lignes de glissement. La résis-
tance de l'obstacle et le coefficient de contraction (rapport des
dislances aune paroi du canal des deux points extrêmes, dont l 'un
esta l'infini, de la ligne de glissement voisine) sont alors déter-
minés au moyen d'une seule intégration, par des formules qu'on
trouvera dans le Mémoire de M. Cisotli. La résistance s'interprète
élégamment d'une manière géométrique : avec les unités choisies,
elle est égale au rapport du carré de la demi-largeur asymptolique
du sillage, à la demi-largeur du canal.

Toute la question revient donc, en définitive, à déterminer la
fonction t(\\\ qui correspond à un obstacle donné. M. Cisotti a
déterminé cette fonction pour le cas d'un obstacle formé de deux
lames rectilignes également inclinées sur l'axe du canal, et il a
montré que le degré d'arbitraire de celte fonction pour tous les
autres cas est celui d'une série de Laurent, dont un coefficient sur
deux est arbitraire. Maison ne sait rien jusqu'ici sur la façon dont
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cette série de Laurent pourrait être reliée à la forme de
Fobstacle.

Je vais établir une nouvelle formule qui nous donnera la
fonction t(ll) d^une manière qui mette en évidence la forme de
robstacle correspondant.

Cas (Vun obstacle polygonal, — Nous utiliserons à cet effet la
fonction particulière que nous allons former, et que nous dési-
gnerons par <i(U), relative à un obstacle polygonal. Nous ne nous
occuperons pas dans ce calcul de Fimpossibililé physique qui se
présenterait en chaque sommet du polygone où celui-ci tournerait
vers le fluide un angle saillant; cette difficulté sera levée plus tard
a posteriori^ dans le cas limite où nous voulons parvenir.

La fonction ̂  étant définie dans un rectangle, il est tout indiqué
de chercher si l'on ne pourrait pas la représenter par une série
trigonométrique, que nous écrirons sous la forme

, . yi . niî vi ., . 7i7c(,(u)=j^a,,cos^u+^t6,.sin^.u,
n n

les coefficients On et bu étant réels, puisque t doit être imaginaire
pure pour II réel.

Pour U == ± (Oi -4- îW, t^ doit être réel; on reconnaît de suite que
cela entraîne a^ == 62114-1 == o* Enfin, le changement de signe
de U ne doit altérer que le signe de la partie réelle de ^ ; on en
conclut facilement b^= o, et il reste

/ x / \ V • (2K-l-l)lt
(2) <i(u)=^(ÛE2K4-lCOS^————————U.

K

11 faut maintenant déterminer, si possible, les coefficients agR-i-i.
A cet effet envisageons la partie réelle de ^ sur le bord supérieur
du rectangle, c'est-à-dire pour tl == — 0034- 0. En posant

— n(ùs

y = e i^ (<i),

un calcul élémentaire montre que la partie réelle de ^ est
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devenue
2K-4-1 2K+1

V g ^ — ^ T " ^ • ('îK-+-i)7r(3) ^a^ï————^————^ ^ ) ..

Or appelons 9i, 82^ - • • î ON? Ie15 angles que font avec Faxe Ox les
côtés successifs de la ligne polygonale qui constitue dans le cas
actuel la paroi xs\ (les angles analogues relatifs à rs^ sont les
mêmes au signe près). Soient de plus 0, r^ /"a, ..., ̂ -n ^n ^es

valeurs de lï correspondant aux sommets successifs de ce même
polygone. On en conclut alors que la partie réelle (3) de << doit
être égale à

—-ON pour —(Oi<tï<—rN-i,

— — 6 2 » — ^ 2 < Ï ' < — — ^ 1 ,

—61 » — ^ i < r < o ,
+0i » o < t ï < r i ,

+eN » ^N-I<ÏÏ<^I.

Mais, pour que la série trigonométrique (3) prenne justement
ces mêmes valeurs dans les intervalles qu^on vient de dire, il suffît
de calculer les coefficients par les formules d'Euler-Fouricr,
appliquées à l'intervalle — o->, 4- to, de valeurs de lï. On retrouve
ainsi des valeurs nulles pour les coefficients a^ et il vient ainsi

pourazK-n

8________
^2K-H = + —————————/ 2 K 4 - 1 — — — — 2 K - « - 1 \/ 2K4-1 _ 2K_j_l\

(2K+i )TC^ 2 -q 2 )/ r » K • ^ _ î ^ w ( ^ 2 _/, 2 )

(aK ->-i)Tiri"|
X < Oi i — cos •

•2tDi J

,-- . - , - - - , (aK +i)7rr2cos1————-——- —cos—————-——[ ( î K + i ) T C r i ( a K +i)7rr2'l. cos1————-——- — c o s — — — — — - — — - 4 - . . .
2tril 20)1 J|_ 2trii 2(JDi

- F (iK-4-i)7rr»-i (îK-^-i)7r/^1+ 0« cos ^————-——'—- — cos -————-——•-
l)V •2(Di 20)i J

- (%K+i) ' ï rrN-i )-4- O,M cos ^————'-———— \ -
20)i \

Revenant à la formule (2) nous voyons que l'expression de t, est
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la suivante

2K-M
2

(4) ,(H)=-8^ 0^^-^^^
' ** —. 0K = 0

X | COS[ (2K4-i)7t i i (aK 4- Q'ît/'i ( î K - + - i ) i T U ~ |
: COS v——————-—— — COS -;——————'-——- COS -———————'-—— 4-. . .

2(x)i 2(Di 2(j0i J
2K-+-1

. 0 V———-2-2______p^(îK-^ï)(l—q^i)
, (2K-4- i )TC/ 'y , - t (aK 4-i) '7TUx 1 cos-

2(»)i 2COi

4- °-2;(.

(2K-+- i )7 i rp (sK-4-i) ' i tu1^————L——/„ cos- :—————-——1-4-...
20)1 20)i J20)1

2K4-1

^ 2 ( 2 K 4- 1 ) TT A'N_i ( 2 K - 4 - ï ) T t U
COS - COS

2(0l 2(x)i(^K+i^i-y 2 ^)

Or, en ulilisani toujours les fonctions elliptiques construites
avec les demi-périodes a)< et 0)3, et en tenant compte de la défi-
nition de celles-ci, définition entraînée par les formules (^)

(5)

( 2 0 2 — f

^——3—
2 — a2

<?2==

<?3==-

3
i 4- a2

,on sait qu'on peut écrire (2)

2K+1
2 . (2K4-i)Tcu aoi o'u.„ , sin ——- /—- — —- ——<•) 2î—^

et par suite
2K+1

'2ti)l •21T <3'3U

(7) 2(2K4-I ) ( I—y 2 K - M ) c o s
(2X4- l )TTU

2(0i '-f^ ^h),

<3'U

G'îU
du,

(1) C/ .CISOTTI, Zoc. cit., form. (27).
(2) C/. HA.LPHEN, Fonctions elliptiques^ 1.1, p. 43l ; et .CISOTTJ, paragraphe 12.
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en observant que les deux membres s'annulent pour U == (Oi . De
là on conclut sans difficulté

2 K + 1

/ Q \ Y ^ 2 ( 2 K 4 - l ) T C / « ( - 2 K - + - î ) l T U(8) 2^K^)(r~^)COs——^——^ ,^
2K-H

-v ^~
^—J / o K -i- i V T _ ^2k-i-l \( 2 K + I ) ( I — y 2 k - h j )

[ (îK -+-1)11(11 -h r?) ( i K -4- I )-TT(U—r«)1X cos ^—————————!-L 4- cos ^—————————p-
'ÎCOi 2t0i J

a f^^^u , a /-"-^^u .
—U. ^"-a^ ^^

Comme nous le verrons plus loin, les quadratures subsistant
dans ces dernières formules peuvent s'effectuer; mais la simplifi-
cation résultant de là, très importante pour un paragraphe ulté-
rieur, ne fournit pour le calcul que je veux faire aucun avantage.

Quoique! en soit, on peut maintenant mettre le coefficient de Qp
dans l'expression de /< sous la forme

-h ^[<î»(u-+-/^-i)-+-4>(u—^-i)--^(U4-^)—^(u—^)"|,

où ^(U) désigne la fonction

(9) 4>(u)=^"^rfu.

Le coefficient de 9< est de même

—[2<î»(u) •—<ï»(u 4- r i)—<î>(u— ri)].

Quant au coefficient de 6^, il est

-h ̂  [«Ï»(U -+- FN-I ) -+- <I»(U — FN-I )],

que je puis encore écrire

•+- -^[^(U -h ^N-l)-^4 ï(u~ rN-i )—-«î>(u 4- (0|)-~4>(u —œi) | .
Tt

Je dis qu'on a en effet

(10) «î»(u4-œi)4- ^(u— toi ) =o.
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Car, si W(n) désigne le premier membre de celte égalité, on a
dyv- — ^("-^-^i) tf(u--toi)
dU ~~ (^(ll 4- 0)1 ) + 0'3(U - (Ol) = Ç03(u + to* ) -4- ^03(U - t0»),

c'est-à-dire (C/. ÏANNERY el MOLK, LX, 3)

ci>V
^^=0•

Donc <F est indépendani de U, et sa valeur est, par exemple,

^(tril)+^(—h)i).

Mais 0((o,) est évidemment nul , et l'on a aussi
^-<*>i

^(—(Ol)== / Ço3U^U=0
^(ùt

comme conséquence immédiate de Pimpante de la fonction i^U.
Il vient donc en définitive pour ^

TC

ai( I I) — 'al^^ e l [^("-^-^l)-^-*(u—^l)—2<î>(u)]
+..................................,..

-+-e^[^(u4-^)4-<î»(u-^)-<î»(u-4-^-i)~<Ï>(u-^_i)]
-+•.................................._.

-+-6N[^(u4-cui)+^(u-a)i)—^(u+rN-i)-<î>(u—^_i)].

Ca^ ^m/^. — Supposons que, dans la formule précédente rela-
tive à un poljgone de aN côtés, le nombre N devienne infiniment
grand, de telle sorte que le polygone devienne une certaine
courbe ; et soit

6=<p(r)

la relation qui existera le long de cette courbe entre PinclinaisonO
de la tangente (dans le sens de la vitesse du courant) en un point,
et Pabscisse r du point qui lu i correspond sur le bord inférieur
du rectangle tracé dans le plan U. Si Fon remarque alors que,
pour rp_^ voisin de /^, la quanti té

^(" + rp) + $(u - rp) - $(u -h ̂ -i) - <î*(u - r^,)

diffère très peu de

(rp—r^)[^'(u -+- r p ) ~ 4>\u — r?)],
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c^esl-à-dire de

, ^(u-4-7^) „ , cf(u-rp)
(^^^^r^-^^'^^-r^

on en conclut que Pexpression (i i) de t\ constitue, pour N grand,
une évaluation approchée de Fintégrale suivante (qui sera, par
suite, la l imite de la fonction ^ dans les conditions énoncées),

ai r^\ <3'(it+r) <3' (u—r)- | , -
(I2) /(u)==-^ [?3(TT^-Ï30^

Cette formule est susceptible de recevoir différentes formes;
elle peut s^écrire

ai /"0)1
t(u) == - - l , [Ço3(u + r) - Ço3(u - r)] <?( r) dr,

^•/o

puis, en utilisant la relation (Cf. TANNERY et MOLK, LXV, 3)

^^-•'-^«-'--(..̂ ^ .̂.̂ i..'
il vient

„„ ,,.>._ÎS-s,.,,,.̂ -̂ Ĵ̂ Iî .̂.

ou

'•'•> '^-^W-——^^•Yl^. ,_(.._.,)<.._.,)^ ̂

11 faudrait maintenant faire voir que le procédé employé, par
passage à la limite, est légitime et que la fonction £(u) représentée
par la formule précédente résout bien le problème posé, pour un
obstacle répondant à une fonction ff(r) supposée donnée. Les
démonstrations nécessaires se conduisant exactement de la même
façon que celles que j'ai indiquées dans un autre Mémoire (1),
sans qu'il se présente ici de difncultés nouvelles, je me contenterai
dénoncer les résultats, renvoyant, pour la marche des calculs, au
Mémoire cité.

(1) H. VILLAT, Le problème de Dirichlet dans une aire annulaire (Rendiconti
del Circolo matemafico di Pulermo^ Ier semestre 191'?).
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Si la fonction œ(/*) est continue lorsque r varie de o à (o<, la for-
mule (i3) définit une fonction de lî uniforme et régulière dans
tout le rectangle du plan U indiqué dans la figure 2. Bien que la
formule (i3) en question ne soit pas directement applicable
lorsque le point U est situé sur le bord inférieur de ce rectangle,
on peut démontrer que la fonction t(Vi) est partout continue, sauf
en général pour U == — 0)3, et que sa partie réelle tend vers <?(/')
ou —y^) lorsque le point U situé dans le rectangle tend vers le
point r—0)3 ou —r—003 du bord. Cette partie réelle tend vers
zéro quand on s'approche de l'axe réel, et là partie imaginaire tend
vers zéro quand on s'approche des bords verticaux. La for-
mule (i3) fournit donc une fonction ^(u) satisfaisant à toutes les
conditions requises.

Si, maintenant, on observe que la façon dont varie y(/ ')
lorsque r varie de o a o>i, est intimement reliée à la forme de la
paroi OT^, on en conclut que cette formule (i 3) permet de résoudre,
pour un obstacle de forme donnée à l'avance, le problème d'Hy-
drodjnamîque posé; il suffira en effet de savoir le sens de la
variation de la tangente à la paroi rs\ de l'obstacle, et les limites
de cette variation, pour en déduire immédiatement les propriétés
correspondantes de la fonction <p(r); ces propriétés caractériseront
d'ailleurs les fonctions <?(/') fournissant des obstacles dont la paroi
ait la même allure. Parmi les fonctions <p(r) ainsi définies, il sera
toujours possible d'en choisir une de telle manière que l'obstacle
résultant diffère aussi peu que l'on voudra d'un obstacle donné
(par exemple graphiquement).

Notons en passant que la formule (i3) fait connaître l'intégrale
générale du mouvement d'un solide symétrique dans un canal
rectiligne, sous une forme où la fonction arbitraire y(^) dont la
question dépend est nettement en évidence.

On sait, du reste, que certaines conditions doivent être remplies
par cette arbitraire y^)» pour que la solution obtenue ne soit pas
illusoire (Cf. BRILLOUIN, loc. cit.). Pour qu'il ne se présente
aucune impossibilité, il est nécessaire et suffisant :

1° Que nulle part dans le fluide la vitesse ne devienne plus
grande que i, valeur limite qu'elle atteint le long des lignes de
glissement \^ et \[ (condition imposée par la considération des
pressions);
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2° Oncles lignes oui limitent, dans le plan z^ le domaine occupé

par le fluide en mouvement d^Helmholfz, ne se coupent pas elles-
mêmes, ni les unes les autres (condition nécessaire et suffisante
pour que les représentations conformes effectuées soient bien telles
que la méthode les a supposées initialement, c^est-à-dire quelle
fassent correspondre les domaines des plans z et U d\me taçon
biunivoque. Le sens physique de cette nécessité est d^ailleurs
évident).

Ces remarques étant faites, nous allons nous attacher à Fétude
détaillée d^un cas particulier qui fournira le premier exemple
connu relatif à un obstacle courbe.

Auparavant, il nous faut développer quelques calculs qui nous
seront indispensables, relatifs à la fonction ^(U) introduite dans le
précédent paragraphe, ce qui nous ramènera un instant sur le
problème de Réthj-Bobjleff dans le canal ; on voit, en effet, que si
le polygone considéré se réduit à un ensemble de deux lames
rectilignes faisant Ox respectivement les angles ± 9<, la fonction t^
correspondante sera fournie par la formule (il) dans laquelle on
fera

63=.. .== Op = = . . . = = ON = 0, 7< l= (x)i,

et, en vertu de (10), il restera dans ces conditions

d4) ^(u)=+l^el<î>(u),

et la fonction t^ est alors bien celle qui résout le problème
susdit.

Calcul de ^(tt). — On peut faire disparaître le signe d^inté-
gration qui figure dans cette fonction ^(ll), de différentes
manières; en voici une bien simple.

On sait qu^on a (Cf. TAMNEBY et MOLK, t. I, p. 189)

, 0'lU (3'2lt <3'3U
p u ~~~~2 '?U~ "(FÎT "tfÏÏ^

par conséquent, en remplaçant —— par sa définition \ / p W — e^
il vient

/•u______—p'udu_____
4»(u)=

^(o, 2 \/pu — ei /pu — <?t (pu — es)
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c^esl-à-dire, en posant X === pu,

. ^ rfX1 F——
2^ V/X-

<î>(u)=-
2^ /X-6 t /X-62(X-63)

En posant encore

^—Yî'A — 62

ceci se transforme très aisément en'Pexpression

tw=f.'î.,^L
(^—e3)Y2-(^-e3)?

c'est-à-dire

i -Y .
('5) »(u)=—~ 1 , log———!

•2V/<?i-- ^3/62—63 ^

Revenant à la variable U, et observant qu^on a

61— 63== a2,
6 2 — 6 3 = 1

et, par suite (^2—^3 est négatif avec les notations adoptées;
Cf. TAWNERY et MOLK, t. 1, p. 202),

(i6)
•
il vient enfin pour ^(u)

/ 'ei—6a== a,
/^2 — ^3 == — I ;

y ci — g3 _ ^u
<î>(u)=--LiogV^^_^

2a ^1 — ^3 ^lU

/^2——^3 <3'lu

ou encore

Ç l î U

^ru^-J-iog^-^
2a ^1 — ^3 ».

———==+^11/et— 63

Par suite, la fonclion ^(u) qui convient au problème de
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Bobyleff est

—Su"
(.^ ^(..)=_^,ogV^————=-^log-l""_^.

Tt ^ — ^3 . 7C —— Ç 1 2 U - + - Ç l 2 ^ 3
/ H- Çl2"

Ve^—es

La détermination qu'il faut prendre pour le logarithme est, comme
cela résulte des calculs faits ci-dessus, celle dont la partie imaginaire
s'annule pour U = = o ; on voit bien qu'alors to{U) est imaginaire
pure, si le point tl décrit le côte du rectangle situé sur l'axe réel,
et il n'est pas malaisé de vérifier, a posteriori^ les propriétés de
cette fonction < o ( u ) ; nous laisserons cette vérification de côté,
pour nous attacher à l'éteiblissement de ce fait , que la solution
fournie par to(u) est effectivement acceptable, du point de vue
hydrodynamique. Il est clair du resie que ce fait est Lien pro-
bable ; sa démonstration nous permettra d'obtenir certains
résultats qui nous seront plus loin très utiles.

Voyons d'abord ce qui concerne le champ du plan^, occupé par
le liquide en mouvement; ce champ sera d'un seul tenant, comme
cela va résulter du sens de la variation de Fangle 2r (du courant
avec Faxe des .z*), le long de la ligne libre \\^ par exemple.

Il nous faut, à cet effet, calculer la partie réelle de ^(^O po11!*

u = ooi—h ( o < — < — 3 ) »

Or on a (TANNERY et MOLK, LX, 4)

Sn(t*h— k) = — /Ci — 63 Soî(— h) = /ei—^SoâWï

et, par suite, il vient

/ a\ t ( h\ l61I/. \^\|~G^:=~e^^îW(18) <o(t*h—^)= —log——— . „ -——'TC i — V e i — e a Ç o a C ^ )

Faisons varier h de o à 01)3, c'est-à-dire Ço3(A) de o à l'infini,
[So3(^) reste alors imaginaire pure avec un coefficient de i positif;
Cf. TANNERY et MOLK, t. II, p. 176 et 188]. Donc, en se rappelant
que ̂ 2 — e3 est négatif, ^(^i — A) est de la forme

(.(^-A)=^llog^^,
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où la quantité R réelle varie en croissant de o à 4-oo. Mais on se
rend facilement compte que, si l'on fait décrire au point iR Faxe
imaginaire à partir de l'origine, on a, à chaque instant (voir
la figure 3 ),

. i — i R
^TÏTR""""2^

y désignant l'angle indiqué, nul si le point î'R est en o. Par suite,

Fig. 3.

^ ( (o ,—A), qui est réel et égal à l'angle 2r, que nous voulons
évaluer, est

261
(ly) Sr==^(«)i—A)== -^-<p,

et il varie de o à 9 < , en croissant constamment, dans les conditions

Fig. 4.
y

indiquées. Or, d^ns ces mêmes conditions, le point z décrit la
ligne de glissement ̂ , en parlant de l'infini pour venir rejoindre la



paroi ny^. l/allure de cette ligne est donc bien telle qae le champ
du plan z occupé par le liquide soit d'un seul tenant. (La ligne \\
ne recoupe évidemment pas la paroi (A', dont elle reste à une
dislance asymptotique connue, égale à TC avec les unités choisies.)

La seconde difficulté à étudier concerne les vitesses dans le
fluide, vitesses qui ne doivent nulle part dépasser la limite i , ce
qui revient à dire que le coefficient de i dans to(U) ne doit nulle
part être positif; son maximum doit être zéro. Comme ce coeffi-
cient T est harmonique et régulier dans le rectangle de la figure 2,
son maximum ne peut être atteint que sur les bords ; or T est nul
sur les bords verticaux du rectangle ; il suffit donc de prouver qu^il
ne peut devenir positif sur les bords horizontaux, c^est-à-dire
pour

U = 0 OU U==—(03-m (0<t ï<(0 i ) .

Pour U= 0(o <0 <(0i), Ç i a U varie de i à o en décroissant,
et

v^i--6» ^ ^• Siîiï
V/ei—gs

/gj -- g3
-S l2»

varie de—veî '"" €3——(>i)à i en décroissant ; donc
/<?! —— €3

— — Î 1 2 t »
log

/gl——g3 . > „
. -t-Çl20

est réel et positif, et ^o(t*) reste imaginaire pure avec un coeffi-
cient de i négatif.

Pour U = — ( 0 3 - h U ( o < U < co<), on a ( Cf. TANWERY et MOLK,
LX,4)

î l2(—œ34-t l)==— —^=^£210,
/62—^3

et, par suite, ^o(11) devient

<.(-.^,)=-^,og^,

XL. ^
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ce qu'on met aisément sous la forme

(20) <o(-<03+H)=0,-lellog|ll^-t-!-.
TC Ç l lU—1

Le coefficient de ( est ici

^log^4-1,^ ^o—i'

et il est visiblement toujours négatif, i^ll variant entre i et Fin-
fini (>o).

Notre assertion est donc complètement légitimée (1).

(1) II est intéressant de constater que, pour les calculs pratiques, la présence
des fonctions elliptiques ne complique en rien les opérations, et qu'en utili-
sant les formules générales, pour ce problème de Bobylefî actuel, on retom-
bera sur les calculs mêmes auxquels M. Cisotti a été conduit par la méthode
indiquée à la fin de son Mémoire (§ 15).

On sait que la résistance de l'obstacle et le coefficient de contraction seront
déterminés, dès qu'on connaîtra les longueurs Û, A( et A (ou OP^ de la ïï"'ure.
Or par convention (choix de l'unité de longueur) on a Ai == it. Puis le régime
étant permanent, il faut que le débit soit le même en aval et en amont, d'où
^Veo = Tt, en appelant V«» la vitesse en amont à l'infini, donnée par Vao = c7

(pour U == o), c'est-à-dire ici

->.-
;+l , , 9 ,/a_l_A--s-

\"-'7 ^ \<
y = g -̂ï; ^ ("-î-lY 7= (î—^.

\a—ij \a+i}

11 ne reste donc à calculer que OP[, lequel est donné [formule (i)J par

op/^ r ^= r 1 ^ 1 = r^ ^-^0)^
Jx3\ Jrs\ JQ ^~P(—"3+»)

On a calculé, il y a un instant, la valeur de T sur le bord inférieur du rec-
tangle [formule (20)], d'où il résulte

°l
pp. r^ { \^^-^ ^(-^4-D) ^

JQ \^—^l ^--P(—h)3+»)

On va tout exprimer dans cette formule, au moyen des fonctions Ç. On a
d'abord (TANNEBY et MOLK, LXIII, 5)

^^^^u^u,
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Etude (Vun, obstacle particulier. — Proposons-nous d^applî-
quer les généralités qui ont été exposées ci-dessus, au cas parti-
culier d^un obstacle ayant la forme indiquée figure 5.

Fig. 5.

W

La fonction <p(r) intervenant dans la formule générale ( i3)

puis (TANNERY et MOLK, t. LX, p. 4)

p^—c^-ht?)
= 2Ç3o(—^3-^-^)^ l (— ( 03-^°)e^— p{— 0)34-1»)

2 (— \Je^ — <?3 y/e, — es Ç.3» ) (— ^"•^^P)-
\ /^——^3 /

Par suite, en utilisant (16),

op'.;=,/-(ĵ 4)̂ ,̂ .̂ .
»/0 Y'iîl1' — — I //O ^21

Posons, s étant la variable que nous voulons garder,

^tP-H
^t^—1

et (TANNERY et MOLK, LXI, 3)
- 2

•"'-(F^8"-"'"^:"-;;'-''-

op'-i^îrifî /"' .7 d* g.3'»g.i'
II vient

•"••^-e.J. (T^oïÇTi^;-

Puis on a (TANNERY et MOLK, LIX, 2,5)

.̂̂  _ 1 ., ^
e „?—" — s^ ^13^
îoi^sai0 sai
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devra, dans ces conditions, être positive, décroissante lorsque r
varie de o à 10, ; les limites de y(/') devront être comprises entre o
et -• Posons2

(•-îl) y(r)=P^r,

P étant une constante positive. On a (TANNERY et MOLK, LX1, 3)

^( r )=-P(^—e3)Ço3^Si3 / - ,

et les fonctions Ço3r et Çis / 1 sont positives entre o et (o, ; par con-
séquent, <p(r) définie par la fo rmule (2 i ) est positive décroissante;
ses valeurs limites étant dans cet intervalle

P et pV^-^.

il suffira de prendre la constante P, inférieure à 7C-

^^=^^-3,
, l ^31 * — Sl3donc

Ç ' = ——————eî—e^_____.<il3 e,-e^(e,-e,)(i-^)

Par suite le quotient °3 lî s'exprime rationnellement au moyen de Çn v,
c'est-à-dire de s, et l'on trouve ainsi, après réductions faciles,

op. =4 r ^ds
Jt (5-^- I ) [a2 (s-^- I )2—(s-I) î ]

Cette intégrale est exactement de lu forme de celle à laquelle on parvient
dans le Mémoire cité (IL CISOTTT, § i5). Comme à cet endroit, on constate
qu'elle s'exprime simplement au moyen de la l'onction

/-"r '̂.
où tx) désigne une constante.

Tous les éléments géométriques du mouvement sont alors connus relative-
ment au problème en question; le coefficient de contraction est maintenant

TC _ ______Tt

A ~ Sl—OP\ sine.

et la résistance de l'obstacle est ————— 9 d'âpres le théorème de M. Cisotti.



— 285 —

Observons, en passant, qu'en n'astreignant P qu'à être inférieur
a TT, les obstacles qui correspondraient à la même fonction possé-
deraient l'une des formes ci-dessous, selon la valeur de P par rap-

port à TC*

II nous faut maintenant calculer la fonction ^(u) , donnée ici
par
/ , , , ^ai. , f101 P^sr^r
(..) .(u)=--^u^ ^^-e^^-e^^

Celte intégration s'effectue d'une manière élégante; on a (TAN-
NERY et MOLK, LX1, 3)

— ( ^ l — — ^ s ) S o 3 ^ S 2 3 ^ = Ç'l3
et(/rf. , LIX,6)

p ^-iz-iîjLr.
^-es

Donc, il vient

îPai , , f^ Ï;i^rdr______
^^^e^e^^J, «-(^.s^aUO-Sîa.)'

La vraie variable est alors évidemment

Sl3^=Z,

qui varie entre i et o; donc, en tenant compte de (16),

ïPi^^ r1_____dï_____
( /" ^ S Î 3 J, ^^i^iz^h^

(ei—e^l^u

Mais on a, toujours en tenant compte de (16),

I — ( g 2 — g 3 ) ^ 3 ^ t ^ P^—ei ^ t2 «
(e^-e^hu e,-e3 ç20 •

De sorte que l'intégrale qui figure dans t(U) peut s'écrire

r1_^ -l {^f1^1^} - i ior/^-1}
Jo Zi^j7u-2^oU lo^^oU-I/~^,oU og^S2oU-+-^

Donc il vient
((«)=^|?"^"-]og/Jîo»n4\

v / 071 ^atlîto» " V Ç î o U + t /
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Maintenant, on démontre facilement l'égalité

^ a M Ç î g U
= Çioll,

U3»Î20"d'où

(23) ^^^ulogfl2^).
aTC \S20U4- l /

Ceci peut se mettre sous une forme plus élégante, en retenant
qu'on a

(?2 — €3 == | ,

et, par suite (TAWNERY et MOLK, XIII, 4, et LX, i),

V/<?3— <?î = i v/^ — ^3 = — i == ^otOa.

D'où, enfin, pour ^(ll) l'expression

(^) tW-^^uios^^^^
aTC Ç îo l l—Çîoœa

La détermination qui convient pour le logarithme est celle dont la
partie imaginaire est nulle pour U === o.

Cette/onction t(n) est-elle acceptable?^ C'est ce qu'il nous
faut maintenant prouver.

Considérons ici d'abord la difficulté relative aux vitesses qui,
nulle part, ne doivent dépasser l'unité : ce qui revient à dire que
le coefficient de (dans t ne doit, nulle part, être positif. On voit

Fig. 6.

y
(P>?} ( P s V)

de suite que tout revient à faire voir que ce fait ne se produit pas
sur les bords du rectangle de la figure 2, et plus précisément sur
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les bords horizontaux, puisque / est réelle sur les bords verticaux.
Considérons le bord supérieur.
Je dis d'abord que la vitesse ne dépasse pas i sur les parois ui

et y.', il suffit, à cet effet, de considérer t(U) sur la paroi [JL', c'est-
à-dire pour

0 < U < ( x ) i .

On sait qu'alors Çiott est positif et varie entre 4-00 et o. La fonc-

tion Çao u varie de + oo à \/^i — e^ en restant réelle et positive ; on
voit alors, sans peine, qu'en désignant par Y l'angle indiqué sur la
figure 7 (nul lorsque le point Çaott est à l'infini), on a

(25)
^ÏQU——l

De sorte qu'on a pour ^(ïl), dans ces conditions,

(26) ^)=——SlOU(~2^).

Cette quantité est imaginaire pure, avec un coefficient de ( tou-
jours négatif.

Considérons maintenant le bord inférieur du rectangle.
11 suffit évidemment, à cause de la symétrie, d'envisager la

vitesse sur la paroi vs\ de l'obstacle, c^esl-à-dire de poser

avec
u ===— 0)3 4-lï

o <o < o)i.

Utilisons ici les formules (Cf. TANNEB.Y et MOLK, LX, 3-4,
XIII, p. 4),
Slo(—^3-+-t») =——Çlo(0+t03) ==—/^3——^lÇt30 = t/^l— 63^ == ta ̂ 3»,

Çîo(— ^3 -hl»)=— {10(0 -hœa) =—/^3- ^Si30.
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On peut en conclure sur le bord inférieur

/.-»^\ / / ,, *,\ ^S „! „ — — ^ e 3 — ^ÇlS^ -4- /<°3——^2
W/ / ( — ( 0 3 — t ï ) = = — — Ç 2 3 0 l 0 g — — — - — — — — — —

Tt _^^^30 __^_^

Pi.. , S l 3 0 — I
= ——^230 log———————.^ . " Ç t a H + l

Pour o<;0<:(0(, ^ 3 0 varie en décroissant de i à o, donc la
quantité sous le signe log est toujours négative. 11 est facile de
voir que la partie imaginaire de ce logarithme est alors —ÎTC. En
effet, supposons que le point II tende vers le sommet — ( O a + O i
du rectangle en suivant les bords Oû)i ; 0)1, — 0)3-4- (A)( ; on cons-
tate alors de suite que Fexpression

logJ80"^
Ssoll-H

a toujours pour valeur —a^y, y étant toujours l^angle de la
figure 7, mais le point Çao^ variant celte fois de 4-oo a o. La
valeur, à laquelle on parvient au sommet —(1)3 + <»>n est donc

— 2 i -=— rrc. La partie imaginaire du logarithme est, par suite,

constamment égale à — <TC tout le long du bord inférieur, entre les
points — 0)3 et — 0)3 + (0( ; nous vérifions bien ainsi que la partie
réelle de t(— 0)3 + U) est

•^-Çî3H(——^) =PSî3t»,

•
résultat auquel nous devions nous attendre.

La partie imaginaire de t(— 0)3 -4-H) est, dans les mêmes con-
ditions,

<28) ïs"»^^
et le coefficient de /est visiblement négatif ou nul, puisque Ças^
est positif, et que

I — — ^ 1 3 P

I-+-El3ÏÎ

est au plus égal à i pour o < U <^ (0(.
Les vitesses satisfont donc partout à la condition imposée.



Il est indispensable, ensuite, de faire voir que le domaine du
plan <s, correspondant au rectangle du plan U par l'intermédiaire
de notre fonction <(tt), est un domaine d'un seul tenant. C'est ce
que nous allons prouver en nous assurant de la forme de la ligne
de glissement \\. Pour cela, nous nous placerons sur le bord
vertical du rectangle, qui correspond à cette ligne, et nous ferons

u = (x)i — /i,

h variant entre o et (tfa, en restant imaginaire pure. On a

Çiu(t0i — h) ==-- /<?i — e^ v/<°i— e^Qt(— h) = /<?i — ^2 V^i— ^3^01^1

ÇioC^i—7 1 ) = v^i— ^3i(—.^) = /ei—^^iA,

d'où une valeur de t qu'on peut mettre sous la forme

(.9) <(a..-A)=p^^;S„Alogl»^^|31^4.
TC V^l—- <?îS31^+ l

Or, pour h entre o et (1)3, !;o<A est imaginaire pure, comprise

entre o et ——====.» c'est-à-dire entre o et — - == .
/^3—et — i y ^ t — e s y e i — e s

(C/.TANNERY et MOLK, XII , 4).
Dans les mêmes conditions, Ç a i / t est réelle et positive (7J.,

t. II, p. 176) el décroît de i à o. Alors log T l ~~ eî w l ~^ \ est ima-
• ' / /Ci — ^2 bl ̂  + l

ginaire pure, et l'on se convainc facilement (en se reportant à la
détermination du logarithme qui convient pour U réel) que sa

valeur est — 2 (Y, y désignant l'angle de la figure (positif et plus

petit que ^ ) « De sorte qu'il vient

(3o) < ( c o i — A ) = = ^/ei—^—iSoi^)^

et que cette expression est réelle el positive. Elle représente,
lorsque h varie de o à 0)3, l'angle de la tangente à la ligne ̂ , avec
Faxe des x^ lorsqu'on décrit cette ligne \\ depuis l'infini jusqu'au
point P, de raccordement avec la paroi w\. Cet angle reste donc
positif, en parlant de zéro pour h = o (ce qui correspond bien à la
direction asymplotique, horizontale, de la ligne \\).
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Voyons comment varie cet angle. Le produit — /Çoi h estime
fonction réelle positive croissante, lorsque h varie de o à 0)3; la
^ure 8 prouve que y est aussi croissante positive, dans les mêmesfig

Fi?. 8.

v^S^ Vf^

conditions. Donc le produit qui constitue ^((x)i—h) est positif
croissant. Il en résulte immédiatement que le domaine du plan ^,
occupé parle liquide en mouvement, est limité par des frontières
qui ne peuvent se recouper mutuellement, et dont l'apparence est
celle de la figure.

La solution étudiée ci-dessus est donc acceptable, et le pro-
blème est résolu, par conséquent, pour des obstacles ayant la forme
indiquée sur les figures 5 et 6.

Je vais montrer que, pour tous ces obstacles, la ligne de glis-
sement \\ (et par suite aussi X<) se détache de l'obstacle en P,
(ou P^) avec un rayon de courbure nul, ce qui peut s'exprimer
pratiquement en disant que tous ces obstacles sont à bords
tranchants; ce ne sont pas de véritables proues^ au sens que
M. Brillouin attache à ce mot.

Sur une ligne de glissement, \\, par exemple, la vitesse étant
égale à i, la formule (i) donne pour l'élément d'arc

[ ds \ == 1 dz \ = p'udvi
<?,—puj

L'angle 2r de la tangente à la ligne libre, avec l'axe 0;r, est d'ail-
leurs la valeur de /(il) au point correspondant (U == CD, — A). Donc
le rayon de courbure de celle ligne est, au signe près,

cU
dt'

Or, pour II == (x>, — 0)3, c'est-à-dire h =(03, — (ou —) est évi-
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demment nu l . Voyons à quoi se réduit -7- en ce point fou , ce qui

revient au même, -77-)•dft /
Pour U = o), — A, t(\î) est donné par la formule (29) ci-dessus,

d'où l'on tire

^ __ p ̂ ci — TÎ r., ^^velJ^^ï^lh — i . ^v^i ~ eî^ol ^31^ \
^ ~ ï — — — l ' 0 1 ^V^T^aiA-^ + (e,-e,)a,,k)^t[

Or (TANNERY et MOLK, LXI, 2-3)

Ç^ h ==8,1/1^31/1
etet

d'où
^31/1 = = ( ^ l — e3)Ço iÀÇ21/ l ;

^ p \/et —— ^î \> «, > 7 1 / g l — g 2 ^ 3 l A — — t^ p /^i — ^î \> «, s 7 1 ^ei—e^h—t
THf ———ï——Çîi/i^i/ilog-—====—-———:"/l ^ L /<'i—^,1/1-4-1
^== ————-————Çî l^S l / l log -——==————————^"/l ^ L /<'i—^,1/1-4-1

. ..-./-:—r^ ^ (So,^2^^ ]•+ ̂ - ̂ -e^- e.)^^^^

Pour A == (1)3, il vient

^ = —^-(^i—^K^i - ̂ XSoitOa)2^»^,
( A == tria )

ce qu'on mettra facilement sous la forme suivante (/rf., LX, i),

dt îiP
• (^1-^)-~dh """iT

(A==(O,)

ou encore, en utilisant (16) et en se souvenant que \je^-— ̂  est
négatif,

dt _ a t P ( a » — i )
dh ira

(A=ù»,)

(3I) 5A ==~-——ïa——•
(A=ù»,)

Celte expression n'étant pas nalle, la proposition est démontrée,
-,- est nul, et les obstacles sont à bords tranchants.

Détermination d'un obstacle formant proue. — Observons
tout d'abord que, si l'on pose U = = ( o < — h dans la fonction to(û)
qui correspond à la double lame rectiligne, on obtient [vo// 'infra,
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formule (18)],
, / » x ^1 i l-l- \/€î— ^aîoa^/o (^ i—A)== ——log——y T-7"

TT i — ^^ _ ̂  ço3 ̂

Si ron effectue sur celte fonction exactement le même calcul que
nous venons de faire dans le paragraphe précédent, on trouve sans
diff icul té

dt^—h) _ 2^1 / ;p3/i
dh ••" TT veî e 3 I——(^-^)(^A)2?

et comme on a

et
^zh^^h^h

t-(e^e,)a^h)^(e^e,)(^hy,

il vient, après réductions,

^o((x)i— h) __ ïi^t
' d h ^ T J ^ Z Sî .

Par conséquent, pour A == (03, on a

,« ^ ^o 'ïi^\ y 2161 i/^i — es 2ï9i
(32) "̂ r = = — S i g t Q a ^ — — — - — — — — = — — — < ï .a'1 7tl/<?,--e3 TC ^2——^3 TC

(A-=«ïa) ' - "

Comme cette dernière quantité n'est pas nulle, l^obstacle formé
des deux lames rectilignes est lui aussi à bords tranchants.

Mais nous concluons de là un procédé immédiat pour déter-
miner la solution du problème d'Hydrodynamique proposé, avec
des obstacles ayant la forme indiquée par les figures 6, ces obs-
tacles étant cette fois de véritables proues.

Envisageons, en effet, la fonction de U, somme des deux fonc-
tions particulières considérées dans les paragraphes précédents, à
savoir

(33) T(u)=.o(u)^.(u)--^log^^gi

4--L^oulog^11^^^.
av- ÇsoU—Çao^

»rp

Dans cette fonction T(tt) faisons U === (o< — A, calculons —r. et

exprimons que cette dérivée est nulle pour h ==(1)3. Il résulte
immédiatement dès calculs antérieurs que nous obtiendrons ainsi
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la condition

ïi^i îiT aî—\—— a -(- —— ———— = o
TC 7r a

à laquelle on peut satisfaire (Tune infinité de façons, en prenant
pour 9( et P des valeurs constantes données par

(34)
( Oi==-p(a»
( P = pa2,

i)»

où p est une constante quelconque, que nous choisirons positive,
on se rendra compte pourquoi dans un instant .

Oi et P éteint ainsi déterminés, la fonction T(U) est évidemment
celle qui résulte de notre formule générale (i3), quand on sup-
pose que la partie réelle de T(u) doive se réduire, pour

U ==—(lûa+tï (o<U<(x)i),

à

(35) 9i + PÇïsO = plaçât» - (a«- i)].

Or comment varie celte expression, quand U varie de o à G)(?

Comme Çaat ï diminue alors de i à 1 ï == v-1——!-, elle diminue
Vei——e3 a

elle-même de p à

p[a /a2— ï — (a2— ï)] = p /a2— ï (a— /a2— ï),

quantité positive, puisque a > ï .
Il suffira donc de choisir la constante p inférieure à TC, pour être

assuré d'obtenir, au moyen de la fonction T(ll) ci-dessus, des obs-

tacles ayant la forme indiquée figure 6. Si p -< -, on aura des

obstacles en proue de navire, avec, cette fois, des lignes de glis-
sement se détachant tangentiellement des bords de ^obstacle,
avec un rayon de courbure non nul.

Mais un point essentiel reste encore en suspens : la solution
représentée ainsi par T(U), à savoir

(36) Ku)^^^^»^^;^^';3^^-.)^ .̂J';"3 1
^L ÇîoU—çio^s —Çi îU-hÇnœaJ

est-elle valable, et ne conduit-elle pas à des impossibilités? La
solution est effectivement acceptable, comme on va le démontrer;
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mais les raisonnements à faire sont plus délicats que ceux em-
ployés précédemment.

Comme dans les cas envisagés ci-dessus, tout revient : 1° a
rechercher si la partie imaginaire de Ï(U) peut devenir positive
pour U réel avec o < U < (o<, ou pour U ==—(03 -+- U, avec
o < U <; coi ; a° à étudier la nature de la variation de T(u) pour
U == coi — A, h étant imaginaire pure et variant de o à 0)3.

i° Cas de U réel. — Pour U réel, le premier terme de T(tt) est
imaginaire pure, etses valeurs limites, aux extrémités de l^inler-
valle Oto< considéré, sont

ïoai—- -S-— et ow

(je n^insistc pas sur rindétermination qui se présente pour tt ==o,
et qui est facile à lever). Dans les mêmes conditions, le second
terme de T varie de

^(a1— i), a -n ,JL1————ilog——— a o,
TC ° a — i î

le coefficient de i allant d^illeurs constamment en diminuant. Les
valeurs de T(u) aux extrémités de Fmiervalle sont donc

— £ - 2 0 — ( a 1 — i ) l o g — — — | et o.

La première de ces expressions se mettra facilement sous la
forme

~ 4 p ib \ i b^ b^-^ 1
ï \ T ï "^iTs4"'"'4" (2A:—i)(9./:+i) ~ h ' f ' ]

[où Fon a posé 6=== — (< i) ? et, sous cette forme, il est clair que

le coefficient de i est négatif. Du point de vue phjsique, cela
signifie que la vitesse à Finfini, en amont dans le canal, est plus
petite que i, et cela donne la valeur de cette vitesse.

Pour aller plus loin, nous devons nous assurer du sens de la
variation du coefficient de / dans T(U). On trouve sans peine

^1 = ̂  \^' lo»^011-^ . ^^'"^o»'! , ^'(^—i) ^t^iaiidvi 7 : L 1 0 °S2ou-+-( ( i î o u ) » - i - i j - -K aiî ^aiiu)^
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c'est-à-dire (TAJNNERY et MOLK, loc. cit.)

_i __ ^'(Sio")8^s-ï[-i...,..i,,î -̂ ]̂
7T L """"" °S20U-H (ÇîO"

__ •2pt(a^—i)(e,—g.,)^gco3^gtt^^
^[(îlî^-CÇiîlOîl

Dans le premier crochet, nous melirons en fadeur 2^20^30^
et nous observerons clu'à cause de la relation

(?2-^3=I,
on peut écrire

(^lO»)2 (^OM)^OîU (^OU)^02U ,

ÇîOU[ l 4- (SîOU)2] ~ ^-C3+(S20U)' - «30U)' ~ ̂ "(î"11)2'

d'où, pour le crochet en question, l'expression suivante

a^olt;30u[- aZ10^^^ -So2U(Çl3U)»J.

Maintenant, on a Çi2t03=--v— l^^ i(= a), et par suite
/^—ea

S o a U ^ 3 2 U ^ ^ 0 2 Û ^ 3 8 U _ ? O î M ^ 3 2 l t ( £ l Q U ) 2 _ I .̂

(îiî^—^nii)2 ~" 6 1 — ^ 3 pu—ei ~" (<?i—<'î)(Ç3oii)2 ==: ei—e,"0311 '

II vient donc, pour -7-»

^ï —— ^3 PU —— ^2

dT
'dn9

î . S îoU—i
^=^l^ouS3on[-^log^^-So,u(Si3u)«]~(^

Mettons partout en facteur le même produit 2 1 ^ 2 0 ^ ^ 3 0 II q"e
ci-dessus, et observons que la relation

e\ — e^ == a1— î
permet d'écrire

So2U(ÇuU)24- (a2-I) ̂ ^ = S02U(S1,U)2

+(el——e^)Ço2U(So^u)2=So2lt({23U)2 .

On en conclura finalement

dT ï p ia. F » Sîo u — t . ,. "|^=^^^,^^_^log^^^^«(^^J,
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et, par suite, dans Fintervalle considéré, - -r- aura le même signe
que la quantité réelle

^-^fe^-^13»)2'
laquelle est visiblement nulle pour U === o.

Or, on a maintenant

^ = ~ (S^TT - î02 "(Î13")1-^(>2"S""S23 "
OU

^= (^y^-e, -^«^^^(^^)2+^^-^)So»«^3^^3^Sl3^,

ce qui peut s'écrire, après quelques réductions,

-7- = ————Sl»U-^-2(Ço3U)2Çl3lt==2(So3lt)2Sl3U•du ^çu
JC

Donc -T- est positif; dans l'intervalle o, (i>i, et S y reste, par suite,
toujours positif; alors, dans le même intervalle, on a

i dT >o.
i du

Le coefficient de i dans T va donc en croissant, et comme sa
limite est zéro pour u==a) i , il reste constamment négatif^ ce
que nous voulions prouver. Remarquons que nous avons, en même
temps, prouvé que la vitesse du liquide allait en croissant con-
stamment le long de la paroi, depuis l'amont jusque Pavai.

2° Cas où U == — 0)3 + U. — Faisons maintenant U ===— (03+0
avec o^U^o)! . Il résulte alors des calculs des paragraphes
antérieurs que le coefficient de / dans T est, dans ces conditions,

61 . Sîi»-+-i P.. , i—îuo
. - .- i log-———————-+-—ÇÎ3 10g————=———9

^ S î l O — l ^ "I-t-Sut»

c^esl-à-dire, vu les valeurs de 9i et de P,

(37) U(p)=£r(a»~i)log|î^^+a^,3»logi—^1.
Tt L Ç î l O — ï I-+- Çl3 l»J
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Celle expression est nulle pour 0 === a),. Je montrerai qu'elle ne

devient pas positive, en faisant voir qu'elle est croissante dans
l'intervalle considéré. On a, en effet,

7C dV , , . — 2 ^ i 0 I — Ç l 3 0 , S 2 3 0 ^ i 0
^^-^TT-^—r+^S^olog——T—^'2^P ^ -"^ ^i^-i^23—6!^»-' «31^-i

c'est-à-dire

•K d\] , , ., . So inSs i» ,, . £23 t^oi il (210p^--^-1^61-^^^^^1-^^^
> _ _

— a^ga— €3)^030^30 log "^ ̂  ̂

Mais on démontre facilement les formules

Çoi fÇa iD Çsotî ^300
(îîil»)2—! ~" ^1—^1 "" a2—!

et
Sî3l» Soi 0^210 ^3 0 ^20 0 _ ^23 0 ÇtO 0

( S 3 l l ï ) 2 — — I ~~ ^1—^3 — S î ?

i, i it d\] - .,, . .et 1 on en conclut pour — -,- une expression que j écrirai sous

la forme suivante, en mettant partout $03^ Ç i a U en facteur,

v- -T- =So3oSi3» — a1 log 31 —^(ei—eiX^oo) 2^!»
P "0 L Ç3l0 ~t~ I

-^-îî(<?l--e3)(S^olO ÎS3lt» .

Or

(^ l - -^3)( Î^Ol») î——(^i——^2)(S^OO)2=(^2—e3)(pO— ^l)=(^2—^3)(SlOO)2 ,

d'où finalement

TC rfU , . r « i S 3 i o — i , . „ .. 1-—- ==Ço3»Si30 -—a^log.———— - + - 2 ( e 2 - — e 3 ) ç . , o » Ç i o O .
P 00 L Ç 3 1 0 -i- l J

Le sîçne de cette dérivée est donc, dans l'intervalle, celui de la
fonction

î, . Q ———— J

^.(»)=—a»log.—^^ -+-2(<?»—e3)^oi»SioO.

Cette fonction ^(n) es^B visiblement miHe pour o== o^i, et elle a
XL. 20
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elle-même pour dérivée

déK 20^ 3 1 0
4- ̂ a— €3) (Ssoo^io f -+- ^ louSso »)»

^ (^3lU)2-

ce que, en retenant, la formule

e\ — <?3 == ût2,

on met, après quelques transformations, sous la forme

d^ ^-^o^a^aïo^-Hfcoo)2].

Celle quantité élani conslammeni négative dans l'intervalle o, o)(,

^ décroît jusqu'à zéro et reste donc positive, ainsi que —7-î

donc U croît jusque la valeur zéro, et // est toujours négatif. La
vitesse est donc toujours inférieure a i le long de la paroi r«^, et,
de plus, elle va en croissant (de zéro à un), quand on se déplace
sur cette ligne du point 0 au point P^.

3° Forme de la ligne de glissement \\. — Voyons maintenant
la forme de la ligne de glissement^. L'angle de la tangente à cette
ligne, avec Faxe Ox, est fourni par la partie réelle de T pour

U === a), — h (o<< l. <i ̂ )- Diaprés les calculs antérieurs [for-

mules (18) et (29)], cet angle est donc égal à

(38) V(A)=£[-^2-.)log^-^^^|^
TC | I — ^2— ^ 3 Ç 0 3 À

— — — — ^ / e e^^h—n
4-â2/ei— gz^oi^log . -—,——: •

V/ei— esÇs iÀ-h-^J

Pour h == o, V(A) est nul, et il suffirait d^être assuré que V va

constamment en croissant avec -? pour être assuré que la solution

est valable. Or on a

^ dv ^_ ^(a2—!)/^—^^^ ^a^gi—^oi^i^
p dh i_ . (^__^)(^A)2 4- (e,—e^){^li)^i

— — — — / e i — e^^h — i
+a2 /g l—g2^l / t log. ——.——:>

V/ei— e^Ç3i/t-h t

ce qui peut s^écrire, après diverses transformations dont je ne
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reproduis pas le détail,

^^.^v^^^/^J^log^^^-8
1 L9^ v^i—^SsiA+i

-^^4
On sait que Ça* h et i^ A sont réels et positifs pour

.<i<ï-

(Cf. TAWNERY et MOLK, t. II, p. 176). Donc -î- -77- a le signe de la
quantité

q^—iog^61-6^3^1 ^h^h.
21 V/ei—^3i-+-î ^-^3

Ce signe est loin d'être évident. Si l'on se reporte à la figure 8,
on voit que la fonction Q(A) est égale à -î-.(— a^'î) = — î,

21 \ 2 y 2
pour h == 0)3 ; et pour A === o, à

21 arc lang- -h
<?1--(Î3 a2 arc tang-

(Test, comme on le verra plus loin, le signe de cette dernière
quantité qui est important. Je dis quelle est négative ; en effet,
posons

et, par suite,

^silîîF
alors il vient

V/a2—! -a rc tang — == - ( s inaS—2$) ,
i /o 2—i 2a»

et, sous cette forme, on voit bien que cette quantité est négative.
Ceci posé, si l'on calcule la dérivée —^ on peut parvenir à la

mettre sous la forme suivante

rfQ
dh ei—es Ses h[et— €3-}- (<?2— es) ($12/1)2 4- (e,— e^)(^h)^
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ou encore

g=2/iI—,;^^^A(î«/,).=«-,/e;^;^^(^A)^.

Comme (S.a/i)2 est positif, ainsi que ̂ h dans l'intervalle con-

sidéré (TANMERY et MOLK, t. Il, p. 176), on en conclut

7S>».
c'est-à-dire

dq ^_dQ_

d(ï)
~7h^<°'

Q va donc en décroissant quand ^ croît de o à î^, et, par suite, il

reste constamment négatif, puisque son maximum, calculé il y a

un instant, est négatif. ̂  est donc aussi négatif, dv est positif,

d ( J )
et V va en croissant, ce que nous voulions prouver.

La solution est donc valable et correspond bien à la forme de
proue qu'on voulait obtenir.

Les résultats numériques seraient maintenant intéressants, re-
latifs à ces mêmes exemples. Je compte pouvoir indiquer quelques-
uns de ces résultats dans une prochaine publication.

Pour terminer le présent Mémoire, j'indiquerai une méthode
fort simple propre à déterminer le mouvement d'un liquide dans
un canal de forme quelconque, mais symétrique par rapport à un
axe, et renfermant un obstacle également symétrique par rapport
an même axe. Celte méthode reposant sur des principes con-
nus ( < ) , je ne crois pas devoir insister sur le détail des calculs.

Soit donc un canal indéfini, symétrique par rapport à un axe Ox
renfermant un obstacle également symétrique P< OPg. La direction
asymptotique du canal en amont sera supposée horizontale (paral-
lèle à Ox). Quant à la direction asymplotique en aval, pour la
frontière supérieure, par exemple, elle pourra être supposée inclinée

( 1 ) Cf. T. LEVI-CIVITA, ScieeL^ggi di resistenw [Circolo mat. di Palermo
1907).
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d'un angle a arbitraire sur Ox : dans les calculs qui vont suivre,
il n'y a pas lieu de la préciser immédiatement; mais il est clair que
le cas, où elle est également horizontale, est de beaucoup celui qui
présente le plus réel intérêt.

Cela étant, nous allons prendre en considération seulement la
moitié supérieure du plan xQy^ occupée par le liquide en mou-
vement de Helmhollz; en observant que la vitesse du liquide est
horizontale tout le long de la portion utile de l'axe des x (voir
la figure 9), il est permis de supprimer la portion inférieure du

liquide, en établissant le long de Ox' une paroi solide fictive vs.
[C'est en somme exactement la contre-partie du procédé qu'on
suit dans la méthode des images, usitée dans de nombreuses ques-
tions d'Hydrodynamique (1).]

La portion du liquide que nous considérons est donc limitée par
les parois solides TCT, TOI et (JL( et par la ligne de glissement )^ qui
sépare le liquide eu mouvement du liquide au repos derrière
l'obstacle. Nous supposerons la vitesse égale à i à l'infini en aval ;

(1) Voir^ par exemple, P.APPEW., Mécanique rationnelle, t. III, p. 879 et 491.
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cl, par suite, Inéquation des pressions

^==^4-^(I-V2)

indique que la vitesse sera égale à i tout le long d e X < .
Cela étant, le mouvement étant supposé permanent irrota-

tionnel, nous prendrons le potentiel y et la fonction de courant A,
nuls au point 0, et ^ sera constant, égal à d^, sur )^. [^ repré-
sentera d^ailleurs la distance asjmptolique entre la paroi y.^ et la
ligne de glissement \i (1)*]

Dans ces conditions, nous poserons, u et p désignant les projec-
tions de la vitesse d^une molécule liquide,

(39) / == <p 4- i^,

z = x 4- iy,

w == u ,p=^û=
d̂z

et au domaine du plan ^, considéré ci-dessus, correspondra dans
le plan/ la bande représentée figure 10. Je laisse au lecteur le soin

Fig. 10.

+

W

(5T) W <\)
0 /i P

de vérifier que celte bande peut être représentée d'une façon con-
forme sur le demi-cercle de la figure 11 dans le plan Z == X -|- t'Y,
au moyen de la relation

(4o) /-A-^(^?•

( 1 ) Cf., par exemple, mon Mémoire Sur le mouvement discontinu ff un fluide
dans un canal renfermant un obstacle [Annales de t École Normale supérieure,
1912, p. i63).



où A est une constante réelle, et où le logarithme est celui dont la
détermination est réelle pour Z réel. Les frontières devant se cor-

respondre comme l ' indiquent les figures, les points/=/i, /== o
doivent avoir pour homologues les points Z ===— i et Z == e15^ d'où
les relations

/i=A- h
il

^i

log2,

log -COS5Q

desquelles on peut tirer A et <j^ en fonction de SQ et de^i, qu^on
gardera comme paramètres. (Il en fa l la i t bien exactement deux
pour caractériser la figure 10.)

Un calcul élémentaire donne en fonction de Z

(4')
'2,\yidf=

T: (I-Z)(I+Z2)
dL.

Cela étant, la fonction û, définie par (3Q), peut maintenant être
considérée comme une fonction de Z, régulière dans le demi-
cercle. En posant û == 2r 4- /T, il vient de suite

u -h iv = e^e1^,

donc e^ est la vitesse, en grandeur, d^une molécule liquide, et à est
Pangle de cette vitesse avec OX. Par suite, û(Z) satisfait dans le
demi-cercle aux propriétés suivantes :

Elle est régulière dans ce domaine ;
Sa partie imaginaire est nulle sur le diamètre — i , + i î

Sa partie réelle est nulle pour Z == ^", si - < s < SQ ;
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Sa partie réelle, pour Z === e15, avec o < .y < TC ou pour

SQ< s < TC, représente l'angle, avec OX, de la tangente aux parois
fixes (JL, et CT(.

Désignons alors par g(s) et A(^) les fonctions de s qui repré-
sentent ces angles, fonctions dont la variation est donnée par l'al-
lure des courbes (^ etwi. Il résulte alors immédiatement, des con-
clusions quêtai démontrées dans un travail antérieur (1), que la
fonction Û(Z) (d'ailleurs prolongeable analytiquement dans le
demi-cercle symétrique de celui de la figure par rapport à OX) est
fournie par la formule

•R

«2) Q(z)= - f\^)———l——z:t——y,dsv Jy 1 — 2 Z COSt -h Z2

4-1 C\(s)————=^———ds
TtJ^ v / I—— 2Z COSS 4- Z2

On prendra g-(o) === o, la direction asymptolique du canal en
amont devant être horizontale; et si Pon veut qu'il en soit de
même de la direction asymplolique en aval, il suffira que.(-:)=..

La formule

dz = e'û df= iil^û———Lt7—^^•' TC (i-zxi+z»)"^
déduite de (3g) et (4i), permet alors de construire tous les élé-
ments du mouvement, pour une forme de canal et une forme
d'obstacle, connus d'avance. Pour le détail, je renvoie aux
calculs, tout à fait semblables, exposés dans le Mémoire cité
plus haut.

(1) Sur la ré&isiance des fluides (Annales de tÊeole normale supérieure, 1^11,
2e Partie). Voir aussi une Note de l'auteur Sur le problème de Dirichlet relatif
au cercle [Bulletin de la Société mathématique, 1911). Voir aussi T. BOGGIO
SuUe fumioni di variabile complessa in un'area circolare (Atti deUa Accademia
délie Scienze di Toriro, 1911).


