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SOR LES PRODUITS DIRECTS;

PAR M. DE SÉGUIER.

On connaît la propriété invariante des bases d'un groupe
abélien d'ordre fini. Dans le Tome 139 du Journal de C relie
(p. 293-3o8), M. Remak a fait connaître une propriété invariante
plus générale appartenant à tout produit direct. Le thiéorème
ayant une forme bien classique, il ne sera peut-être pas inutile
d^en donner une démonstration plus simple. Cette démonstration
résulle, d^ailleurs, d'une remarque ayant, par elle-même, quelque
intérêt sur les diviseurs maximum des produits directs (1) .

1. Soit A. le produit direct des groupes A|, ..., A^ (A/ sera dît
facteur direct de A, ei réduit s^il n'est pas produit direct). Si
W ai = II" a/, ai et a/ étant dans A/, a< coïncide avec a/, car
û^ a,"1 par exemple, étant dans 11^ A/, est égal à i. Si donc U^af
est permutable à 11^ a1^ a^ étant dans A/, a, l'est à a\.

( l) Je me servirai, dans ce qui suit, de la même terminologie et des mêmes
noi.uions que dans mes Éléments de la théorie des groupes abstraits (Paris,
1904 ) et dans mes Éléments de la théorie des substitutions (Paris, 1912 ) . On
en trouvera un index à la fin du second Ouvrage.
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Si le groupe G = ̂ g{g = ̂ gu gi étant dans A/(1 ) divise A,
/<? p\ g, c. d. Di de G, A/ est normal dans Jl.;= S^/ (oAo/ sera dit
le constitutif de G dans A,), car le p. g. c. d. gi•' • \^.igi de
^-'nïD^^G^vecA/est^D,. De plus o^|D/== GII^DA (2).

Aï /î == 2, c^ 5/ l)i == A,, G, contenant évidemment Jl,̂ , est le
produit direct de A^ par JLa == Da.

*Sï G divise le central Ao rf<? A, 4.,/ divise celui A/o de A/, â?W<
AO==IIA/O.

Ces remarques n'ont, d^ailleurs, rien de noaveaii.

2. 11 est clair que ILt, est ^ G^ H D/. Soil D/^.../ le p. g. c. d.
de G avec A/AA...A/, et JL^.../le conslilulif de G dans A/AA...A/.
Pour k <;/<, Di2...A=== îï^ D/(D (...„== G), car <JL,,/[D,, est isomorphe
d'une parla Gjn^D/ et d'autre part, en prenant ^...A, ^A+n ...,
^n pour constitutifs de G, à G|Di...^TI^,D(. De plus, si G < A,
cJlo^ ne peut pas être égal à A(A.A quels que soient i et k. Cela
est clair si /i===2. Soil n>>2. L'équation A /AA| D/D/f = A/ jD/
( i y k y l étant distincts) donne, en désignant les ordres de A/, D(

para/, S/, ——==.—', d'où, en permutant ^, À', / et en multipliant,

a/a^ a/=== S/SA 8/. Donc S< serait égal'a a/ pour i == î , .... AI, et G
à A.

Si cJl>i est < A^ G est ^^i n^A/ << A. Supposons que J^i == A/
quel que soit î, et soit A^ <^ A^Aa. Si alors (D/ est le p. g. c. d. de
cJLi2 avec A/, (£)/ est <<A/ ( 1 ) . Donc a fortiori D< est << A( et Da
< Aa (Di est^a)< et D^COa). Donc G est ^ ̂ i2A;i...A,, < A.
Si donc G est maximum dans A, // est^ ou de la forme BlI^A/,
B étant maximum dans h ̂  ou de la forme CII^A/, C étant
maximum dans A, A 3 et ayant pour constitutifs A< et Aa.

Si de plus Ai et Ay sont réduits^ G est réduit. En effet,
AJD, == AalDa est ici simple (3). Donc D< est ^ A ï o et Da^Aao.
Supposons C produit direct de C' et C", et soient Jl/., cA^ les cons-

( ' ) G est ici représenté comme la somme symbolique de ses éléments.
(-') Voir, par exemple, le n° 27 des Éléments de la théorie des substitutions,

ou le n° 65 des Éléments de la théorie des groupes abstraits. La représen talion
de A obtenue en remplaçant chaque A, par une de ses représentations transitives
facilite beaucoup l'étude actuelle.

( 3 ) Loc. cit.
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titutifs respectifs de C' et C" dans A,. Le constitutif A< de G est
alors J^cA.^, et, les éléments de Jl̂  étant permutables à ceux de Jl̂ -,
le p. g. c. d. (Ï)i de o1^, ̂  est^A/o^D/ . Or soit c'=a\a'.^ un
élément de (7 et c11 == a', a", un élément de G", a^ étant dans cA^. et
a'̂  d.ins (Jl̂ . (0, étant ^D,, on peut former un élément c'c" de G
où a\ et a\ sont arbitraires dans (&i et d^a., == i. Or si (D( est >> i,
on peut y prendre a" === a . ' ̂  i, d'où c 1 == c'"1 ̂  i, ce qui ne se
peut. Donc (O/=== i. Mais alors, ou bien A< serait produit direct,
ou bien l'on aurait, par exemple, JL/» == oAo^ == i cl c == <A)^ Jl» ,̂
contre les hypothèses.

3. Soit A'=== IÎ 'A,. (les A^ étant facteurs directs) un groupe
isomorphe à A, les A/ et les A^- pouvant n'être pas réduits. Si, dans
risomorphisme considéré, a'== \{a\• (a\.étant dans A^.) répond à
a = lia/ (ai étant dans A,), on obtient un homomorphisme de A'̂
à A( en faisant correspondre a'^ à di. Cet liomomorphisme peut,
d'ailleurs, n'être pas isomorphique, même si A^ = A(. Ainsi, pour
^==^=2,A,-|a,jî!(a^p3=i,a?=(3a),A,=iY!(Y^i),
A^ia^^^-^-^^-^^A^ir'!^3-!)^-^^^
(a^ == a-^pr, 03 = y3), a'== a^^^p'Y')^ (a^ = a^^, ̂  = Y'2),
à chaque a^ = a^p^ répondent les trois a\ a'^p'^^ (z == o, i, 2),
et à chaque <^ == a^ p'̂ , les trois ^< a^S^^ (s=o, 1 , 2 ) .

Si n^=n1 =î^ et si^ dans risomorphisme de A à A', A 2 répond
isomorphiquementà A^, la correspondance rf^ C^MO: des éléments
a et a' où a^ •== a, == i fournit un isomorphisme de Ai à A.\ bien
que la correspondance de tous les a à tous les a' puisse ne fournir
qu'un homomorphisme non isomorphique de Ai à A^ (l'exemple
précédent le montre). Il est clair d'ailleurs qu'a chaque isomor-
phisme de Ai à A', et de As à A^ répond un isomorphisme de A
à A'.

4. Deux divisions X et X' de A sont dits centralement iso-
morphes dans A quand on peut établir entre eux une correspon-
dance isomorphique où l'élément x' de X' qui répond à l'élément
x de X est = x mod Ao (alors AoX==AoX'). Une telle corres-
pondance, effectivement établie^ sera dite abrévialivement cor-
respondance centrale de X à X' dans A.

Soit A'^II^A^ (les ̂  étant facteurs directs) un groupe
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centrale ment isomorphe à A dans le produit direct de A. par
un groupe abélien déterminé quelconque R (AK^A'K), les
A, et les A^ étant réduits. Alors n'= n^et Von peut établir entre
A et A' une correspondance centrale dans AK où chaque A^
correspond centralement à un Aidons AK.

On peut admettre le théorème fjuel que soit Kpour des groupes
A et A' d'ordre moindre. Soit © une correspondance centrale
donnée de A à A' dansAK. Supposons d'abord qu'un A( lel que
A( soit centralement isomorphe dans AK. à un A^ tel que A^, et
soit A" le groupe déduit de A en y remplaçant A( par A.\. Il résulte
immédiatement des équations de A qu'on obtient une corres-
pondance centrale e' de A" à A dans AR en remplaçant dans C
chaque élément de A| par l'élément de A^ qui lui correspond
(dans e). Soit ̂ a\ (a^ étant dans A',) l'élément de A' qui répond
danse'à a\U^a^ (a, étant dans A,) de A". La considération des
éléments où a\ === i montre que ITJA, répond, dans e comme dans
e' à nçA^, et l'on est ramené à des groupes d'ordre moindre.

Supposons donc qu'aucun A, ne soit centralement isomorphe
dans A ES. à un A^. Supposons aussi A| d'ordre non premier (si
tous les A/sont d'ordre premier, on peut supposer qu'il en est de
même des A^., sans quoi on échangerait A et A' ; le théorème est
alors évident, A et A' ayant le même ordre), et soit B un diviseur
maximum deAi. Alors G==BII^A( est un diviseur maximum de
A, contenant Ao. Son correspondant par C dans A' a la forme
G' = XlTA^, X étant, ou un diviseur maximum B' de A',, ou un
diviseur G' de constitutifs A', ctA,, maximum dans A, A'̂  et réduit :
H's'étend, si X == B', àA^...^,, et si X ==C, à Ag, .... A;,,. Il
est clair que 0 fournit une correspondance centrale de G à G7

dans GKAo, et le théorème peut être admis relativement à cet
îsomorphisme central. Or A,,, qui n'est centralement isomorphe
dans AK à aucun A^, ne l'est, dans GKAo(== G'KLAo) à aucun
A, de IT. Car si, dans un tel isomorphisme, un élément x de A,,
correspondait à un élémentx' == v.^a^x de A,, OQ élant dans KAo
et o^ dans A< hors de Ao, le normalisant de x' dans A' serait
d'ordre inférieur à celui de x dans A [pour que 0| ... an (a< étant
dans A,) soit permutable à a,ao.y, il faut que a\ le soit à o^, et le
normalisant de a, est <; A, ]. Donc A// est ceutralement isomorphe
dans G KAo à un facteur direct A de X, et AK est produit direct
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de A|, ..., A,,_,,A, K. Si alors X=B'<A^ A',, diviseur du
produit direct de À par RIT^A, cl contenant A, n'est pas
réduit (1), contre Phypothèse. Si X == C'< A7, A,, G', étant réduit,
est centralement isomorphe dans GKAo à A,,. Donc, si /i>2,
puisque le théorème est admis pour G et G' dans GK-Ao, un des A<
est centralement isomorphe dans AK à un A^, contre l'hypothèse.
Si n = 2, on peut supposer aussi que n1 = 2 (sans quoi on échan-
gerait A et A'), et PéqiiHtion BAa==C' donne B==i. Donc Ai
serait d^ordre premier, contre Phypothèse.


