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SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET RELATIF AU GERCLE;

Par M. Henri Vioear.

Le présent article, sans prétention aucune, a surtoul pour but,

a propos d’un probléme particulier bien classique, d’exposer une

méthode fort simple et susceptible d’étre étendue a la résolution

d'un trés grand nombre de problémes beaucoup plus généraux,
XXXIX. 30
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dont la plupart ne sont résolus jusqu’ici que théoriguement (*).
Il semble que, dans I’exemple ci—dessous, I’'on mette ainsi en
évidence I'origine bien naturelle de certains résultats qu'on a
’habitade de démontrer tout autrement.

Il s’agit de déterminer une fonction harmonique réguliére dans
le cercle de rayon 1, ayant pour centrel’origine du plan 20y, et
prenant sur la circonférence frontiére une suite de valeurs
données.

Nous rechercherons & cet effet une fonction analytique
Q(:)=P(z,y)+iQ(x,y), dont la partie réelle P (z, y) soit
la fonction harmonique demandée. (On a posé, bien entendu,
=z + )

Nous commencerons par déterminer une certaine fonction élé-
mentaire indispensable pour ce qui va suivre.

Introduction d’une fonction élémentaire. — Supposons que
la suite des valeurs dounées sur la frontiére soit ainsi fixée : la
foncuion P (z, y) doit prendre la valeur constante o en tout point
e de la circonférence pour lequel on a

— 0y 6 < T

et la valeur zéro sur le reste de la circonférence.

En préjugeant (ce qui sera légitimé a posteriori) que la
fonction Q, () particuliére qui correspond a ces données, soit
développable en série entiére convergente jusque sur la frontiére,
sauf en des points exceptionnels, nous chercherons a déterminer
les coefficients a,, évidemment réels, de maniére que I'on ait

Q(z)=as+ a5+ ayz?+...+a,z"+....
Posons sur la circonférence
5 = i,
alors la partie réelle de Q, est a la frontiére
@y~ @1 COSG —+ @y COS20 ...+ @, COSNG +....

Or ce développement sera le développement en série trigono-

(') Cf. Henri ViLLAT, Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 13 mars
1911, § seplembre 1911, "
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métrique d’une fonction égale & « ou a zéro sur les arcs déja indi-
qués, sil'on pose

A3y
ag =

9
™

22 sinna,
anz —_ —_—
™ n

De sorte que I’on aurait pour Q,

agg 20 . 32 zn A
Qy(z)= — 4+ — (zsingg+ —sinagy+...-+ l—smna..+...).
T ™ 2 7

AN

Mais c’est un résultat bien connu, qu'on a (c¢f. E. Picarn,

Analyse, v. U, p. =5)

. 32 . sn , .
Zelfot g0 4 Z_enite 4 = —log(1— 3 eid),
2 n

dans et sur la circontérence de rayon 1, sauf au point 5 =e~io,
et

: 2% ; 3" . , :

Ze %4 —e 2T+ - e~ "o 4, . =—logi(1— 3eo),

S ‘ :

dans le méme domaine, sauf au point z = ¢/%. (La détermination
du logarithme estcelle qui s’annule pour z =o0.)
De la immédiatement

[ — Ze i . . 32 zn '
log ———— =21 3singo—+ —sin23y +...+ Esunnao-&-‘...)

[— 3 ei0.

et par suite

43¢ at I — 5 e 10
(1) Q(3)= — — —log ————,
kd T L-— 3 e%

les points e*i% étant exceptés.
Au surplus il n’aurait pas été malaisé de déduire sans calcul
cette formule, des propriétés connues du logarithme.
Ceci posé, il est clair qu’en remplacant dans Q,, 5 par ze ¢+
et 2 6, par ¢, la nouvelle fonction obtenue
a7’ ai,  1—ze-iro?

(2) R_;log___—-l_ze--iﬂ
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aura une partie réelle qui prendra a la frontiére la valeur a pour
h <5< 8449, et la valeur zéro sur le reste de la circonférence.

Fig. 1.

Construction d’une formule générale. — Il va maintenant
étre extrémement facile de déterminer une fonction w de 5, dont

la partie réelle prenne des valeurs constantes données, sur n petits
arcs en lesquels je suppose décomposée la circonférence frontiére;
a savoir par exemple

la valeur x, pour 0L 6 <0y,
» oy » 0 <o <0y,

I @6t cescecaacaansan

D’aprés le paragraphe précédent, il est manifeste qu’'on peut
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éerire
a0 241 1—ze 0
(3) u—("-——l—ng—__">
X 1— 3
A i — 3e 0
+[J_i._i___2_|0g e
T ke "1 — z e
. 1,,(0,,—}(1,,,,,:_ z,,z,lng |—-ze—“"p L
2T = [ — 35 e—i8—

Imaginons maintenant que nous fassions croitre indéfiniment
le nombre n des subdivisions de notre circonférence, de facon que
chacune de ces subdivisions tende vers zéro; alors a la limite, la

snccession a,, oy, ... des valenrs données, donne naissance i une
fonction
(4 2= bil)

qui représente la succession de ces valeurs.

Supposant pour le moment cette fonction intégrable, nous
voyons de suite que la somme des premiers termes de chaque
parenthése écrite dans o tend évidemment a la limite vers I'ex-
pression

27
1
—_— [J .
mb[ ®(h)d8

Observons ensuite que la quantité

I— 3¢ 'ib)'

log ~—2¢
I— 2 e"iep—l
différe trés peu de
l.., e "'ep
:——67 (0p,—0,y),

nous en concluons que la somme des termes restants dans © tend

m 18
[ D(0) ———— db.,
l_..

Jo 3 e—lh

a la limite vers

ERR3)

Le passage a la limite nous a donc fouarni la fonction

—f’"[¢(e)+¢(e) _w]de

f q:(f))H_ze )

1— s e~

(3) Q(3)

I|
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dont la partie réelle prend certainement, au moins dans des con-
ditions assez étendues, la suite des valeurs ® (6) sur la circonfé-
rence frontiére ().

Avant de nous occuper de préciser dans quelles conditions cette
formule est sirement valable, remarquons qu’elle n’est, telle
quelle, certainement pas applicable a la frontiére : en effet, pour
chacune des parenthéses constituant la fonction w, les points
extrémes de I'intervalle correspondant sur la circonférence étaient
des points singuliers. Tous les points de cette circonférence sont
donc a la limite singuliers pour la fonction Q, au moins en appa-
rence.

Mais il est extrémement facile d’éviter cet inconvénient, par
la transformation suivante, que la construction par passage a la
limite rend toute naturelle.

Nous commencerons par rechercher la valeur que prend la
fonction Q ala frontiére.

Valeur sur la circonférence limite. — Reprenons notre

fonction w. Faisons-y
3 = e,

¢ étant différent des arguments des points de subdivision. La
partie réelle de w est alors égale a 'une des valeurs constantes ap
données; cherchons quelle est la partie imaginaire. Un calcul
élémentaire montre qu’elle est égale a

. e— 0
i sin >
IT=— - oy log | ———
1:( 1798 . €
sin -
2
. e—0 . e—¥0
sin — ) sin L '
2 2
-+ a, log “+...+ ap,log +..)
5'——9( E—ﬁp-| ‘
$1M ——— sin
2 2
Or ceci peut s’écrire
iT=+ 2 (apr— a,)log | sin ==
T PP 2

P

(') Scuwartz, Cf. Zur Integration der partiellen Differentialgleichung
Au = o (Math. Abhandlungen, t. 11, p. 152).
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ou encore

. E—
sin

PN .
= = ¥ {aps1 — 2(2)] — [ap— ®(<)] | log
P
ou bien enfin

tT::——Z[:zI, ()] log | ——F—|

sin

Mais sous cette forme on voit que, si l'on passe a la limite,
I’expression (T tend vers I'intégrale suivante, gui a un sens,

. €
sin

i d — 6

Cette expression peut évidemment s’écrire

(6) =, [¢(9)—¢(€)];‘F

Transformation de Q. — Le calcul que nous venons de faire
donne a penser que, si dans la formule (5) nous introduisions la
différence ®(8) — ®(¢) a la place de ®(8), la formule obtenue
serait valable dans tout le cercle, y compris le point e de la
Srontiére. 1l est facile de voir que cette vue est exacte.

Supposons en eftet tout d’abord le point z intérieur au cercle;
il est clair que nous avons le droit d’écrire la formule (5) sous

la forme

27 ) 2T i
Q=Lf [®(6) — (s )]_____'+‘e d0+q’(5)f EC .
2T ) o

zeH 27 1—3zei®

Calculons la derniére intégrale
Tr+ze-il
.._f de.
1—ze
3 étanl toujours i I'intérieur du cercle, on trouve sans difficulté

A =a2am,
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de sorte que l'on a, au moins a l'intérieur du domaine,

27

_ 1 : itz e
(7) Q_;-t/‘)‘ [®(8) — ()] T2 ah @ (e,

1—ze?

Mais cette formule, qui conserve un sens lorsqu’on y fait

3 = el

’

est encore valable jusqu’en ce point. En effet :

1° Elle est équivalente & (5) dans le cercle.

2" 81 'on y fait 5 = e, I'intégrale qui figure dans (7) devient
purement imaginaire, et par suite la partie réelle du second
membre est ®(¢), ce qui devait étre.

3° Dans les mémes conditions, la partie imaginaire fournie par
cette formule est

- 27
. 9
i-/ [®0)—die)] ——
A : e—0

AT
tang

Y

expression identique a celle qu’on avait trouvée directement
auparavant (ce qui n’a vraiment pas lieu de nous surprendre).

D’ailleurs, il est aisé de vérifier que la partie réelle de la fonc-
tion Q@ fournie par la formule (5) coincide avec l'intégrale de
Poisson, et par suite on pourrait maintenant se contenler de
renvoyer aux innombrables travaux antérieurs pour ce qui concerne
les conditions de validité de cette formule.

Sans vouloir ici déterminer les conditions les plus strictes
possibles que I'on puisse actuellement donner, nous exposerons
la démonstration de la validité des formules dans un cas trés
élendu, a savoir celui ou la fonction @ (0) satisfait a une condition
de Lipschitz. La validité, en conservant notre mode d’exposition,
dans des cas bien plus étendus, résulterait, comme cas trés parti-
culier, des démonstrations de notre Mémoire Sur le probléme de
Dirichlet relatif a une aire annulaire ().

On vient de voir qu’il était permis de se servir indifféremment
des formules (3) ou (7) a lintérieur de la circonférence, mais

(') Cf. Comptes rendus, t. 152, p. 680; Rendiconti del Circolo mat. di
Palermo, 1912, 1°* semestre.



— 451 —
qu'il était commode de prendre Q sous sa forme (7) au voisinage
de la frontiére.

La partie réelle P de Q prenant évidemment sur la frontiére
les valears données, comme il a été déja dit, et cette fonction
étant visiblement réguliére dans le cercle de rayon .1, tout se
borne i faire voir que la partie réelle tend vers @ (<) lorsque le
point 5 tend vers le point z; = e’, par un. chemm intérieur au
domaine. C'est ce que nous prouverons en montrant que la diffé-

rence
Qf 5;} —_ Q{Z])

tend vers zéro; et ceci aura 'avantage de prouver en méme temps
la continuité de P et de Q (je rappelle qu'on a Q=P + (Q), c’est-
a-dire celle de Q.

Continuité de Q. — D’aprés la formule (7) on a

2T ze i s 1)
i 1+3e ! I+31e !
Qtz)le_:..)=-2—7:[ [#(0)—@(e)] (1—ze*1'ﬁ_ — _: . m) db,
Ja \ 3

et par suite 1l suffit de montrer que la différence

2T
ze‘afz——u,)
L_f d)(f))——fl)(E)] ez&)( P

peut éire rendue aussi petite qu’on veut pour |z — 3, | assez petil.

Nous séparerons a cet effet la circonférence en deux portions;
en isolant un petit arc ab, de longueur 2 &, ayant le point 3, pour
milieu; nous désignerons par L. et L' les deux portions corres-
pondantes de U'intégrale L. Enfin nous appellerons (voir la figuve)
M, P, et P, les points respectifs 3, e, efe (= z,).

) ) P l ) 9

La fonction @ satisfaisant par hypothése a une condition de
Lipschitz, on peut écrirve

[ ®(0) —D(c)| <A|0—ej
avec
A> o, o> o.

De sorte qu’en désignant par DL un nombre positif supérieur a x
au voisinage de ¢, on a évidemment

[ 13—z x<|0—¢f*
ILaal<2-‘mfab wp.pp,
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Or considérons le quotient

[0—c|a
-

PP,

Parc PP, étant petit, on est assuré que

arc PP,
—_P‘}Tg—l 2,
el par suite
16 —c|x ‘)(arcl’P,)“_ 2 )
PP1 i al'CPP1 - '6*—-3“_“

On a d’autre part (voir la figure)

3 — 3

_MP, _MP, _MT _ . )
MR

- MP MQ S MQ T sinu < e’

en appelant ¢’ le minimum de 'angle ¥, minimum assarément
non nul si 'on suppose pour un moment que le point M tende

Fig. 3.

vers P, par le chemin rectiligne MP,, et que I'arc ab a été suffi-
samment restreint pour qu’en aucun de ses points la langente au
cercle ne soit paralléle a2 MP,.

Si maintenant on suppose que M tende vers P, par un chemin
quelconque intérieur a la circonférence, mais non tangent a celle-
cien P,, il sera évidemment possible de restreindre suffisamment
l'arc ab, et de prendre la distance MP, assez petite, pour que les
cordes P,M joignant P, aux points voisins sur ce chemin, ne

A

soient jamais paralléles 4 une tangente a la circonférence en
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quelque point de ab. Dans ces conditions, u' restera supérieur &
un nombre non nul &', et 'on pourra écrire

jz— 2| 1
< ="
MP sinu
De la résulte
AN e an
|L¢JI:|<"-—,, / T -’
sinu’ J, . |8 —¢e|t-2

c’est-a-dire
8IIL
| Lao | < =— k=
sinu

Il est donc possible de choisir 4 fixe, de maniére a salisfaire
a I'inégalité
I Lan I <
en désignant par y un nombre positif arbitrairement petit.
k étant ainsi fixé, il nous reste a nous occuper de L :

eil(z-—3zy)

L = e — d
2'/c;rconf.—ab[q)( ) ¢(E>](z—eiﬂ)(zx—ei0) b

Or, assujettissons MP, = |z — 5| & étre au plus égale 4 la corde
de 'arc % ab (soit d cette corde). Dans ces conditions, dans I'inté-
grale L/, | 3 —e®| sera toujours supérieur a +d, le point e étant
extérieur a I'arc ab; et il en sera de méme de |5, — e®|. Par suite,
en désignant par g le maximum du module de ®(8)—®(<)

supposé borné, il viendra

1L <>

z—3 167
I. II = di“li——zll,'

@ =

4

et le second membre sera inférieur a y si l'on choisit |5 — 3,
assez petit.

Il en résultera que |L| sera dans les mémes counditions infé-
rieur 4 27y, ce qui démontre la continuité annoncée.

I1 a été supposé que le point M(z) tendait vers P, (3,) par un
chemin non tangent. Il est bien clair que, la partie réelle de Q
étant ®(¢), au point e, la continuité de Q ne saurait subsister sur
la circonférence, que si la fonction @ y est elle-méme continue.
Il est d’ailleurs facile de montrer qu’en un point e ou la fonction
® est continue, Q cst elle-méme continue sur la circonférence.
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D’aprés la formule (6), cela revient a montrer que la diffé-
rence

€

27
R = [ ?[@n‘ﬂ)——fbl\a)]cota-

(]
—--—-[r]nf)»—lbn B ;J(nt
«’p g

— 0
: dl

2

tend vers zéro avec [e—s.l. Séparons comme précédemment
celte intégrale en deux portions : Ry et R/, 'avc @b, de longuear
2 k, ayant pour milieu le point eic, et contenant le point e puis-
que celui-ci tend vers efsi,

La fonction @ salisfaisant & une condition de Lipschitz, on en
conclut comme ci-dessus, JIL désignant un nombve positif :

s l ) —: l,x )
| Rap | < MM — i+ P
fang z ‘ J
& ab 2 < ab
Or
s — ) -0 i —
tang > —- el l tang -
92
Done

Imal,|<2ng'[

al

l,
|e_ |=— / |e_=,|w\

b
c’est-a-dire
felan | < 401+ 2%k,

puisque le, — Gl reste <A, et |z — 0| < 2k.

On peut donc choisiv 4 fixe assez petit pour satisfaire a l'iné-
galité

| Rubl < 7.

v étant donné d’avance arbitrairement petit.

Comme on s’assure ensuile aisément que, A étant ainsi fixé, on
peut rendre'ﬂ’] plus petit que y par un choix convenable de
| e —gy |, il en résulte la continuité annoncée.

On étudie facilement ce qui se passe lorsque la fonction ® n’est
pas bornée.

Cas particulier. — Proposons-nous de voir ce que deviennent
les formules générales ci-dessus, lorsqu’on suppose que la fonce-
tion ® donnée prenne des valeurs égales aux poiuts de la circon-
férence de rayon 1, symétriques par rapport a I'axe réel. Ce cas
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est particuliérement intéressant, car il se présente dans un grand

nombre de problémes de Physique mathématique ().
Nous admettons donc que I'on ait par hypothése

(8) P(am —8)=2(8),
il en résulte évidemment que la fonction Q est réelle pour 5 réel,

et c’est ce que montre de suite la formule (3). Cette formule
devient d’ailleurs

1 o—i8
=,~f w0 FEe S dO—a—:';[ qno)——’-de

1—3ze T Jn 1—ze 9

Mais il vient, & cause de (8),

a7 ™ 0
f q,(o)iﬁ_.de f @) L2 g,
T - 0 t

se-10 — seit
d’ou

" 1 —if I + 2z elf
o= "1 [ b)) i*rze — + e, do,
: 1—3ze-® 1 —ze

et par un calcul immédiat

T

1 1— 32
( Q= — P0) — .
(9) 1:,/0‘ B( )l——zz cos()—i—zzde

C’est la formule (103) de mon Mémoire Sur la résistance des
Sluides.

De méme, 'expression (6) de la partie imaginaire de Q devient,
dans 'hypothése actuelle,

1)

2 et —0
O do -+ —f [®(0) — b(e)] cot =2 af,
2T T 2

f [®(8) —d(z)] cot ==

c’est-a-dire

N T \
L [ [@(0)-—‘1’(5)](60[5—0-—o—cots—’—")dﬂ,
an ), 2

ce qui coincide avec Pexpression fournie par I'équation (9~) de
mon Mémoire susdit.

1) Cf. Henri ViLLaT, Sur la résistance des fluides ( Annales scientifiques de
Ecole Normale supcriewre, 1911, p. 203).
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Il est difficile de ne pas remarquer I'analogie qui existe entre la
formule (g) et la formule de Poisson, analogie d’écriture tout
au moins, car les lettres qui y figurent n’ont nullement la méme
signification. Les considérations suivantes pouvaient faire prévoir
cette analogie.

En posant ' ‘

T+ iy =3, zT—iy =23

et en désignant par

Q(z)=P(x, y)+iQ(x,¥)
et

Qo(s0) =P(r, y) — it Q(z,y)

une fonction de z, et ce que devient cette fonction quand on y
remplace partout ¢ par — Z, on voit qu’on peat écrire

3+ 3y 2— 235
Q(z)-{—Qo(@o)_?P(x‘y)_QP( S 2, — 0).

Or c’est la une identilé par rapport & 5 et a 5,. Alors, en y faisant
3o=3, et en remarquant que, dans le cas actuel, on sait d’avance
que Q¢ (5) est identique a Q(z), a cause de I'hypothése (8), on
conclut

(10) Q(z)=P(z,0

Or ici, P(z,y) est fourni par la formule de Poisson, qui s’écrit,
en posant z =x - iy = r e°,

1 am 1 — r2
Pir, y)= o f P(0) — ad
- o

{—2rcos(c —0) 4 r2

ou encore

2T
] l_._:z;ﬁ__}/&
(@7 LR ( )l—z(zcos(') +ysin9)+.’t’+y’d0

Il suffit alors d’appliquer l’équation (10) pour obtenir la formule

—_— 2
Q(’)_.———f PH) L Z
1 — 25c080 + 32
) — 32
[ d)(ml-—)zcosf)—lr z-dn’

dont le lien avec la formule de Poisson est ainsi mis en évidence.




