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L'ETUDE DES NOYAUX RESOLVANTS;
Par M. T. Lavrgsco.

1. Hisrorique. — L’étude approfondie des noyaux résolvants
a été commencée immédiatement aprés I'apparition des Mémoires
de M. J. Fredholm dans un travail remarquable de M. J. Plemelj (*)
qui est parvenu a la découverte des fonctions biorthogonales que
nous appellerons fondamentales et qui constitue un des éléments
essentiels du probléme.

Un second élément important et utile aussi comme instrument
de recherche, la notion des noyaux orthogonaux, a été introduit
et utilisé simultanément par MM. E. Goursat (2) et B. Heywood (3).
Dans le Mémoire de M. E. Goursat, la question se trouve élucidée
définitivement. M. B. Heywood, par une méthode d’identification
directe, étudie d’une fagon compléte la représentation de la partie
caractéristique a I'aide d’un groupe de fouctions biorthogonales
que nous appellerons principales et qui sont en général distinctes
des lonctions fondamentales. Mais, comme I'a déja montré
M. E. Goursat, les fonctions principales sont seulement intermé-
diaires; ce sont les fonctions fondamentales qu’il faut mettre en
évidence, parce qu’elles apparaissent comme fonctions principales
canoniques et qu’elles contiennent aussi le systéme des solutions
fondamentales. ‘

Dans ce Mémoire, je me propose de reprendre la méthode trés
simple de M. B. Heywood et montrer comment on peut la com-
pléter pour résoudre définitivement le. probléme; la question des
constantes arbitraires figurant dans I'expression générale de la
partie d’un noyau relative 4 une valeur caractéristique, y est aussi

(') J. PLEMELY, Fredholmsche Functionalgleichung in der Potentialtheorie
(Sitzb. d. k. Akad. der Wissenschaften, Wien, mars 1903) et Zur Theorie der
Fredholmschen Functionalgleichung (Monatshefte fir Math. und Physik,
t. XV, p. 93-128).

() E. GoursaT, Recherches sur les équations intégrales linéaires (Ann. de
la Fac. de Toulouse, 2° série, t. X, 1908, p. 5-¢8).

(%) B. HEYwoob, Sur l’equation fonctionnelle de Fredholm (Journal de Ma-
thématiques pures et appliquées, 1908).
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résolue. J’ajoute enfin un criterium pour reconnaitre si un pdle
est simple et quelques remarques nouvelles.

On ne supposera connu que le théoréme fondamental de
Fredholm relatif au caractére analytique en A de la solution d’une
équation intégrale, dont on a 4 présent des démonstrations intui-
tives (') et la formule donnant logD(X). Le second lheoreme de
Fredholm relatif a I'équation homogeéne ne sera pas postule onen
trouvera au contraire une démonstration trés simple valdble aussi
pour le troisiéme Lheoreme de Fredholm.

2. LEMME. — Nous aurons besoin du lemme suivant :

Toute fonction ¢(zy) a trace finie (*) qdi vér(ﬁe; U’équation
b
o) #(ar)= [ o(zs)p(sy)ds

est nécessairement de la forme

91(z) Y1 () + qx?z(ﬂv) Y2 () +- oo+ @n(2) Y (),

les fonctions ¢ et 4 formant les deux groupes d’un systéme
biorthogonal. :

Remarquons d’abord que la trace est nécessairement un nombre
entier et positif. En effet, considérons ¢(zy) comme noyau d’une
équation intégrale de Fredholm; en vertu de la relation (1), les
traces de tous ses noyaux itérés sont égales entre elles et égales a

b
N =f P(ss) ds.

AN A -
log D(A) = 94 [T —5 (= l)"_l—'; +] = q1log(1+1);
d’ou

(2) D(A) = (1++ M),

On aura donc

ce qui montre bien que ¢, est un nombre entier et positif n. |

(') E. GoursaT, Sur quelques points de la theorie des équations intégrales
(Bulletin de la Societe mathématique de France, t. XXXVII 1910, p. 197-202).

(?) La trace ’une fonction N(zy) est, par définition f N (ss) ds (allemand,
Spur).
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Cela posé, formons la fonction

p(x1y)o(zy,)

(@1 71) =o(zy).

¢(zy) —
Elle vérifie aussi (1), mais sa trace est n —1. En effet, on a

b
f o1 (7s)ei(sy)ds

o(z1y1) ¢(&101)

ol S@ (@) elmr)9(@y) | e(@y1) e(@1y)

#(27) P(z1y1) (21 y1) - o(@1x1)
_ _e(my)e(zmy) _
=)= e

La trace est
b

b b f(p(z'.s)cp(sy.)as

‘/l:?,(ss)ds=£ o(ss)ds — — ) =n-—1.

On peut alors appliquer a la fonction ¢, (zy) le méme procédé
qu'a ¢(zy), de sorte qu’on pourra écrire ¢(2y) sous la forme

3) ¢(ay)=01(@)4i(¥)+ 92(Z) Y2 (¥) +. o .4 9n(2) $n( ) + Y (2¥),

7.(zy) étant une fonction vérifiant la relation (6) mais ayant sa

trace nulle; je dis maintenant que 7 (zy ) est identiquement nulle.

x(zy)
T+ A
car D(X) =1, comme cela résulte de (2) en faisant ¢, = o.

Les conditions de biorthogonalité résultent dés lors en écrivant
que I'expression (3) vérifie 'équation (1). On doit avoir

En eflet, son noyau résolvant serait » e qui est impossible,

s b
D on(@) 4o () = D 9u(@) ba(r) [ (o) u(e) s,
p=t “

ce qui met bien en évidence les relations de biorthogonalité
demandées.

3. LA PARTIE CARACTERISTIQUE D'UN NOYAU RESOLVANT RELATIVE A
uN POLE. — Soit A, un péle d’ordre m du noyau résolvant % (zyA)
de I'équation intégrale

b
9(2) =\ f N(2s)¢(s) ds = f(z)-
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Dans le voisinage de ), le développement de 3G (zy L) sera de la
forme

oy fi(zy) | eslwy) om(zy) B
(1) U -+ u— ) +. o+ —_—_(M—)\)"‘ +zoq;,,(zy)()\, I
= G(zy\) + P(zy)). P=

1l s’agit d’étudier la forme des fonctions v,(zy). Remplagons
pour cela le développement (4), dans I’équation générale des
noyaux résolvants,

b

(5)  Flayh) = Telayw)=A=p) [ K(esh) To(syp)ds

et posons pour abréger \, —A=~h et A\, —u=+k; on oblient en
écrivant tout au long

1

cp,,,(xy)(hm - ﬁ) +eu(@y) (% — -I/;) +Z Yp(zy) (hP — kP)
p=1
= (k—h) Pm(xs) + 4+ qn(z‘s) +2\P
= (K— g Feee p(Zs)hP

p=0

XI:‘Pm/f:l.y) .+ (Pi(,:}') +E q;p(s_y)kl']d&',

p=0
ou, aprés simplification par k — &,

© ~ B@ . en(zn)

(hm=1 o khm—t 4, . . 4 fm—1)

+ Yp(zy) [PV khr—2 4. .4 kp—1]

p=t
m . b
= thkqf 9p(@s) 9q(sy)ds
pq=1 e
hp b
+ 77 f‘Pp(”’s)?q(Sy)ds
P.q “
kp
+2 7 f‘?v(“)%(v)ds
P.q

+ X heks [ p(s) bu(sy) ds.
P9
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Le second membre de (6) contient quatre sommes de termes. Si
nous considérons d’abord la premiére somme dont les termes con-

tiennent / et k a la fois au dénominateur, elle nous donne par iden-
tification avec le premier membre les relations

b
(7) ?p+q-l<zy)=f 9p(25)9g(sy)ds  (p+gSm+1),

tant que I'indice p + g——1 existe, c’est-a-dire tant que p + g —1<m,
et

b
(8) ‘f Pp(2s) pe(sy)ds=o0 (p+g>m+1)

pour le reste.

Les termes des secondes et troisitmes sommes du deuxiéme
membre n’existant pas dans le premier, on aura pour tous les
indices

(9) Son@) batsyrds = [bu(as)og(sy)ds =,

ce qui montre dés le début que les fonctions G(zy\) et P(zy))
sont orthogonales pour toute valeur de)..
Enfin la quatriéme somme nous donne les relations

b
‘l’p+q+1(-”.7)‘=f Yp(@s) $q(sy)ds.

Inversement, les relations (7) et (8) étant remplies, G(zy))
est un noyau résolvant i lui seul, car il vérifie dans ces-conditions
P’équation générale des noyaux résolvants; il est par conséquent le
noyau résolvant de

G(zyo) = em(Zy) | gmoil@y) —-————?‘():7),

A7 VE
qu’on appelle la partie du noyau relative au péle \,. Le reste
P(zyo) a son noyau résolvant P(zy)) régulier pour A =12,, et
d’aprés une remarque précédente ces deux parties sont orthogo-
nales entre elles. :
Nous avons ainsi introduit la notion importante de partie d’un
noyau relative & un pdle N, et montré son orthogonalité avec le
reste.
Nous avons maintenant a étudier spécialement cette partie.
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4. Fonctions principaLEs. — Pour trouver 'expression générale
des fonctions ¢, (zy)il suffira donc de résoudre le systéme d’équa-
tions (7) et (8) qui, d’aprés ce que nous venons de voir, les carac-
térisent. »

Faisons-y d’abord p = ¢ =1 ceci nous donne I’équation

b
o1(zy) =f 9,(xs)cp,(:_y)ds.

Or, puisque la trace de G(zy)) est finie, celle de ¢, (z))le sera
aussi; en vertu de notre lemme, cette fonction sera donc néces-
sairement de la forme

9(@) = ¢1(2) 41(¥) + p2(2) d2(¥) ++ .+ 9 (@) (1),

les fonctions ¢ et § formant les deux groupes d’un systéme hiortho-
gonal. Faisons ensuite ¢ = 2 et p quelconque, et inversement; on
obtient les relations

b b
(10)  gpa(@)= [ ep@n)pasr)de= [ ea(a)ep(sy)ds,

dont la premiére pour p =1 »
b b
?2(“'.7)=‘f 01(2s) p2(sy) ds =f o2(2s) p1(sy) ds

nous montre que ¢,(zy) est aussi fonction linéaire des o et ¢
séparément. On aura donc nécessairement

(11) p2(zy) = 2 air 91(2) Y (y)-

k=1

Les relations (10) nous donnent alors les valeurs des autres
fonctions -

/ b
s (2) =f P2(s) pa(sy)ds,

b b
w1 B @)= [ a@nendi= [ @y ds

b
¢m(zy) =f ¢m—1(2s) 92(sy) ds =f?z(f¢'3)?m—l(3}’)d5-
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Je dis maintenant que les autres relations (7) sont des consé-
quences de celles-ci. En effet, considérons la relation

b
Pprq—1(ZY) =f 9,,(ws)cgq(sy)ds.

13

Si nous remplagons ¢, (zy) par sa valem‘f op_i(2s)pa(8y)ds

tirée de (11'), on obtient

b b
9,,+q—1(:v}')=f ep(5)Pa(st) pq(ty)dsde =f @p—1(Z ) Qg1 (sy)ds.

On peut donc augmenter oudiminuer d’une unité les indices p
et q; Papplication répétée de cette opération réduira donc toute
relation (7) a l'une quelconque des relations (11').

De méme prenons le second groupe (8); par I'application répétée
de la méme opération, on pourra rendre toujours un des indices
égal & m; pous aurons alors les m — 1 identités

b
f em(zs) er(sy)ds =o0 (k=2,...,m),
dont la premiére seule
(‘2) f?m(z's)({&(s‘}’)ds':()

est distincte; les autres en sont des conséquences. En effet,
b 5 »
) f om(xs) px(sy)ds =f tpm(x;) Pa(st) pr—(sy)dtds=o.

Pour énoncer simplement les résultats auxquels nous sommes
parvenus, nous dirons d’abord que les fonctions ¢ et ¢ forment
un systéme de fonctions principales, et nous remarquerons ensuite
que les formules (11') expriment que les noyaux ox(zy) (k> 2)
s'obtiennent a partic de ¢,(xy) par itérations successives; la
condition (12) peut enfin s’énoncer en disant que le (m — r)iéme
noyau itéré de @, (zy) est identiquement nul.

On peut alors résumer les résultats obtenus, sous la forme sui-
vante :

a. La fonction ¢ (xy) est une somme de produits de fonc-
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tions associées nommées principales et appartenant a un
systéme biorthogonal fini; on a

?-(zy>=2 op(2) Yo ().

p=1

b." La fonction ¢,(zy) est une forme bilinéaire des fonctions
principales; on a

o3 (Zy) = 2 aik p1(x) Y (p°)-

k=1

c. Les autres fonctions gx(zy)s obtiennent & partir de ¢ (zy)
par des itérations successives; si le pdle est d’ordre m,
le (m — 1) noyau itéré de ¢,(zy) est identiquement nul.

Réciprogquement, la méthode suivie nous montre que étant
donné un systéeme biorthogonal de 2p fonctions ¢ et ¥, un tableau
de conslantes | a;x| tel que le (n — 1)*™ noyau itéré (m S n) de

Zaipi(z)Yi(y)

soit nul identiquement, la fonction G(zy) formée avec ces élé-
ments d’aprés la formule (4) sera bien la partie caractéristique
d’un noyau relative a un péle d’ordre m.

n
’ .
5. L’ETUDE DIRECTE DES NOYAUX DE LA FORME Eap(;l;)bp(_y),

p=1
RANG D'UNE VALEUR CARACTERISTIQUE. — Nous laisserons pour le

moment la question des fonctions principales, et nous résumerons
I'étude directe faite par MM. E. Goursat (*) el E. Schmidt (2) des

noyaux de la forme
(13) N(zy)=a1(2)by(¥)+...+ap(x) bp(y)+...+ aun(x) bu(y),

pour Putiliser a I'étude du noyau G,(zy) qui est de cette
forme.

(') E. GoursaT, Sur un cas élémentaire de U'équation de Fredholm ( Bulletin
de la Société mathématique de France, t. XXV, 1907, p. 163-173).

(®) E. Scumivt, Entwickl. willk. Functionen, II. Teil (Math. Annalen,
Bd., LXIV, p. 161-1794).
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L’équation de Fredholm s’écrira dans ce cas
b
(14) v(w)—x[ (@ [ bie)9e)ds

b b
+a,(z)f ba(s)p(s)ds +-...+ a,(r) [ ba(5)9(s) ds] =f().
En posant -

b
(15) k,,.—_f b,(s) o(s) ds

nous voyons que ¢(z) est de la forme
(16) o(x)=f(z)+ Ak ay(z) +kyas () +...+ kpan(2)].

Pour déterminer les constantes k,, remplagons la valeur (16)
de ¢(x) dans les équations (15); ceci nous donne les n équations
linéaires 4 n inconnues

b

(17) k,,—)\[ k,f ay(s) bp(s)

+k,fba,(s)b,,(s)ds +...+ky ba,,(s)‘b,,(s)ds]
, a a
= [ ) bpis) s
dont le déterminant est
I—Adyy — Ay ...  — A%yn
D)= —dagy I— Ay ... —Aag, ’
VO A

en posant

b
“M'—"f ap(s) by(s)ds.

La théorie des équations linéaires appliquée au systéme (17)
nous permet donc d’énoncer les résultats suivants :

a. Si le déterminant caractéristique D()\) est £ o, le sys-
téeme (17) admet un seul syst¢éme de solutions; donc dans ce cas
Uéquation de Fredholm admet une solution et une seule donnée
par Pexpression (16).
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b. Si D(X,) = o, ce sont les équations linéaires (17) homogénes
qui admettent des solutions. Si l'ordre du mineur principal du
systéme (17) est pour A =X, égal a r, les constantes k's’expriment
linéairement a I'aide de r constantes arbitraires p,, pa, ..., pr, de
sorte que (16) donnera pour ¢(z) une expression de la forme

@(x) = p1 91 () + p2 92(2) +...+ pr ¢r(Z),

et les fonctions @ (z), 92(Z), ..., p-(x) sont linéairement indé-
pendantes.

Dans ce cas, donc, c’est I’équation homogéne, sans second
membre, qui admet 7 solutions linéairement indépendantes.

Les fonctions 9,(z), (p=1,...,r) s'appellent des solutions
fondamentales, et r le rang de .

c. L’équation associée
() —Xf[amb,(x)+-..+a,.(s>,bn(m>]¢<s>ds=f(x>

se déduit de (14) en échangeant les fonctions ag(z) et b,y (x)
entre elles. Le terme général du déterminant caractéristique

de (14) étant
b
am=f ai(s) bi(s) ds;

. :
pour I'équation associée ce sera f bi(s) ax(s) ds = ax;.
a

Les déterminants caractéristiques sont donc identiques. L’équa-
tion associée a donc les mémes valeurs caractéristiques, cha-
cune avec la méme multiplicité et le méme rang.

d. Considérons maintenant [équation (14) avec second
membre f (x) pour une valeur.caractéristique X, . Pour queles équa-
tions (17) soient compalibles, il fautetil suffit que les déterminants
bordés du mineur principal soient tous nuls, ce qui donne au
plus r conditions indépendantes. Au lieu de les obtenir directe-
ment par la méthode algébrique, remarquons que, sil'on multiplie
par Y, (z) dz I'équation

b .'
f(2) = ¢(2)— hf N(zs)o(s)ds,
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on obtient par intégration
b b b
f F(5)Up(s) ds =f t,a(s)q;,,(s)ds—)\;f Up(s)N(2s)9(s)ds dz

b Il
= [Ce@ busrds -, [ & .

(p=1,...,1r),

ce qui nous donne r conditions nécessaires distinctes; elles sont
aussi suffisantes parce que les conditions données par les déter-
minants bordés sout exactement de la méme forme et ne sont pas
plus nombreuses.

6. FoNcTIONS FONDAMENTALES, NOYAU CANONIQUE. — Reprenons
maintenant I’étude du noyau G,(zy). Les fonctions principales
ne sont définies évidemment qu’a une substitution biorthogonale
prés ('); une question qui se pose a présent st de profiter de cette
indélermination pour rendre le systéme particuliérement simple.
Or celte question, d’aprés un artifice a présent classique, revient
au probléeme de la réduction a la forme canonique de la forme
bilinéaire (2)

(18) A gr(zy) — pa(ay).

(') Nousdirons qu'une double substilution linéaire

n
z, :Zarrx,
1
n (p=1, s )
S
yp=Xb,7

1

est biorthogonale si elle remplit les conditions Xai,b,"z G4y 6, étant le
symbole d’orthogonalité (o ou 1) bien connu. r=t

Dans une substitution biorthogonale, un déterminant | @, |# o est arbitraire;
le déterminant | &, | résulte alors nécessairement.

(?) Cette théorie est magistralement exposée suivant les idées de M. G. Dar-
boux dans le Mémoire : L. SAUVAGE, La théorie des systémes des equations dif-
Serentielles lineaires (Annales de la Faculte de Toulouse, 189}).
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Or il est facile de montrer que son discriminant

)\——a“ -— Qo cee — Qn
A()\)—‘ -— Qs k-—-—-a,, e — Qan
— Qni — Qna A—aun

est identiqguement égal & \.

En effet, si I'on prend ¢, (zy) comme noyau d’une équation inté-
grale, son déterminant caractéristique, d’aprés 5, aura pour terme
général

b
m:f () [@h $1(5) 4 v 4 @hp Up(5) + - . . & Gn U (s)] ds = ag.

Le déterminant caractéristique de ¢,(zy) est donc )J'A(%);

or il est identiquement égal & 1, puisque ¢,(zy) est un noyau
sans constante caractéristique, son (r — 1)*™° noyau itéré élant
identiquement nul. On a donc bien A(X)=)".

Le cas le plus simple est celui ot le déterminant A(A)n’a qu’un
seul diviseur élémentaire; le déterminant canonique a un seul
diviseur élémentaire est

ANa o . ... . o

o A a o ... . )
(19)

0 0 . v oo N ap—y

0 0 e o ... . A

Il existera donc dans ce cas une double substitution linéaire qui
transforme (18) en

A1 (2) Wi (y) +...+Pu(2) Un(y)]
_— [a, ‘1"(1‘) W,(y) + .o+ @p—y q’n—l(w) wﬂ(.‘y)]‘

Les nouvelles fonctions @ et ¥ forment aussi un systéme bi-
orthogonal, puisque ¢,(zy) a conservé exactement la méme
forme; quant a 9;(zy), elle a pris la forme canonique

n—1

(20) P2(2y) =Z apPp(2) ¥pri(y),
1
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les constantes: @, étant différentes de zéro, mais arbitraires.

autres fonctions s’obtiennent dés lors par itération; on a

n—2
. Ps (‘z'}') =Z anapyy q’p(x) ‘I'rp+2 (J’)a
(20") '

...................................

Pu(Ty) =aiay...a,® () ¥a(y),
. P+ (Zy) =o.

Le péle X, est donc, dans ce cas, d’ordre n.
Le noyau ainsi obtenu

) %(W) . $n—1(Zy) ¢1(zy)
(21) T -+ vt +’7'+T

admettant le noyau vésolvant

eu(zy) Pn—1(Zy) L (@)
(22) . ey T O T o

sera appelé noyau canonique d’ordre n.

Les

Solutions fondamentales. — Si nous remplagons les expres-

sions (21) et (22) dans les équations du noyau résolvant

b b
G(zyr) —G(zy) = lf G(zs)G(sy\)ds = lf G(zs))G(sy)ds,

I'identification des termes en (A — A,)™” nous donne
b
en(@y) = M) G(z6)enlsy)ds =o,

- b
‘Pn(-"‘}’) - 11‘/‘ '?n(-’l’s) G(S}') ds = o.

Ces relations, en tenant compte de I'expression (20') de ¢,(zy),

nous montrent que:

®,(z) est une solution fondamentale de I’équation intégrale
donnée, et §,(y) une solution fondamentale de I’équation associée.
Comme le rang de )., est, dans ce cas, égal 4 1, puisque D(X) n’a
qu'un seul diviseur élémentaire, ce sont les seules. Le noyau

XXXIX. 7
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. ) . . . N y . S e
canonique d’ordre n jouit' donc, en résumé, des propriétés

suivantes.:

L’ordre de la valeur caractéristique comme péle est égala
sa multiplicité (*); le rang est égal a 1. Son expression a
laidé des fonctions fondamentales contient n — 1 constantes
arbitraires.

Ainsi le noyau canonique du premier ordre esl_ﬁ()‘x)—q")f-ﬂ, celui
—
du second ordre

e1(2) $1( ) + 2 (2) $a(¥) LM ¢1(2) Y2 ()
= IYE=SYD

?

Pour trouver son expression générale a ’aide d’un systéme dé
fonctions principales, on n’a qu’a appliquer aux fonctions fonda-
mentales une substitution biorthogonale quelconque.

7. FONCTIONS FONDAMENTALES | CAS GENERAL. — 1l est maintenant
facile de passer au cas général. Supposons que le déterminant ait
r diviseurs élémentaires

A% = NuAns A7,

Dans ce cas, le déterminant canonique est

D,

D,

D,

Dy, D,, ..., D, désignant les déterminants canoniques de la
forme (19) aux seuls diviseurs élémentaires A\, N, ..., A res-

(') Rappelons que la multiplicité d’une valeur caractéristique est le nombre
des fonctions principales correspondantes.
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pectivement. On aura ainsi

Aa, A, INA
ras Nbs A
s D,= .o y D,= ‘e .
A Apn,—). )\bn,—l )\ln,——l
A A - A

g
I

[.a forme canonique de ¢,(zy) sera donc, dans ce cas,

os(zy) =), 93 (xy),
=1

14
en posant

ny—1

oi(zy) = ¥ ap ®Y() ¥y (),
1

ny--1

o} (zy) = Z b, ®3(z) Wiy (1),
1

ese s s s e s e asene ee.s s s eeras ey [

np—1

?5(27) = X 1p ®5(2) Whur ()
1

Nous obtenons donc, dans ce cas, 22 fonctions principales spé-
ciales, que nous appellerons aussi fonctions fondamentales, gui se
séparent en r groupes de 2y, 2n,, ..., 2n,, chaque groupe four-
nissant la forme génératrice d'un noyau canonique d’ordre n,,
Ry, ..., nrespectivement. En effet, si nous formons ¢3(zy), on a

es(zy) = 94 (zy) + 93 (2y) +...+ 5 (zy);

puisque toutes les fonclions d’un groupe sont orthogonales aux
Jonctions associées des autres groupes.

Dans le cas général, le noyau Gi(zy) est la somme d’un
nombre finé de noyaur canoniques, orthogoraux entre euzr,
d’ordres ny, ny, ..., n.. On a

n=n+ng+...+ np,

s |
(33) | Gu(ay) = Gi(ay) + G1(2y) ...+ G ().

(1) Les fonctions associées sont celles qui ont les deux indices respectivement
égaux.
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L’ordre de A, comme péle est égal au plus grand des nombres
RyyRag,..., Ny; si m est cet ordre, on a évidemment, d’aprés(23),
Pinégalité '

nim—4+r—i.

L’égalité n’a lieu que dans deux cas : si le pole est du premier
ordre ou s’il n’y a qu’un seul noyau canonique d’ordre m, les
autres étant tous du premier ordre.

Solutions fondamentales. — Chaque noyau canonique compo-
sant a un seul groupe de soluvtions fondamentales distinctes. La
solution ®P(z) étant orthogonale & toutes les fonctions ¢ des autres
noyaux, on aura

b
f Gl(xs)®V(s)ds=o

pour toutes les valeurs de ¢, saufp Par conséquent, puisque
I’on a

tb’,’(x)——)\,f Gl (zs)d}(s)ds = o,

on aura aussi

b .
PV (x) — )"f Gi(zs)®{(s)ds = o.

Méme raisonnement pour ®2(y).

L’équation homogéne a donc, dans le cas general r solutions
linéairement dlstmc(es, ce sont les premiéres fonctions fonda-
mentales de chaque groupe. Il en est de méme de Uéquation
associée; ce sont les derniéres fonctions ¢ de chaque groupe.

Il existe donc, parmi les fonctions fondamentales, un systéme
de 2r fonctions qui sont des solutions fondamentales, r pour
I’équation intégrale donnée et r pour son associée.

Faisons encore la remarque :

Le rang de la valeur caractéristique est égal au nombre des

noyaux canoniques composants.

8. LE cas pu pOLE simpLE. — Lorsque le pole A, est simple, la
partie caractéristique du noyau est simplement

dﬁ(zyk): -%(—_ql)\)-,
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oul’on a
or(@y) =Z op(2) ().
" ;

Le noyau est, dans ce cas, la somme de n noyaux canoniques
du premier ordre; les fonctions ¢,(x), ..., 9,(x) sont donc des
solutions fondamentales de I’équation intégrale donnée et ( y),
$2(9)y +v vy Yu(y) de I'équation associée.

Dans le cas d’un pole simple, les solutions fondamentales coin-
cident avec les fonctions fondamentales.
~ Cette propriété trés importante, qui caractérise d’ailleurs le cas
du pole simple, rend utile un criterium permettant de distinguer
ce cas. ‘

Pour cela remarquons simplement que si 'un desnoyaux G?(zy)
est d’ordre plus grand que l'unité, les solutions ®7(z) et ®f (y)
sont orthogonales, puisqu’elles ne sont pas des fonctions fondamen-
tales associées (n, > 1). Il en résulte que ®P(z) est orthogonale
a toutes les solutions fondamentales de I'équation associée. Dans
le cas d’un podle multiple il existe donc des solutions fondamen-
tales orthogonales a toutes les solutions fondamentales de I'équa-
tion associée. Or ceci n’a pas lieu pour le noyau a péle simple,
car, pour chaque solution ®,(z), on a la solution associée W, ()
telle que

b i
f P,(s)¥p(s)ds=1.

Donc, /a condition nécessaire et suffisante pour qu’un péle
soit simple est que, pour chaque solution fondamentale ®(x)
de l’équation correspondante a ce pdle, il existe une solution
de l’équation associée telle que:

b
f P(s)W(s)ds # o.

a

9. Lk cas pes pOLEs muLTIPLES. — Dans le cas d’un pdle multiple,
nous avons vu que la forme générale d’un noyau canonique
d’ordre n est

9:(wy)+<pz(zy)+ °n§-::7)

= 3 R =& (zy) + P2(2)),



— 102 —

en désignant par ®,(zy) la partie ?—'%’l qui se présente aussi
dans le cas d’un péle simple.

La remarque que nous voulons faire maintenant est que ®,(zy)
est un noyau sans constante caractéristique.

En effet, si 'on prend les divers noyaux itérés de ®,(zy), il est
évident que le (n —1)®™ noyau itéré sera nul, parce que ses
divers termes seront des noyaux itérés de ¢, (zy) d’ordre >n—1,
d’apres les propriélés des fonctions ¢, (zy).

Comme, dans le cas général, le noyau est une somme de noyaux
canoniques, nous voyons que la partie qui sajoute a ®,(zy)
dans le cas d’un pdle multiple est un noyau sans constante
caractéristique.

Une conséquence de cette remarque est la suivante :

Si un noyau a un nombre fini n de valeurs caractéristiques
de multiplicités guelconques on pourra toujours Uécrire sous la
JSforme

n

=1 .

P

E(zy) étant un noyau sans valeur caractéristique.

Pour établir ce résultat, il suffit de remarquer encore que les
diverses parties ®,(zy ) sont orthogonales au noyau sans constante
caractéristique ajouté a la forme normale.

10. LE DEUXIEME ET LE TROISIEME THEORiME DE FREDHOLM. —
Ces théorémes ‘sont pour ainsi dire déja démontrés dans ce qui
précéde. Il suffit encore de montrer que les équations

b
(24) q;(x)—)qf N(zs)¢(s)ds =o
et

b
(25) #(2)= % [ Gi(ze)p(s)ds =0

sont réciproques.
En effet, remarquons d’abord que pour une solution ¢ () de (25)
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on a

b
/ Py(zs)¢(s)ds = o,

comme cela résulte de (25), en multipliant par P,(yz) dz et inté-
grant, puisque les noyaux G,(zy) et P,(@y) sont orthogonaux. On
aura donc aussi

b
f?(.l‘)—)qf [Gi(2s) + Py(xs)]9(s)ds = o,

ce qui est justement (24).
Inversement, écrivons (24) sous la forme

b b
?(x)—)\,/ l’,(xs)(p(s)ds:—{—)\.f Gy (xs)e(s)ds.

Puisque A, n’est plus valeur caractéristique pour P;(zy), on peut
résoudre cette équation, ce qui nous donne

b b
g:(.z‘):-i—)\,f G.(xs)cp(_s)ds—i—)\,f Pi(xs\) Gi(st) o(t)dsdt,

c’est-a-dire justement (25), puisque le second terme du second
membre est nul, en vertu de la relation

b
f Py(zs)N) Gy(st)ds =o.



