BULLETIN DELA S. M. F.

L. AUTONNE

Sur les groupes commutatifs de quantités
hypercomplexes

Bulletin de la S. M. F., tome 39 (1911), p. 8-29
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1911__ 39 8 1>

© Bulletinde la S. M. E,, 1911, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
/fsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1I’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1911__39__8_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES GROUPES COMMUTATIFS DE QUANTITES HYPERCOMPLEXES;

Par M. LtoN AuToNNE,

InTRODUCTION.

Dans un groupe de quantités hypercomplexes, un nombre z
sera dit pseudo-nul (terminologie de M. Cartan; M. Frobenius
dit racine de zéro; M. Peirce dit nombre nilpotent), lorsque,
sans étre nul lui-méme, il aura une puissance nulle.

Un groupe est pseudo-nul, lorsqu’il ne contient que des
nombres pseudo-nuls.

On raméne assez facilement la construction de tous les groupes



—0 =
commutatifs (2 multiplication commutative ) a celle des groupes (<)
commutatifs et pseudo-nuls,

Le présent travail est une contribution a la théorie des
groupes (¢).

Au Chapitre I, j'expose ou je rappelle les démonstrations par
lesquelles on raméne la construction d’un groupe commutatif a
celle d’un groupe (¢).

Au Chapitre II, je définis pour la matrice d’'un groupe (¢) une
Jorme réduite ou simplifiée que voici.

Les m unités 4, o, B, y=1, 2,..., m| de (¢) sont soumises
aux formules de multiplication

€gey = eyep =2 €xZaBys
«

ol augy = @qyp est une constante réelle ou complexe. La matrice
du groupe est

S(z)= (5a8)s Saf = Saﬁ(-’”) =2 Ty Qafy-
Y

Par un choix convenable de variables, la matrice S(z) prend la
Sorme réduite {\,p=1,2,...,k; kSm|:
o
P2 (4]
P P2 O
S(z)y=f... ... .
Py Phr ees Php oee PAN1 O

Pkt Pks ... Pkp - Pk)-1 O

ol pyy = Py () est un tableau & g lignes et g, colonnes, formé
.d’éléments s,g;
m=gi+...+ £ +...+ &

Rangeons les unités ¢, (les variables z,) en systémes &, (en
systémes X)) de la fagon suivante, par exemple, pour les z4. X,
contiendra les g, premiéres z4, X, les g, suivantes; ... ; Xk con-
tiendra les g4 derniéres. Nommons &, le tableau

PM P -co Pl oo PA)-1
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Alors &, : 1° ne dépend pas des variables de %), Xy, ... Xx3
2° contient chacune des variables de X5 _,; 3° dépend des va-
riables de X\, Xa, ..., X . '

De plus, le produit d’une unité de &, par une unité de &, ne
dépend que des unités de &y, €y, ..., Exy 00 p est le plus petit
entier supérieur a la fois a X et a p.

Si tous les entiers g sont égaux a I'unité, le groupe (¢) a sa
matrice de rang maximum m —1 (la réciproque est vraie). Alors
la forme réduite est | sq3 = Zo_g, Sqp=10 pouraSfB|:

o
Ty o
S(z)=|[ 7y o

Tm—y T¥m—2 ... 9 Xy O

Au Chapitre III est développé un procédé régulier de calcul,
par lequel on passe d’un groupe m-aire (¢) a un groupe
(m + 1)-aire (§) (commutatif et pseudo-nul). ({) se nomme le
prolongement de ().

Tous les groupes (m +1)-aires commutatifs et pseudo-
nuls s’obtiennent en prolongeant des groupes (¢) de forme
réduite.

Bien entendu, ne sont pas envisagés comme distincts deux
groupes qui ne différent que par le choix des variables.

Comme application, je prolonge le groupe m-aire (¢), de rang
maximum m — 1, construit ci-dessus.

Un pareil groupe n'admet que deux prolongements () :

1° (§) a le rang maximum m et est analogue a (¢);

2° La matrice de () s’obtient en ajoutant a la matrice de (¢)
une (m —+1)™e ligne et une (m + 1)¥™ colonne, composées de
zéros.

Un résumé des présentes recherches a paru dans les Comptes
rendus de U’ Académie des Sciences de Paris (13 juin 1g10).

INDEX-BIBLIOGRAPHIQUE.

I. Frosenius, Theorie der hyperkomplexen Grossen (Sitzungs-
berichte de I’ Académie de Berlin, avril 19o3).
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1I. Cartan, Sur les groupes bilinéaires et les systémes de
nombres complexes (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, t. X1I, 1898; on consultera surtout les paragraphes
IV a VII).

L. Auronne, Sur la fonction monogéne d’une variable hyper-
complexe dans un groupe commutatif (Bulletin de la So--
ciété mathématique de France, 1909).

La notation (Index, 1I) ou (II, Index) désignera, par exemple,
le travail de M. Cartan, marqué par le chiffre romain II de la liste
ci-dessus.

Pour la théorie générale des nombres complexes, on renverra a
P'article de M. Cartan dans I’édition francaise de I’Encyclopédie
des Sciences mathématiques (t. I, vol. I, fasc. 3, avril 1908,

p- 392 a 443).
CHAPITRE I.

REDUCTION DU PROBLEME.

1° Conservons les définitions et notations de mon précédent
travail (III, Index) et rappelons quelques propriétés d’un groupe
commutatif (¢), aux n fondamentaux ¢, ..., ¢,.

Ces 'n unités se répartissenten ksystémes (Gy) (A=1, 2, ..., k),
de 23 unités respectivement, avec n =g, +...+ gx. (G,) com-
prend les gy premiéres unités, (G;) comprend les g, unités sui-
vantes ; ...; (Gi) contient les g4 derniéres. Les g unités de (Gy)
engendrent un groupe Gy de quantités hypercomplexes, évidem-
ment commulalif. Le produit d’une unité de (Gy) par une unité
de (Gy), %, est zéro.

Soient z ==z,¢y + ...+ Zntn, ¥ =¥1& ... deux nombres
de (¢). Désignons par X; et Y, ce que deviennent z et » quand
on y biffe toutes les unités qui n’appartrennent pas a (Gy). On a

évidemment
T
A A

&y =2 Xy Y.
A

Alors
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La connaissance de (¢) est assurée par celle des groupes G, dont
chacun est indépendant des autres.

2° Soit G, d’ordre » = m + 1, un quelconque des groupes G,.
On peut toujours choisir les variables z de fagon que la matrice
Sz =S (z) de G ait la forme suivante, les n = m + 1 unités étant
€0y €1y ooy Em o

Zo
&y &
Ty S Ty
Sz=]| .. ,
Ta Say Sar ... Sa,a—1 Zo
Zm Sy eer eee aeees Sm,m=1 %o

SaB = $af(Z) = AaB1 Z1+. . .+ AaB,a—1 Fa—1 (o, B, y=1,2,...,m),
agBy= 0 pour asf, aSy, aapy= agyp-
| pE —S(2)| =(p — o)+, E = n-aire unité; n=m-+1.

3° M. Cartan (II, Index, p. 21) appelle, dans un groupe de
quantités hypercomplexes, pseudo-nul tout nombre z tel que

|pE—S(z)|=p"

Pour qu'un nombre, dans le cas actuel, soit pseudo-nul; il faut
et il suffit que z, = o.

Les m unités ¢,,..., e, engendrent un groupe pseudo-nul,
dans lequel les formules de multiplication sont | a, 8,y=1, 2,...,m|,

egey = eyeg =2 CaRafy-
[

Ce groupe a donc ‘pour matrice la m-aire

o
Sa1 o
8(z)={ 53y 53 o ’

Smi Sms -+« Sm,m—1 O

Saf = AaB1Z1+. . .+ Qaf,a—1 Ta—1y
Fayp = BBy =0 pour asB, 257.
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Pour la démonstration de ce qui précéde je renvoie au Cha-
pitre I de mon travail précité (III, Index).

4° La connaissance de la matrice S(z) assure celle de la ma-
trice S(z).

La construction de tous les groupes commutatifs se raméne
donc a celle des groupes pseudo-nuls, dont la matrice a la nature
de S(zx)

Dorénavant, (¢) désignera un pareil groupe commutatif et
pseudo-nul m-aire. ({) désignera le groupe (m + 1)-aire dont S (z)
est la matrice.

5° Soit (I, Index, § 9) une matrice n-aire invertible

C=(cgr), |C|0, cgr= const.scalaire

{gy k=o0,1, ..., m|. Faisons un changement de fondamentaux
en posant

e,=2 €kChg ou e=C[e],
k

C' =1la transposée de C. De la

z= Eleez‘e= 2,‘1’“’3
8 8

et

;g=2 CgkLk, 7= C[z]‘
k

Alors [loc. cit., formules (4)]
S(z) = C-15(z)C,
les formules de multiplication étant

€gti= Y €nQngk (&g k,h=0,1,...,m).
A

-5(;) est construit avec les agxx et les :;, comme S(z) est con-
struit avec les z et les agax.
Le groupe (Z), dont les e_; sont les unités, est le transformé

par la collinéation C du groupe ({). Ces deux groupes sont
semblables et peuvent étre considérés comme n’étant pas essen-
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tietlement distincts. Les propriétés communes a lous les groupes
semblables, pour une catégorie donnée de collinéations, seront
particuliérement intéressantes.

6° Montrons que la relation entre la matrice S(z) (m + 1)-aire
du groupe ({) et la matrice m-aire S(z) du groupe commu-
tatif (¢) ne change pas quand on effectue une collinéation G, la-
quelle : 1° ne change pas 'unité ¢, ; 2° soumet les unitése,, ..., ¢y
a une collinéation m-aire D arbitraire.

Il suffit pour cela de remarquer que la relation mutuelle de S,
et de S, a sa source dans les relations ¢} = ¢, ¢4¢0 =¢4. Or, avec
'hypothése faite sur la collinéation C on aura, eu égard a 5°,

52-—5,,, eaeo_ea}a_l, 2, ..., mji.

1l sera donc licite de soumettre le groupe (¢) a une collinéation
arbitraire m-aire quelconque.

7° Je ne considérerai plus que des groupes (&) m-aires, commu-
tatifs et pseudo-nuls, dont la matrice m-aire sera désignée par

= S(z) = (saB) (2, B,y=1,2,...,m),

Sap = Sap(Z) =2 AaBy Ty, ;’aﬁY= @ayf-
- _

8° La relation a,gy = @,yp montre qu’on a

o = 1 L
Ja(z) =2 QaBy TRy
By

La quadratique fy n’est pas autre chose que la coordonnée
(22)q de la quantité hypercomplexe z2. La collinéation D du 6°
transforme donc les f, de la méme fagon que les coordonnées z, ;
autrement dit (6°)

z=D[z] et f(z)=D[f(2)]

La connaissance des m quadratiques f, assure celle de la ma-
trice S; et du groupe (¢). On peut donc écrire sans ambiguité

(e)=.(.fhf2y~ 7faa' ’fm

9° Soit un groupe m-aire non commultatif, aux formules. de
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multiplication

‘B‘Y=zedaaﬂ\' (a, pv'{=‘: 2y ...y M)}
«

prenons sa matrice S(z) = (Say), Say =2xpa¢g.,, et la matrice
B
antistrophe (I, Index, 1°* paragraphe)

T(x) = (tap), tap = tap(y) =2.77aupy-
Y

Comme la multiplication est associative, on a (loc. cit.)
S(2)T(y)=T(y) S(=).

Si le groupe est commutlatif, les matrices S et T coincident et la
condition précédente se réduit & S(z)S(y)=S(y)S(z). Par

suite :

Les coefficients asgy dans un groupe commutatif sont des
constantes, réelles ou complexes, assujetties uniquement aux
relations suivantes :

1° Cafy = Fayf;

2° Pour z et y quelconques, les deux matrices S(x) et'S( )
sont échangeables.

On a ‘
Z.Sap(z) sp () =2 saply) 5o (2),
P P
2 @aph TpBp 20 =2 Qapp@pBr2AY s
phu phu

2 a,p)‘appp,=2aapp,apm (e Mp=1,2,...,m).
° P

CHAPITRE 11.

FORME REDUITE POUR LA MATRICE D'UN GROUPE COMMUTATIF (E).

10° Soit un systéme Q constitué par un nombre fini ou infini
de fonctions w;, w,, ... de mvariables z,, ..., Z4, ..., Zm. Sup-
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posons que dans les w figurent, non pas les x4, mais seulement t,
t<m, expressions linéairement indépendantes

T,=2t1¢wa E=1,2..,t;6=1,2,...,m),
-3
tiq = const.

On dira avec M. Frobenius (I, Index, § 6) que t est le rang
linéaire du systéme Q. '

Le rang linéaire t d’une matrice est celui du systéme Q formé
par ses éléments.

Le r du groupe (¢) sera celui de la matrice S(z).

11° LEMME. — On a v < m.

Une proposition de M. Cartan (lI, Index, 35°) dit ceci : Dans
tout groupe pseudo-nul, il existe au moins un nombreyn, n £ o,
tel que, pour x quelconque, zn = o.

On a alors

o =52 aBynyZP =; zgsaB(n),
Y

et, comme z est quelconque, les m? équations sg(n) = o doivent
avoir au moins une solution ol les ny ne sont pas tous nuls. Ces
m? équations se réduisent a t distinctes et I'on a t < m.
€. Q. F. D.

12° Les nombres 7 (1, Index, § 9) constituent dans (¢) un sous-
groupe invariant (3,), d’ordre m —t. A son tour (J,) admettra
‘comme complémentaire un groupe (9,), d’ordre r, homomorphe
a (e).

13° A la similitude prés (5°), on peut supposer le groupe (3,)
défini par les t = A équations z, =... =z, =o0. Alors les élé-

ments syg(z) = zaagyx-, de S; ne conliennent que z,, z,, ...,

Zj et aggy =0 pYour Y > h. Mais augy = auyp=0 et sgy(x) =0
poury > h. La matrice S, a ses m — h derniéres colonnes com-
posées de zéros :
s _( Fuz) o ) A
= Li(=) o m—h
R m—h
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ou ¥, () est une matrice k-aire, tandis que £,(z) est un tablean
(m — h, h)-aire, c’est-a-dire a m — h lignes el h colonnes.

14° On sait (I, Index, loc. cit.) que ,(z) est la matrice du
groupe homomorphe (9,), aux A variables z,, ..., zs.

Comme S(z) et S'(y) sont échangeables, il en est de méme

de §,(z), §:(y), car

S(zy)=8(yz)=5(2)8(y)= ( §.(z)9’.()’) Z >
| ~( §1() §1(a) 2).

........... o

Le groupe (8,) est donc commutatif. Son polynome caracté-
ristique est p#, puisqu’il doit diviser le polynome caractéristique
|eE — S(&)|=p™ de S(z). Le groupe (0,) est par suite pseudo-
nul.

15° (0,) a les mémes propriétés que (¢) =(8,), et I'on peut rai-
sonner sur (8,) comme on vient de le faire sur (6,). Soit 2, << le
rang linéaire de (8,). A la similitude prés, on peut admettre que
§,(x) ne dépend que de z4, ..., z;, et que par suite

G BN

hy h—h

Fa(z) est la matrice d'un groupe A,-aire (0;), analogue & (8,)
et (8,), homomorphe a (8,) et (8,). On raisonnera sur (8;) comme
sur (0,) et (8,).

16 Procédant ainsi de proche en proche et changeant légére-
ment de notations, on obtiendra successivement :

Le groupc (8,) = (¢) d’ordre Ay =m, de rang linéaire A,,
ayanl pour matrice S =¥, ;

Le groupe (8,) d’ordre k,, de rang linéaire A,, ayant pour ma-
trice &,; . '

Le groupe (6,) d’ordre ky, de rang linéaire k), ayant $ pour
matrice. :

De plus, Ay >hi>... >h.

On arrivera finalement & un groupe (04_,) d’ordre A;_, et de
rang linéaire hx=o. La matrice _, sera donc = o, composée
d’éléments nuls.

XXXIX. 2
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Posons

©)=(0)=(nk), (8:)=(Mh—1), ----
) =r-2),  --ey (g—) = (m).

Puis posons
Sa= i
d’ou ,
S;=o, Sp=Fo=S.
Le groupe (m)) aura Sy pour matrice, ¥y = hx_) pour ordre,
t_y = hx_3y( pour rang linéaire.
On désignera par g, la différence positive

o= hir— k1= n— 0y,

=04 +aHn=g+...+ g)‘?
hy= m=g;+...+ gk

L’indice A prendra les valeurs
A=1,2, ...,k
17° Sous le bénéfice des explications et notations ci-dessus, on
voit que la matrice S(x) peut étre mise sous la forme réduite

ci-dessous, dont I’établissement est le but de toute la présente dis-
cussion :

o
P21 o
P31 Psaa o
Se={ ... ...

Py P oo Php s P o

Pr1 Pk Phy. oo conen Pkhk—1 O

. .[formule (0)],

ol pyu = pu(x) est un tableau a g) lignes et a gy, colonnes em-
pruntées 4 Sz, [A, w=1, 2, ..., k|; prp= o0 pour ASp.

Cest 'expression simplifiée que nous avions en vue.

18° Reprenons dans le groupe (¢) les m unités ¢4 [ou les m va-
riables z4; ou kles m quadratiques (8°) fux] el répartissons-les

[puisque m = Zg)‘] en k systemes &y (ou Xy ; ou %) de la fagon
r=1 '
suivante:
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& (ou Xy, ou #,) contiendra les &1 premiéres e, (0u Zy, ou fy);
&, (ou Xz, 0u §;) contiendra les g, suivantes ¢, (0u Zq, ou fy); ... ;
enfin & (ou Xj, ou Fx) contiendra les gk derniéres ey (ou Zg4,

ou fy).

On mettra en évidence les & entiers gy par la notation

(e)-——( Tyy ooy Tg,s Tty oooy Tgitga) o) )

Zgy et grmy Ty ey Ty 4g)s ooy T

Autrement dit, on séparera :

1° Par le point et virgule, les différents systémes &y ;

2° Par la virgule, les différentes variables x, d’un méme sys-
téme Xy

19° Si I'on envisage le tableau py, comme une lettre unique, la
formule (0) ci-dessus conduit a une matrice k-aire,

o

P= P O ...

que I'on nomme le canevas (III, Index) de la matrice m-aire S,.

Nommons ®, le tablean (g), m)-aire qui correspond a la Aiéme
ligne du canevas.

Supprimons dans le canevas P les K — X derniéres lignes (c’est-
a-dire dans S, les tableaux ®x, ®x_y, -.., $r1y4) €t les & — A der-
niéres colonnes. On aura une A-aire Py qui sera le canevas de la
matrice Sy du groupe (m)) (16°), d’ordre ty=2g,+ ... + g et
de rang linéaire t)_,, avec ¥, = o.

Pour passer de (¢) = (ns) a (m) il suffit de supprimer les unités
des systémes &y 4y Engay ooy Che

Par construction, Sy contient chacune des variables de X4, ...,
Na_t1; Sa_y ne contient que les variables de X, ..., &) _p; donc
le tableau @) contient stirement chacune des variables de z)_,.

20° Disons que l'entier a, pris dans la suite 1, 2, ..., m appar-
tient a l'indice \, pris dans la suite 1, 2, ..., k lorsque
ih=gi+ g2+ ...+ g |;0na

na<asn.

Considérons le coefficient augy = aayp 7% 0, ol les entiers a, B,
Y appartiennent respectivement aux indices A, y, v.
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sap(x) = 2““3?‘7’? figure effectivement dans le tableau p), du

canevas P de YS(.:c) On a pyy =o pour ASp, donc A > et, de
méme, A >v.

eg et ¢, figurent respectivement dans les systémes &, et &y. On
a la formule de multiplication

(oo = ot
-3

el aqgyne peut étre >~ o que si X est supérieur d p. et a v.

Donc « le produit d’une unité du systéme £, par une unité
de &, ne dépend que des unités de &€y, ..., &, ou A désigne les
plus petit entier qui dépasse a la fois pet v ». '

21° Prenons une matrice invertible D = (dag), m-aire a coeffi-
cients constants. Admettons qu’elle posséde pour canevas une
matrice k-aire Q = (¢yu), ou ¢y = tableau (g, gy )-aire, avec
¢ = 0 pour >

On a

1QI=Ilgnrl---lgr|=o.

On reconnait par le calcul qu'en transformant S(z) par la
collinéation (5°) D, « la forme réduite subsiste comme telle, les
entiers 2 étant des invariants vis-a-vis de la transformatién D ».

Je puis donc considérer les transformations D comme indiffé-
rentes a la similitude pres.

22° L’analyse précédente (12° 4 18°) montre que les nombres g3,
ou, ce qui revient au méme, les nombres t =g, + ...+ g sont
définis indépendamment du choix des variables z. En effet, le
groupe (e)=(0,) =(n), d’ordre m =14 el de rang linéaire tx_,
admet le sous-groupe invariant (J,), formé par les nombres % tels
que, pour x quelconque dans (nx), z{=o0. (3,) a pour groupe
complémentaire dans (n4) le groupe (8,) =(n4_y) d’ordre tv,_,
et de rang linéaire t4_,. (8,) admet le sous-groupe invariant (3,)
formé par les nombres {(*) de (8,), tels que, pour z(*) quelconque
dans (0,), on ait zM{(M=o0. (3J,) a pour complémentaire
dans (8,) le groupe (8;) = (Mk_2) d’ordre r4_, et de rang linéaire
Tx_s, €t ainsi de suite.

23° Nous allons étudier les groupes (¢) ou gy = ... =gx=1,
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k=m. Alors (18°, in fine)

() = (X ; ZTa; vee; Ty eve;Tm)e

Les systémes (18°) Cq, Xoq, o ne comprennent respectivement
quecy, z4 et fy. En vertu de 20°, on a

EpEY= SpaPﬁY -+ €P+1 a‘,+1py+ ce o e,,,a,,,pY,
ou p est le plus petit entier supérieuf ala foisa Betay.
Lemme. — Pour x quelconque, on a x™ £ o.
Un calcul simple montre qu’on a
7%= eqfa+ o+t S, a1+ oo+ ;,,.Ea,,, v (a=1,2, .. omy = xy).
Dans le produit 2o+ = z%z le terme €at1 Goyt D€ peut provenir
que de 'expression

B=a
ety 2 zgeg = Eaz ZREqER = Eaz Zg[ear1 Bur1,a8 + Eqra(-.0) +.:.];
p=1 B B
d’ou
B=a
Ear1=Ea Qa+1,a8 Z8-
ﬁ:i
L’expreésion JSays ne dépend que des variables zy, z,, ..., Zq4,

.. 1 Of
ainsi que Seyq,y =7 d_.z'Y Donc

p:a
2 Ag+1,af TR = Sa+1,a(Z),
ﬂ:l
) §at+1= ExSa+1,a3
et, par recurrence,
ba= Sa,0—150—1,0—2 ¢ oy 21T,
Em = Sm,m—1y » 0y ST,

M =€)y Et’n-

Or, la quadratique f, contient sirement I'unique variable z,_,
du systéeme Xq_,

_id__ ¢‘o_

I
Sa,a—1 = 2 s

Alors £ 52 0 et Em 2 0, z™ FZ 0. C. Q. F. D:
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On peut donc trouver dans le groupe (¢) un nombre

d=¢idi+...+cndy
tel que d™ £ o.

24° De ce que sqq_1(2)Z 0 (23°) on conclut que le minear
(m — 1)-aire

Smt cee oo Smom—t

du déterminant |S(x)| est %4 0. La matrice Sz, qui n’est pas
invertible, a donc le rang maximum m — 1.
Si donc on prend dans (¢) le nombre d tel que d™ £ 0 et si

I'on pose D =S, I'équation de moindre degré a laquelle satisfait
D est D™ =o.

Lemme. — Les m quantités d, d?, ..., d™ sont linéairement
indépendantes.

Autrement, on aurait

o=lLd+lLidi+...+ ludn= f(d),
Sf(u)y=liu+... 4+ lpum, 4, ..., Im= const.;

0=S[f(d)]=f(l))a f(u)=u'” et d’"=o,

ce qui est absurde.
On a, par un calcul direct,

(1) d“:Zepd,p (¢, B, =1,...,m).
B

La matrice (dyg) est invertible, sans quoi on aurait entre les d*
au moins une relation linéaire et homogéne. On peut résoudre,
par rapport aux g, les équations (1) et prendre pour les m unités
de (¢) les m puissances d, d?, ..., d™. Les formules de multipli-
cation deviennent dBdY = dB+r.

25° Tout cela revient a faire, dans (¢), egey = eg44.

Comme, en général,

£pey =2 SaZafy
-]
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on a
pour  a#f@+7¥,

0
1&3\(:, 1 pour  a=f+y,

335=xa,u-ﬁ, fa_‘—:zxﬂ"r“*ﬁ (p=|12$"'7a~l)7
B

o
Xy o
S(z)=| =, ry o

Zm— Tm—-2 .+ .. T2 X1 O

Telle est 'expression du groupe (¢) pour lequel tous les en-
tiers &) sontégaux a r.

On a vu que pour un pareil groupe la matrice S(x) a son rang
maximum 7 =m — 1 (24°).

La véciproque est vraie.

En effet, mettons S(z) sous forme réduite. Dans le détermi-
nant |S(z) | 'unique mineur (m — 1)-aire

$21
31 S32

= $21832..+ Sm,m—1,
Sm1 Sm2 <+ Smym—

qui ne soit pas identiquement nul, doit étre £ o, pour que r soit
égal a m — 1.

Donc aucun des éléments de la diagonale de S, constituée par
les expressions sy 4, n’est zéro. Or, sur la forme réduite (17°),
on s’assure immédiatement que cela est possible seulement si tous
les gy sont égaux a I'unité.

26° On va maintenant exposer un procédé régulier de calcul
qui permet de construire lous les groupes (m + 1)-aires, dés
qu’on connait la forme réduite de Lous les groupes m-aires.

CHAPITRE III.

PROLONGEMENT D’UN GROUPE.

27° Je dirai qu'un groupe (m - 1)-aire (§) (commutatif et
pseudo-nul) a la forme Z, sile produit e, , de la derniére unité
€m4t par un nombre quelconque z de (8) est zéro.
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Tout groupe peut étre mis sous la forme Z, car tout groupe
peut acquérir la forme réduite, laquelle n’est qu’un cas parliculier
de la forme Z.
Un groupe conserve la forme Z aprés transformation par une
collinéation (5°) '
D o m
e=(2 1) %
o 1 T
m 1

laquelle, laissant ¢, fixe, transforme les m autres unités ¢, ...,
em suivant la collinéation m-aire quelconque D.
28° Pour que eny & = o pour z quelconque, il faut et il suffit
qu’on ait, $(z) étant la matrice de (%),
8(em+1) =0,

c’est-a-dire
(pro=1,2,...,m+1),

0 = @pg,m+1= Ap,m+1,0+
Alors, comme on le voit de suite :
1° Zmy, ne figure pas dans les éléments de $(z);
2° La derniére colonne de $(z) est formée de zéros.

La matrice $(z) de ({) est

S(z) o m
L(=) 0) t

m I

$(z) = ( . S(2) = [sap(2)],

ou la matrice m-aire S(x) ne dépend pas de zmy,, tandis gque
£ (x) est un tableau a une ligne et a m colonnes.

29° Raisonnons sur S(x) comme nous avons raisonné au 14°
sur la matrice ¥,(z) et reportons-nous a des théories connues
(Index, I, § 9). On voit immédiatement que S (z) est la matrice
d’un groupe m-aire (&), aux m unités ey, homomorphe a (%).

Je dirai que le groupe () est le prolongement du groupe (¢),
qu'on passe de (¢) a (§) par prolongement, qu’on obtient ({) en
prolongeant (¢), etc.

30° (§) reste le prolongement de (¢), quand on transforme les
deux groupes par les collinéations C et D du 27°. On peut choisir
D de fagon a mettre (¢) sous la forme réduite. D’ailleurs (27°)
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toul groupe peut étre mis sous la forme Z, et la présente discussion
se résume dans la proposition suivante :

Tous les groupes (m + 1)-aires s’obtiennent, a la similitude
prés, en prolongeant tous les groupes m-aires, mis sous forme
réduite.

On construira ainsi, au moyen du prolongement, par récur-
rence, tous les groupes.

31° Voici comment on opérera le calcul effectif du groupe
prolongé (L), le groupe (e) étant supposé conuu el pris sous
forme réduite.

La matrice $(x) de (§) n’a a satisfaire qu’a la condition (g°)
d’étre échangeables a 8 (), pour z et y quelconques. La matrice
S(z) de (¢) satisfait déja ala condition d’étre échangeable 3 S(y).
Il ne reste donc plus a écrire que les égalités

Z Sm+1,0(%) Sp () =2'sm+a,p(y) sp8 (%),
P P

¢’est-a-dire, identifiant le coefficient de zy y, de part et d’autre.

(o) 2 am+:,pxappp=2 A m+1,p1 Xpfhy
4 P

ot A\, u=1,2,..., m, tandis que p=3 41, ..., m, puisque
Smyt,mp1(Z) =0 et que spa(x)=o0, dans une forme réduite,

pour p = f.
Posons amyy,p\ = bp). On aura

(1) Z bprapBy =2 boy app)-
P p

Dans ces égalités ne sont inconnus que les coefficients bpx de la
forme quadratique fry(2,, Z3y ..., ZTn).
Nommons B la matrice m-aire symétrique B = (b)), bp) = by,

1 .
On n’a plus qu’a résoudre, par rapport aux -m(m +1) in-
plus q , par rapp 5 m( )

connues b, le systéme (1) de m? équations linéaires et homogénes,
pour B, A, m=1,2,..., m.
32° Comme application de ce qui précéde, je vais prolonger le
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groupe m-aire(¢), de rang maximum m — 1, étudié déja au
Chapitre 1I.
S(x) est sous forme réduite;

()= (21;@2; ...; Tm-15%m) et (a,ﬂ,‘f=l,2,...,m),
o our aZpP+vy,
am:% P B+y
) pour a=B-4+1¥.

Résolvons donc par rapport aux inconnues b le systéme des m? équa-
tions (31°) linéaires et homogeénes, {B,A, u,p,0=1,2,...,m|,

(o) prxappp, =Z bop.aspr.
) )

33° Suivant le choix des entiers 3, A et u on pourra répartir les
m3 équations (0) en trois sortes :

Premiére sorte : 3 +A<m, B+ p.§ m. — Alors on pourra faire
dans le premier membre de (o) p =3 + u, et duns le second
¢ =B+ A. Le premier membre se réduit a by g,y et le second
A by,pyn et

(1) b;‘p_._p_ = bu,ﬁ+7\-

Deuziéme sorte : B+ p>m (ou B+ A >m)avec B+ AZm
(ou B 4 pwSm). — Alors dans le premier membre (dans le second
membre) de (o), il n’existera pas de terme en bg,u) (ou en
bgau)- Ce premier (second) membre se réduit a zéro; il viendra

(2) 0= bgiip (ou bgyyy=0).

Troisiéme sorte : 3+ X>m, § + pn>m. — La relation (o)
se réduit & une identité, tous les a qui y figurent étant nuls.

34° Reprenons la matrice inconnue B= (byg) des b. Nom-
mons-y transversale j la file d’éléments, tels que « 4 3 =. Les
transversales sont perpendiculaires a la diagonale principale et se
réparlissent en deux catégories :

Premiére catégorie : jSm ~+1. — La transversale a, avec
la premiére colonne de B, un élément bj_, ; commun.

Deuziéme catégorie : j > m +1. — La transversale n’a pas
d’élément commun avec la premiére colonne de B. Si on pose
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J=m+ 1+ h,la transversale j a, avec la derniére ligne de B,
I'élément by 4y commun.

On voit que les relations (1) et (2) du 33° n’ont lieu qu’entre
éléments d'une méme transversale.

35° Supposons d’abord que la transversale considérée est de la
premiére catégorie. Je dis que zous les éléments de la trans-
versale sont égauzx.

Sur la transversale, les divers éléments by j s =b; ) sont
définis par les valeurs A\ =1, 2, ..., j — 1 de V'indice A.

Prenons a volonté deux éléments by, et bgyu), avec h et
choisis 2 volonté. Pour qu’on ait la relation (1) du 33°

bgu=>bgsp) ou  buu=bian  (J=A+p+3),
il suffit de montrer (33°) que
B+rsm, B4+psm  (j—pusm,j—Aim).

Comme la transversale est de la premiére catégorie, onajSm -1,
J = m—+1— h, h non négatif.
Alors

m-+1—h—2A<m, m+1—h—psm (A21—h, p21—h),

ce qui a toujours lieu.
On a donc, sur une transversale de premiére catégorie,

bjan=K,.

36° Prenons une transversale de deuxiéme catégorie, j > m—+1,
J=m 414 h, h positif.

Les éléments b;_y , = by j_, de la transversale sont fournis par
les valeursp.:.h—{- Lh+2,...,moupZh+1.

Choisissons a volonté ’élément sur la transversale, c’est-a-dire
I'indice . Pour obtenir la relation (2) du 33°

o=bgap=bjpp (U=r+pn+§)
il suffit d’avoir deux conditions satisfaites :
n ﬁ%—k:j—pém ou m-+1+h—pSm p2i+h,
ce qui a effectivement lieu;

)y p+p>m, j—i>m, m+i1+h—2A>m, AZi+h.
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A=j—B—p=m+i1+h—B—p
el
m+i1+h—B—pli+h, B>m—p.

Comme on dispose de I'entier 8, on peut satisfaire a cette der-
niére inégalité.
Donc:

Sur une transversale de deuxiéme catégorie, les éléments
sont tous égaux a zéro.

37° La nature de la matrice m-aire B = (b,g) est maintenant
connue. On a
Kj=b;g88 pour j<m-r,
o=0b;gp8 pour > m—+1.

Alors la quadratique
fm+l =2 baﬂxazﬁ
f

est
j=m+1 =j—1

B
Jmr1= 2 K, Z TRT j—By
ﬁ:l

j=1
c’est-a-dire (25°)

fm+l=K2f1+---+Kmfm+Km+lq’»
B=m

b= ) 28Zmr-g et fi=o.
p=l

Posons (5°) z = Clz], Za=ag(a=1, 2, ..., m),
;m+l = -z'm+l+zcu-”a-
Le groupe m-aire (€) ne change pas. On a (5';)
70:(;) = fa(z) =fa(;),
.7m-+—l (;) =fm+l($) "*‘2 Cafa(;) = Km-H !ll(;/‘) +Zfa(;) ’ Ka+ Cq ;'

Or il est_licite de choisir les ¢, de fagcon que ¢4+ Ky=0. Le
groupe (7) est semblable a (%).
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On peut donc, 4 la similitude prés, faire simplement
fm+l = Km-H ‘lﬂ
38° Si Kpuyy 52 0, on peut supposer Ky =161

fm+i= 1 Xm—+ TaTm—1+...,

Sm+1,8 = Tm+1-B-

Le groupe ({) est, comme (¢ ), de rang maximum.
Si Ky =o, il vient frnyy = o.

39° Toute la discussion se résume dans une proposition unique:

Le groupe de rang maximum et d'ordre m ne fournit, par
prolongement et a la similitude prés, que deuxr groupes
(m—+1)-aires : ‘
le groupe de rang maximum; :
le groupe dont la matrice s’obtient en ajoutant, a la matrice

du groupe m-aire, une (m + 1)%me ligne et une (m + 1)ime

colonne, composées de zéros.




