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SUR LES POLYNOMES A COEFFICIENTS ET A VARIABLE
HYPERCOMPLEXES;

Par M. Léon AvuToNnNE.

I.

Dans une Communication récente (Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences, 28 mai 1906), intitulée : Sur les propriétés
qui, pour les fonctions d’une variable hypercomplexe, corres-
pondent & la monogénéité, j’ai énoncé diverses propositions re-
latives aux variables et aux fonctions hypercomplexes. La théorie
détaillée, avec les démonstrations, est donnée dans un Mémoire,
de méme titre que la Communication, qui doit paraitre dans le
Journal de Mathématiques, de M. Jordan.

Je me sers notamment de la terminologie et des notations de
M. Frobenius, telles que I'éminent algébriste les donne dans sa
Theorie der hyperkomplexen Grissen (Sitzungsberichte de
U’ Académie de Berlin, pour avril 1903).

La théorie générale conduit, en ce qui concerne les polynomes
a coefficients et a variables hypercomplexes, a diverses proposi-
tions, que je développe ci-aprés.

Rappelons d’abord les théorémes sur lesquels on s’appuiera.
Pour les démonstrations, on renverra aux publications précitées.

IL

1°. Prenons un groupe simple (¢) d’ordre n = r2. Une quantité
hypercomplexe z de (¢) est

(1) r = Esgx,, la=1,2,...,n}
X

ou les n coordonnées z, de x sont des nombres scalaires (c’est-
a-dire réels ou complexes, ordinaires). Les n symboles ¢, ont une
multiplication (associative, mais non commutative) définie par la
formule {a, 8,y =1,2,..., 2}

(2) agay=zsaa“3\(,

3



— 9206 —

ol les a,gy sont n® constantes scalaires. Si, pour x=23ex,
y=Z¢cy, 3=23¢5, on a, dans le groupe (¢), z =ys5, il viendra,
eu égard a (2),

Zea.z'a = (z Ep }’ﬂ) (Zeyz7> =2€p87}’35¥ =25a2 aﬁpY }’SZY
o ] Y By « By
d’ou la formule fondamentale

(3) w¢=2a“gyypzy.
By

2°. Au lieu des x4 et ¢4 on peutintroduire des coordonnées x),
et des symboles ¢y, a double indice (A, p=1, 2, ..., r; r:=n),
tels que les formules (2) deviennent
(4) © B pEpy =0, pour = P, Ehpépy = v

Le groupe (¢) est isomorphe sans hémiédrie aux groupes des
matrices r-aires
/&1 ... Ty
(z)={ ---

Tpg eee Tpp
siz=y35,ona(x)=(y)(s), et, réciproquement,

(5) M}L:Z)’lpznuv ; )‘1 K p=1I, 2;‘-*:"{'
P

Les coordonnées & double indice z), seront dites spéciales;
elles sont d’ailleurs liées aux x4 par des relations

2 bary g = 2\p, - barp.= const. scalaire,
-3

! —
& =1,

~

. N )
R N MNp=1,2,...,7 |

3°. Avec les n variables scalaires z, formons la variable hy-
percomplexe

(6) x=25«x¢, la=1,2....,n1.
-]
L'expression
(7) X=25¢X¢(x.,...,z,,)
[

sera dite fonction de la variable hypercomplexe z.
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Avec M. Frobenius, je désignerai par

f(z), une fonction scalaire des n variables scalaires z,,
S((z)), une fonction de la variable hypercomplexe z.

En coordonnées spéciales (2°), il viendra {a, B,v,5 =1, 2, ..., 7;
— 2

(8) r= Zeg;,xp.{, X= 2545 Xas(2).
By ad

4°. Posons xg, = 5,8; prenons les n2 = r* dérivées partielles
By Y8

0Xy3
dzyg’

rangeons-les suivant les lignes d'indices a¢ et les colonnes d’in-
dices y3. On aura la matrice jacobienne des X par rapport aux .
Nommons-la H.

Disposons les a8 et les v suivant la suite

1, 12, ..., Ir; 2I, 22, ..., 2F; ril, Iz, ..., rr

Les r valeurs des a décomposent H en r bandes horizontales,
de r lignes chacune. Les r valeurs de y définissent de méme r
bandes verticales de r colonnes chacune. H est ainsi décomposée
en r? matrices partielles 4y, suivant le schema

0” 0.; LY 0]"
H = ceeese eee e =‘0“YL;
0,1 0,2 ... 0.

0Xyd

la dérivée partielle P

est, dans la matrice 8,y, 'élément de ligne
¢ et de colonne f.

5°. Jintroduis maintenant la matrice n-aire W = |8}, laquelle
difféere de H par la transposition de chaque matrice partielle fyy,
c’est-a-dire par I’échange des deux indices § et 6. Si I'on pose

X

wag,ya = W ’

les 2= r* éléments wygy5 de la matrice W sont disposés suivant
les ligues 2.3 et les colonnes .
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H et W se définissent ainsi réciproquement d’une fagon compléte.
Quand on ne prend plus de coordonnées spéciales, H et W se
définissent encore mutuellement sans ambiguité. w,, étant dans W
I’élément de ligne A et de colonne p, | X, p=1,2,...,n}, ona
leya, B=1,2,...,n].

00Xy .
= = wa[af by,
dz‘p )Ep. 4 B

[2B ] =Z Qadp PpBys
e

(9)

les @ étant les constantes scalaires des formules (2).
On remarque aussi que

(10) s;spsl_;:z;,[aﬁ])‘p,.
-3

6°. Je n’insisterai pas sur les propriélés, assez remarquables,
de la matrice W. On les trouvera dans mes publications précitées.
Je passe de suile au probléme, objet de la présente Note.

II.
7°. Je désigne (3°) par:
P, (z), un polynome de degré m, a coefficients scalaires et aux n
variables scalaires z,, ..., z,;
pm(z), un polynome P, (z) homogéne.

L’expression

M, (r)=asxqyZ...ap—1Zam,

aux m —+ 1 coefficients hypercomplexes aq, ..., an, est dite un
monome en x de degré m.

Une somme de monomes, de degrés m'<m, sera un polynome
®n((x)). Si tous les monomes ont le méme degré m, €, ((x)) de-
viendra homogéne et s’écrira

Pn((x))

On a évidemment, pour coordonnées de la quantité hyper-
complexe 'all,,,_((.z-)), des expressions pp (x) ci-dessus. La quan-
tité @5, () aura pour coordonnées des expressions Py, ().
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8°. Voici maintenant la question (ue je vais résoudre dans la
présente Note :

Réciproguement a ce qui précéde, une expression hyper-
complexe X, dont les coordonnées sont des Pn(z), est-elle
toujours un polynome &n((x))?

On démontrera que la réponse est : oui, et d’une infinité de
Sacons.

90, Soit donc
(1) X=Zeamxa($)1
a

ou les X,(x) sont des P, (z) (7°). Comme un polynome quel-
conque est toujours une somme de polynomes homogeénes, il suf-
fira, pour la démonstration du théoréme, de supposer que les
Xu(z) sont des pm(z) (7°). On a & chercher si X peut étre effec-
tivement un P, ((z)) (7°).

10° Le théoréme d’Euler donne {a, B,\, 1, p,7=1,2,...,n},
. eu égard aux formules (g) et (10),

(12) —E Ca B 5— d.zp saxpwxu[ap];‘,,:qupsuz‘g Wipe
apip B
Décomposons la matrice n-aire W= |w),] en un produit de
deux matrices n-aires, W = UV/,
(13) U=lwg), V=[og], V=[vru]y, W=UV'= [Eu)\,vm].

La formule (12) donne ’

X= E ENEREY TBUDT Yyt
Bapt

=; (gsxuxr> (2@%%) <2%"w> =2”T"’f'

12 T

(14)

en désignant par u, et ¢; les quantités hypercomplexes.

(15) Uy = 2 ) W)z, V= 2 &) Vpre
» n
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11°. Prenons pour V une matrice quelconque, mais a détermi-
nant | V| £ o et i éléments ¢y, scalaires et constants; alors
(16) U=WvV-,
Les coefficients w), de W sont des polynomes p,_,(z); la for-
mule (16) montre qu'il en est de méme pour les uy;. Chacune des

n quantités hypercomple'xes u; est donc de méme nature que X,
mais le degré m a diminué d’une unité. On pourra donc écrire

Ur= Eur.-’“’n fti=1,2,...,n{.
T

On donnera encore aux coordonnées de ¢ des valeurs con-
stantes; les coordonnées de u, seront alors des polynomes ho-
mogeénes p,_,(z) et.ainsi de suite.

Tout compte fait, on pourra écrire finalement

‘ X = Z an‘r....r,,.H(“""ri)

(17) ! Ty

li=12,...,m; T=0,2...,0,

ot les n quantités hypercomplexes ¢ ont pour coordonnées n? con-
stantes scalaires arbitraires, & déterminant 3£ o.

ar,...t,, = const. hypercomplexe.

12°. La formule (17) montre que X est la somme de n” mo-

nomes
/M, () (1)

c¢’est-a-dire que X est un polynome
Pn((z)),

ou les quantités o, peuvent étre choisies d’une infinité de facons.
C’est ce qui est annoncé au 8°.

13°. La formule (17) peut étre simplifiée. Nommons E la ma-
trice n-aire unité. On peut faire, au calcul du 11°,

V=V =E, Yyt = 0, Prr=1;

. \
vp = e, X= 2 U Zig
T

d’on

et ainsi de suite.
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Alors (17) devient

‘X:’,,,((z-)): 2 Az, Titm LT Ty oo . T Eg; o X,

(18) <« TyeeeTieeeTon

DTy ee ey Ty ooy S =1T1,2, ...,0 1.

14°. Les coordonnées de I'hypercomplexe X sont des polynomes
pm(z) a coefficients scalaires b et a variables scalaives z,, ..., z,.
Il est facile d’établir des relations mutuelles entre les constantes
scalaires b et les constantes hypercomplexes a des formules (17)
et (18). Le calcul est plus court quand on emploie les coordonnées
spéciales (2°) gy, |5, n=1,2,....7; n=r2] et les symboles a
double indice e, = (E ), de facon que

ki

x =Z<i) Ty, [et analague de la formule (4)];
n
()= ())=C)
®’/\v v v v
13°. Dans la formule (18) faisons
et (M. - Gy _ ' 5:’) _
= = (w)’ x_gz,,%"‘ <m) ==X "'(m o
Désignons le coefficient a;, . par
a()\g...)\i...)\m>;
Ppeee Bioee Mm

mettons en évidence les coordonnées scalaires de I'hypercom-
plexe a, en écrivant

;)

p b

w ) =26)- G

3aap,)\ivl’-iy5iy7li=112=---,"; "’=’.2§'

La formule (18) devient

‘ Pu((x)) = Ewi."h e, 2 (‘:: l;) ®

(20) <

lo=(5) (GG GG Gre) Gn)



— 212 —
Pour que ® 7 o, il faut que

B=Eh 7“=)‘h ceey 711=)~17 ey 7)»1:)\”“
B1= sh ceey MBm—1= Em:
c'est-a-dire

B="4 m=E, 0 Bu-1=%m 1= Ai.

® se réduit a (: ) La formule (20) devient

@0 nten = F () s oo e (311270

)
el
Comme on a d autre part

X=Pul@n=3 (5 ) Ken(z: 8),
%lm
voici ce que donne I'identification des deux expressions, de P, ((z)):
le coefficient b, dans Xuy,, du produit

E = X5 Tl

)

étendues a toutes les combinaisons des indices § et 4 qui donnent
le méme produit E.

Il est évident qu’on peut annuler identiquement le polynome
P((z)) sans avoir besoin d’égaler a zéro chacun des coefficients
hypercomplexes a.

est la somme des constantes scalaires

a (")I soe Nin—t Nm
E: ---Em Wm

16°. Toutes les présentes recherches se résument dans une pro-
position finale unique :

Tatorime. — Pour qu’une quantité X hypercomplexe soit,
par rapport a la variable hypercomplexe x, un polynome de
degré m, a coefficients hypercomplexes,

il faut et il suffit que :
les coordonnées de X soient, par rapport aux coordonnées de
z, des polynomes de degré m, & coefficients scalaires.



