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SUR UNE TRANSFORMATION RECIPROQUE EN MECANIQUE;

Par M. Paur-J. Suchar.

M. Painlevé (') a étudié des transformations de mouvement qui
constituent la généralisation de la transformation homographique
en Mécanique, indiquée par M. Appell (2). On peut envisager
des transformations de mouvement distinctes des précédentes,
que je désigne sous le nom de transformations réciproques, et
qui seront définies comme il suit : les mouvements de deux points
qui ont lieu, 'un pav rapport au temps ¢ et I'autre par rapport au
- lemps t,, seront réciproques si, en deux points correspondants de
leurs trajectoires, les coordonnées du premier point sout des
fonctions des projections de la vitesse du second point sur les
axes de coordonnées, et réciproquement, les coordonnées du
second point sont les mémes fonctions des composantes de la
vitesse du premier point.

Si I’on suppose connues les fonctions qui caractérisent la réci-
procité, et si, de plus, on se donne une relation entre les temps ¢

(') PAINLEVE, Journ. de Math., t. X, 18yj.
(%) Arvers, American Jowrnal, t. X11.
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et ¢,, les équations du mouvement des deux points seront déter-
minées.

Inversement, et c’est le cas le plus intéressant, on se donne les
équations du mouvement d’un point matériel et I'on se demande
si le mouvement est transformable en un autre réciproque.

Le probléme ainsi posé est, en général, impossible, si aucune
hypothése n’est faite sur la nature de la force qui sollicite le point,
ainsi que sur la direction de la [orce.

Je me propose, dans ce travail, de montrer que le mouvement
est toujours transformable en un autre réciproque, si le temps
n’entre pas explicitement dans I'expression de la force et si, de
plus, la direction de la force fait, avec une droite fixe, un angle
dont la tangenle est le quotient de deux fonctions linéaires et
homogénes des coordonnées du point matériel ; en d’autres termes,
si les projections de la force sur les axes de coordonnées, quand
on se borne au mouvement plan, sont de la forme

X=(azx+by)u, Y=(a'z+by)u,

oua, b, a, b' sont des constantes et © une fonction absolument
quelconque des coordonnées du poiot et des composantes de la
vitesse. Le probléme comprend, comme cas particulier, le cas des
forces centrales; c’est surtout ce dernier cas qui fera I'objet du
présent Mémoire.

1. Soient M et M, deux points matériels de méme masse, que
pour simplifier nous supposons égale a 1. Nous supposons de plus
que le mouvement se fait dans un plan et que les variables indé-
pendantes pour les deux mouvements sont les temps ¢ et ¢,.

Appelons 2, y les coordonnées du premier point, z', y' leurs
dérivées par rapport a ¢ et X, Y les projections de la force sur les

P PP ’ pPro)
axes de coordonnées; enfin, z,, ), les coordonnées du second
point, z, , les dérivées de z,, -, par rapport a ¢, et X,, Y,
les composantes de la force.

D’aprés I'hypothése faite, les deux mouvements seront réci-
proques, si, entre &, ¥, &y, ¥i, &', ¥, T}, 3}, on a les relations

'z'l=f(z’1.7’)7 x=f(‘7“',n.7,l)»
=, y). y=o¢(x\, y):

—~—

(1



-2 —
Si les fonctions f et » sont connues, et sil'on pose
ay _ D(/,9) ,
(2 dt — D2, y) U

Difiel
ol Dra, T e le déterminant fonctionnel de f et ¢, les équa-

lions du mouvement des deux points seront connues. Nous aurons,
en effet,

(—[x ) dt m'=(if_x,+ o y )1‘1_

dat’ A de’
-7""( X+ dy’ @’ f‘(c'az_x dy’Y>dt

d’olt I'on déduira X, Y, X,, Y,, en ayant égard a (1) et (2).

2. Considérons le probléme inverse, c'est-a-dire le probléme
ol I'on se donne les équations du mouvement du point M, et exa-
minons tout de suite le cas o la force est centrale. Les équations
du mouvement seront alors

¥=uxzx,

1
o Y'=uy,

Nous supposons seulement que le temps ¢ n’entre pas implici-
tement dans l'expression de la force.
Si ce mouvement est transformable en un autre réciproque, il

existera deux fonctioos f el ¢, telles qu'en désignant par z,, y,
les coordonnées d’un point M,, on ait

(2) { “‘n=f(z",y')’ -7"=f(“"u.7'1)p
r=el(z,y'), ¥ =e(2y, yi)

Il s’agit de trouver ces deux fonctions. Supposons le probléme
résolu et différentions les premiéres relations (2) par rapport a ¢, ;

on aura
(9 Yy
s #1= ( X+ dy dt

_ (9 %y
(y"—( X+ %' )‘”1.

dti — D(f,@)
de D(z‘,y) 4

(3)

Si 'on pose
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et qu'on remplace X, Y, par uz, uy, on aura

f o

si=La+ Ly

dy 7

@ ( ri= d? z+ i?;!}’

Fred ;
or, les fonctions f et @ étant supposées connues, z;, y; seront
d’aprés (2) des fonctions de z et y; en les substituant dans ces
derniéres relations, on aura évidemment une identité, ce. qui
exige que ces relations soient indépendantes de 2’ et y'; il faut
donc que f et ¢ soient linéaires par rapport a z’ et y/, et les rela-
tions (2) seront de la forme

) | #1= a2’ + by' +¢, x=az| +by| +e,
)y.:a'z"—&- oy'+¢, y=azi+¥by,+c,

ou I'on pose

ab' — ba' = K.

Si l'on substitue dans (4) les valeurs de x|, y; déduites de (3),
on trouve les relations suivantes entre les coefficients

! ’ !
b—a:=o, b=o0, c¢=o0, a=o, c=o,

et comme on a
ab'— ba' = K?,

la transformation la plus générale sera
z, = Kz', 1= Ky'.

Donc, si un point matériel est sollicité par une force centrale
dont I'expression ne contient pas explicitement le temps, le mou-
vement sesa toujours transformé en un autre réciproque, par la
transformation

’ z =Ko/, dt,

l}" KJ", W:K’“,

(6)

les équations du moyvement étant

"=uzx, yY'=uy.
XXXIH, 14.
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3. Le point M, transformé du premier, sera aussi sollicité par
upe force centrale. En effet, si nous différentions les relations (6)
par rapport a ¢,, on aura

, dt ‘
$'=K$'2E’ J"¢=K.}’ d—t’-;

en ayant égard aux équations du mouvement et a la relation qui
lie ta ¢y, on aura

x
(7) zy =g’ y’.='l-’£;

_,,,';=_”'_, _y;=l‘_,
ol u s’exprime a I'aide de (6) et (7) en fonction de z,, y,, 2}, ¥, .

4. Remarquons que la trajectoire Lransformée, si on la rapporte
aux mémes axes que le premier mouvement, n’est autre chose
qu'une courbe homothétique de la courbe hodographe correspon-
dant au premier mouvement, la constante d’homothétie étant K,
et le centre d’homothétie étant le centre des forces. Si, en parti-
culier, K =1, la trajectoire transformée est la courbe hodographe
du premier mouvement, et la transformation est, dans ce cas,
corrélative, comme nous I’avons fait voir dans une Note présentée
adI’Académie des Sciences, le 27 octobre 1902, c’est-a-dire que la
trajectoire transformée est la polaire réciproque de la trajec-
toire du mouvement donné par rapport au cercle ayant le

centre des forces pour centre et \/C pour rayon, tournée d’un
angle droit autour de ce centre dans un sens convenable, la
constante G étant celle des aires. On obtient une démonstration
immédiate de cette proposition en partant du théoréme des aires
mis sous la forme pv =C, si 'on remarque que l'extrémité du
segment vitesse, porté sur la droite qui mesure p, a pour polaire,
par rapport au cercle dont le centre est le centre des forces, la
tangente & la trajectoire; donc, si 'on fait tourner cette polaire
réciproque d’un angle droit autour du centre et dans un sens con-
venable, elle coincidera avec la courbe hodographe correspon-
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dante, c’est-i-dire, dans le cas présent, avec la trajectoire
transformée.

8. Supposons toujours la constaute K = 1. Il est intéressant de
déterminer la relation 4 laquelle la force donnée el la force trans-
formée doivent satisfaire. On a, en effet, en désignant par F la
force donnée et par F, la force transformée,

(8) FF,:I‘V,

que 'on obtient par différentiation des formules (6) et (7)ot r est
la distance du point M au centre des forces. Une autre remarque
intéressante est qu’il y a échange entre les coordonnées polaires r
et 0 et la vitesse v et la direction « de celte vitesse; c’est-a-dire que,
dans les deux mouvements transformés et en deux points corres-
pondants, les coordonnées polaires de I'un des points représentent
la vitesse et la direction de la vitesse de ’autre point, ce qui résulte
des formules mémes de transformation. Il s’ensuit alors qu’en
désignant par p, la distance du centre des forces a la tangente a
la courbe transformée, c’est-a-dire a ’hodographe, le théoréme des
aires pourra se mettre aussi sous la forme p, 7 = C, la coustante C
étant la méme que dans le premier mouvement; il suffit pour s’en
convaincre de remarquer que, si ¢ est 'angle de la vitesse avec
le rayon vecteur, cet angle se conserve dans les deux transforma-
tions, et I'on déduit de la relation des aires

(9) C=rvsing = p,r = po.

A laide des formules (8) et (9), nous allons établir les équations
différentielles de la trajectoire et de la courbe hodographe. Remar-
quons que le rayon vecteur r est la diagonale d’un rectangle ayant
pour cdtés les distances de l'origine & la tangente et lu normale 3

. . - P . d,
la trajectoire; or ces deux distances sont données par p et d—f; on

aura donc, en ayant égard a (g),

ol 22
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el, par analogie, pour la courbe hodographe

wwo2(3) ]

Différentions ces formules et remarquons que la différentielle
de la force vive dans le premier mouvement est

vdev=Fdr,
et dans le mouvement transformé est

rdr=F;dv.

Puisque r est la vitesse et ¢ le rayon vecteur, nous aurons la
fortnule de Binel

al
 §
(10) F='“f—:<m?r+5>

et la formule suivante

H
C2 dx; ).
Fi=—%\@ +s /s

d’od, en ayant égard 4 (8), on conclura finalement,

1
re (s 1
(1) F=—w\da "3/

6. Les formules (10) et (11) nous montrent que, si I'on sait
déterminer la trajectoire ainsi que le mouvement lorsque la loi de
la force est de la forme

F=rf(r,v),

on saura encore déterminer la trajectoire et le mouvement si la loi
de la force est de la forme

r
F=oary

oli, dans la fonction précédente f, nous avons fait 'échange entre 7,
0 et ¢. La remarque est évidente; on sait d’ailleurs que r s’exprime
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dl

en fonction de -:-, et ?f, d’aprés le numéro précédent. Si, alors,

nous supposons les deux mouvements rapportés aux mémes axes
et Porigine placée au centre des forces, le second mouvement
nous donnera d’abord la courbe hodographe correspondant a cette
dernié¢re force; alors, pour obtenir la trajectoire, il faudra la
faire tourner d’un angle droit autour de l'origine des axes, et
prendre la polaire réciproque de cetle courbe par rapport au cercle
dont nous avons déja parlé.

Considérons, comme exemple, les lois de forces trouvées par
MM. Darboux et Halphen (') et qui font décrire & leurs points
d’application des coniques:

wr wr wr
(@z+by+cyp’ (aw+by)y

3’
(az?+2bzy +cy?)?

On sait déterminer le mouvement ainsi que la trajectoire pour
chacune de ces forces; il résulte alors de notre remarque qu’on
saura encore déterminer le mouvement ainsi que la Lrajectoire,
pour les lois de forces

3
-&r(az”+ 2ba’ y'+cy'?)3,
_IE r(az’'+ by +¢)3, -&r(ax’+ by,

ol z/, y' sont les dérivées de z et y, par rapport & ¢. Les trajec-
toires correspondantes seront des coniques, puisque les courbes
hodographes sont aussi des coniques.

On peut se rendre compte de la nature des trajecloires décrites
sous l'action de ces derniéres lois de forces. 1l suffit pour cela de
remarquer que, quelles que soient les conditions iniliales, les lois
de MM. Darboux et Halphen donnent des coniques qui sont tan-
gentes a chacune des deux droites ax?~+ 2bzy +cy*=o, ou
bien qui ont la méme droite az + by + c= o pour droite polaire
par rapport au centre des forces, ou enfin qui passent toutes par

(') Comptes rendus, t. LXXXIV.



— 218 —

le centre attractif. Or, ces courbes sont les courbes hodographes
correspondant aux derniéres lois de forces; donc, d’aprés des
théorémes bien connus sur les pdles et polaires, les coniques tra-
jectoires auront un genre indépendant des conditions initiales et
dépendant du signe de b2 — ac, ou bien seront des coniques ayant
toutes pour centre le point dont les coordonnées homogénes sont
x=a, y = b, 3 =c, ou enfin seront des paraboles.

7. La remarque du numéro précédent nous a suggéré I'idée de
chercher s’il n’existe pas, outre les lois de forces classiques (u’on
rencontre dans tous les Traités de Mécanique, d'autres lois de
forces pour lesquelles le mouvement s’obtienne par des quadra-
tures. En effet, outre les lois qui ne dépendent que de la position

du mobile, savoir f(r) et la loi de Jacobi @, on peut encore

envisager les lois

1 .
(12) F’-f(ac090+(551n0+-;{_).
(13) rf(azi+ 2Pzy +vy*?)

ol a, B ety sont des constantes données et f une fonction arbi-
traire. Il est facile de voir que le mouvement peat s’obtenir par des
quadratures.

La proposition est immédiate pour la premiére loi de force, qui
rentre dans le type de Jacobi si y=o0; pour yZo, si l'on fait
dans la formule de Binet le changement de fonction

;(:= ;": —acosb — Bsin,

on obtient I'équation diflérentielle de la trajectoire d’un mobile
sollicité par une force centrale et ne dépendant que de la dis-
tance r, au centre; par conséquent le mouvement s’obtiendra
par des quadratures.

La démonstration de la proposition pour la deuxiéme loi de
force peut se faire & I'aide d’un théoréme did a M. Appell (*) et
qui s’énonce ainsi :

(') ArvreLe, loc. cit.
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Toute transformation homographique, faite sur les coordon
nées d’un point sollicité par une force centrale qui ne dépend
que de la position du mobile, transforme le mouvement en un
autre ot la force transformée est également centrale et ne
dépend que des coordonnées du point transformé.

Nous allons effectuer la transformation particuliére
rz=ax+by,, y=adz+by, ab—ba'=rq,

que nous supposons seulement n’étre pas équivalente & uo chan-
gement des axes de coordonnées; enfin, la variable indépendante
dans les deux mouvements est toujours le temps. ¢&. On trouve
que la force transformée est du méme type que la précédente,
savoir

rif(az} +aprzyyi+ 1y},

mais la transformation contient encore trois constantes arbitraires
ou pourra alors disposer de ces constantes de maniére a annuler le
coefficient 3, et a rendre égaux a 1 les coefficients a, et y,; alors
la force transformée ne dépendra plus que de la distance.

Remarquons en passunt qu’a I'égard ‘des deux forces (12) et
(13) on peut se proposer le probléme suivant :

Sachant qu’un point matériel est sollicité par une force cen-
trale du type (12) ou du type (13), et que la trajectoire est algi-
brique, trouver la fonction f.

On trouvera que les seules courbes algébriques sont des co-_
niques et que les deux types (12) et (13) se raménent aux lois de
MM. Darboux et Halphen. En effet, le mouvement se transforme
par la transformation précédente en un autre ou la trajectoire est
encore algébrique; de méme, si 'on emploie la transformation du
méme numéro en posant

Y

Y=

= ’l- — acos® — Bsin0,

1
il est évident que la trajectoire transformée est encore algébrique;
or, pour les deux transformations, les forces se transforment en
d’autres qui ne dépendent que de la distance, el 'on sera ainsi
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amené au probléme c¢noncé et résolu par M. Keenigs ('), qui a
trouvé que les seules lois de forces sont pr et a

Nous voyons en résumé que le mouvement peut toujours s’ob-
tenir par des quadratures, lorsque les forces sont de P'une des
formes

S

r:

J(r), ’ -’-f;f(acosﬁ-i— bsin()—o-;), rflazt*+ 2bzy+ cy?).

Il résulte alors de la remarque du n® 6, que le mouvement peut
encore se ramener a des quadratuares si les lois de forces sont de
I'une des formes

rf(v), rvdf(a), rv’f(a cosa -+ bsina + %), rf(az’2+ 202"y +cy'),
ou a est I'angle de la vitesse avec I'axe polaire.

8. Les Lypes de lois de forces que nous avons considérés jusqu’a
présent et pour lesquels le mouvement s’obtenait par des qua-
dratures étaient représentés en général par des fonctions dépen-
dant de r, 0 et v et par ’échange de ¢, 2 et r-. Il est facile de re-
marquer qu’il y aura encore réductibilité si, I'angle de la direction
de la vitesse avec le rayon vecleur étant désigné par @, la loi de la
force rentre dans le type

S(r, v, ?)-
En effet, il suffit de partirv de I'équation diflérentielle dela force
vive et du théoréme des aires mis sous la forme 7 sing = G, pour

ramener le probléme & l'intégration d’une équation différenticlle
du premier ordre ct & des quadratures; on remarquera alors que si
11 loi de la force est de la forme

f(?),

I

le probléme se raméne & des quadratures. Considérons en parti-
culier la loi

coto
P b
,..t -

(') Kentas, Balletin de la Socicté mathématique, L. NVIL
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qui rentre dans le type précédent; on remarque que si a celle

S0

r2

expression on ajoute un lerme de la forme et que I'on consi-

dére la loi
K cot 0
¢, L)
r3 2
ou K est une constante arbitraire et f une fonction arbitraire, le
mouvement s’obtiendra par des quadratures. En eflet, on a

1
rete=—me
et la formule de Binet nous donne
I 1
—c @ 7-+ ) Eﬁ' f(0)
2 \d0z " r/) T rdh IEN
d’ott
2 L I
Pr_ k% a Ko
e tr=— SO

¢quation différenticlle linéaire du second ordre i coefficients con-
stants ¢t avee second membre; on aura donce la trajectoire par des
quadratures, puis le temps par une nouvelle quadrature. De
I'expression précédente de la foree, en s’appuyant sur la remarque
du n® 6 et en ayant égard a la formule (11) du n* 3, on déduit une
aulre loi
ro®
Keotg1-v/(a)’

pour laquelle le mouvement s’obtiendra encore par des quadra-
tures.

9. Nous avons montré que le mouvement est toujours transfor-
mable en un autre réciproque, si la force est centrale. Hnous reste
d montrer qu’en général le mouvement est transformable ¢n un

autre réciproquey si les ¢quations du mouvement sont de la forme

2= (ux + by)u,

[N (
( V'=la e 40 vyu,
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ou u est une fonction arbitraire de z, y, 2/, y'. On trouve, en sui-
vant la méme marche qu'au n°2, que les deux fonctions f et ¢, qui
permettent d’obtenir la transformation, doivent étre linéaires; de
plus, le déterminant al’ — ba' étant différent de zéro, les deux fonc-
tions f et ¢ seront homogénes; enfin, pour que le probléme soit
possible, il faut en outre que le déterminant ad’ — ba’ soit égal a 1.
Si cette condition est remplie, la transformation la plus générale
sera, 4 un facteur constant prés, qu'on peut supposer égal a 1,

= (b'+1)2'— by dt,

(2) yi=—dazr+(a+1)y de

= Au,

ol A est le déterminant de cette transformation, qui doit étre sup-
posé différent. de zéro. La condition ab'— ba’'=1 semble res-
treindre la généralité du type (1); mais il est facile de voir qu'il
n’en est rien et de s’affranchir de cette condition; il suffit, si cette
condition n’est pas remplie, de faire au préalable sur les équa-
tions (1) un changement convenable, et le plus simple est d elfec-
tuer un changement linéaire sur la variable indépendante ¢; les
équalions aprés ce changement seront du méme type; on pourra
alors profiter de la constante introduite pour que le déterminant
correspondant soit égal a 1.

10. Dans un travail qui paraitra prochainement (£'ssais sur la
réductibilité des équations du mouvement d’un point matériel
dans un plan), nous reviendrons en particulier sur le Lype (1).
Nous terminerons ce travail par une derniére remarque. Le type (1)
outre les forces centrales comprend aussi, comme il est évident, le
cas d’une force qui fait avec le rayon vecteur un angle constant.
L’analogie est compléte entre les deux cas; la seule différence est
que la transformation n’est pas corrélative dans le dernier cas.
Afin dc montrer I'analogie entre les deux cas, nous allons exa-
miner le cas d’une force qui fait un angle constant avec le rayon
vecteur, et, pour simplifier, nous supposerons que cet angle est
droit ; toutes les propriélés que nous déterminerons dans ce cas
subsisteront pour Loutes les valeurs de I'angle. Nous remarquons
que pour obtenir les ¢quations du mouvement, il suffit dans (1)
de faire

o« =0, h = —, a' =i, h'=o,
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ce qui nous donne

s 2= uy,
(3) | y'= uz,
et d’aprés (2)
(4) m=avy, o dy

=au,.
r=—a'+y, dt

Différentiant les relations (4) par rapport a ¢, et ayant égard a (3),
on trouve

" dt —y+=x
r,_(—y+a:)u‘-l—t:_ 2
;o dt _ y+=x
Vis+au =27,
d’ot
5) z =2 +yi,
Yy ==+

Différentiant (5) par rapport 2 ¢, afin d’oblenir les composantes
de la force transformée, on aura

dt
z’= (X,+ Y‘)T"’

, dt
Y =(—xa+Ya)7§"

=N _ T,
(6) X, = 2u Yi= 2u

Les relations (4) nous montrent que la trajectoire transformée
est la courbe hodographe correspondant au mouvement donné et
rapportée i un syst¢éme d’axes, qui sont les bissectrices des axes
auxquels le mouvement est rapporté, l'origine des axes étant la
méme. Les relations (5) nous montrent que la vitesse en un point
de la trajectoire transformée est le rayon vecteur correspondant
de la trajectoire du mouvement donné; c’est-d-dire qu'il y a
échange entre r et ¢; enfin si F et F, sont les deux forces dans les
deux mouvements, on aura la relation

re

FF,:-;.

Il s’ensuit que, si 'on sait déterminer le mouvement pour une
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certaine loi de force, par exemple une loi de force de la forme
rf(z, y)

on saura encore déterminer le mouvement si la loi de la force est

de la forme
r

f@+y, y—=a)

Remarquons enfin que I'angle que la direction de la force fait
avec le rayon vecteur se conserve par la transformation; en effet,
d’aprés (6), la force transformée a une direction perpendiculaire
au rayon vecteur ¢ de la courbe transformée.

11. Dans ce travail, nous n’avons considéré que le cas ou la
courbe hodographe est curviligne; on peut voir sans peine que, si
la courbe hodographe est rectiligne, cas oit le mouvement lui-
méme est recliligne, ou bien la direction de la force est constante,
le mouvement est encore transformable en un autre réciproque et
cela d’une infinité de manidres; ainsi, dansle cas d’un mouvement
recliligne, on peut se donner arbitrairement la fonction qui carac-
térise la réciprocité, puisqu’il n’y aura qu’une seule fonction et
déduire de I'équation du mouvement la relition qui lie les temps ¢
et ¢,. On pourra aussi se proposer, en ayant égard a la relation qui
lie la force donnée et la force transformée, le probléme suivant :

Si dans un mouvement rectiligne la loi de la force ne dépend
que de la distance et de la vitesse, le mouvement est tauto-
chrone; on demande si le mouvement transformé le sera aussi.



