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APPLICATION DE LA METHODE NOMOGRAPHIQUE LA PLUS GENERALE
RESULTANT DE LA SUPERPOSITION DE DEUX PLANS
AUX EQUATIONS A TROIS ET A QUATRE VARIABLES;

Par M. Maurice p'OcacNE.

Le but de ce Mémoire est de faire connaitre tous les types
possibles d’abaque a trois et a quatre variables résultant de la
superposition de deux plans. Cette étude est une application im-
médiate du principe général communiqué a I’Académie des
Sciences, dans la séance du 31 janvier 1898 ('), et qui est rappelé
ci-dessous dans une premiére section du Mémoire.

En pratique, I'un des deux plans superposés sera opaque,
I'autre transparent, d moins que les déplacements relatifs des deux
plans ne s’effectuent sans empic¢lement les unes sur les autres de
leurs parties uliles, ce qui a lieu notamment lorsque ces dépla-
cements se réduisent au simple glissement d’une échelle de I'un
d’eux le long d'une échelle de 'autre comme dans les régles et
cercles & calcul qui, au point de vue ol nous nous plagons, rentrent
dans la catégorie des abaques.

1. — PriNcIPE GENERAL.

1. Un pointest dit sans cote s’il ne fait pas partie d’un systéme;
de méme pour une courbe.

Un point est dit & une cote s'il fait partie d’un systéme simple-
ment infini, la valeur correspondante du paramétre élant inscrite
a coté de ce point dont elle constitue la cote; et encore de méme
pour une courbe.

Un point est dit & deux cotes s'il fait partie d’un systéme
doublement infini, c’est-a-dire du réseau formé par deux systémes
de courbes a une cote. Les cotes de ce point sont celles des
courbes, prises dans I'un et 'antre systémes, qui s’y croisent.

Une courbe est dite & deuwx cotes si elle fait partie d’un systéme
simplement infini tracé & travers un réseau de points a deux cotes.
Chaque point de cette courbe considéré comme appartenant a ce
réseau, dit réseau de cotes, est pourvua de deux cotes. L’un quel-

(') Comptes rendus, t. CXXVI, p. 397.
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conque de ces couples de cotes peut étre affecté a la courbe, mais
il faut remarquer que, lorsqu’unc des cotes de la courbe est
donnée, l'autre s’ensuit. En effet, la premiére cote définit une
courbe de I'un des systémes du réseau; par le point ou cette
courbe est rencontrée par la courbe donnée passe une courbe du
second systéme dont la cote est la seconde demandée.

.Au point de vue des applications, on pourrait se borner a con-
sidérer les points et courbes a deux cotes. Mais il faut remarquer
que, théoriquement au moins, on peut multiplier indéfiniment le
nombre des cotes. En effet, un réseau de cotes est, avons-nous
dit, constitué par deux systémes simplement infinis de courbes.
Rien n’empéche de munir a son tour chacun de ces systémes d’un
réseau de cotes (en admettant, bien entendu, que ces divers
réseaux soient tracés dans des aires n’empiétant pas les unes sur
les autres) et la répétition de cette remarque montre la possibilité
de concevoir, sinon de réaliser des points ou courbes & un nombre
quelconque de cotes. On voit en outre, si ces cotes sont au
nombre de n, que la connaissance de n — 1 d’entre elles entraine
celle de la niéme,

Les fig. 1, 1 bis et 1 ter montrent les schémas de systémes de

o e

Fig. 1.

courbes C respectivement a 2, 3 et 4 cotes.

Lorsque nous ne spécifierons pas qu’il s’agit d’un point ou
d’une courbe & plusieurs cotes, nous dirons élénient a plusieurs
cotes. Un tel élément sera désigné par la lettre E suivie d’un
chiffre indiquant le nombre de cotes correspondant. Ainsi Eo,
Ei1, ..., En désigneront des éléments sans cote, & 1 cote, etc.,
a n cotes.

XXV 2
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Dans le cas o il sera spécifié que 1'élément E sera un point,

Fig. 1 bis.

une droite ou une courbe, la lettre E seraremplacée par la lettre P,
la lettre D ou la lettre C.
Convenons tout de suite que si parmi les éléments envisagés

Fig. 1 ter.

(6')

figurent plusieurs cercles concentriques nous leur aflecterons la
lettre T'; de méme, des droites paralléles seront désignées par la
lettre A.

2. Deux éléments sont dits en contact s’ils sont tangents
lorsqu’il s’agit de deux courbes, si I'un est situé sur 'autre lors-
qu’il s’agit d’un point et d’une courbe. Remarquons que la coin-
cidence de deux points équivaut i deux contacts, deux des courbes
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passant par l'un de ces points devant élre en contact avec 'autre
point.

Nous exprimerons le contact des éléments E et E' par la nota-
tion Em~E'.

Lorsque deux plans = et =’ ne sont astreints qu’a la simple
superposition, leurs déplacements relalifs sont a 3 degrés de li-
berté. Le contact établi entre deux éléments pris l'un sur =,
I'autre sur «, fait disparaitre un degré de liberté. Donc, en gé-
néral, il suffit de trois contacts pour fixer la position relative des
deux plans.

Il peut toutefois y avoir exception. Deux premiers contacts im-
posés ne laissent au déplacement relatif des deux plans qu’un
degré de liberté. Dés lors les diverses positions de I'élément E/
du plan =’ ont, sur le plan =, une enveloppe (trajectoire si I'élé-
ment E' est un point); si cette enveloppe coincide précisément
avec I'élément E, on voit qu’un contact imposé entre les éléments
E et E' ne suffirait pas, joint aux deux premiers, a fixer la position
relative des deux plans, puisqu’il est une conséquence nécessaire
de ceux-ci; il y a indéterminalion. Si'élément E est une courbe
paralléle a 'enveloppe de E/, il y a impossibilité. De telles circon-
stances, qui ne se produiraient que si I'on faisait un choix spécial
de données, ne se rencontrent jamais dans les applications. 1l suffit
donc qu’elles aient été mentionnées; on admettra dans la suile
gu’elles se trouvent toujours écartées.

On peut dés lors énoncer le principe suivant :

La position relative des plans superposés = et = portant
respectivement les éléments E; et E; est complétement définie
par trois contacts tels que EimE,, E,mE), EymE,. Si, dans
cette position relative, se produit en outre le contact E,m E',,
les cotes de ces huit éléments satisfont a une certaine équation
dont on a ainsi la représentation.

Représentant par n; et n; les nombres de cotes des éléments E
i=4%

. , . Y
et E;, on voit que cette équation renferme ’l:Z’l'i+ n va-

3

i=1

riables, et que I'ensemble des deux plans permet, lorsque Pon se



donne les valeurs de n—1 de ces variables, d’obtenir celle de
la ni¥me résultant de ’équation représentée.

Par extension d’un terme consacré par I'usage nous dirons que
I’ensemble des deux plans, munis de leurs éléments cotés, constitue
un abaque de cette équation.

Pour former I'équation correspondant & un abaque donné, on
rapporte d’abord les éléments du plan =’ considéré comme mo-
bile au plan = considéré comme fixe, au moyen des formules

Z=ke+/1—My+u, Y=—y/1—Nx+dy+v.

Chaque contact E;~E; s’exprime dés lors par une équation dans
laquelle, en outre des n;+ n; cotes correspondantes entrent les
3 paramétres A, p, v. L’élimination de ces 3 paramétres entre les
4 équations ainsi obtenues fournit I'équation cherchée.

3. Supposons que la position relative des deux plans soit fixée
au moyen des contacts E,~E|, E;~E), E;~E| et que le contact
qui en résulte soit E;=E;.

Si les éléments E|, E), E; sont des cercles concentriques I',,
I, I';, on voit qu’une fois établis les contacts E, =T, E;mT), le
seul déplacement relatif possible des plans = et =’ est une rotation
autour du centre commun des cercles. Pendant cette rotation le
cercle I'; tourne sur lui-méme. Dés lors s’il se trouve én contact
avec I’élément E;, ce contact est indépendant du contact E;~E;
dont on peut, en conséquence, faire abstraction; de méme si les
éléments E|, E;, E| sont des droites paralléles A, A}, A}, auquel
cas la rolation précédente est remplacée par une translation pa-
ralléle & la direction de ces droites.

Ce second cas peut d’ailleurs étre considéré comme limite du
précédent lorsque le centre commun des cercles est rejeté a 'infini
dans une direction donnée.

De plus, les cercles T',, I',, T'y d'une part, les droites A}, A;, A}
de l'autre, peuvent venir en coincidence.

En résumé, si I'on représente I'abaque général produit par la
superposition de deux plans au moyen de la notation

Eymy=Einl. Esny=Eyn,. EynymEyny, E,on,=E,n},
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les cas particuliers dont il vient d’étre question pourront élre dé-
notés par

N ’ ’ nl ’ ’ ’
EynymIliny, Eyny=Tyn,, Esng=I'yn,, »eo,

afin de rappeler que le quatriéme contact devient alors indéter-
miné.

Remarque. — Pour les contacts servant a fixer la position rela-
tive des deux plans chaque élément doit étre pourvu d’un réseau
de cotes appartenant au méme plan que lui. Mais pour le contact
résultant on peut rattacher un des éléments qui y interviennent a
un réseau de cotes qui ne soit pas situé sur le méme plan que lui.
Par exemple, dans le cas général, on peut prendre les cotes de
I'élément E| sur un réseau appartenant au plan =. Dans ce cas,

nous désignerons cet élément par la notation E| r}, et nous dirons
que l'abaque est & alternance.

4. Pour faire, au point de vue de leur structure, I'étude des
abaques relatifs aux équations contenant un certain nombre n de
variables, étude que I'on peut, par une extension toute naturelle,
qualifier de morphologique, il faut, abstraction faite de la na-
ture géométrique des éléments mis en contact, voir de combien
de fagons on peut répartir n variables dans les huit groupes
constituant I'ensemble des cotes de chacun des huil éléments
en présence. Si I'on se place & ce point de vue, on peut effacer
les lettres servant a désignerles divers éléments et dénoter chaque

genre d’abaque d'équations a n variables de la maniére suivante

’ ’ ’ ’
ny= Ry, Remny, RyMRy, Ny,
avec
Ry Ny + Ny~ N+ ng—+ ny—+ 1+ nf = n.

11 faut d’ailleurs remarquer que deux solutions ne sauraient étre
considérées comme distinctes lorsque I'on peut passer de l'une i
'autre soit par permutation des quatre couples ci-dessus, car la
répartition des indices entre les quatre groupes d’éléments en
contact est quélconque, soit par inversion simultanée de l'ordre
des nombres entrant dans chaque couple, car cela revient & un
simple échange I'un en l'autre des deux plans superposés.



En recherchant, sous réserve de ces deux remarques, toutes les
décompositions en somme de huit termes (plusieurs de ceux-ci
pouvant étre nuls bien entendu) du nombre n, on obtiendra tous
les genres possibles d’abaques formés par superposition de deux
plans, applicables & des équations & n variables (*).

Il est essentiel d’observer que la répartition des n variables en
plusieurs groupes servant a coter les divers éléments en présence
entraine pour I’équation représentée I’existence de certains carac-
teres fonctionnels. Sanf donc pour le cas de n =3, qui offre
une particularité signalée plus loin (n" 6), on ne pourra obtenir
par superposition de deux plans I'abaque d’une équation guel-
conque a n variables.

Fort heureusement les Lypes représentables, qui sont encore
fort généraux, comprennent a peu prés toules les équations qui
se rencontrent dans les applications.

II. — Equations Ao 3 vAriABLEs.

5. Pour les équations a 3 variables, toutes les solutions du pro-
bléme qui vient d’étre posé liennent dans le Tableau suivant :

Is........ 3wmo 00 om0 OO
My ... 2= T 00 [T
Hig........ 2mo0 1m0 om0 00
IVyoooool e 20 oM | om0 om0
Vaeeeeoo, 1M1 1=0 om0 0o
Vig........ 1m0 10 [0 om0
VIly.oooove. 1m0 10 o1 om0

1l existe donc sept genres d’abaques par plans superposés pour
les équations & 3 variables.

(") Le major P.-A. Mac-Mahon, doat on connait les importantes recherches sur
la partition des nombres et a qui nous avions posé le probléine consistant a dé-
nombrer @ priori les divers genves d’abaques applicables aux équations a n va-
riables, en a donn¢ une solution compléte que 1'on trouvera dans une Note insérée
dans le Bulletin ala suite de ce Mémoire.

Si G (n) représente le nombre de genres correspondant & n variables, la mé-
thode contenue dans cette Note pour

"oz, , 3, I 3, 0, 7s
donne
G(n):=u, B g, 3u, 63, i,
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Remarque 1. — Les genres I, et Il; comportant trois contacts
entre éléments sans cote, les deux plans, dans ces deux cas, con-
servent I'un par rapport a I'autre une positibn invariable; autre-
ment dit, ils se réduisent a un plan unique. 1l n’y a pas lieu de
reconrir a 'usage du transparent.

Remarque 1l. — Chacun des autres genres comportant un
contact entre éléments sans cote, celui-ci peut étre rendu indéter-
miné, en vertu de la remarque du n°® 3, si 'on prend comme élé-
ments du plan 7’ des cercles concentriques ou des droites paralléles,
pouvant d’ailleurs venir en coincidence. Les sous-genres ainsi
obtenus seront désignés par les mémes chiflres romains primés :

1r,, 1v;, v, Vi,, VIL,.

Remarque 111. — Pour que les seuls éléments colés de I'abaque
puissent étre des points & une cote il faut que le genre duquel
dérive cet abaque ne comporte que des éléments a une cotc en
contact avec des éléments sans cote. Cette circonstance ne se pré-
sente que pour les genres VI; et VII; et le sous-genre VI,. Elle
n’a pas lieu pour le sous-géenre VII; puisque avec celui-ci les élé-
ments cotés du plan = sont nécessairement des cercles concen-
triques on des droites paralléles.

A la suite de ces remarques générales, nous allons examiner de
plus prés quelques variétés des genres précédents, pour faire voir
comment s’y rattachent certains types d’abaques connus.

6. Dans le genre ll;, supposons que les éléments du plan =

Fig. 2.

soient des points & deux cotes «, et f,, tandis que.les éléments du
plan =’ soient des courbes & une cote o). En vertu de la Remarque 14
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du numéro précédent, nous pouvons immédiatement figurer les
systémes de courbes (a,), (8,) et () sur un méme plan, ce qui
donne la fig. 2.

On voit qu’on peut tout aussi bien considérer les systémes (z,)
et (o)) comme définissant des points 2 deux cotes mis en contact
avec les courbes (3,), ou les systémes (e, ) et (By) comme définis-
sant des points & deux cotes mis en conlact avec les courbes (24).
La possibilité de permuter dans ce cas les réles joués par les trois
variables montre que ’équation représentée n’offrira aucun carac-
tére fonctionnel particulier. Et, en effet, nous retrouvons bien
ainsi le mode général de représentation applicable & une équation
quelconque a trois variables (').

La question qui se pose avec de lels abaques est de disposer
judicieusement du choix de deux des systémes de courbes, qui est
arbitraire, en vue de la plus grande simplicité possible. On
s'efforcera notamment de n’avoir affaire qu’a des droites. Clest ici
que le principe de 'anamorphose de Lalanne, généralisé par
M. Massau, trouvera son utilité. Mais, au point de vue morpholo-
gique auquel nous nous sommes placé, on voit que les abaques
ainsi obtenus ne sauraient étre considérés comme essentiellement
distincts de ceux que donne la méthode ordinaire qui consiste a
prendre pour le systéme de points & deux cotes les sommets d’un
quadrillage régulier.

7. Le genre V, est constitué de la facon suivante (2) :

Plan = : Eléments 4 une cote, (a;) et (a,); éléments sans cote, Eq et E,.
Plan ' : Eléments a une cote (a) ); éléments sans cote, E),, E; et E',.
Mode de liaison : (ay)m (2)), (a2)= Ey, Ey= Ej, E, = E},

‘n voici quelques exemples :

Premier exempLE : Procédé Willotte pour le calcul des pro-
Slls de terrassements. — Soit ZOAB le gabarit d’un demi-profil
de remblai (3) (fig. 3). Pour définir complétement un tel demi-
profil, il resterait a tracer la ligne du terrain naturel.

(') Nomographie, n° 1.

(?) Pour suivre plus facilement ces explications, le lecteur fera bien de lcs
traduire en croquis schématiques en employant des couleurs différentes pour la
figuration dcs éléments appartenant a I'un et a autre plan.

(®) On pourrait procéder de méme pour le déblai.



Si l'on se donne l'aire ¢ du demi-profil, cette ligne a pour
enveloppe une hyperbole. Tracons la partie utile des hyperboles
correspondant aux valeurs pratiques de o. Nous obtenons ainsi le
systéme (o).

Si Fon se donne la largeur d’emprise ¢, la ligne du terrain na-
turel pivote autour d’un point de la ligne AB du talus extérieur;
de méme si I'on se donne la longueur A du talus. Chacun des points

Iig. 3.

A

— )
(o) —/———__

[ TN PN T

z
de la ligne AB correspond donc i la fois d une valeur de ¢ et dune
valeur de ), et cette ligne peut étre regardée comme constituée
par un systéme de points cotés (¢) et un systéme de points cotés (1)
qu’on définira par deux graduations portées de part ct d’autre de
celte droite.

Si déslors on applique sur le Tableau ainsi formé un demi-profil
dont trois des cdtés s’appliquent sur OZ, OA et AB, le quatriéme
coté, c’est-a-dire la ligne du terrain naturel, sera tangent & une
courbe (s) dont la cote fera connaitre I'aire du demi-profil, et
passera par un point de la droite AB, dont les cotes ¢ et A donne-
ront la largeur d’emprise el la longueur du talus. Tel est, réduit
a ses traits essentiels, le procédé de M. Willoute (').

(') Annales des Ponts et Chaussées, 2* semestre 1880, p. 303.-Nous avions fait
entrevoir la possibilité de rattacher ce procédé aux abaques dans notre Nomo-
graphie, p. o2.



On peut aisément voir comment ce procédé rentre dans le
genre d’abaque qui vient d’'éire défini. En elfet, supposons que
nous graduions 'axe OZ au moyen des valeurs 3 de la cole sur
I'axe el que, sur un lransparent nous marquions I'axe O'Z’, par
Porigine O' duquel nous ferons passer des droites faisant avec la
perpendiculaire a cet axe les angles correspondant aux diverses
valeurs 0 de la déclivité du terrain naturel.

1l suflira, pour faire la lecture relative a un demi-profil donné,
d’appliquer le transparent sur le Tableau précédemment défini,
de fagon que l'axe O'Z s’applique sur OZ, lorigine O’ de cet
axe élant mise en coincidence avec le point (3). La droite (9)
du transparent sera alors langente a la courbe (o) et passera par
le point (¢) ou (1), dont les cotes sont les valeurs demandées pour
I’aire, 'emprise et la longueur du talus.

Le diagramme ainsi obtenu peut étre considéré comme prove-
nant de la coexistence de deux abaques du Lype ci-dessus.

Pour I'un et pour 'autre de ces abaques, lous les éléments sont
les mémes, a I'exception de (a,), ainsi que le montre le Tableau
ci-dessous ot le signe = est celui de I'identité

__ | Courbe (o),
()= { Point (¢) ou (%),
(a}.) = Droite (0), k) = E; = Point O/, E, = Point Z'.

(@2) = Point (z), E3= E,=axe OZ,

Le procédé Willotte peut donc étre dénoté ainsi qu’il suit :

i"; ou () { H (O ()0, 0Z=O), OLmT.

1l faut remarquer que la coincidence du point (s) avec le point O',
considérée isolément, équivaudrait, ainsi que cela a été observé
au n°® 2, i deux contacts, mais 'un de ces contacts résulte déja
de OZ = O'; il n'y a donc pas surabondance de contacts imposés.
En effectuant la coincidence (5)wm O’ aprés le contact OZ w~ O/,
on ne fait en réalité que mettre en contact la perpendiculaire a
O’/ menéc par le point O' avec le point (3).

Druxiime exemerr @ Régle ¢ calcul. — Soient OZ le bord de
la régle portant une graduation qui compte double, puisqu’on y lit
les valeurs de deux des varviables o, et 25 O'Z' le bord de la
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réglette mobile glissant le long de OZ, sur lequel on lira la va-
riable o et dont 'origine est O'; Z/ un point quelconque de O'Z/
autre que O'. On voit immédiatement que la régle a calcul rentre
davs le genre d’abaque précédent lorsqu’on suppose que

(21)= Point (ay)de OZ, (23)= Point(a;jde OZ, E;=E,=AxeOZ,
(2}) = Point (¢})de 0'Z', E,=E,=PointO’, E, = Point Z'.

La notation correspondante est
0Zw~ 0, OZ= 17, ()= O, (ay) = (2}).

Méme remarque que ci-dessus, en ce qui concerne les coinci-
dences des points O et (&) respectivement avec les points (2.)
et (2,). Ces coincidences équivalent simplement au contact des
perpendiculaires a O'Z’ élevées en O’ et en («,) avec les points
(22) et ().

On peut aussi remarquer que si 'on remplacait la réglette
mobile par un transparent sur lequel seraient tracées, par les points
de division de O'Z/, des perpendiculaires a cet axe, on pourrait
imprimer a ce transparent une translation quelconque paralléle-
ment a ces lignes; dés lors, 'orientation du transparent élant
maintenue pac l'obligation, pour la perpendiculaire élevée en O’
a O'Z/, d’éire en contact avec le point P a I'infini sur le plan fixe
dans ladirection perpendiculaive a OZ, le dernier contact qui avait
pour objet d’assurer la coincidénce des axes OZ et O'Z’ peut étre
supprimé, et 'on tombe sur un abaque du sous-genre V7 ainsi
dénoté, O représentant maintenant la perpendiculaire en O’
o'z

(ay) = (2)), (22)m Oy PumO) » = ».

Trotstime exempLE @ Abaques polaires de M. Pesci ('). — Un
axe gradué O'X’, mobile autour du point O avec lequel coincide
son origine O/, passe par le point coté («,) lorsque le point coté ()
de cet axe se trouve sur la courbe cotée (o) (fig. 4). Si nous
appelons OX et OY deux axes quelconques passant par I'origine O,
nous voyons que le genre V; ci-dessus donne ce dernier type

(') Rivista marittima, mars 1895, Exemple particulicr généralisé depuis lors,



lorsque

(2y)= Courbe (2y), (22)=Point(a,), E;=axeOX, = E,=axeOY,
(2)) = Point (a), E};=Axe0'X’, E,=E,=Point0/,

d’ou la notation

(3)=(a)), (@)= O0'X, OXmO, OYwO.

8. Arrétons-nous un peu aux types d’abaques i trois variables
ne comportant comme éléments cotés que des points a une cote.

Nous avons vu dans la Remarque IIT dun°5 que ces types dérivent
de VI, VI et VII,.

A. Lorsque, dans le genre VI3, nous supposons que les trois
systémes d’éléments cotés sont des systémes de points i une cote

Fig. 5.

(a) (e2) (a'J) ;Z
Cy '
c2 cy s

(a1), (a2) €t (a3), nous obtenons un abaque ainsi constitué ( ££g.5):

Plan = : Trois systémes de points a une cote (a;), (%), (#3); un élément
quelconque sans cote E,;.



Plan 7' : Trois courbes sans cote C, C), C;; un élément quelconque
sans cote E}.
Mode de liaison : (a;)m G, (az)= C}, (a3) = C;, E, = E,.

Premier Exemere : Si les supports des systémes (2,), (a2), (23)
sont les cOlés d’un triangle équilatéral, si I’élément E; est le point
a l'infini dans la direction perpendiculaire a I'axe (o), si les
courbes C, C}, C; sont les diagonales d’un hexagone régulier, et

Fig. 6.

si I’élément E| se confond avec la diagonale C, on retrouve le
type des abaques herxagonaux de M. Lallemand (') (fig. 6),
applicables aux équations de la forme

Ji(ag) + fa(22) + f3(%3) = 0.

Deuxieme exempLE © Si les courbes C| et C} coincident avec un
cdté O'X’ d’un angle droit, la courbe C, avec I'autre coté O'Y’ de
cet angle droit, et si I'élément E se confond avec le sommet O’ de
cet angle, I'élément E, n’étant autre que la courbe méme qui
porte les points («,), on retrouve le type des abaques a équerre
de M. Geedseels (2) (fig. 7), applicables aux équations de la forme

[fa(@)—S1(a)] [ fa(as)— f1(ar)]+[ea(2s) — 1 (@1)] [05( @5) — o1 (2)] =o.

(') Nomographie, Ch. III.
(?) Annales de la Socicte scientifique de Bruzelles, année 1898.



— 30 —

La partie du profilométre Siégler ('), destinée a faire connaitre
Paire d’un demi-profil, en est une variélé dans laquelle a,, a. et

Fig. 7.

«y étant remplacés par la cote 3, la déclivité § et l'aire o, les
points (z) sont distribués sur une droite, les points (4) et (o) sur
une seconde droite perpendiculaire 4 la premiére et de part et

d’autre de celle-ci (fig. 8).
B. Lorsque, dans le genre VI, nous supposons que les trois

Fig. 8.

systémes d’éléments cotés sont des points a une cote, nous obte-

(') Annales des Ponts et Chaussees, 1°* semestre 1881, p. 98. Nous avions
signalé dans notre Nomographie (p. 94) la possibilité de rattacher ce profilo-
métre aux abaques.
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nons un abaque ainsi conslitué :

Plan © : Trois systémes de points & une cote, (a;), (%2), (23).
Plan ©' : Trois cercles concentriques I'}, I',, T.

Mode de liaison : (%)= Ty, (%)= Ty, (a3) =T, » =,

Exemrvrr : Si les cercles T, I',, T, viennent a coincider et que
lear rayon augmente indéfiniment, ils se réduisent & une droite
unique A, et 'on obtient les diagrammes connus sous le nom
d’abaques & points isopléthes (') qui, aprés extension donnée

Fig. 9.

ici & l'emploi des points cotés, devraient plutét se nommer
abaques a points alignés (fig. 9). lls sont, comme on sait,
applicables aux équations de la forme (?)

Ji(ay) ?1(“1) ()
Sa(ag) ?2(“2) $a(22) | =o0.
Sa(az) o3(23) UNE?Y)
C. Réduisons enfin, dans le genre VII, les divers ¢éléments
Fig. 10.

(@)
(%2 Cs

c} (3)

(') Nomographie, Ch. 1V.
(%) Sur les exemples d’application de cetle méthode, voir un article paru dans
le numéro du 15 février 1898 de la Revue gencrale des Sciences (p. 116).
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cotés d des points & une cote. Voici ce que nous obtenons ( /ig. 10):

Plan w : Deux systémes de points a une cote (ay) et (ay), une courbe sans
cote C3 un élément quelconque sans cote E,.

Plan=': Un systéme de points & une cote (}), deux courbes sans cote C
et G}, un élément quelconque sans cote Ej.

Mode de liaison : (a;)=C}, (ay)~Cs Cym(ay), E,~E;.

ExemprLe. — La partie dn profilométre Siégler déja cité, des-
tinée a faire connaitre les largeurs d’emprise et les longueurs de
talus, rentre dans ce type d’abaque. Ici, les graduations (a,) et (a.)
sont les graduations (z) et (8) (fig. 8), la droite portant la gra-
duation (z) sert a la fois de courbe C; et d’élément E;, les
courbes C; et C; sont les cotés O'X' et O'Y' de I'angle droit
mobile dont I'élément E| est le sommet O', enfin les points (a})
qui sont a la fois des points (¢) et (X) sont distribués sur une droite
paralléelea O'Y'.

Ill. — Equarions o 4 vARIADLEs.

9. Pour les équations & 4 variables, tous les genres possibles
sont donnés par le Tableau suivant :

| P 4o om0 om0 0™ 0
I,...... 3= om0 om0 00
ni,...... 3m=o 1m0 OO0 om0
IV,...... 3mo0 oM om0 om0
Vieeevoor 2w om0 om0 om0
A% PP 20 1 1=0 om0 om0

VI, ..... 2w om I om0 om0
VII,...... 2m0 20 om0 om0
IX,...... 20 I T om0

). ORI 20 1m0 1=0 om0

XI,...... 20 1=0 o [ om0
XIil,...... 2H0  OM2 OO  0MO
XI,.o... .. 2m0 oI oMl )
XIV,..... . N I om0 om0
XV,...... 1 10 ™0 om0
XVI,...... 11 =0 Om | om0
XVII,..... . 1m0 =0 10 1m0
XVill,...... 1m0 (=0 10 oI

XIX,..... . I 10 G 0w ]
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La Remarque I du n° 5 est applicable aux genres I;, 1l4,
et Vy, la Remarque Il A tous les autres, a 'exception des trois
derniers auxquels s’applique la Remarque I11. Les abaques a
4 vaviables ne comportant comme éléments cotés que des points a
une cote appartiennent donc aux seuls genres XVII,, XVIII,
et XIX,.

Nous allons, comme dans le cas de Lrois variables, examiner
quelques cas particuliers, mais nous devons auparavant présenter
cette observation capitale que le type général d’équation corres-
pondant & chacun des dix-neuf genres ci-dessus présente un ca-
ractére fonctionnel spécial. En d’autres termes, on ne saurait, au
moyen de deux plans superposés a éléments cotés, représenter
une équation & 4 variables QUELCONQUE.

10. Dans le genre V,, ot les deux plans se réduisent & un seul,
puisque trois contacts entre éléments sans cote s’opposent a tout
déplacement relatif, supposons que I'un des systémes a deux cotes
soit constitué par des points (&, 8), lautre par des droites pa-

Fig. 11,

X JAVAY
). VAV.VAN S V. V.V
XXX XXX
VAV XK

/

PG Vet

ralléles (o), B,). Nous obtenons ainsi un abaque du type repré-
senté par la fig. 11, applicable aux équations de la forme (')

S(as, Br)= o(ah, BY)

Le genre VIII, comprend les abaques ainsi constitués :
Plan = : Deux éléments & deux cotes (ay, B1), (%3, B2); deux éléments
sans cote E;3, E,.
Plan=': Quatre éléments sans cote E, E}, Ej, E}.
Mode de liaison : (%, B;)=E\, (23, B:)~E}, E;mEj; E,=~E;].

(') Nomographie, p. 19.
XXVI. 3
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ExempLe. — M. G. Pesci a proposé un type d’abaque repré-
senté par la fig. 12 qui se déduit du genre précédent ainsi qu’il
suit :

(21, B1)= point(ay, 1), (a3, Bs) = point(as, B1), E;= E,=point O,
Ei=E;=axe0'X, E;=E,=0'Y".

Un tel type d’abaque s’applique a toute équation de la forme

k[ fi(21) fa(az)~+ @1(ar) pa(aa)] 4 fi(a1) pa(as)— p1(ar) fr(as)=o.

Si, dans le sous-genre VIII,, on suppose les trois cercles con-

Fig. 12.
]

centriques réduits 3 une méme droite A’, ’élément non coté du

plan = étant un point O et ses éléments & deux cotes des points
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(a4, By) et (az, B2), on obtient le type represeme par la fig. 13,
également proposé par M. Pesci, et qui s apphque aux équations
de la forme

Si(ag, Bi) 9a(az, Ba)=21(2, B1) fa(2s, Ba)-

Les abaques hexagonaux et les abaques a points alignés pour
4 variables se déduisent respectivement du genre X, et du sous-
genre X comme ceux pour 3 variables ont été déduits de VI, et
de VI;. Les figures correspondantes s’obtiendraient en remplagant,
sur les fig. 6 et 9, I'un des systémes de points a une cote par un
systéme de points a deux cotes.

11. De méme que pour les équations a'3 variables nous avons
fait voir comment un procédé particulier (n° 7, 1°* Exemple)
pouvait se rattacher & notre classification générale, nous allons
examiner a ce point de vue le procédé de M. Massau pour la réso-
lution de I'équation compléte du troisiéme degré (')

234+ nz2+pzs+qg=o.

Considérons sur un plan la parabole P, enveloppe des droites
dont I’équation cartésienne est

22+ 3r+y =o0,

et prenons dans son plan le point M dont les coordonnées sont
z=n—q,y=p (fig- 14)-

Cela fait, déplacons un angle droit de fagon que, son sommet
décrivant la droite z = n, son c6té O'X’ passe constamment par
le point M Lorsque, dans ce déplacement, le coté O'Y’ devient
tangent a la parabole P, la cote de la droite (5) avec laquelle il
coincide est une racine de l’equallon proposée.

Pour classer ce procédé parmi les abaques, il suffit : 1° de con-
sidérer le point M comme défini par les deux cotes n — ¢ et p;
2° d’inscrire la valeur de chaque cote z 4 cd1é du point de tan-
gence sur P de la droite (z) correspondante.

On voit alors immédiatement que I'on a affaire & un abaque du

(') Mémoire sur l'intégration graphique, Livre III, p. 28. On trouvera dans
notre Nomographie (p. 81) un abaque beaucoup plus simple pour la méme
équation, construit d’aprés la méthode des points alignés.
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genre X;. Un tel abaque est, en effet, ainsi constitué :

Plan m : Un élément a deux cotes (ay, B;); deux éléments 4 une cote (as)
et (a3); un élément sans cote E,.

Plan=': Quatre éléments sans cote E', B}, E}, E;.
Mode de liaison : (ay, B1)=E}, (a3)~E,, (a3)=E;, E,~E].

\P\ \ /"/ »

\‘ M

\\o><\

X,

|
[
e [0, 1|

% gl ) X

Pour obtenir le procédé Massau ci-dessus il suffit d’opérer les
identifications que voici :

(a1, B1)= point(n —gq, p), (ag)= droite(n),
(23 )= point(3) E,= paraboleP,
E)=axe 0'X/, E, = point O/, E;=E|,=axe0'Y".

12. Considérons maintenant les abaques a 4 variables dont les
seuls éléments cotés soienl des points i une cote. Nous avons
déja dit au n° 9 qu'ils dérivent des genres XVI1,, XVIII, et X1X,.

Fig. 15.

(o) () (ex3) (o)
c}
°' c4 c:

A. Genre XVII,. — L’abaque (fig. 15) est ainsi constitué :

Plan n : Quatre systémes de points- @ une cote (25), (%), (23), (%).
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Plan 7' : Quatre courbes sans cote G}, G}, Cj, C;.

Mode de liaison : (a;)=Cy, (23)=Cy, (a3)=Cy; (a,)=C}.

Si les courbes C,, C}, C}, C, se confondent en une seule, on ob-
tient les abaques a transversale quelconque de M. Geedseels ().

B. Genre XVIII,. — L’abaque (fig. 16) est ainsi constitué :

Plan © ; Trois systémes de points & une cote (ay), (%), (23); une courbe
sans cote C,.

Plant': Un systéme de points a une cote{a}); trois courbes sans cote
CIH C,za C;’
Mode de liaison : (a1)=C}, (ag)=Ch, (a3)=Cy, C,=(a}).
Sila courbe C; se confond avec le support du systéme (a,) et

Fig. 16.

(o) (a2) (oe3) Ce
()
¢ e/ 1.
Cs

les courbes C), C,, C} avec le support du systéme («}) on obtient

Fig. 1.

s

le type représenté par la fig. 17, qui a été également proposé par
M. Gaedseels.

(") Loc. cit.
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C. Genre XIX,. — L’abaque (fig. 18) est ainsi constilué :

Plan = : Deux systémes de points & une cote (2;) et (ay); deux courbes
sans cote Cj et G,.

Plan ' : Deux systémes de points & une cote (aj}) et (2} ); deux courbes
sans cote Cj et C;.
Mode de liaison : (a1)=C), (a3)=GCy, Cim(ay), Cym(ay).

Si la courbe C; se confond avec le support du systéme (a,),

(ad),

C, avec celui de (a,), C) avec celui de (ay), C} avec celui de (a}).

Fig. 19.
(o) (o2)
(ee3)
(ced)

on obtient le. type représenté par la fig. 19, encore proposé par
M. Geedseels:

13. Nous ferons enfin remarquer que I'on peuat encore obtenir
des types d’'abaques & n variables de la facon suivaote : Consi-
dérons un type d’abaque a m variables.(m > n) et supposons que
nous prenions pour m — n 1 des variables qui y figurent des
valeurs égales entre elles. Nous obtiendrons ainsi la représen-
tation d’une équation a n variables, mais ce sera en réalité au
moyen d’un abaque & m variables.
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Il est d’ailleurs essentiel de remarquer que [’une des variables
entrant dans l'équation ne peut (4 moins que I'on n'opére par
litonnements) étre prise comme inconnue que si elle ne corres-
pond sur l’abaque qu’a un seul systéme d’éléments cotés.

L’avantage qu'il pourra y avoir, le cas échéant, a recourir & un
tel mode de représentation tiendra a la possibilité de substituer a
un diagramme sur lequel figureraient des courbes cotées, un autre
diagramme sur lequel les seuls éléments cotés seront des points a
une cote.

Comme exemple d’une telle méthode nous citerons celle de
M. Beghin (') : considérons sur un plan quatre systémes de points
a une cote (a,), (@), (23) et () et appliquons sur ce plan un
transparent portant une série de droites paralléles (fig. 20). Si

I'on fait passer une de ces droites A; par les points (a,) et (a2),
une autre A’ passera par le point («)) et cette droite A’ coupera
alors la quatri¢me échelle en un point dont il suffira de lire la
cote 3. On voit que le point &, peut étre considéré comme fixant
la cote de la paralléle A’, en vertu de la remarque qui termine
le n° 3. C’est donc 13 un abaque a alternance pour lequel la cote «,
quoique inscrite sur le plan =, se référe au plan «, et, suivant la
convention faite dans la remarque citée, cet abaque pourra étre
dénoté de la fagon suivante

PR
(ag )= AY, (a,)-nA:,, (a,)-—t(z'l), .

(') Geénie civil, 24 décembre 1892.
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C’est donc, en somme, un abaque du sous-genre XV (n°9) a
alternance. Il s’applique aux équations de la forme

[fe(a2)— fi(x1)] [‘93(&3)—\'{1(0‘2 N=[92(a2)— ¢1{a)] [fs(as)— g1 (a})].

Si 'on donne & a, et a o) des valeurs égales on obtient la mé-
thode de M. Beghin applicable aux équations a 3 variables qui
rentrent dans le type précédent lorsque l'on y fait ay=a. Cet
auteur a précisément imaginé celte méthode pour représenter
uniquement au moyen de systémes de poinls a une cote une équa-
tion de forme particuliére (loc. cit.).

1V. — PLANs suPERPOSES EN NOMBRE QUELCONQUE.

14. Une étude analogue pourrait étre entreprise en ce qui con-
cerne la superposition non plus de deux mais d’un nombre quel-
conque de plans. Elle dériverait encore du principe général énoncé
au début de ce Mémoire, de la fagon suivante : le plan = étant
considéré comme fixe, la position du plan «’ sera définie par les
contacts de trois de ses éléments avec trois éléments pris sur le
plan = ainsi que cela a été expliqué au n° 2. Ces plans étant ainsi
rendus .solidaires I'un de l'autre, nous représenterons leur en-
semble par (w, =’), et nous définirons ensuite la position du plan '
par les contacts de trois de ses éléments avec trois éléments ap-
partenant a '’ensemble (w, ©'), ¢’est-a-dire pouvant indifféremment
faire corps avec le plan = ou avec le plan ='. De méme, trois nou-
veaux contacts fixeront la position du plan = par rapport al'en-
semble (&, ®', =), et ainsi de suite jusqu’au plan =(™). On pourra
alors constater qu’il se sera produit, en dehors des 3m contacts
ayant servi a définir 'ensemble (=, =', ’, ..., =), un dernier
contact entre un élément pris sur le plan =(™) et un élément ap-
partenant a 'ensemble (=, =’, ', ..., n(»="). De la résultera un
abaque de I’équation par laquelle se trouvent liées les cotes des
6m + 2 éléments intervenant dans les 3m -+ 1 contacts dont il
vient d’étre question.

Il n’y a évidemment aucun intérét pratique a envisager d’une
maniére générale des abaques obtenus par superposition d'un
grand nombre de plans, mais cette extension permet de faire ren-
trer dans la théorie générale certains abaques qui ne peuvent
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étre obtenus par la simple superposition de deux plans, a savoir
ceux qui comportent plus de deux systémes d’éléments variables
les uns par rapport aux autres. Nous allons en indiquer quelques
exemples.

15. Premier ExempLE. — Supposons qu'une équation a quatre
variables a,, a,, a3, a; résulte de I’élimination d’une variable auxi-
liaire o entre deux équations de la forme

S(2) 9 (a) Y () S(a) ¢ (x) ¢ (2)
ft(*t) ?1(11) i (ay) | =o, fs(“a) ‘«?3(13) d3(as) | = o.
| fa(2) a(22) Ya(22) So(a) eu(a) $u(a)

\

Chacune de ces équations donnera lieu a un abaque a points
alignés (n° 8, B, Ez.). Nous pourrons construire ces deux aba-
ques sur un méme plan en faisant coincider leurs échelles ()
qui sont identiques; de plus, comme la valeur de la variable
auxiliaire « n’intervient pas, nous n’aurons pas a marquer la
graduation correspondante dont il nous suffira de tracer le sup-
port qui sera une certaine courbe C.

Dés lors le mode d’emploi de 'abaque, sila varlablc a,; est prise
pour inconnue, sera le suivant : Une droite D,, passant par les
points (o) et (ay) coupe la courbe Cen un point P; la droite Dy,
passant par le point P et le point (2,) coupe la derniére échelle
au point (ay).

On peut, pour réaliser ce mode d’emploi, se servir d’une droite
mobile (fil tendu; index sur un transparent) qu’on fail coincider
successivement avec la droite D,, et la droite Dj; en la faisant
pivoter autour du point P qui est dit le pivot. La courbe G est
dite de méme courbe des picots, et 'abaque peut éire désigné
comme un abaque & pivotement (*). Mais on voit que le mode
d’emploi d’un tel abaque peut encore étre réalisé au moyen d’une
droite D', tracée sur un premier transparent ©’ et d’une droite D},
tracée sur un second transparent =’. Cela montre que cet abaque

(') Nous avons déja eu occasion de faire construire un certain nombre d’aba-
ques de ce genre, le type d’équation auquel ils s’appliquent étant trés fréquent
dans la pratique. On en trouvera notamment unc application A la nouvelle for-
mule de M. Bazin, rclative a I’écoulement de I'’cau dans les canaux découverts,
dans la livraison du 1° trimestre 1898 des dnnales des Ponts et Chaussces.
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appartient a la catégorie de ceux qui sont oblenus au moyen de
trois plans superposés. Pour mettre en évidence le role symétrique
que jouent ici les quatre variables, I'abaque pourra, avec les no-
tations définies dans la Section 1 de ¢e Mémoire, étre dénoté
comme suit :

()= Diy  (a)=Diy, v |

C D D%.),
(@)= Dhy,  (@)m Dy,  wwn o (Pre DR

(D),, D},) désignant le point commun aux droites D, et D},.

Seconp ExempLE. — L’abaque & échelles mobiles, construit par
M. Lallemand pour le calcul de la correction des erreurs de divi-
sion des mires dans les nivellements de précision ('), fournit un
exemple d’abaque & quatre plans superposés.

Il comprend, en effet : 1° un plan = portant, sur deux arcs de
cercle de centres O, et O,, des graduations (i) et () correspon-
dant aux indices de compensation des deux mires, el une régle-
guide dont le bord sera désigné par OY; 2° deux disques «’ et =’
mobiles respectivement autour des points fixes O, et O, et por-
tant, outre des index O’'Y’ et O”Y”, des courbes graduées (H’)
et (H") correspondant aux lectures faites respectivement sur les
deux mires; 3° un transparent (en celluloid) =" dont un bord
rectiligne O”Y"” glisse le long de OY, et sur lequel sont tracées
des droites parall¢les graduées (E”) dont les cotes représententla

_correclion cherchée, la droite ‘de cote o étant prise comme axe
OII/X./I/.

" Le mode d’emploi de I'abaque est le suivant : Ayant arrété les
disques dans des positions telles que les index O'Y' et O"Y"
marquent sur les graduations (@) et (i12) les valeurs des in-
dices de compensation des mires, on améne l’axe O"X" du
transparent a étre tangent a la courbe (H') dont la cote est la
lecture faite sur la premiére mire. La courbe (H"), dont la
cote est la lecture faite sur la seconde mire, est alors tangente

(1) Nivellement de haute precision, par M. Ch. Lallemand, dans V’Encyclo-
pédie des Travaux publics (p. 149 du tirage a part). Le lecteur fera bien, pour
suivre l'explication donnée ici, de recourir & un croquis schématique fait en
quatre couleurs correspondant respectivement aux quatre plans =, =, =", =".



a une des paralléles (E") du transparent, dont la cote est la
correction demandée.

Si nous prenons sur les plans =’ et =’ des axes O'X' et O"X"
quelconques, nous voyons que la notation de 'abaque est dés lors
la suivante :

0,=0'X, OmOY, (p)=0Y,
0= 0"X",  0,mO0"Y,  (sg)=0"Y"
O -t OI”YIII’ Y -t OIII YIN’ (HI) -t O’l’ x"" (I'{”)H (EHI)‘

Autres ExempLes. — Dans son Mémoire déja cité, M. Gadseels
signale certains types d’abaques & plusieurs transversales qui peu-
vent encore étre considérés comme résultant de la superposition
de plusieurs plans.

Eofin, divers ingépieux instruments de calcul, dus & M. F.-J.
Vaes, se raménent immédiatement aussi aux abaques a plusieurs
plans superposés, notamment une régle a glissiéres servant aun
calcul d’une formule de traction des locomotives (*).

Nous veviendrons avec plus de détail sur ces divers points dans
le Traité de Nomographie que nous préparons en ce moment.

-

(') La description de cette régle a paru dans le Recueil hollandais De Ingenieur
(numéros des 10 et 17 avril 1897).



