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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA COMPOSITION DES LOIS DE PROBABILITÉ DES ERREURS
DE SITUATION D'UN POINT SUR UN PLAN;

Par M. M. D'OCAGWE.

Le but de la présente Note est de faire connaître la démonstra-
tion de résultats qui ont été présentés à ^Académie des Sciences
dans la séance du 5 mars i8p4 {Comptes rendus, t. CXVTII,
p. 517).

1. — LEMME ANALYTIQUE.
Posant

<p(Mi, Ui) = aiU\ 4- ibu^Uî -t-a^Ml -+- iCiU^ -{-îc^Uf 4- d,

considérons la somme de tous les éléments infiniment petits de
la forme

^-y(tt.,«,) du^du^

tels que u^ "4- u^ soit compris entre t et t 4- dt. Celte somme
pourra S1 écrire

„» ^t-¥-dt—Ht
I== f f e-^^du^du^.

J—» Jt—H^

Cette intégrale a pour valeur principale

I ==dt Ç e-^-^du^.
«^—ao

On a d^ailleurs
i / =ai — ib -4- Ot,

<p(Mi,< — Mi) == ^MÎ-4-2w«i-h/i, avec m-=(b—a^ )<-+-( Ci — c^ ),
/i === Ot^ -+• ïc^t-}- d.

Décomposant cette forme quadratique en une somme de carrés,
on a

/ * \ I n w \ 2 ni — m9
O(MI, ^—Ml)== ï / / M , - r - — — j -t-———^———•

L'intégrale précédente devient donc, en posant \/7u^ 4- m^ = ç>,
v »nl-m^ ^

l=dt.e t — f e-^dv,
\/l •/-ao/?

^/î^
wy—w2

TC — • ' , Jfje i dt,
xxni. 5
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ou, en remplaçant /, m, n par leurs valeurs ci-dessus et ré-
duisant,

f~~j.^ntMs-ff*)t*•¥•ï[a^c^<ltf•^—b(c^-{-Ct}]t'^-t^^a^9h+ft^—^^—{'t^ ,
(l) I == l/ —————-———— €-'——————————•——„ ^ ^ d t ,

\ ^l — 20-h a» .

2. — ERREURS A UN PARAMETRE.

Avant déborder le problème principal que nous avons en vue,
traitons le cas particulier des erreurs à un paramètre.

n causes d'erreurs agissant isolément donnent naissance
aux lois de probabilité exprimées {pour ( = = = 1 , 2 , ..., n) par

p i ^ i / ^ e-^dxi.

Déterminer la loi de probabilité des erreurs lorsque ces n
causes agissent simultanément^ mais indépendamment les
unes des autres, c'est-à-dire lorsque leurs effets s'ajoutent.

Prenons d'abord n = 2.
La probabilité, pour que l'on ait un écart compris entre x et

x + dx, est donnée par

/——• /»» -̂hrf.r-jf,
p^ÏÎ^Î f 1 e-^ï^^dx^dv^
' ^ J-»J^^

ou, d'après la formule (i), dans laquelle on fait u^ === x^ u^=x^
^ === a-, CT» === ai, 02 == ag, 6 = c» = Ça == rf = o,

.-./^Le-o^"^,
p ~ /1T V al -h a2

qui, lorsqu'on pose
«1«2 ,a == —•—— » •ai 4- as

est bien de la forme

(2) p^^e^-dx.
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La relation précédente peut s'écrire

1 _ i i
a ~ ai ai*

On en déduit immédiatement que, dans le cas général, on aura
encore une loi de la forme (2), a étant donné par

i=n

(3) —S 1 -a ^A y.i

Puisque l'on a, d'une manière générale, en représentant par T«
l'erreur probable correspondant à la probabilité^/,

•yh-/^= 0,4769.. . ,

la formule (3) peut s'écrire
*'=/»

^=I;rJ.

Ainsi se trouve démontré rigoureusement, lorsque l'on admet la
loi de Gauss, le théorème bien connu : Lorsque diverses causes
d'erreurs s'ajoutent, le carré de terreur probable résultante
est égale à la somme des carrés des erreurs probables com-
posantes.

3. — ERREURS A DEUX PARAMÈTRES.

n causes d^ erreurs agissant isolément sur la position d'un
point sur un plan donnent naissance aux lois de probabilité
exprimées {pour i = i, 2, .. ., n) par

pi = v-^ e-tow+îP^.y^Y.yP dxidyi ( où 8; == y.r(i — P? )»

déterminer la loi de probabilité des erreurs lorsque ces n
causes agissent simultanément, mais indépendamment les
unes des autres, c9 est-à-dire lorsque leurs effets s'ajoutent.

Supposons d'abord n = 2.
La probabilité, pour que les écarts (.r,, y,) et (^2» Ja) se

produisent simultanément est le produit /?< p^ et Pécari résul-
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tanl (.r, y ) est alors tel que x == x^ -4-^2? y==y< -i-Va- Donc
la probabilité totale pour que cet écart se produise est donnée par

/ / \ ^ol$î u(4 ) /?==-^-H,

avec

^» ^ ^x-^dx-x, ^y+ft)-yi

^•—ac */—« ^x—vt ^y—y

Posons

^» ^ ^x-^dx-x, ^y-h/O-n
(5.) n==/ ^ ^ | e-^^î^M^^T^î^^^^P^^^T^i^yirf^i^^

^•—ac t/—ac ^JL'—V, ^ Y—Y,

^ve -r-4-</.r—-.r,
l == I f e-^i^+^iy^iy^^î^^y^wV dx\dxî.

•/-» JX—JL\

Celte intégrale est de la forme de celle qui a été calculée dans le
lemme, lorsqu'on fait dans celle-ci

Ut==Xt, Ut=Xf, t ^ X ,
ai==:ai, &==o, aa ==0», (?i=pi^i, ^==^2, a== Yi^î-4-Yîyî.

Par suite, la formule (i) donne ici

On a maintenant

(6) H^A/—"— ïdx,vu/ V ai^-ai
avec

-»«B ^'+fiy--yi
J =: ^ ^ ^-lYi(ûti4-a,)-Pîlyî-nptp,y,y,-t-lY,(a,+a,)-P|lyi4-îaap,.ryi+ïa,p,.ry,+-a,a,.r« â^-(^,.

^—^y-yi

intégrale encore calculable par la formule (i) où l'on fait

MI=^I, MI=^I, <==.Tî

Y i (« t - ^« î )—Pî^ ^^ PiPî ^ ^^(«i^^-PI
1 ai+a» > ai-t-a» l ai-i-a»

ç,^ «^^ . c^al^-, d^ gta> ^1 «i^- ai ai-+-ai ai -<- 01
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On obtient ainsi, après réduction,

avec

J - l /_______7r(ai4-a2)_______ ^«4-îB.ry+Y^ dv
J-V(a,4-a,)(yl-t-^)-(Pi+^)2 yî

_ «i^(ï i+T2)—(«iP2-r-^Pî)
l (ai4-a2)(ïi+Y2)--(Pi4-p2)1

/. 1 Q P2«iTi+Pi«2T2-PiMPi-^2)
V 7 / j • (ai4-a2)(Yi4-Y,)-(&i4-p2)2 '

( . ^ TlT2(^+«î)-( ï lPI-^Ï2Pî)
' i (ai+a2)(Yi-hY,)-(pi+pî)2'

Portant cette valeur de J dans (6) et la valeur de H ainsi obte-
nue dans (4), on a

(8) 0 = 1 /-——-——————°102-——-.———o— e-(a.r»+2p.rr+Yy-) dxdy.
v / • V (ai+a,)(Yi+Y.2)-(Pi-+-P2)2

Formons l'expression S = ay — ^-ï.
Pour cela, remarquons que, si nous posons

(ai 4-a^XYi-4-y,) ~ ( R i + pî)î = D,

les formules (7) peuvent s'écrire

, . . 0 2 0 1 + 8 1 0 2 $2 Pi -4- §1^2 , QgTl 4-^72(9) a=———^———, ^=———^———, y=———^———.

Dès lors
,_ (o2a i - t -û ia2) (02Yi+5 iY2) - (82^1 + ̂ i Pî)2

Dî

== 8 1 5 2 ( 8 1 - 4 - 8 2 - + - « l T 2 4 - 3 ^ 2 Y l — ^ P l P 2 )
D2

Mais on vérifie immédiatement que

oi+ $2 •+- aiY2 + 312^1 — 2 p i p 2 = D-

II vient donc
•N ^

/ \ -̂  ûlÔ2(10) ''""'iT'
et la formule (8) devient

( 1 1 ) p -= v o e-(a.r»+2p.cy4-yy.') dx dy.
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On retrouve donc bien une loi résûltanle de même forme que les
deux lois composantes, les paramètres a, (3, y étant d'ailleurs dé-
finis par les formules (9).

Pour étendre ce résultat au cas de n causes d'erreurs, transfor-
mons ces formules en y remplaçant D par sa valeur tirée de (10).
Nous voyons alors qu'elles peuvent s'écrire

c2) ^^^ j-l1-^ ^^P.0 Oi Oî Ô Ôi QÎ Ô Oi 0{

Dès lors, effectuant de proche en proche la composition des n
lois d'erreurs, on voit que l'on obtiendra encore la loi représentée
par la formule (i i), les paramètres a, ^, y étant déterminés par
les formules

<=" i=n i=-n

/ i3, î - V ^ P _ V ^ ' ^ V^'(IJ) s-2^ î~2àW ^ÀSTt==i t==i ,=i
Pour tirer de là a, [i et y, posons

t=fï- i=n /•-:/»

^ï.'^ I;!-". ^ï,^-
<=1 /=! (=1

Nous avons alors

a = o A , p = S B , T = = o C ,

d'où l'on déduit, en posant AC — B2 == A,
'\ '\« «o = o'A

ou
i =5A .

Les formules précédentes deviennent alors

04) a = ^ . P = ^ , ^^.

Ce sont ces dernières qui permettront de calculer a, p, v en
fonction des a/, j3,, y/.


