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Sur une généralisation de la formule des accroissements finis;
par T.-J. Stievties.

(Séance du 21 décembre 1887.)

1. Soient f(u), g(u), h(w), k(u) quatre fonctions réelles de
la variable réelle . On suppose que ces fonctions sont finies et
continues, ainsi que leurs dérivées du premier et du second
ordre, et enfin que

S'(w), g'(u), R'(u), k"(u),
admettent encore des dérivées
Sr(w), &"(u), h"(u), k"(u)

mais qui ne sont plus nécessairement des fonctions continues.
Si maintenant z, y, 5, ¢ sont quatre nombres inégaux, nous
allons considérer le rapport des deux déterminants

f(z) g(z) h(z) k(z)
) &) k() k(y)
T f(3) &(s) h(z) k(a)

S(&) g(t) h(t) k(¢)

1z 22 23

A |ty »rr
Tl oz oz 28
1t 2

Nous désignerons ce rapport par A

A=y

Il est clair que A est une fonction symétrique de z, y, s, t, et
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nous pOllVOIlS SllppOSCI‘

rly<as<t.
On a ainsi
f(z) g(x) h(z) k(x) I xr a? 13‘
SO) &) RO K@) | _ vy
f(=) &(2) h(s) k(z) 1 3 22 38 )
JF() g(t) h(t) k(¢) Vot o2 op

Remplacons, dans le premier membre, ¢ par une variable «,
on obtiendra une fonction de « qui s’annule pour =5 et pour
u=1¢t, et dont la dérivée s’annule par conséquent pour une va-
leur u = §, = (3, t), en désignant par (3, ¢) un nombre compris
entre z et ¢ (en éxcluant les limites).

On a donc
Sf(z) sg(=x) h(z) k(o) 1 r x* 3
SO 80 Ry k)| vy
f(z) g(»z) h(Z) A(z) 1 3 32 =3 '
S (&) &%) &) K (&) o 1 2§ 3t}

Remplacons, dans le premier membre, 5 par une variable « : on
obtiendra une fonction de x qui s’annule pour w =y et pour
« = 3 et dont la dérivée s’annule pour v =1, = (y, 3) :

Sf(x) g(x) h(z) k(x) 1z 2 oz
Sy s R) KO ||ty
S'(n) &) R(m) K(m) ot am 3uf
SI(G) &'(L) R(G) K (%) o 1 24, 3%f |
En continuant ainsi, il vient
f(z) g(x) h(x) k(x) 1z xr  xd
SE g® KE KE | oo af 38
S(m) &) F(m) K(w) o 1 27 37} '
S(&) &) R(EG) K& o 1 2% 3}

5=(-T;}’), 7)1=(.7;z)1 4] =(z’t)'
rlE< <<t

Rémplagons maintenant &, par une variable «, on aura dans l¢
premier membre une fonction de u qui s’annule pour v =17,.
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u=2~Y, et I'on en conclut

f(z) glz) h(z) kz) 1zt o
LG &G kG KE | o1 o 38 |_
S'(n1) g'(m1) A(m) K(m) o 1 2m; 3n}
| f1(%) &"(%) (L) K(%) oo 2 6%

G = (1, 81),
zlt<m <<t

En remplacant encore 7, par une variable «, on trouvera, par
le méme raisonnement,

S(z) glx) h(x) k(z) " >z 2t 23
SIE) &%) KE) K a0 v a2k 38|
S1(n) g'(n) K (n) K(n) oo a2 6n |
JS(G) 8"(%) W(L) K(%) oo 2 68

7 =(§ m),

z<t<n <k

Et, si nous remplagons enfin {, par une variable #, on trouvera

Sflx) g(@) h(z) k(=) 1 2 2 2’
S1E) &) KE KE |, o 1 2f 38
S1(n) g'(n) R'(m) K(x) o 02 6n|
S &%) (Z) K(®) oo o 6

L= (n, ),
<<y,
c’est-a-dire
Sf(z) g(z) hk(z) k(=)
B At S &% R® /f'(’é).
121301 f'(q) g'(n) R'(m) K(m)
S &) h"(E) K'(¥)

Ayant E=(z,¥5), n1 = (y,3) et n=(§,n,), on en conclut
n = (z, z) et I'on trouvera de méme { = (z, t).
Le résultat que nous avons obtenu peut s’énoncer ainsi :
M

Le rapport A n’est pas plus grand que ——— et pas plus petit

que l—,%, en désignant par M la plus grande, par m la plus pe-
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tite des valeurs du déterminant,

S(uw) g(uw) h(uw) k(w
Sy g (u)y RK(w) k(w)
Sy gy RK(u) K(u)
f’”( l"") grl”( u"l) h”’ ( u”l) klll ( l‘”’)

sous les conditions
u=ux,

wsu ly,
wiu L3,

u g u" é t.

C'est 13 un théoréme qui se rapproche beaucoup d’un autre
théoréme donné par M. H.-A. Schwarz (Annali di Matematica
de Brioschi, série II, t. X). La limitation que nous venons d’ob-
tenir est un peu plus resserrée que celle donnée par M. Schwarz.

2. Notre démonstration 511ppose’,selllement que les fonctions
F (@), &, W), K (),
admettent des dérivées
S(w), g7 (), B'(w), K'(w).

Mais supposons maintenant en outre que ces derniéres fonctions
soient conlinues, et faisons tendre dans la formule (1) z, y, z et ¢
vers une méme limite a; il viendra

f(@) g(a) h(a) k(a)
flay  ga) K(a) K(a)
f(a) ga) K(a) K(a)
f"(a) g"(a) K'(a) K"(a)

I

(2) limA=m'

Considérons le cas ou les nombres z, y, 3, ¢t tendent de telle
fagon vers la limite @, que @ n’est jamais en dehors de I'intervalle
(z, t). Nous allons montrer que la formule (2) subsiste alors sous
des conditions bien plus larges relatives aux fonctions f(u), g («),
h(uw), k(u).

En effet, il suffit alors que ces fonctions soient finies ou conti-
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nues ainsi que leurs dérivées du premier et du second ordre, et
que les expressions

fa+h)—f"(a) g'(a+h)—g"(a)

h ’ 2 ’

K(a+h)—h(a) KkK(a+h)—£k (a)
’ h

tendent pour &= o vers des limites déterminées que nous dési-
gnerons encore par f"(a), g"(a), k" (a), k" (a).

On voit donc que dans la suite nous ne supposerons pas
Pexistence des dérivées " (u), g”(u), k" (u), K" (u) pour des va-
leurs de la variable autres que a : la formule (1) devient donc
inapplicable. Mais nous supposerons toujours

zZa,

aZst.

3. La démonstration de la proposition que nous venons d’énon-
cer se compose de deux parties.

D’abord on démontrera que la proposition est exacte dans cer-
tains cas particuliers; ensuite on raménera le cas général a ces cas
particuliers.

Posons
Sf(x) g(z) h(z) k(zx)
() &8(y) h(y) k(y)
f(z) &(s) h(z) k(2)
S g(t) hit) kiz)

(3) —(t—3z)B=o.

En remplagant ¢ par une variable «, on conclura

f(z) g(x) h(z) k(x)
Sy &) R(y) k(y)

@ /G &) k@ ke | P
S'(G) & (&) R(G) K (%)
ti=(3,1).
Soit maintenant
(5) B=(:—y)C.

Aprés avoir substitué cette valear de B dans I'équation (4), on
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Llrouvera
f®)  glz) h(x) k(x)l
. f(y) &) Ry) k(y)
6 —C=o.
©) Fm) g'(n) K(n) K(m) °
() &) K& K&
N =(y,3)
Posons
(7) C=(y—a)D

et substituons dans 1'équation (6) : on conclura en;zore par le
méme raisonnement

Sf(z) g(x) h(x) k(=x)
S(E) &%) wE) K@©)

(8) , —D=o.
S'() &' (m) RK(m) K(wm)
S'(G) &) A&) K (G)
Soit encore
(9) D = (§;—mn1)E,

il viendra
f(z) g(z) h(z) k(z)
(10) S &E) RKE) K© L
S (1) &'(m) R(n) K(n)
ST 8 R K(X)
C=("lu§1)=

et si nous posons enfin
(”) E=("11—5)F7
on aura
f(z) g(z) h(z) k(z)
. S &) @) K (E) KE .
(12) : V|—F=o.
S'(n) &'(n) A(n) K(n)
S &E) E KE)
1 =(Em)

zlE<n<E<t.
Les équations (3), (5), (7), (9), (11) montrent qu'on a

D

F = X
(t—2)(E =y )y —2)(G—w)(m=5)
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et, comme on a

A=(t—2)(t—y)(t —=x)

xX(z2—y)(z—2)

x (J’ - .1:),
il vient

(13) a= (= (=)

et, d’aprés I’équation (12), on a
s dap q )

f(2) g(2) k(z) k(2)
F|r® @ KE) KE)

(14) =z | ) g K K|
p Q R 5
en pOsant
P=M’ Q:M,
t—x t—=z

Remarquons d’abord que, & cause de
CI=(z’t)r ‘I“=(}',Z), E"—'(‘z,.y)e
on aura évidemment

G—m m—§
0<t——7<l, 0<z_w<l.

Par conséquent, dans le cas ol 'on aura

F

lim
g

z

la formule (13) permettra d’en conclure

lim A =o.

-

Examinons maintenant l'expression
mule (14).
La valeur de P peut s’écrire

P ____(C —a> L) —f"(a) (n —a\ ff(n)—f"a),

\t—z {—a t—x n—a

donnée par la for-
t—x

D’aprés notre supposition, @ n’est pas a l'extérieur de I'inter-
valle (z,t), { et 4 sont a l'intérieur de cet intervalle. Par consé-
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a a . . .
e sont inférieures a

quent les valeurs absolues de -

1)—
t —

Punité.
D’autre part, d’aprés notre hypothése,
SO—f(a)  [(m)—S"(a)

{—a n—a

tendent vers une méme limite f”(a).
Par conséquent, lorsque f”(a)= o, on aura certainement

limP =o,

et méme, lorsque f"(a) n’est pas nulle, P restera toujours fini.

Les mémes conclusions s’appliquent évidemment aux quantités
Q, R, S, et, si I'on remarque que les autres éléments du détermi-
nant (14) tendent vers des limites finies, on arrive & cette conclu-
sion :

I. Dans le cas particulier o Uon a
S"(a)=o, &"(a)=o, h"(a)=o, k"(a)=o,

la proposition énoncée est certainement exacte, et l’on a dans

ce cas
lim A =o.

Supposons maintenant que ’on ait seulement
S (a)=o, g"(a)=o, h"(a)=o,

mais k" (a)Z o. Les quantités P, Q, R tendront vers zéro, S restera
fini. Or le coelficient de S, dans le déterminant (14), €st

f(z) g(z) k()
S'(&) & (&) K ()|
S'(m) & (m) R'(m)

et les fonctions f(u), g(u), A(u) étant finies et continues, ainsi
que leurs dérivées du premier et du second ordre, ce coefficient
tendra vers zéro dans le cas ou I'on a

S (a) g(a) h(a)
S'(a) g'(a) K(a)|=o.
Sf'(a) g'(a) H(a)
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On en conclut :

IL. Dans le cas particulier ot l’on a

f"(a)y=0o, g"(a)=0, A"(a)=0
et
S (a) g(a) h(a)
S'(a) g'(a) K(a)|=o,

Sf'(a) g'(a) W (a)

la proposition énoncée est exacte, et l’on a

1imA=o.
Considérons enfin le cas
f(x)=lv g(z)=w=, h(z)= 2.
On a identiquement
1z 22 k(x)—
1 » »* k(x)
Ly k) | ke, | RO
1 23 32 k(3) 1.2.3 L5 s k(s)—
1t k(t)
1otz k(t)—
= kw(a)A+M.
1.2.3
Or on a, d'aprés (1),
th=0,

en sorte qu’on trouve dans le cas actuel

. _K'(a)
lim A = 1.2.3
III. Dans le cas particulier
Sflz)=1, 8(z) ==, h(z) = z?,

la proposition énoncée est exacte et 'on a

limA = £(@),
1.2.90

k" (a)
1.2.3 @
klll(a)
1.2.3

)/3
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4. Il sera facile maintenant de traiter le cas général.
Pour abréger I'écriture, nous désignerons le déterminant D
ainsi

|f(z), &(z), k(z), k(z) |.

Comme nous avons déja traité le cas
S"(a)=g"(a)=h"(a)=k"(a)=o,

nous pourrons supposer que 'un au moins de ces quatre nombres
ne soit pas nul, soit
k"(a)Zo.
Posons

S@) =5 k) = fi(2),

s(@) = £ k@) = g1(2)

h(@)— 12 k(@) = In(2);

on aura identiquement
=fi(=), &1(z), hi(2), k()]
et il est clair qu'on a
fi(a)=o0, gi(a)=0, Ri(a)=o.
Par conséquent, dans le cas ol le déterminant

fi(a) gi(a) hi(a)
Di=| fi(a) &\(a) hi(a)
Sfi(a) gi(a) hki(a)
est nul, on a

lim—? — limA = o,

d’aprés le lemme II, ce qui est bien conforme avec la proposition
générale.

Nous n’avons donc qu’a considérer le cas Dy2o. Or, dans ce
cas, 'un au moins des mineurs de D,, qui sont les coefficients des
éléments de la derniére ligne horizontale, doit étre différent de
zéro, Supposons que ce soit

Sfi(a) gi(a)

D, = ,
T fia) gi(a)

qui n’est pas égal a zéro.
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Un au moins des éléments f,(a), g:(a) doit étre différent de
zéro ; supposons que ce soit

D; = fi(a)
qui n’est pas nul.
Calculons encore les constantes

D, D,
p:-—m, q=ﬁ

’ r = Ds.
3

On a maintenant identiquement

/i), 81(@), k(@) k(@)=L fi2), g1(2), (z—a), k(2)]

+ | fi(2), §1(2), hi(2)— L= (z2—ay, k(2)],

|/i(2), 81(2), (w—ap, k(@)= L1 fi(2), (r—a), @—a), k(=) |
+ [A1(@), g1(@)— L (2—a), (z—ar, k(@)],

Ifl(z)r z—a, (r—a)?, k(z)l= r| 1, z—a, (z—a)?, k(‘T)I
-+ lfi(x)—“r1 r—a, (‘”"‘a)’r k(w),

et par des substitutions successives

D= % % r |1, z—a, (z—a), k(x)

-+ {Lz'% |fi(z)—r, z—a, (x—a)?, k(z)]
+ 21 @), sie)—g(e—a), (z—ay, k(@)

+ 1 A@) s1(2), k(@) — £ (@ —ay, k@)].

En divisant par A et en passant a la limite, on trouve directe-
ment les limites des rapports des déterminants au second membre
par les lemmes II et III. En effet, ayant

|1, z—a, (z—a), k(z)| =|1, #, 2, k(z)|,

il vient d’abord, d’apreés III,

lim|1, z, 2%, k(x)|: A= k"(a).

1.2.3



— 11 —

Les trois autres rapports sont nuls d’aprés le lemme II; en effet,
ona

Sia)—r o o

fita) 1 |=aDy—r)=o,
S1(a) o 1.2

fi(a) gi(a) o

Si(a) gi(a)—q o |=2(Dy—gDs)=o,
1(a) gi(a) 1.2

Si(a) gi(a) hi(a)
fi(a) &i(a) h\i(a)
1(a) &\(a) Ri(a)—p

::D’-—pD,:O.

Il vient donc

D pgr ¥(a) Ji(a) gi(a) hi(a)
hm'A':: 2y3ql‘ﬂl( ) 1!2!3! fl(a) g’i(a) h’l(a)
1(a) gi(a) hi(a)

fi(a) gi(a) hi(a) k (a)

I Si(a) gi(a) hy(a) Kk (a)

3l fi(a) gi(a) Ki(a) K(a)

o o o k" (a)

ou

S (a) g (a) k(a) k (a)
imD_ 1|/ (@) & (a) ¥ (a) K (a)

AT 112131 | f"(a) & (a) K (a) K (a)|
fll(a) gm(a) h"'(a) km(a)

Notre proposition est ainsi démontrée dans toute sa géné-
ralité.

Il est clair que la condition que @ n’est jamais en dehors de I'in-
tervalle (z, ¢) sera toujours satisfaite si I'on suppose que I'un des
nombres z, y, 3, t reste constamment égal 4 a; les autres peuvent
alors tendre vers @ d’une maniére quelconque.

Nous avons considéré des déterminants du quatriéme degré,
mais il est & peine nécessaire de dire qu’on peut énoncer un théo-
réme analogue dans le cas d’'un nombre quelconque n de fonc-
tions (n 2 2).

5. Pour montrer une application, considérons une courbe
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gauche
z=9(), y=4), s=y()

o(t), ¥(t), 1 (t) étant des fonctions réelles de la variable réelle ¢.

Soit M un point de la courbe, correspondant a ¢ = ¢,. Nous
adopterons la définition suivante du plan osculateur en M : le plan
osculateur en M est la position limite (s’il y en a une) d’un plan
passant par M et par deux autres points de la courbe, qui sont
infiniment voisins de M.

Les deux autres points correspondant & t=¢, et ¢ = ¢,, I'équa-
tion du plan passant par les trois points est

1 $(%) x(t) 1 (%) ¢(t)
CoY(e) x(8) [[X—e()]+| 1 x(t) ¢(8) [[Y—14(t)]
1 Y(ta) x(ta) 1 y(t) ¢(t2)

1 9(%) $(%)
+ 1 9(t) (&) | [Z—x ()] =o.
U oo(f) $(&)

Supposons maintenant que les trois fonctions

P 4o
soient finies et continues, ainsi que leurs dérivées
e ¥y A,
et enfin que ces derniéres fonctions admettent des dérivées, mais

pour la valeur particuliére t = ty seulement.
En divisant alors par

1 & tg
1ty t}
T iy t%

et en faisant tendre ¢, et ¢, vers ¢,, 1l viendra

Y (2)x (%) £ % (20)§' (%) Y s

V' (20)Y" (o) [X—o(t)]+ ()9 (1) [Y — ¢(2)]
?’(to)q"(to) R _
o () ey | L2 RN = 0

Par conséquent, si cette équation représente un plan déterminé,

. . . . ’ . >
c’est-a-dire si les coefficients de X, Y, Z ne s’évanouissent pas a
la fois, ce plan sera, d’aprés notre définition, le plan osculateur
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en M. Et I'on voit que I'existence de ce plan suppose seulement
que

(P’(to—"— h)‘—‘?l<to) q}l<t0.-!— h)'—LP'(to) Z’(to-"- Il)—‘y‘,(to)
h ’ h ’ R

tendent vers des limites déterminées pour 4 = o.

C’est 12 un fait analogue & ce qui se présente dans la théorie des
courbes planes, lorsqu’on définit la tangente en un point M comme
limite d’'une sécante passant par M, et par un second point de la
courbe infiniment voisin de M. Alors, si I'équation de la courbe
est

¥y =f(=),
'existence d’une tangente en M(a, b) suppose seulement que

fla+h)—f(a)
h

a une limite déterminée, mais la fonction f(z) peut trés bien ne
pas admettre une dérivée pour d’autres valeurs de la variable.

Il est clair que la proposition que nous avons établic permet
d’énoncer des propriétés analogues relatives a I’existence du
cercle osculateur, de la sphére osculatrice, etc.



