UN CRITERE D’EXTENSION DES FONCTEURS DEFINIS
SUR LES SCHEMAS LISSES*

par Francisco GUILLEN ¢ Vicente NAVARRO AZNAR

Introduction

Solent £ un corps de caractéristique zéro et X une variété algébrique sur £.
On sait, d’apres le théoreme de résolution des singularités d’Hironaka ([Hil]), que
I'on peut résoudre les singularités de X, c’est-a-dire qu’ll existe une variét¢é non
singuliere X et un morphisme f : X —> X birationnel et propre. De plus, si
Y est_une sous-variét¢ fermée de X, il existe une résolution f : X —> X telle
que Y = /7'(Y) est un diviseur a croisements normaux dans X et / est un
isomorphisme en dehors de la réunion de Y et du lieu singulier de X.

On a donné de nombreuses applications de ce théoréme de résolution a
I’étude cohomologique des variétés algébriques. En particulier, il a été utilisé pour
étendre certains foncteurs cohomologiques définis a priori sur une classe de sché-
mas lisses a une classe plus vaste de schémas. La cohomologie de De Rham
([G],[Ha2]) et la théorie de Hodge-Deligne ([D1]) sont des exemples de telles ex-
tensions.

Or, Hironaka a prouvé dans [Hil] des théoremes de résolution des sin-
gularités plus précis. Par exemple, on peut obtenir une résolution des singularités
X — X d’une variété algébrique X par une suite finie d’éclatements X;;; — X,
de centre lisse contenu dans le lieu singulier de X;, 0 < 7 <7, ou X = X
et X =X, ([Hil], (0.3), p. 132). De plus, d’aprés le lemme de Chow-Hironaka
([Hil], (0.5), p. 144), tout morphisme birationnel entre deux résolutions peut étre
dominé par une suite finie d’éclatements de centres lisses.

Dans cet article, ot nous continuons notre travail précédent ([HC]), nous
prouvons, a partir de cette forme plus précise des théoremes d’Hironaka, un critére
d’extension d’un foncteur défini sur les schémas séparés, de type fini et lisses sur £.
Ce critere, dans un langage peu précis, montre que st I'on a pour un foncteur
la suite exacte habituelle dun éclatement, on peut alors étendre ce foncteur a
tous les schémas séparés et de type fini sur £. Plus précisément, nous prouvons au
numéro (2.1) le résultat suivant.

Solent £ un corps de caractéristique zéro, Sch(k) la catégorie des schémas
séparés et de type fini sur %, et Reg(k) la sous-catégorie des schémas lisses. Soient

* Ce travail a été partiellement subventionné par les projets DGCYT PB96-0234 et BFM2000-0799-
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&/ une catégorie abélienne, C’(&/) la catégorie des complexes bornés de &7, et
D’(«/) sa catégorie dérivée.

Théoréme. — Soit G : Reg(k) — CY(a) un fonctewr contravariant tel que:

(F1) G@) = O, et le morphisme canomgque G(XUY) — G(X) x G(Y) est un
quasti-isomorphisme; et

(F2) st 1: Y —> X est une ummersion fermée de Reg(k), [ : X —> X léclatement
de X le long de Y, Y = FNY) le diviseur exceptionnel, j : Y — X Ulinclusion et
g: Y — Y la restriction de S, alors le morphisme

cx) 2 s(G(Si) & G(Y) =5 G(%?))

est un quasi-isomorphisme, ou s désigne le complexe simple ou total.

Alors, il existe une unmique extension de G en un foncteur contravanant G : Sch(k) —
D'(), muni d’une rectification pour les diagrammes ordonnables finis (voir (1.6.5)), el qui
vérifie la propriété de descente cohomologique suwante: si f : X — X est un morphisme propre
de schémas, 1 ' Y —> X une tmmersion fermée, Y = Y, g Y — X Uinclusion,
g: Y —> Y la restriction de S, et st f induit un isomorphisme X\Y — X\ Y, alors le
morphisme de D'()

G 5 s(6R) @ 6 5 GD)
est un isomorphisme.

Notons que dans ce résultat nous considérons les foncteurs cohomologiques
comme des foncteurs prenant leurs valeurs dans une catégorie de complexes, en
accord avec les axiomatisations récentes des théories cohomologiques ([B] et [Gi]),
tandis que dans la formulation classique de la cohomologie singuliere et de ses
différentes généralisations, cohomologies de Weil ou de Bloch-Ogus, par exemple,
on ne considere que le foncteur que 'on obtient apres application du foncteur de
cohomologie H*. Cette formulation parait essentielle pour traiter les problemes liés
a la théorie de la descente cohomologique ([D1]), et, en particulier, le probleme
qui nous intéresse.

Or, dans les applications que nous avons en vue du critere d’extension, la
catégorie ou le foncteur considéré prend ses valeurs ne provient pas dune ca-
tégorie abélienne, comme c’est le cas de la catégorie des motifs de Chow, qui
est pseudo-abélienne, ou ne provient méme pas d’une catégorie additive, comme
c’est le cas de la catégorie des algebres différentielles graduées commutatives (dgc)
sur £, nécessaire en homotopie rationnelle. Ainsi, nous sommes conduits a prouver
le critere d’extension dans une situation plus générale, non nécessairement additive,
dans laquelle on remplace la catégorie des complexes d’une catégorie abélienne par
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une catégorie vérifiant certaines propriétés naturelles au contexte et que nous ap-
pelons catégorie de descente. La notion de catégorie de descente est une variante
des catégories triangulées de Verdier et nous développons ce formalisme au §1. Ce
contexte non additif et non stable inclut le cas des algebres dgc sur un corps £ de
caractéristique zéro. C’est le cadre qui nous permet de donner, au §3, une réali-
sation en théorie de De Rham algébrique de ’homotopie rationnelle des schémas.

Le critéere d’extension précédent est aussi vérifié dans le cas des espaces ana-
lytiques, c’est-a-dire que le théoreme est aussi vrai si 'on substitue dans ’énoncé la
catégorie des schémas par la catégorie des espaces analytiques, et la sous-catégorie
des schémas lisses par celle des variétés complexes, car on a aussi dans ce contexte
des théorémes de résolution ([AH], voir aussi [Vi] et [BM]). Comme application,
nous prouvons, au ¢4, lexistence du complexe filtré de Hodge-De Rham pour
tout espace analytique, sans recours a la théorie de Hodge-Deligne (cf. [DB] et
[HC](Exp. V)). Ce complexe, pour une variété complexe X, n’est autre que le
complexe Q2*(X) des formes différentielles holomorphes muni de la filtration par
le degré, FFQ*(X) = Q*/(X).

Finalement, au §5, nous prouvons lexistence de deux foncteurs £ et %, qui
étendent la théorie des motifs de Grothendieck a la catégorie des schémas Sch(k)
et qui correspondent respectivement a une théorie cohomologique sans support et a
support compact. Bien que ces foncteurs ne soient pas les foncteurs motiviques que
I'on attend (le foncteur % ne serait que le terme E; de la suite spectrale associée
a la filtration par le poids du “vrai motif mixte”, par exemple), on en déduit une
réponse affirmative au probléme posé par Serre ([Se], §8) sur I'indépendance du
motif virtuel d’une variété algébrique; ce probleme avait déja été résolu par Gillet
et Soulé au congres Algebraic K-Theory Conference de Paris, juillet 1994, suivant
une autre voie ([GS]).

Une premiére version de ce travail a paru dans alg-geom 9505008. Depuis
lors plusieurs travaux relatifs a ce théme ont été publiés, voir [dBN], [DL], [Han],

[Lel, [dB].

Nous sommes reconnaissants a C. Soulé pour les discussions que nous avons
eues sur ce sujet, et a P. Deligne pour l'aide qu’il nous a apportée pendant la
rédaction finale de ce travail.

1. Catégories de descente et foncteurs rectifiés
Dans cette premiere section nous introduisons les catégories de descente qui

sont une variante des catégories triangulées de Verdier ([Ve]) adaptée a la for-
mulation de la théorie de la descente homologique, méme pour les théories non
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additives et non stables, comme celles que nous rencontrerons dans les applications
des paragraphes suivants.

Une catégorie de descente homologique est une catégorie & munie d’une
classe saturée de morphismes distingués E et d’'un foncteur s défini sur les dia-
grammes cubiques de Z. Les définitions précises seront données dans les nos.
sulvants.

(1.1) Iypes de diagrammes. — Nous présentons ci-dessous les catégories des
diagrammes sur lesquelles est défini le foncteur s. D’abord, nous introduirons les
différentes (petites) catégories sur lesquelles ces diagrammes sont définis. Nous utili-
serons “type de diagramme” comme synonyme de “petite catégorie” dans ce con-
texte.

Si I est un ensemble ordonné, on attache a I un type de diagramme dont
I'ensemble d’objets est I, et, pour deux objets «, B € I, Pensemble des morphismes
Homi(a, B) a un élément si o < B, et est vide sinon. Ceci définit un foncteur
Ord — Cat, de la catégorie Ord des ensembles ordonnés, dans la catégorie Gat
des types de diagrammes. Ce foncteur étant pleinement fidele, nous identifierons
un ensemble ordonné au type de diagramme qu’il définit.

(1.1.1) La catégoriec TI. — A un ensemble fini et non vide S, on attache
I'ensemble [y des parties non wvides de S, ordonné par l'inclusion. Il y a lieu de
voir [Jg comme 'ensemble des facettes du simplexe tendu par S. Nous identifierons
un élément o de [lg a lapplication caractéristique S — {0, 1} telle que “s+> 1
si, et seulement si, s € @”, donc a un élément (a(s)),es de {0, 1}5, différent de
I’élément nul. Nous noterons dim S la dimension de [y comme complexe simplicial,
c’est-a-dire, dimS = card(S) — 1.

Pour tout nombre naturel n > 0, nous désignerons par [, (cf. [HC]{.1.D))
I'ensemble ordonné attaché a I'ensemble a n+1 éléments {0, 1, ..., n}. En particulier,
[y est réduit a un seul élément.

Soient S et T deux ensembles finis. Toute application injective u : S —> T
induit une application strictement croissante [, : U —> Uy, définie par [, (o) =
u().

A une famille S = (S;);; d’ensembles finis et non vides, paramétrée par un
ensemble fini I, on attache le produit cartésien IT,[Js,, muni de Pordre produit.
On pose Ug = Il I y a lieu de voir [Js comme I’ensemble des facettes du
produit des simplexes tendus par les S;. En particulier, IT;S; s’identifie a I’ensemble
o1 dim S;.

Soit IT la catégorie dont les objets sont les familles (S;),c; d’ensembles finis

des éléments minimaux de Os. On pose dimS =)

et non vides, paramétrées par un ensemble fini variable I. Soient S = (S));q
et T = (1)) deux objets de II, un morphisme u : S —> T de IT est une

application injective « : IT;S; —> TII/T}, telle que, pour chaque o = (o;) € L, il
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existe B = () € Uy tel que I'on a w(Ie;) = I1B;. Soit I' I'ensemble des 7 € I tels
que dim(S;) > 0. Pour « un morphisme, comme ci-dessus, il existe une injection
v:I' — J et pour chaque ¢ € I' une injection % : S, —> T, tels que By, soit
u(e;); les B; pour j ¢ v(I') sont constants, réduits a un élément.

La catégorie Il est munie dune structure monoidale symétrique, (voir
[ML](XL.2)), ou le produit de deux objets S = (S)ier et T = (T))j; est défini
par SUT = (Upex, o: K=11]J; et U, =85, st kel, ou =Ty, st £k €]J. L'objet
unité est la famille paramétrée par 'ensemble vide.

Maintenant, considérons sur Cat la structure monoidale définie par le pro-
duit cartésien. On a un foncteur monoidal symétrique strict [T — QCat (voir
(1.5.2)), qui attache a un objet S de II, I'ensemble ordonné Lls, et a un mor-
phisme u, Papplication croissante [J, : [Js — Uy induite par .

Le foncteur [T — Cat est clairement fidele. En outre, ce foncteur est
conservatif, puisque, si S et T sont des objets de II, I'image de I’application
Homp (S, T) —> Homca(Us, Ur) est Pensemble des applications strictement crois-
santes qui préservent la dimension. Nous identifierons IT a la sous-catégorie de Cat
définie par I'image de ce foncteur, et désignerons aussi par Llg I'objet S de II, et
par u lapplication [J,, s’il n’y a pas de confusion possible.

(1.1.2) La catégorie ® des types de diagrammes ordonnables fiis. — Rappelons
([HC](I.1.10)) qu'un type de diagramme est appelé ordonnable fini si I'ensemble de
ses fleches est fini, ses objets ont comme unique endomorphisme l'identité et, si
on munit ’ensemble des objets de la relation de préordre: “/ < si et seulement
st Hom (z,7) est non vide”, alors ce préordre est un ordre, c’est-a-dire, si : < et
7 <1, alors 1 =.

Les types de diagrammes ordonnables finis sont les objets d’une sous-catégorie
pleine de la catégorie Cat, que nous noterons ®. Il est clair que tout objet de
[T définit un type de diagramme ordonnable fini.

(1.2)  Diagrammes d’une catégore. — Soit 2 une catégorie. Pour tout type
de diagramme .#, notons (%, %) la catégorie ayant pour objets les foncteurs
covariants X : .# —> Z, et pour morphismes les transformations naturelles de
foncteurs.

Notons #” la catégorie opposée de £. Si X : I” — P est un objet de
(A", D), nous dirons que X est un £-objet, ou un diagramme de type .# de 2.

Si X est un objet de Z, nous noterons X x .# le .#-objet constant défini
par X, et nous noterons iy : ¥ —> (I?,P) le foncteur qui a X associe le

J-objet X x 7.

(1.2.1)  Les catégories DiagyD et Realy?. — Nous nous intéressons aux dia-
grammes de 2 dont le type & est variable dans une catégorie J. Précisons ceci.
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Notons Cat' la catégorie des catégories, qui est une catégorie dans un univers
convenable (voir [ML]). On a un foncteur contravariant

Cat — Cat, %+ (I7,9).

Si J est une sous-catégorie de Cat, on obtient par composition avec le foncteur
d’inclusion J — Cat un foncteur contravariant

Diags% : 3 —> Cat/,

qui associe 2 un objet .# de J la catégorie (F?, 7)), et & un morphisme § :
S — Z de 7, le foncteur d’image inverse 8* : ( JF*, D) — (I, D), tel que
5 Y)=Yod”, ou 87 : " — Z% est le foncteur induit par 8.

Une catégorie fibrée sur J est associée au foncteur Diags Y ([SGA1] Exp. VI,
ou voir [D3](2.2.12)). Nous noterons aussi DiagsY —> T cette catégorie fibrée.
Rappelons la description de ses objets et morphismes. Un objet est un diagramme
X de Z, de type S € 0bT. Si X: I? — P et Y: _F¥ — P, sont des objets
de Diagy?, un morphisme X —> Y est un couple (3,f), ot 8: . —> _# est un
morphisme de J, et /: X —> §*(Y) est une transformation naturelle de foncteurs.

Nous noterons RealsZ la catégorie cofibrée sur J dont la fibre sur un objet
& de T est la catégorie ((F”, 9), Z), et dont, pour tout morphisme § : & — 7
de J, le foncteur d’image directe est le foncteur

8.: (I, D), D) — (I, D), D), Fr>5,(F):=Fos"

La donnée d’un foncteur covariant s : Diags%Y —> & est équivalent a la
donnée d’une section du foncteur de projection Reals 9 — J.

De méme, le foncteur contravariant Cat —> Cat’, ¥+ (.7, &), induit un
foncteur contravariant

Codiags 9 : J —> Cat,

qui associe a un objet & de J la catégorie (&, Z), et a un morphisme § : & —> ¢
de 7, le foncteur 6* : (7, 2) — (F, D) tel que 6*(Y) =Y od. Il est ais¢ de
définir aussi la catégorie correspondante Coreals 9, etc.

Notons que dans (1.6) nous considérerons aussi la structure de 2-catégorie de
Cat, et le comportement des catégories de diagrammes et codiagrammes par rap-
port aux transformations naturelles des morphismes entre les types de diagrammes.
Mais, pour linstant, nous ne considérons pas cette structure additionnelle.
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(1.2.2) Duagrammes cubiques. — Les diagrammes auxquels nous sommes le
plus intéressés sont les diagrammes dont les types parcourent bien la catégorie @,
ou bien la catégorie Il. Pour ces derniers nous utiliserons la terminologie suivante.

Nous appellerons diagrammes cubiques de & les objets de la catégorie fibrée
Diagn 9, cest-a-dire les foncteurs X : 07 — &, ou U € ObII. Par exemple, si
U = Uy, X est simplement un objet X; de %, et, si [J =[]}, X est un diagramme

Xy «— X1 — X

de 9.

La catégorie Realn? a une structure de catégorie monoidale, telle que
Realn? — T1 est un foncteur monoidal strict. En effet, soient [, [1" € ObII,
sg € 06((3%, D), D), et sop € Ob((O?, D), D). La composition sg o sy : (O x
N7, ) — P est définie par

sg o sp(X) = sp(a = so (B = Xep)).

L’objet unité est le foncteur d’évaluation ar, 2), 9).

Soient [ € ObIT et sp e (U7, 2), 7). Si X = (X,) est un [-objet de Z,
nous désignerons aussi par s,X, l'objet sg(X) de Z. Avec cette convention, si
X = (Xgp) est un [ x -objet, ou U, L) € ObII, l'objet sgsmyX sera noté aussi
SaSﬁXaﬂ.

Soit & une catégorie avec un objet initial noté 0. Si § : [J — [J' est un
morphisme de II, on a un foncteur d’umage directe

5. (0¥, 2) — (", 9),
tel que, si X est un U-objet de &, alors 6,X est le [J-objet & défini par

X,, si =68, aell

02X =1,, § pel\s0),

avec les morphismes de transition évidents. Le foncteur 8, est défini aisément sur
les morphismes de (L7, 2).

Le foncteur 8, est Padjoint a gauche du foncteur §* : (J%, 2) — (0%, D),
et on a un morphisme canonique X — 4§,X défini par ladjonction.

De méme, nous appellerons codiagrammes cubiques de 2 les objets de la caté-
gorie Codiagn 9, etc.

(1.3) Les foncteurs simple et de réalisation géométrique. — Pour motiver la défini-
tion des catégories de descente que nous donnerons par la suite, nous considérerons
d’abord deux modéles concrets qui sont a lorigine de cette définition.



8 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

(1.3.1) Le complexe simple d’un diagramme cubique de complexes. — Le premier
modele de catégorie de descente que nous considérons est la catégorie C, (%)
des complexes de chaines (sans limitation de degré) d’une catégorie abélienne .7,
munie de la classe distinguée des morphismes qui induisent un isomorphisme en
homologie. Ces morphismes sont appelés quasi-isomorphismes.

Si X est un complexe multiple naif d’une catégorie additive .27, on sait as-
socier canoniquement a X un complexe multiple non naif, et définir le complexe
simple correspondant (voir [D3], (0.4) et (1.1.4)). Nous allons adapter cette cons-
truction dans le contexte présent et définir le complexe simple dun diagramme
cubique de la catégorie des complexes d’une catégorie additive.

Soit S un ensemble fini et non vide, on attache a S le Z-module gradué libre
de rang 1, dont les générateurs sont les orentations de S ([D1](Il.3.1.4)), concentré
en degré ascendant dumS:

or(S) = A (ZH[—dim S).

Si keSS, et T=S\{A}, I'inclusion « : T — S induit un morphisme de
degré +1

or(w) : or(L) —> or(S), or(w) := ¢ A u,,

ol ¢ est le vecteur de la base de Z° d’indice k.
Soit [ = I, s, un objet de II. Pour tout o € L, notons
or(@) 1= Qjeror(e;),

le produit tensoriel gradué de la famille (or(;));cr de Z-modules graduées.
Si u:pB — o est un morphisme de [ tel que dimpB = dima — 1, il existe
J€eL et kea; tels que:

B = o, sl 1 #7,
e\ sioi=,

et u est le produit des morphismes d’inclusion w; : B; — «;. Alors on définit le
morphisme

or(u) = Q;or(w;) = or(B) —> or(e),

ou, st 7 #J, or(y;) est I'identité.

Maintenant, soit ./ une catégorie additive. Soient X un objet de 7, et E
un Z-module libre de rang n fini. Si {¢},s est une base de E, et Y est un objet
de 7, on a lisomorphisme naturel

Hom.,(Y, X%) —> Hom,(Y,X) ®2E, (f),—> Y _ f®e.
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Le foncteur
A" — Z-mod, Y +— Hom,(Y,X) ®zE,

est donc représentable, et nous noterons X ® E l'objet qui le représente.
Soient X,Y des objets de &7, et E,F des Z-modules libres de rang fini, on
a un isomorphisme canonique

Hom,(X,Y) ® Homz(E, F) = Hm (X QE, Y ® F).
On en déduit un foncteur
g xE— o, (X,E)r—>XQE,

ou & désigne la sous-catégorie pleine de la catégorie des Z-modules, dont les objets
sont les Z-modules libres de rang fini.

Apres ces préliminaires, si X = (X,) est un [-objet de C,(<), on définit
son complexe simple sH(X), par

sg(X), = @ X ® or((x);ima, q€Z,

g=p+dima

et la différentielle

d=de®1+ (1Y ) X oW,

wp—a

sur Xy ® or(e) ;o
Ceci définit un foncteur

so @ (07, Cu()) — Cu().

Notons, en particulier, que le complexe simple du [ls-objet constant Z X
Us de C.(Z-mod) est le complexe des chaines orientées C,(Lls) du complexe
simplicial [lg des parties non vides de S.

Si U = I, € ObII, et si on pose C,(LJ) =so(Z x L), il résulte immé-
diatement des définitions qu’on a C,(J) = ®,C.(Us)).

L’objet so(X) est naturellement isomorphe a la cofin du foncteur % x [

— Cu(), (o, B) = Xy Q@ Ci(Lp) :

so(X) E/ X, ® C(Oy),

puisque, le foncteur sg commute aux colimites représentables, et, pour tout «, B,
on a un isomorphisme naturel sq(X, x L) = X, ® C,.(Lg) (voir la remarque
(1.5.4)).
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On en déduit que s est fonctorielle par rapport a [, et finalement, on a
le foncteur simple cherché,

s : Diagn C, (/) —> C, ().
Ce foncteur simple vérifie les propriétés suivantes:

1. Additinté: Pour tout complexe X, il existe un isomorphisme naturel sg, (XX
Uo) =X, et, si e 0bI1, pour tout couple (X,Y) de Ul-complexes, le morphisme
naturel spX @ sgY — sg(X @ Y) est un isomorphisme.

2. Factorisation: Soient [, 1 € ObIT. Pour tout [ x [d-complexe X = (Xyp),
il existe un isomorphisme  : s,pXyp —> 8,85X,p, nNaturel en X.

En plus, si on suppose &/ abélienne, on a

3. Exactitude: Soit f : X —> Y un morphisme de [l-complexes, L] € ObII. Si,
pour tout o € L, f, : X, —> Y, est un quasi-isomorphisme, alors le morphisme
sg/ :sgX —> sgY est un quasi-isomorphisme.

Et on peut réduire la donnée des quasi-isomorphismes a la donnée des com-
plexes acycliques, c’est-a-dire a ceux qui sont quasi-isomorphes a I'objet 0, en uti-
lisant le céne d’un morphisme et le critere d’acyclicité. En effet, si f: X; — X
est un morphisme de complexes, on définit le complexe cine de f, noté ¢(f), (voir
[Ve](L.3.1.2)), qui est isomorphe au complexe simple du [J;-complexe,

J

0 Xl XO7

et, d’apres la suite exacte d’homologie du céne, on a

4. Cntere d’acyclhicité: Soit [ : X, —> X, un morphisme de complexes. Alors
J est un quasi-isomorphisme si, et seulement si, le cone de f est un complexe
acyclique.

(1.3.2) La réalisation géométrique d’un diagramme cubique d’espaces topologiques. —
Dans lexemple précédent, la catégorie C,(27) est additive, et 'objet initial et
Pobjet final coincident, ce qui n’illustre pas bien la situation générale. Etudions
comme deuxi¢éme modele la catégorie Top des espaces topologiques, munie de
la classe distinguée des morphismes qui induisent un isomorphisme en homologie
singuliere entiere. Nous appellerons ces morphismes équiwalences homologiques. Nous
dirons qu’un espace topologique est homologiquement contractile s’11 a ’'homologie dun
espace ponctuel.

Dans cette catégorie, on peut définir la réalisation géométrique dun dia-
gramme cubique, qui est 'analogue du complexe simple associé a un diagramme
cubique de complexes.
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Pour tout ensemble fini et non vide S, notons Ag le simplexe standard
de R5,

As = {(x,), € R%; ng =1,0<x<1,¥se8S},

seS

qui est la réalisation géométrique du complexe simplicial Lls des parties non vides
de S.

Soit [ = [T, lls. un objet de II. Pour tout @ € L], notons A, = I1;gA,..
Alors « = A, définit un codiagramme de type [J de Top.

Le foncteur réalisation géométrique, ou foncteur simple,

s : Diagn Top — Top,

associe a un [J-espace topologique X, [J € ObI1, 'espace topologique s(X), défini
par la cofin

so(X) ;:f X, X Ay,

quotient de la somme disjointe des espaces topologiques X, X A,, ou « € L], par
la relation d’équivalence: (u*x, ) ~ (x, u,t), pour tout morphisme u: o — B de L],
et tout (v, 1) € Xg x A, (voir [ML]{IX.6)).

Par exemple, il est aisé de voir que, pour tout espace topologique X, et tout
ensemble fini et non vide S, la réalisation géométrique du [s-diagramme X x [g
est homéomorphe a l'espace X x Ag.

Ce foncteur simple

s : DiagnTop — Top,

vérifie les propriétés analogues a celles du foncteur simple sur C,(</) considéré
auparavant. Plus précisément, on a

1. Additivité: Pour tout espace topologique X, il existe un homéomorphisme
naturel sg, (X x L)) =X, et, si [J e ObI1, pour tout couple (X,Y) de [-espaces
topologiques, le morphisme naturel spX UsgY — sg(XUY) est un homéomor-
phisme.

2. Factorisation: Soient [, [J € ObII. Pour tout [J x [-espace topologique
X = (Xgp), 1 existe un homéomorphisme p : s,5X,p —> Su8pXqp, naturel en X
(voir [ML]IX.8)).

3. Exactitude: Soit f: X —> Y un morphisme de [J-espaces topologiques,
Ll € ObI1. Si, pour tout a € L, f; : X, —> Y, est une équivalence homologique, le
morphisme s f:spX — sgY est une équivalence homologique (voir [Du](5.16)).
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Finalement, dans la catégorie Top on peut aussi réduire la donnée des équi-
valences homologiques a la donnée des objets homologiquement contractiles par
une construction coéne et un critere d’acyclicité. En effet, a chaque application
continue f : X; —> X, on associe l'espace topologique cine, ou cofibre homotopique,
de f, qui est la réalisation géométrique du [l;-espace topologique

() X, —Z

Xo,

et, d’aprés la suite exacte d’homologie du cone d’une application, on a le

4. Crntere dacyclicté: Soit [ : X; —> X, une application continue. Alors f
est une équivalence homologique si, et seulement si, le cone de f est un espace
topologique homologiquement contractile.

En général, on a un critere d’acyclicit¢ pour tous les diagrammes cubiques
augmentés d’espaces topologiques qui s’énonce en termes du cone d’un objet cu-
bique augmenté qu'on définit ci-dessous. Ce sera la condition (CD8) de la défi-
nition (1.5.3) suivante, définition avec laquelle on peut donner une forme précise
aux analogies observées entre les deux exemples précédents.

(1.4) Diagrammes cubiques augmentés et le foncteur cone. — Nous introduirons
d’abord la catégorie TTT des types de diagrammes cubiques augmentés.

(1.4.1) La catégorie TI". — Soit II" la catégorie dont les objets sont les
ensembles finis et les morphismes les applications injectives. Cette catégorie est une
catégorie monoidale symétrique avec la somme disjointe.

A un ensemble fini S, éventuellement vide, on attache I'ensemble [IF des parties
de S, ordonné par inclusion. I’ensemble vide est le plus petit élément de [, et,
si S est non vide, [Js est le sous-ensemble ordonné I \ {#} de OIS

On identifie un élément a de [Jf a lapplication caractéristique associée
S — {0, 1}, donc a un élément (a(s)),es de {0, 1}°. L’élément @ est donc identifié
a Pélément nul.

Pour tout entier n > 0, nous désignerons simplement par [ Tensemble
ordonné attaché a l'ensemble a n+ 1 éléments {0, 1, ..., n}. En particulier, 7 est
isomorphe a l'ensemble ordonné a deux éléments {0, 1}, et ensemble ordonné
[OF est isomorphe au produit cartésien de n+ 1 copies de 'ensemble ordonné [Jj.
Nous noterons [0, Pensemble ordonné [Jj, et son unique élément sera noté 0.

Soient S et T deux ensembles finis, toute application injective u : S —> T
induit une application strictement croissante (I} : O —> [, définie par O () =
u(a).

On a ainsi défini un foncteur IT™ —> Cat, qui est fideéle et conservatif. Ce
foncteur est monoidal symétrique strict, car on a [ = {8}, et O ; = OF x Of.
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Si S est un ensemble fini, on note §, l'application croissante (07, — g
définie par Pinclusion ¢ — S.

Soit, finalement, IT x I17 la catégorie produit cartésien des catégories I1
et TT*. Cette catégorie IT x IT' est aussi une catégorie monoidale symétrique,
dont l'unité est Pobjet (o, [0F,), et dont le produit sera noté simplement x.
Les catégories IT et Tt ¢’identifient a des sous-catégories de IT x ITT. Avec ces
identifications on a des isomorphismes canoniques S X T — (S,T) «— T x S,
pour tout (S,T) € ObIT x ITT.

Le foncteur

I x IO — Cat, (S, 1) Osx0Of

est un foncteur fidel, conservatif et monoidal symétrique strict. Dans ce qui suit
nous noterons aussi (g x [0 Tobjet (S, T) de ITxIT*. Un objet de ITx 1" de la
forme Ox ¢, ou S est non vide, sera appelé un type de diagramme cubique augmenté.

(1.4.2) Duagrammes cubiques augmentés. — Soit & une catégorie. Nous appel-
lerons diagrammes cubiques augmentés de ) les diagrammes de 2 de type cubique
augmenté.

Par exemple, un [Jf-diagramme de & est un morphisme X; — X, de 2,
et un [J/-diagramme de 2 est un carré commutatif de & de la forme

X —— Xp
| |

! !

XlO e Xoo.

Soit S un ensemble fini et non vide. Si X est un Lls-objet de &, une
augmentation de X vers un objet Xy de ¥, € : X — X, est un morphisme de
Ogs-objets X —> X, x [Js. Cela étant, nous noterons X*, ou ft(€), le diagramme
de type %, défini par € de fagon évidente. En particulier, si X; est un objet
de 2, une augmentation de X; x [y vers X, est un morphisme € : X; — X
de 2, et tot(e) est le diagramme de type (I défini par le morphisme e.

(1.4.3) Le foncteur cone. — Soit & une catégorie avec un objet final noté 1.
Si f:X; — X; est un morphisme de ¥, on peut, en suivant la construction
en Topologie du céne d’une application continue, associer a f le [j-objet de &
défini par le diagramme

J

1 X, X, .

On obtient ainsi le foncteur cdne (Dar K7 (DTP , D).
Si U est un ensemble (resp. ordonné¢) arbitraire, nous noterons U Pensemble
(resp. ordonné) pointé ({*y}uUU, *y) (resp. tel que U est un sous-ensemble ordonné
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de Ut et *y est le plus petit elément de U%). Puisque (LJs)™ est isomorphe a

003, cette notation est cohérente avec les notations précedentes. Avec ces notations,

pour tout ensemble {s} réduit a un seul élément, on définit comme ci-dessus le
+

foncteur ¢y : (D{S}op, 9) —> (D({)f}+, D).

Plus géneralement, nous nous proposons de définir un foncteur cdne ¢ : 1T
—> I1 monoidal symétrique strict, tel que ¢({s}) = {s}7; et un foncteur fibré au
dessus de ¢

c : Diagn+ Y — Duagn 9,

tel que, si ¢s: ({7, 2) — ((T)?, D) est la fibre de ¢ sur S € ObIT*, alors:
¢y est le foncteur cone défini ci-dessus; et on a un isomorphisme naturel de
foncteurs cg, 1 = ¢€s o e, pour tout S, T € ObITT.

On définit le foncteur ¢ : [1T — II par: a un ensemble fini S on attache
la famille ¢(S) = ({s}7),es; et & un morphisme o : S —> T de I1T, le morphisme
¢(©@) : ({s})ses —> ({#}T)ier de TT défini par lapplication OOF : TI{s}* = 0O —>
I,{}* = 0O, en identifiant I'ensemble pointé ({s}*, *) a (D{t}, 0).

Il résulte immédiatement que le foncteur ¢ ainsi défini est monoidal symé-
trique strict.

En outre, soit p la transformation naturelle monoidale définie, pour tout objet
S de I, par le morphisme de types de diagrammes

ps : OF — O =0+, ps(@) = ({5))ea U (%D ses\ar-
Alors ps induit le foncteur d’image inverse

oL ((ODH”, 2) — (O, D).
Le foncteur adjoint a droite de p¢ est le foncteur, naturel en S,

cs: (O3, 2) — (D)7, 2)
défini par

[ Xe, siB=p(@), e,
(esX)p = { 1, siBed®)\ps@).

Puisque les ¢s sont compatibles aux images inverses, ceci définit le foncteur cone
cherché

¢ : Diagn+ 9 — Diagn 9.
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Le foncteur ¢ : I[TT — TII s’étend en le foncteur ¢ : IT x ITT — TII, défini
par ¢(S, T) = S x ¢(T), et le foncteur ¢ : Diagn+%Y — Diagn¥, s’étend en le
foncteur

¢ : Diagnyn+ 9 —> Diagn ¥,
fibré au-dessus de ¢, défini par
cis,m(Xeo) - Us x o(T) — 2, (o, B) = cr(Xye)p-

Ce foncteur cone permet d’étendre aux diagrammes cubiques augmentés
de 2, tout foncteur défini, initialement, sur les diagrammes cubiques de Z. En
effet, si F: Diagn% —> € est un foncteur, F s’étend en le foncteur

Diagnn+ 9 i)Diagn@ L.

(1.5) Catégories de descente homologique. — Dans une catégorie de descente ho-
mologique ¥ la classe de morphismes E, qui est 'analogue des quasi-isomorphismes
de la catégorie des complexes dune catégorie abélienne, est une classe saturée, et
nous nous intéressons a la localisation de & par rapport a E, analogue de la
catégorie dérivée dans 'exemple (1.3.1) précédent. D’abord, nous rappellerons la
définition de classe saturée de morphismes.

(1.5.1) Classes saturées de morphismes. — Soient & une catégorie, et E une
classe de morphismes de 2. Nous désignons par Z[E7'], ou HoZ si aucune
confusion n’est possible, la catégorie localisée de & par rapport a E, et par
Y9 — HoZ le foncteur de localisation. Ainsi y transforme les morphismes de
E en isomorphismes, et, si F': 9 — € est un foncteur tel que, pour tout f € E,
F(f) est un isomorphisme de ¢, alors il existe un unique foncteur G : HoY — €
tel que F = G o y. Cette localisation existe toujours dans un univers convenable,
voir [GZ](L.1), et elle est uniquement déterminée, a isomorphisme unique pres.

Définition. — Sotent P une catégore, et ¥ une classe de morphismes de 9. On dit
que E est une classe saturée de morphismes si tout morphisme [ de D, tel que y(f) est
un somorphisme, est dans E.

Par exemple, si E est la classe des morphismes de & qui se transforment en
isomorphismes par I'application d’un foncteur ¢ : ¥ — &', alors E est saturée,
d’apres la propriété d’universalité de y.

Si E est une classe saturée de morphismes de &, nous appellerons quasi-
wsomorphismes, ou équivalences faibles, les morphismes de E. Nous dirons que deux
objets X et Y de & sont quasi-isomorphes s’ils sont isomorphes dans Ho %, et
nous écrirons alors X ~ Y.
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Soit Z une catégorie monoidale, avec un produit ®, et une unité U, et soit
E une classe saturée de morphismes de &, compatible a la structure monoidale,
re. telle que si f: X — X' et si g¢: Y — Y sont des morphismes de L,
SR : X®Y — X' ®Y est un morphisme de E. Alors le foncteur y o ® :
9 x 9 — Ho% induit un produit

Q@ HiI x HY — HoY, (yX),pyY)) — yXQY).

Ce produit, I'unité y(U), et les contraintes d’associativité et d’unité induites par les
contraintes correspondantes de &, définissent une structure monoidale dans Ho %,
telle que le foncteur y est monoidal fort (voir (1.5.2) ci-dessous).

(1.5.2) Foncteurs monoidaux quast-stricts. — Soient (¢, ®, U) et (Z, ®, U’) des
catégories monoidales. Rappelons (voir [ML](XIL.2)) qu'un foncteur monoidal
(F, ¥y, Fy) : € — 2, ou simplement F, est la donnée de

(i) un foncteur F: % — 9,
(ii) pour tout couple (X,Y) d’objets de €, un morphisme de ¥

FoX Y): FX)@F(Y) — FX®Y),

qui est naturel en (X,Y), et
(i) un morphisme de ¥

F,: U —s F(U),

compatibles aux contraintes d’associativité et d’unité.

Nous appellerons Fy le morphisme de Kiinneth, et ¥y le morphisme d’unités.

On dit quun foncteur monoidal F : € — Z est jfort (vesp. strict), si les
morphismes de Kiinneth Fy et d’unités F; sont des identités (resp. isomorphismes)
(voir loc. cit.).

Si & est une catégorie munie d’une classe saturée de morphismes, nous
dirons que I est un foncteur monoidal quasi-strict si Fy et Fy sont des quasi-isomorphis-
mes de Z. Lorsque les morphismes Fy et Fy ont le sens inverse, nous dirons que
(F, ¥y, Fy) est un foncteur op-monoidal (voir [KS], p. 83 et 84).

Rappelons qu’on dit qu’une catégorie & est une catégorie cocartésienne si les
sommes (ou coproduits) finies, que nous noterons LI, sont représentables. En par-
ticulier, 2 a un objet initial, not¢é 0. Il en résulte que si & est une catégorie
cocartésienne, la somme définit une structure canonique de catégorie monoidale
sur 9, que tout foncteur F: % —> & entre des catégories cocartésiennes est un
foncteur monoidal, et que toute transformation naturelle entre des foncteurs est
une transformation naturelle monoidale.
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(1.5.3) Défimition. — Une catégorie de descente homologique est la donnée de
(9,E,s, i, \), o

(CDI1) D est une catégorie cocartésienne, avec un objet final, noté 1.

(CD2) K est une classe saturée de morphismes de 9, stable par sommes, te., telle
que st f X — X' et st g Y — Y sont des morphismes de E, alors la somme
SUg:XuY — X'UY et un morphisme de E.

(CD3) s : Diagn 9 — 9 est un foncteur covariant, tel que, st § : 1 — [ est un
morphisme de T1, et X est un U-objet de D, le morphisme spX —> smé, X, mduit par le
morphisme canomique X — 8, X, est dans E.

(CD4) Pour tout objet U1 de T1, le fonctewr so : (U?, D) —> D est un foncleur
monoidal quasi-strict, c’est-a-dire, le morphisme naturel de Kiinneth associé a la somme,

oc=09X,Y) :sgXUsgY — spgXUY),
et le morphisme d’unités,

a& 10— s(0 x O,
sont dans E.

(CD5) Soit [: X —> Y un morphisme de U-objets de 2, 1J € ObI1. Si, pour tout
a el fy est dans E, sof est dans E.

(CD6) Le foncteur (s, pt, ro) : [l —> Realn P, O+ (so: (U7, P) — D), est
op-monoidal quasi-strict.
Plus explicitement:

M= pOoo i sgx — sgo sy
est une lransformation naturelle de fonctewrs, qui est aussi naturelle en (LJ,J) € ObI1 x I1;
Ao s, 0, — Wy,

est une transgformation naturelle de fonctewrs; et |u et Ay vérfient:

() pour tout U x [ -objet X, U, € ObI1, le morphisme puom(X) : soxoX —>
sos X est dans E,

(i) pour lout objet X de D, le morphisme Ay(X) :sg,(X x Uy) —> X est dans E,
et

() les transformations naturelles | et Lo sont compatibles aux contraintes d’associativité
et d’unité.
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(CD7) A est une transformation naturelle monoidale du foncteur op-monoidal [ +>
sgo g au fonctewr U v idy, qui coincide avec ho sur L.

Plus explicitement, pour tout 11 € ObTl, Ao : sgoiqg —> wdy est une transformation
naturelle compatible a ., et Ay, = Ag.

(CD8) Pour tout diagramme X de type 1 := U, ou S est un ensemble fini et non vide,
et toute augmentation € : X —> Xo, le morphisme A. := An(Xo) o sg(e) : spX — X
est dans E si, et seulement si, le morphisme canonique sp+Xt —> 1 est dans E.

Nous dirons alors que & est une catégorie de descente homologique. Nous
appellerons acycliques les objets de & quasi-isomorphes a l'objet final 1; et foncteur
simple, ou total, le foncteur s.

(1.5.4) Remarques. — 1. Les propriétés (CD4), (CD5), (CD6) et (CD8) sont
une formulation abstraite des propriétés d’additivité, d’exactitude, de factorisation
et du critere d’acyclicité, respectivement, du foncteur simple des exemples de (1.3).
Mais, on peut donner des variantes de la définition précédente.

D’abord, on a des variantes plus faibles. Par exemple, sans I'’hypothése que
2 soit une catégorie cocartésienne; ou bien, on peut supposer une structure mo-
noidale sur &, et adapter les axiomes convenablement.

Dans l'autre sens, on a des variantes plus fortes. Par exemple, on peut sup-
poser Z additive, ou additive graduée, ou que E admet un calcul de fractions,
etc. C’est dans ce contexte qu’on peut établir le lien avec les catégories triangulées
de Verdier.

Aussi, on pourrait considérer d’autres catégories monoidales symétriques de
types de diagrammes que la catégorie Il. Par exemple, la catégorie des ensembles
simpliciaux, ou celle des ensembles multisimpliciaux stricts.

Nous avons donné la définition (1.5.3) compte tenu des applications que nous
avons en vue dans ce travail.

2. Dans les deux exemples de (1.3), le foncteur simple s’exprime comme
une cofin. Ceci sera “presque” le cas général, car tout diagramme X de type L,
U e I1, est une cofin de diagrammes cubiques constants:

X ; / u(l*(X(l X DO{)’

ou u, : Ly — U est le morphisme d’inclusion, pour tout « € L.
Donc, si la catégorie de descente vérifie

(CD3b) pour tout morphisme 6 : L — [’ de II, et tout [l-objet X de 2,
le morphisme spX —> s8,X est un isomorphisme de %, et

(CD4b) s commute aux colimites finies représentables,
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alors on a un isomorphisme naturel

so(X) = / s(Xy x ),

pour tout [J-objet X de Z.

(1.5.5). — Soit &/ une catégorie abélienne, et soit C,(=7) (resp. C (&),
resp. Cy(27)) la catégorie des complexes de chaines de .7 sans limitation de degré
(resp. bornés inférieurement, resp. bornés supérieurement et inférieurement).

Soit s le foncteur simple défini dans (1.3.1).

Pour tout couple U, [0 d’objets de II, soit upy lisomorphisme de Fub-
bini correspondant a la cofin itérée [ML](IX.8), défini a partir des isomorphismes
C,(0w.p) = C.(4y) ® C(Up), pour tout (o, B) € L x .

Pour tout objet X de C,(), et tout L e ObII, soit

MX): sgpXxDEXRC,O) — XEXQRZ
le morphisme induit par 'augmentation C,(LJ) — Z.

Proposition. — La catégorie Cy(?), on § = *,+ ou b, mume de la classe E des
quast-isomorphismes, du foncteur simple s, et des données (p, A) définies plus haut, est une
catégorie de descente homologique.

Prewve. — Les propriétés (CD1) a (CD7) dans C;(2/) ou bien sont évidentes,
ou bien elles ont déja été prouvées dans (1.3.1). II suffit donc de vérifier la con-
dition (CD8). Soit X un diagramme de Cy () de type [J: =1L, et € : X —> X
une augmentation. Si Xt = (e : X —> Xj), alors il est ais¢ de voir qu’il existe
un isomorphisme

s+ X = S (tot(Ae = sgX —> X)),
et (CD8) résulte du critéere d’acyclicit¢ de (1.3.1).

Nous prouverons maintenant quelques propriétés élémentaires des catégories
de descente qui nous seront utiles par la suite. Toutes ces propriétés sont immeé-
diates dans le cas des complexes de chaines d’une catégorie abélienne.

(1.5.6) Proposition. — Soit D une catégorie de descente homologique.

(1) Soit [+ X —> Y un morphisme de 9, alors le morphisme [ est un quasi-
wsomorphisme si, el seulement si, Lobjet syt (lot( f)) est acychque.
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(2) Soit f:X —> Y un morphisme de D, et soit U le (I -diagramme

XL)Y

idl \lLid
X % Y,

alors Uobjet st U est acyclique.
(3) Soit T le U\-diagramme de 9

Y <L X % X,
et §: 0y —> Uy le morphisme de T1 défini par (1) = (1,0). S w: X — X’
est un quasi-isomorphisme, le morphisme

s5(8, 1) : s, (Y x Uy) —> s, T

est un quasi-isomorphisme.
(4) Pour towt 1] € ObIT x T1T, lobjet sp(1 x L) est acyclique.

Preuve. — Prouvons (1). D’apres la naturalité de A, le diagramme

sg, (/)
SEIU(X X Do) e SI:IO(Y X Do)

xmoool lxao )

X Ly,
est commutatif, d’ou A, := Ag(Y) o sp,(f) =/ o Ag,(X). Puisque, par (CD6), on
a Ag,(X) € E, et, par (CD8), A, € E si, et seulement si, SD(J)r(tOt(f)) ~ 1, on
déduit (1), compte tenu de (CD2).
Prouvons (2). Rappelons que sg+U est 'objet simple du diagramme de type
Dl X |:|1

—y =

[
l

I
Js

1 x 7
l id
1 X Vi

D’apres (CD6) on peut calculer l'objet simple de ce diagramme par facteurs.
Ainsi, le simple obtenu par colonnes est, d’apres (1) et (CDJ), quasi-isomorphe
a s, (1 x L)) qui, a son tour, est acyclique, d’apres (1).
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Pour prouver (3), considérons le [J;-diagramme U défini par

J ud

Y X X

et soit € : U — Y laugmentation induite par / et le morphisme identité de Y. Le
morphisme U — T défini par w et les identités, induit un morphisme s, U —>
sg, T, qui, par (CD5), est un quasi-isomorphisme, et le diagramme

Ag, (V) id
Y «— s, (Y xUy) —— s, (Y x Up)

idl SS(S,I)l Ss(&Dl

Y <X sgU  ——  soT

est commutatif. Puisque, par (CD2), on a Ag,(Y) € E, il suffit de prouver que
Le € E. D’apres (CD8), si on note U le O -diagramme défini par I'augmenta-
tion €, ceci est équivalent a prouver que sg:U" ~ 1, ce qui résulte de (2).

Finalement, prouvons (4). Soit L € ObTI x 1", alors on a =1, x---x1I,, ou
chaque I; est isomorphe a un [, ou a un 7. Nous prouverons (4) par récurrence
sur 7.

Supposons r = 1. Si O = [, (4) résulte de (CD6). Si O =0, ou O =01,
(4) résulte de (1). Si O =0 on a (1 x O =1 x ()", et alors (4) résulte
de (CD6), (CD5) et du cas [ =[], précédent. Finalement, si [LJ="L],, (4) résulte
de (CD8) et du cas =0 précédent.

Si 7> 1, (4) résulte, par récurrence sur 7, de (CD5) et de (CDG6).

Dans la proposition suivante, on établit pour les diagrammes cubiques aug-
mentés de Z la propriété de factorisation (CDG6).

(1.5.7) Proposition. — Sotent 9 une catégorie de descente homologique, U1, 1) €
ObTI x 1T, et p: O x O — O x O le morphisme de permutation des factewrs. Soit X un
U x W'-objet de 9, alors

(1) Le morphisme (p, 1) : p*X —> X nduit un isomorphisme
s,(p, 1) 1 spo(PX) — so.oX.
(2) 1l existe un quasi-isomorphisme sy X —> sosgyX, qui est naturel en X.

(3) 1l existe un isomorphisme sgspX —> spysgX, dans Ho D, qui est naturel en X.

Prewve. — Prouvons (1). Si p7!': O x [ — [0’ x [0 est la permutation inverse
de p, (p7', 1) : X —> p*X est le morphisme inverse de (p, 1) : p*X —> X. D’apres
la fonctorialité de s, il résulte que le morphisme s(p, 1) est un isomorphisme.



22 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

Prouvons (2). Puisque ¢ est monoidal strict, d’aprés (CD6) on a un quasi-
isomorphisme

s SOxy X = SyOx[1)COx¥ X —> S OSreacryX.
En outre, on a

SCD/CD/XQ., s ,3 = ,0|:|(O(), (WA D,

@““m%:{muxﬂxﬁﬁ¢m@%

et

SL'D/CD’Xau si IB = IOD(a)’ ac |:|a
“mﬂmxﬁ:{ L si B¢ @

donc, le morphisme A7 (1) induit un morphisme naturel de c¢[J-diagrammes
A socqgeopX — s, e X,

qui, par (4) de la proposition (1.5.6) et (CD3), induit un quasi-isomorphisme naturel
SCD()») : S[DSCD/CDCD/X — S[DCDS[D/CD/X = sgspp X

et, donc, le quasi-isomorphisme naturel
S|:|><|:|’X —> SDSD/X.

Finalement, (3) est une conséquence immédiate de (1) et (2).

(1.5.8) Proposition. — Soit 9D une catégorie de descente homologique, et soit X un objet
de 9.

(1) St U est un type de diagramme cubique augmenté, objet spo(X x L) est acyclique.
2)S Oe 0bI1, aagX) :sgX x ) — X est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — Prouvons (1). Puisque [J est un type de diagramme cubique aug-
menté, on a =0 x O, ou O est un objet de IT et n > 0. Prouvons d’abord
le cas ou OJ = OF, par récurrence sur n. Si n =0, s(X x ) est acyclique par

(1) de la proposition (1.5.6). Si n> 0, par (2) de (1.5.7), I'hypothese de récurrence
et (CD)5), on a

sg(X x ) ~ sg+ | (sgr (X x O, xOH) ~ sgr (1 x Of )~ 1.

Dans le cas général, ou = [ x[IF

n?

par (2) de (1.5.7), (CD5), (4) de (1.5.6)
et le cas précedent, on a

soX x O) ~sp(sgr (X x O x ON) ~ sl x ) ~ 1.
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Prouvons (2). Puisque U e ObI1, on a LO=T1"_,0,. Si r=1, (2) se suit de
(CD8) et (1). Si r>1, notons I' =01, et I”=TII'_,],. Par (CD7) le morphisme
A0(X) se factorise par

Ay (X)

sr(X xI) — X

so(X x 0) £ sy (spr(X x T x 1)) 22020
et, puisqu’l résulte de (CD3), (CD6) et 'hypothése de récurrence que ces mor-
phismes sont des quasi-isomorphismes, Ag(X) est aussi un quasi-isomorphisme.

Dans la proposition suivante on établit pour les objets augmentés de Z la
propriété¢ (CD3) de la définition (1.5.3), et une variante de la propriété¢ (CD4).

(1.5.9) Proposition. — Soit D une catégorie de descente homologique.

(1) Soit O € ObTIxIT*. St f: X —> Y est un morphisme de J-objets de D tel que,
pour tout o € U, fo est un quasi-isomorphisme, alors s f est un quasi-isomorphisme.

(2) Soit U un type de diagramme cubique augmenté. St X et Y sont deux [-objets de
D tels que soX et sOY sont acycliques, alors so(X UY) est acycligue.

Preuve. — (1) se déduit de (CD)), et de la définition de s sur les diagrammes
cubiques augmentés, (1.4.3).

Prouvons (2). Puisque les morphismes X — 1 x [ et Y — 1 x U induisent,
respectivement, des quasi-isomorphismes s(X) — s(1 x L) et s(Y) — s(1 x 1),
d’apres (CD2) et (CD4) on a un isomorphisme s(XUY) = s((1ul) x L) dans
Ho9, et donc s(XUY) ~ 1, car, d’aprés (1) de (1.5.8), on a s((1U1) x[J) ~ 1.

(1.5.10) Proposition. — Sotent P une catégorie de descente homologique, [ € ObTI x
I, et r un entier > 0. Sotent X = (Xop) 0 Y = (Nop) des diagrammes de 9 de type
OF xO et OF x O, respectivement, tels que Yop = X, pour tout B € O, et soit 7. = (Zp)
le OOF x O-objet de 9 défini par

Yaﬂ ) Si (a7 ﬁ) € Dr X |:|,
XOﬂ, siazO,,BED,

avec les morphismes induits. St deux des objets sX, sY et sZ sont acycliques, le troisieme
objet Uest aussi.

Prewve. — Soit [ : Y —> 7 le morphisme défini par fop = ly,,, si @ € [,
et tel que, pour tout B € U, fig : Yog —> Zog est le morphisme de transition
Xip —> Xpg de X. Soit § = §) x Ig : OF, x O — OF x O, et soit T le
diagramme total du diagramme commutatif de O* x O-objets défini par

8*Xlo — 8*X00
| |

! !

Y — 7.
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Le diagramme T évalué en (0, 8) € OOF x [J est
Xlﬁ —_—> XO,B

l l

S
YO/S :Xlﬁ _—> Xoﬂ,

et évalué en (a, B) € L, x I est

0O —— 0
Yop —— Yog.

donc sg+Tp est acyclique, pour tout (a, B) € LIF x L. D’aprés (2) de (1.5.7),
(1) de (1.5.9) et (1.5.8) il s” ensuit que sT est acyclique. Mais, par (2) de (1.5.7),
(3) de (1.5.6) et (1) de (1.5.8), on a

sT ~ st (stot (sY — sZ) —> sX),
d’ou 1l résulte la proposition.

(1.5.11). — Si Z est une catégorie de descente homologique, la catégorie %,
des objets pointés de Z, 1 —> X, est munie de la classe saturée de morphismes
induite par E, ie., celle des morphismes (1 - X) — (1 = Y) tels que X — Y
est dans E.

Rappelons que, par (i) de (CD6), le morphisme u := Ag, (1) : s(1 xUy) — 1
est un quasi-isomorphisme.

Lemme. — St u est un somorphisme de D, il existe un foncteur
Ho(O, 9) — Ho9,,
lel que le foncteur
s: Ho(O", 9) — Ho 9
se factorise par

Ho(O, 9) — Ho 9, — Ho 9.

Preuwve. — En effet, 'objet stot(0 — 0) est canoniquement pointé par le
quasi-isomorphisme

0115 s(1 x Oy) —> s8,(1 x Og) = stot(idy : 0 —> 0),
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ou 4§ : Ly —> ) est le morphisme de IT défini par 6(1) = (1,0), et s(1xUy) —
sd8.(1 x Ly) est un quasi-isomorphisme, par (CD3). Il en résulte que, pour tout
morphisme f : X — Y de %, l'objet stot(f) est naturellement pointé par le
morphisme

€ 1 =5 stot(idy) —> stot(f).
On a donc un foncteur
@N?* 2 — 2.,
qui, par (CD6), induit le foncteur
Ho(O, 9) — Ho 9, ,
qui vérifie la propriété du lemme.
(1.5.12). — Dans la plupart des exemples que nous rencontrerons par la
suite, la classe de morphismes E d’une catégorie de descente s’obtient par releve-
ment des quasi-isomorphismes d’une catégorie de descente connue a l'avance, par

exemple la catégorie des complexes dune catégorie abélienne. Dans ce cas, on
pourra utiliser la proposition suivante.

Proposition. — Sowent (9,'s, i, ™), lels quon a (CDI), (CD7) et
(CD3’) s : Diagn9 —> 2 est un foncleur covariant.
(CD4’) Pour tout 1 € ObT1, s : (?, D) —> D est un foncteur monoidal.

(CD6’) (s, pu, 1) : 11 — Realn?, O+ (sg: 07, 9) — D), est un
Joncteur op-monoidal.
Sotent 9’ une catégorie de descente homologique, et

V.9 —9
un foncteur covariant, tel que

(FD1) ¥ est un foncteur monoidal quasi-strict par rapport a la somme, c’est-a-dire que
Y(0) ~ 0, et, pour tout couple (X,Y) d’objets de D le morphisme naturel associé
a la somme oy (X,Y) : yX)UY(Y) —> Y(XUY) est un quasi-isomorphisme;
(FD2) il existe un isomorphisme monoidal de foncteurs monoidaux
0:soy = Yos:Diagn? — HoY',

c’est-a-dire, pour tout U-objet X de P, L1 € ObI1, il existe un isomorphisme de
Hoo'

0(X) : sp¥(X) — ¥so(X),

qui est naturel en X et compatible a la somme et aux morphismes [ et A.
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Alors, st E est la classe des morphismes | de D lels que Yy(f) est un quasi-isomorphisme de
D, (D, E,s, L, A) est une catégorie de descente homologique.

Preuve. — Vérifions les conditions de la définition (1.5.3) qui restent a prou-
Ver.

Prouvons (CD2). La classe E est évidemment saturée. Soient f : X —> X' et
g:Y — Y des morphismes de E. Puisque dans le diagramme commutatif

Y U (Y) L2 X LY
m/,(X,Y)l \lta,/,(X’,Y/)
yXuy) 2 uxuy)

on a ¥(f), Y(g) € E, et, que d’apres la propriété (FDI), les morphismes verticaux
sont dans E/, il résulte de (CD2) dans &' que ¥(fUg) € E'. Donc fUg e E.
La propriété (CD3) résulte immédiatement de (FD1), (FD2), et des propriétés
(CD3) et (CD5) dans Z'.
Prouvons (CD4). Soient X,Y des [U-objets de &, Ll € ObI1. Considérons le
diagramme de Ho %'

Y(0(X,Y))
e

Y(sX UsY) Ys(XUY)
a'v,(sX,sY)T Tid
ysXUysY 250 yexuY)
0(X)u0(Y)l l@(XuY)
osy (X,Y)

sUXUsyY —228 sy(Xuy)

a(wx,w)l lid

s(oy (X,Y))
s(WXuvyyY) —— sy(XuyY),
ou le carré central est commutatif, grace a la compatibilit¢ de 6 a la somme,
et les carrés supérieur et inférieur sont aussi commutatifs par la naturalité des
morphismes.

D’apres la condition (FD2) et la propriété (CD2) dans &', les morphismes
OX)uo(Y), et 6(XUY) sont des isomorphismes. Par (FDI) et la propriété¢ (CD5)
dans &', on a o,(sX,sY), s(0,(X,Y)) € E'. D’apres la propriété (CD4) dans &',
on a o(YX, YY) € E, et il en résulte que le morphisme ¥(o(X,Y)) : Y(sX UsY)
—> Y¥s(XUY) est un quasi-isomorphisme, ce qui prouve (CD4).

La propriété (CD5) résulte de la propriété (CD5) dans &' et de la condition
(FD2).
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Prouvons (CD6). Le diagramme de Ho%'

sy(X x O0y) 2" 4

B(XXDO),L idl

Y00, (X))
Us(X x L) —— ¥(X)
est commutatif, d’aprés la compatibilité de 6 a A. Alors, puisque (X x L)) est
un isomorphisme, et que Ag,(Y(X)) € E/, 1l résulte que A, (X) € E. De la méme
fagon, de (FD2) il s’ensuit que p est dans E, puisque u’ est dans E.
Finalement, prouvons (CD8). Soit X un diagramme de Z de type U := L,
et soit € : X —> X, une augmentation. Notons u : X* — 1 x O le morphisme
canonique. Dans le diagramme de Ho%'

L sve® L L hOrv)
sYc Xt —— sye(l x ) =s(y¥(1) x cLIT) —  ¥(1)

Ql l& lid
sc(u Y o+ (1)
YseXt U yse(Ix O = ys(l x Y ——— P(D),

le carré gauche est commutatif par la naturalit¢ de 6, et le carré droite est com-
mutatif par la compatibilité¢ de 6 et A. Les morphismes 6 sont des isomorphismes,
et, d’apres (2) de (1.5.8), on a Ag+y¥(1l) € E.

Le morphisme ¥(seXt — 1) étant la composition ¥(Ao+(1)) o ¥se(u), il
en résulte que Y(seXt —> 1) € E/ si, et seulement si, s{re(u) € E.

Drailleurs, on a que syc(u) € E si, et seulement si, scyu : sey Xt —
sc(Y(1) x O7) € E. En effet, on a le (] -diagramme de {J"-objets de &’

YeXt  —— cyXt

IIIC(u)l ct//(u)l

Ye(l x OF) —— ey(1 x O1),

dont le diagramme total associé U = (U,g) est un diagramme de &' de type
O x %, et il suffit de voir que sU est acyclique. Mais sU ~ s+sgrU, d’apres
(2) de (1.5.7). Si @ = p(B) € p(d") (avec les notations de (1.4.3)), U,, est le
O -diagramme

YX§ —— YX;

l !

1//1 — 1//13
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et si o ¢ p(O%), U,, est le OJf-diagramme

donc on a que sprU,, est acyclique, pour tout @ € ([J*. Dapres (CD3) et (4) de
(1.5.6) 1l en résulte que sU est acyclique.

Puisque s(¥1 x %) est acyclique, syu : s XT — s(¢1 x OOF) € E i,
et seulement si, sy Xt ~ 1. D’apres (CD8) dans &', ceci équivaut a son tour a
ce que Ay : sYyX —> ¥X, soit un quasi-isomorphisme. Finalement, d’apres la
compatibilit¢ de 6 et A, le diagramme de Ho%'

sUX — yX,

Q(X)l Jvid

Ve
YsX —— ¥X,
est commutatif, et puisque O(X) est un isomorphisme, Ay € E' si, et seulement
si, YA € E/, clest-a-dire, si, et seulement si, A, : sX — X, € E, ce qui prouve

(CD8).

(1.5.13). — Nous prouverons maintenant que la catégorie Top, munie de la
classe E des équivalences homologiques, est une catégorie de descente homologique.

Soit s le foncteur de réalisation géométrique des diagrammes cubiques, défini
dans (1.3.2).

Pour tout couple [, [ d’objets de IT, soit o 'isomorphisme de Fubbini
correspondant a la cofin itérée, qui résulte des homéomorphismes A, 5 = Ay X Ag,
pour tout (o, B) € L x [J.

Pour tout espace topologique X, et tout [lg € ObII, soit

AoX): s X xUg) =X x Ag — X
le morphisme de projection.

Proposition. — La catégorie Top, munie de la classe ¥ des équivalences homologiques,
du foncteur s de réalisation géométrique des diagrammes cubiques, et des données (., A) définies
plus haut, est une catégorie de descente homologique.

Preuve. — D’abord nous remarquons que les propriétés (CD1) a (CD7) ou
bien sont immédiates, ou bien ont déja été prouvées dans (1.3.2). Bien qu’il ne
nous reste a prouver que la condition (CD8), nous utiliserons la proposition (1.5.12).
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Soit
S : Top — C,(Z-mod)

le foncteur du complexe des chaines singulieres a coeflicients entiers. Puisque la
catégorie Cy(Z-mod) est de descente homologique, et que le foncteur S, vérifie
clairement la condition (FDI1) de (1.5.12), il suffit de prouver l'existence d’une
transformation naturelle

0(X) : 8,5,.(X,) — S, (/a X, X Aa>

qui vérifie (FD2), (cf. [Du](5.15)). Nous prouverons ceci a partir du théoreme des
modeles acycliques, dans sa version filtrée.

Soit [J un objet de I1. Considérons sur la catégorie (07, Top) les foncteurs
filtrés

F(X) = 8,5,(Xq), W,F(X) = F(s¢,X),
GX) =S, ( / axa x Aa> . W,G(X) = G(sg,X),

ou (5¢,X)y = Xy, si dima < p, et =, sinon; c’est-a-dire, la filtration par la di-
mension des «. Et prenons comme modéles de (7, Top) la famille filtrée d’objets

M = (ua*(An X Da))nzo,aelzh me == (ua*(An X Da))dimafp-

Le foncteur F admet pour base la famille des éléments ‘B = (1, ® p,), avec
1, ® 1ty € S.(A,) @ C,(,) = Flug (A, x,)), ol 4y est une base de (or(a)® ).
La sous-famille W,®B = (1, ® tq)gina<y est une base du foncteur W,F.

Le foncteur W,G est acyclique sur les modeles de W,9, car W,G(ue. (A, X
L) = Su(A, X Ay), si dima < p.

Finalement, on a un systtme compatible de morphismes naturels en M €

W,
6o,(M) : H((W,F(M)) — H,(W,G(M)), p=>0.

Donc, d’apres la variante filtrée du théoréeme des modeles acycliques, 6, est
induit par une transformation naturelle filtrée 6 : (F, W) — (G, W), unique a
homotopic filtrée pres. (A défaut de référence, nous laissons au lecteur le soin de
prouver cette variante du théoréme des modéles acycliques.)

Le morphisme 6(X), étant un morphisme filtré, induit un morphisme sur les

complexes gradués correspondants

. o GriVo(X) .
G FX) = P 8.(Xo) ® or(@) ——— Gr)'G(X)

dima=p

= S.(spsg,X, ssgy—1X)
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Prouvons que Gr}”@(X) induit un isomorphisme sur ’homologie, pour tout X.
En effet, soient

¢: Gr'FX) — P S.(X) @ S.(Ay, 0A,),

dim o=p
Ui D 8:(Xo) ®8.(Ag, 08 — (D) S.(Xa x Au Xo X DA,
dimo=p dimo=p
v QB S:(Xa X A, Xy x IA,) —> Gr)'G(X),

dima=p

les quasi-isomorphismes naturels déduits, respectivement, du quasi-isomorphisme
or(o) —> S,(Ay, 0A,), du théoréeme d’Eilenberg-Zilber, et du diagramme cocarté-
sien

I L A- xXy — sgsgiX
dima=p 0<i<p

! !

I A xX, —>  sosgX
dimo=p

(voir [Du](5.16)). Alors, pour tout X, le diagramme

G;-)"@(X)

Gr)'F(X) = Gr) G(X)
¢l T)f
D S.(X) @5.(8, 080 —— @ S.(Xu X Aus X, x 9A,),
dima=p dima=p

est commutatif, a homotopie pres, car, Gr;MF[—p] est un foncteur libre qui admet
pour base W, 901\ W,_ 9N, GrZMG[—p] est acyclique sur ces modeles, et il est
commutatif sur I’homologie p-dimensionelle des modeles. II en résulte que Gr}”@(X)
est un quasi-isomorphisme, et, donc, que 6(X) est un quasi-isomorphisme filtré.
Les compatibilités de 8 a la somme, a @, et a A, sont aussi des conséquences
du théoreme des modeles acycliques. Par exemple, prouvons la compatibilit¢é a A.
S1 X est un espace topologique, et S € ObI1, d’aprés ce théoreme, le diagramme

0(X)

S:(X) ® Ci(Ms) — Su(X x Ay)

A(S*(X))l JS*(A(X))

5:(X) — S
est homotopiquement commutatif, car il induit un diagramme commutatif sur ’ho-
mologie de dimension 0, pour tout modéle X. Il en résulte immédiatement la
compatibilit¢ de 6 a A dans HoTop.



UN CRITERE D’EXTENSION DES FONCTEURS DEFINIS SUR LES SCHEMAS LISSES 31

(1.5.14). — Le couple (S.,0) de la preuve précédente, et, en général, le
couple (¥, 6) de la proposition (1.5.12), est, a posteriori, un exemple de foncteur
exact de catégories de descente, avec la définition suivante.

Définition. — Sowent P et D' deux catégories de descente. Un foncteur exact de 9 dans
D' est la donnée d'un foncteur monoidal quasi-strict W : 9 — D', tel que Yy(E) C K, et
d’un quasi-isomorphisme monoidal

0:sYy — ¥s: Diagn 9 — 7',
compatible aux morphismes [ et A.

(1.6) Foncteurs rectifiés

(1.6.1). — Soit & une catégorie de descente homologique. Pour tout type
de diagramme ., la catégorie (F”, Z) est aussi une catégorie de descente, avec
E et s définis composante par composante. Si J est une sous-catégorie de Cat, la
catégorie Diags? de diagrammes de & dont le type parcourt J, est une catégorie
fibrée au dessus de J dont les fibres sont des catégories de descente. Puisque
les foncteurs d’image inverse §* préservent les quasi-isomorphismes, les catégories
localisées Ho(F”, Z) définissent un foncteur contravariant

J— Cat’, S+ Ho(I" D),

ou Cat’ est la catégorie des catégories d’un univers convenable. La catégorie fi-
brée associée sera notée Hoy Diags¥, ou simplement HoDiagz; Y. Le lecteur prendra
garde que cette catégorie n’est pas une catégorie localisée.

Il résulte de (2) de (1.5.9) et de (CD5) que, pour tout [J e ObIT x ITF, le
foncteur s : (U7, ) — 2 induit un foncteur Ho(LJ?, 9) — Ho %P, naturel par
rapport aux morphismes de IT x IT*, et donc on a un foncteur

HoDiagnyn+9 — Ho9.

Nous noterons encore s ce foncteur.

(1.6.2). — Soient Z une catégorie, munie d'une classe saturée E de mor-
phismes, y : 4 — Ho%Z le foncteur de localisation, et J une sous-catégorie de
Cat.

Si F:% — 2 est un foncteur, F induit trivialement un foncteur entre les
catégories de diagrammes Diagsl : Diagy¢ — Diagy 9, et, par composition, on
obtient un foncteur Fy : Diagy¢ —> HoDiags 9.

Or, dans un bon nombre d’applications, et surtout dans le cas des foncteurs
dérivés, on trouve des foncteurs G : € — HoZ qui ne sont définis que dans la
catégorie localisée HoZ. Un tel foncteur induit un foncteur DiagzG : Diagy¢ —>
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DiagsHoZ, mais cette catégorie de diagrammes DiagyHoZ n’est pas une catégorie
satisfaisante, car, en général, elle n’est pas équivalente a la catégorie HoDiagz 9,
dont les objets sont représentables par des diagrammes commutatifs de Z. Par
exemple, si F: ¢ — Z est un foncteur covariant additif entre des catégories
abéliennes, exact a gauche, et € a assez d’objets injectifs, alors F induit un fonc-
teur dérivé RF : ¢ — HoC*' (%), mais, comme il est bien connu, ce foncteur ne
suffit pas pour définir le foncteur hyperdérivé RF : CT(%) — HoCT(9).

On peut se demander d’une fagon naive si le foncteur G : ¢ — Ho Y
s'étend en un foncteur fibré Gy : Diagy¢ —> HoDiags ¥, mais ceci n’entraine pas,

par exemple, que la composition Diags€ 3 HoDiagz 9 — DiagsHo% soit naturel-
lement isomorphe a DiagzG. Or, puisque les catégories Diagyé sont des “catégories
de catégories”, on a des transformations naturelles des foncteurs, et ce qu’il faut
est préciser le comportement du foncteur Gy par rapport a ces transformations
naturelles. Pour ceci nous utiliserons la structure de 2-catégorie de Cat, car c’est
la structure qui tient aussi compte des transformations naturelles de foncteurs.

Rappelons qu’une 2-catégorie est une catégorie enrichie en la catégorie des
catégories (voir [KS], [ML]|(XIL.3)), en particulier, c’est une catégorie dont les mor-
phismes entre deux objets sont, a leur tour, les objets d’une catégorie. Ainsi dans
une 2-catégorie on a des objets ou O-cellules, des morphismes ou l-cellules, et
des transformations naturelles ou 2-cellules. Les catégories Cat, Cat,..., sont des
2-catégories, dans des univers convenables. Nous noterons 2Cat, 2Cat,..., la 2-
structure de Cat, Cat,....

(1.6.3) Définition. — Soit I une 2-sous-catégorie de 2Cat. Nous dirons que J est une
2-catégorie de types de diagrammes si, pour tout &, # € ObJ, on a Homy(I, J) =
Homacac(F, F), et st T a un objet distingué 1, qui est une catégorie ponctuelle.

Ainsi, si J est une 2-catégorie de types de diagrammes, pour tout .# € 0bJ
on a un isomorphisme canonique de types de diagrammes iy : & —> Homz(1, 7).

Par exemple, la catégorie @, introduite dans (1.1.2), avec la structure de
2-catégorie induite par la 2-structure de 2Cat, est une 2-catégorie de types de
diagrammes. Mais les catégories IT et 1T ne le sont pas.

(1.6.4). — Soient & une catégorie, et J une 2-catégorie de types de dia-
grammes. L’assignation . +— (S%, ¥) définit un 2-foncteur (voir [KS], p. 81, et
[ML](XIL4))

2Cat — 2Cat/,

dont la composition avec le 2-foncteur d’inclusion de J dans 2Cat induit un 2-
foncteur

Diags% : J —> 2Cat’ .
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Ce 2-foncteur Diagzs9 associe: a un objet .# de J, la catégorie (7, %); a un
morphisme 8 : & —> ¢ de J, le foncteur §7* : ( #7, ) — (I”, D) tel que
37 (Y) =Y od”; et, a une 2-cellule 7 : 5§ —> & de J, la transformation naturelle
% 1§ — §7% telle que, pour tout objet Y de (7", 92), () : 8P (Y) —>
87*(Y) est définie par la famille (Y(7,))ic.r-

Finalement, si & est une catégorie munie d’une classe saturée de mor-
phismes E, et si J est une 2-catégorie de types de diagrammes, par la fonctorialité
de la localisation, I'assignation % +— Ho(¥”, &) définit le 2-foncteur

HoyDiags9 : 3 —> 2Cat’.

(1.6.5) Définition. — Sotent € une catégorie, 9 une catégorie munie d’une classe saturée
de morphismes E, T une 2-catégorie de lypes de diagrammes, et G 1€ —> HoD un foncteur.
Une J-rectification de G est une pseudo-transformation 2-naturelle de 2-foncteurs (vorr [KS],
p. 81 et p. 83),

Gy : Diagy¢ —> HozDiagz 9

dont la restrichion a € est G.

Nous dirons que G : € —> HoD est un jfonctewr J-rectifié s%l est muni d’une
J-rectification.

St G et ¥ sont des foncteurs munis de JI-rectifications Gy et F3, un morphisme de
foncteurs rectifiés de G en I est une modification 0 : Gy — Fy (voir loc. cit.).

Plus explicitement, une J-rectification G5 de G est la donnée de:

(R1) pour tout I € ObT, un fonctewr Gy : (F?,€) —> Ho(I", D),
(R2) un isomorphisme de fonctewrs Gy = G, et
(R3) pour tout morphisme & : & —> F de T, un isomorphisme naturel de foncteurs

Gs;:Gyro0d; —> 8,0G 4,
tel que
Gi, =1g,, Gy = (8, % Gy) o (Gy % 8.5),

et que, st T:86 —> & est une 2-cellule de J, le diagramme

’ Gy*l’
G(] o &Z; E— G(] @) 8%

Ga/l ng

*G)

850G —— 8% 0G;

est commutatif dans Ho( IS, D).
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Un morphisme de foncteurs rectifiés 6 : F —> G est la donnée de

(MR) pour tout .7 € ObT, un morphisme naturel 6 5 : Gy —> ¥ 4, tel que, pour tout
morphisme & © I —> F de TJ, et tout F-objet Y : F? —> € de C, le
diagramme de morphismes de Ho(I”, P)

G, (8Y) —2> §°G 4(Y)

ef(a*Y)Jv lﬁ*é?j(Y)

F
F (8Y) —— &F ,(Y)

est commutatyf.

En particulier, 6 est un isomorphisme si 6, est un isomorphisme, pour tout
S € 0bJ. ‘

Evidemment, si F: ¥ — 2 est un foncteur, le foncteur & 59 L w9
est muni d’une J-rectification canonique définie par I’extension naturelle de I aux
J-diagrammes, et si 0 : F —> G est un morphisme de foncteurs, alors 6 induit
un morphisme des foncteurs rectifiés associés.

(1.6.6) Proposition. — Sowent € une catégorie, P une catégorie munie d’une classe
saturée de morphismes E, et I une 2-catégorie de lypes de diagrammes. Si Gy est une J-
rectification d’un fonctewr G : € —> HoD, alors les pseudo-transformations 2-naturelles de

2-fonctewrs Diags€ & HoDuags 9 7, DiagsHo D et DiagsG sont isomorphes.

Prewve. — 11 suffit de voir que, pour tout diagramme X de % de type
J € 0bJ, on a un isomorphisme naturel y'Gs(X) = Diag,G(X), compatible
aux images inverses. En effet, pour tout objet @ de .Z, notons 7, : 1 — 7 le
morphisme de J défini par (%) = a, et i, 1 4y —> i la 2-cellule de T définie
par un morphisme u: o —> B de .. Alors, pour tout a € 0b.#, on a, par (R2),
un isomorphisme Diag ,G(X)(a) = ¢iDiag ,G(X) (%), et, par (R3), un isomorphisme
2:Diag ;G(X) () = Y'G»(X) (), tels que, pour tout morphisme u: o — B de .7,

le diagramme

G(X(w)

Diag G(X) () Diag ,G(X)(B)
YG (X @ Y G, X)),

est commutatif. Ceci définit I'isomorphisme naturel y'G (X)) = Diag,G(X), qui
prouve la proposition.
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(1.6.7). — Supposons que € est une catégorie cocartésienne, et soit

G:%4 — H9

un foncteur covariant ®-rectifié. Pour tout couple X et Y d’objets de %, le dia-
gramme

GX — XUY «—Y)=y(GX) — GXUY) «— GY))
induit un morphisme
GX)uG(Y) — GXUuY)
de 9, et donc un morphisme
GX)UGY) EpGEX)uG(Y) — GXUY) EpGEEXULY))
de HoZ (voir (1.5.1)). Donc,
Proposition. — Sowent € une catégorie cocartésienne, et P une catégorie de descente. Si
G:¢— Ho Y
est un foncteur covariant ®-rectifié, alors G est monoidal.
D’apres (1.5.11), on a la proposition suivante.

(1.6.8) Proposition. — Sotent € une catégorie, & une catégorie de descente homologique.
St Go @ Diage€ — HoDiage D est une P-rectification d’un fonctewr G : € — HoD, alors
Go wmduit un foncteur P-rectifié

(s © Go)\piggy, ¢ - Diagnn+€ —> HoDiagnyn+? — Ho 9.
En particulier, pour tout diagramme cubique X de €, lobjet sGo(X) de Ho D est bien défini.

Pour simplifier les notations, si G est un foncteur ®-rectifié, nous noterons
encore G sa rectification, et sG le foncteur ®-rectifié Diagnyn+é —> Ho% défini
ci-dessus.

(1.6.9) Définition. — Soient € une catégorie, P une catégorie de descente homologique,
e G:C — HoD un foncteur O-rectifié. Nous dirons qu’un diagramme cubique X de € est
G-acyclique st lobjet sG(X) de HoD est acyclique, et quun morphisme | : X —> Y de
diagrammes cubiques de € est un G-isomorphisme si sG(f) : sG(X) —> sG(Y) est un
wsomorphisme de Ho 9.



36 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

De méme, on définit le 2-foncteur Codiags % : I —> 2Cat’, des codiagrammes
de Z dont le type est dans J, qui associe: a un objet .# de J, la catégorie (&, 9);
a un morphisme §: . — #Z de J, le foncteur 6*: (7, 7)) — (&, Z) tel que
3*(Y) = Yo et, a une 2-cellule 7 : § —> § de J, la transformation naturelle
¢ 8 —> 8 telle que, pour tout objet Y de (7, 2), t*(Y) : §*(Y) — 8*(Y)
est définie par la famille (Y(7;))cr.

Nous remarquons qu’on a un isomorphisme de 2-foncteurs
Codiagy D = (Diags 7",

ol (Diagy@”p)OP est le 2-foncteur & > ((Diagjg”p)(f ))Op.
Nous utiliserons librement les résultats pour les codiagrammes analogues a
ceux obtenus ci-dessus.

(1.7) Catégories de descente cohomologique. — Les axiomes donnés dans (1.5.3)
pour les catégories de descente homologique ne sont pas autoduaux. Pour une
théorie de descente cohomologique la définition est la suivante.

(1.7.1) Définition. — Considérons la donnée de (D, E, s, i, )), ou D est une catégore,
E est une classe de morphismes de 9, s : Codiagn®? —> 9 est un foncleur covariant,
(s, iy o) : [T —> Corealn P est un foncteur op-monoidal et . = A : idy —> sgoig est
une transformation naturelle de foncteurs, qui est ausst naturelle en [J € ObTI.

Nous dirons que (2, E,s, L, A) est une catégorie de descente cohomologique st
D" est une catégorie de descente homologique, autrement dit, st 9 vénfie les conditions de la

définition (1.5.3) oblenues en changeant P par D”.

Nous appellerons quasi-isomorphismes les morphismes de E, et acycliques, les ob-
jets de ¥ quasi-isomorphes a l'objet initial 1.

Le produit x de & induit une structure de catégorie monoidale dans HoZ,
dont l'unité est I'image par y de l'objet final de &, et le foncteur y est op-
monoidal.

Pour une catégorie additive, ou l'objet initial et 'objet final coincident, de
méme que la somme et le produit, la situation homologique et la situation coho-
mologique ne different que pour le foncteur simple. En particulier la proposition
qui suit est 'analogue a (1.5.5).

(1.7.2). — Soient &/ une catégorie additive, et C*(7) la catégorie des com-
plexes de cochaines de .7 (sans limitation de degré).

On peut aisément dualiser les constructions et preuves de (1.3.1) et (1.5.5),
et on obtient alors:
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Le foncteur sumple
s : CodiagnC* (7)) — C* (),

tel que, si X = (X*) est un codiagramme de C*(&7) de type U € ObIl, le
complexe simple s(X) est défini par

so(X)! = @ or(a) ™ @ X, qgeZ.

g=p+dima

et la différentielle

d= Y or(w) @ X + (=11 ® dx,

wp—a

sur or(o)®™e @ X,

Le complexe simple sg(X) est naturellement isomorphe a la fin fa Cr () ® X4,
ou C*(,) :=s(1? x Z).

Pour tout couple [, [ d’objets de II, soit wm lisomorphisme corres-
pondant a la fin itérée, défini a partir des isomorphismes C*(L,) ® C*(Lp) =
C*(U.p), pour tout (a, B) € LI x .

Pour tout objet X de C*(/), et tout U € ObII, le morphisme

AMoX)XEXRZ — sp@” xX) = C* (D) @ X

est le morphisme induit par la coaugmentation Z — C*([J).
Finalement, on a la proposition suivante.

Proposition. — Soit o une catégorie abéhenne. La catégorie C*(2/) des complexes de
cochaines de o7, ou § = %, + ou b, munie de la classe ¥. des quasi-isomorphismes, du foncteur
simple s, et des données (ju, \) définies plus haut, est une catégorie de descente cohomologique.

On déduit de ceci la proposition (1.5.12)”, qui correspond a (1.5.12) dans le
cas cohomologique.

(1.7.3) Le jfoncteur simple de Thom-Whitney. — Soit k un corps de carac-
téristique zéro, et désignons par Adgc(k) la catégorie des k-algebres différentielles
graduées a degrés > 0, anticommutatives et avec ¢élément unité (dgc pour abréger).
Tout objet A de Adgc(k) est muni d’'un morphisme structural 7, : £ — A, qui
est unifere, et non nul st A est différent de I'algebre 0. Les morphismes entre ces
objets sont les morphismes de k-algebres compatibles avec le morphisme structural.
L’algebre £ est l'objet initial de cette catégorie, et Ialgebre nulle O est 'objet final.
Dans cette catégorie, les limites inductives et projectives finies sont représentables,
le coproduit étant le produit tensoriel d’algebres dgc.



38 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

Nous allons munir Adgc(k) d’une structure de catégorie de descente coho-
mologique.

La classe E est la classe des quasi-isomorphismes, c’est-a-dire des morphismes
qui induisent un isomorphisme en I’homologie.

Le foncteur simple cubique qu’on va définir est une variante du foncteur
simple de Thom-Whitney, srw, introduit dans [N](3.2).

Rappelons la définition du foncteur stw. Dans la catégorie Adge(k), on a
I'objet simplicial L* = (L.¥), dont la composante d’indice n, L}, est la £-algébre dgc
des formes différentielles régulieres sur I’hyperplan de Pespace affine Aj™' défini par
Péquation D ¢ 4 =1. Si A= (A™) est une k-algébre dgc cosimpliciale stricte, on
définit (voir loc. cit.) le simple de Thom-Whitney de A comme la fin

STW'A = /L; X A}?*
P

du foncteur (A,,)?” X (A,,,) — Adge(k), (p, ¢) —> L;‘ ® AT,

Maintenant, soit S un ensemble fini. On note L§ la k-algebre dgc des formes
différentielles régulieres sur hyperplan de lespace affine A}, défini par I'équation

ZSES t5 = 1.
Si U = Iiglls, € ObI1, pour tout @ = (a;); € L, on pose L = ®L;. Alors
(L¥)gen est un diagramme de Adge(k) de type U, et on définit le foncteur
so @ (U, Adge(k)) — Adgce(k)

comme étant la fin
spA = / L) ® A™
du foncteur 07 x 0 —> Adge(k), (o, B) —> L} @ AP,
Puisque s est fonctoriel par rapport a [, on a le foncteur
stw : Codiagr; (Adge(k)) —> Adgce(k) .

Pour tout couple L, [ d’objets de I, soit pugy I'isomorphisme correspon-
dant a la fin itérée, défini a partir des isomorphismes Lj ® Ly = L, 4, pour tout
(a, p) e O x .

Pour tout S € ObII, et toute k-algebre dgc A*, soit

Ao (A T A — s (O x A) = LR A*
le morphisme induit par le morphisme structurel & —> L.

(1.7.4) Proposition. — La catégorie Adge(k), munie de la classe Y. des quasi-isomor-
phismes, du foncteur simple stw et des données (A, u) définies plus haut, est une catégorie de
descente cohomologique.
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Prewve. — Les propriétés (CD1)?, (CD2)?, (CD4)? et (CD7)” sont triviale-
ment vérifiées, tandis que la propriété (CD6)? résulte de [ML](IX.8). Pour vérifier
les propriétés (CD3)?, (CD5)” et (CD8)”, nous utiliserons la proposition (1.5.12)”
comme dans le cas des espaces topologiques.

Soit

Y : Adgc(k) —> C7(k-mod)

le foncteur d’oubli de la structure multiplicative, et 6 : ¥ o s;ww —> so ¢ la
transformation naturelle d’intégration définie comme suit (voir [N](2.5)).
Pour tout ensemble S, fini et non vide, on a le morphisme d’integration

Is: L — C*(Os. b) = €D or(@) ® &,

woa—S

K=Y wo [ .

wa—S Ao e
Ce morphisme coincide avec le morphisme d’integration de l'objet cosimplicial
strict de Adge(k) défini par le codiagramme cubique (or(@)®*®k) e, (voir [N](3.3)
et [Gu](2.1.6)). C’est donc une équivalence homotopique de complexes, avec pour
équivalence inverse

Eg . C*(Ds, k) e L;

naturelle en S, telle que IsoEg est I'identité de C*(Us, £), et il existe une homo-
topie fs : Eg ols ~ 1y, elle aussi naturelle en S.

On en déduit, pour tout @ € L] = TI,LJs, € ObI1, un morphisme de complexes
naturel en «,

Ia = ®iIa¢ . LZ = ®iLZi — C*(Dcu k) = ®iC*(|:|ais k)7
qui est une équivalence homotopique, avec pour équivalence inverse E, naturelle
en «a, telle que I, o E, est I'identité¢, et 'homotopie /4, : Ey 0 I, ~ lix, elle aussi
naturelle en o.

Soit A un codiagramme de type [J de Adgc(k). Pour tout o, B € L], on a
le morphisme

Oup = 1y ® Lose 1 LE @ AP* — C*(O,, k) ® AP,

qui est naturel en (o, ), donc 1 induit le morphisme des fins
O(A) : /Lz R AY —> /C*(Da, k) @ A%,

qui est une équivalence homotopique naturelle en A, avec pour équivalence ho-
motopique inverse le morphisme E(A) induit par les E, @ 1.

Il est aisé de vérifier que 6 est compatible au produit et aux morphismes u
et A, et la proposition résulte alors de (1.5.12)”.



40 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

(1.7.5). — Soient &/ une catégorie abélienne, CF*(«/) la catégorie des com-
plexes de cochaines de & (ou f§ = %, +, ), filtrés par une filtration décroissante
et biréguliere, et s le foncteur simple filtré, défini par s(X, F) := (s(X), s(F)).

Proposition. — La catégorie CY¥(/), munie de la classe ¥, des quasi-isomorphismes
Sultrés, du foncteur sumple filtré s et des données (A, ) définies comme dans (1.7.2), est une
catégorie de descente cohomologique.

Preuve. — Pour vérifier que ces données définissent une catégorie de descente
cohomologique, nous considérons le foncteur de passage au gradué

Gr : CF() —s CH().

Il est évident que ce foncteur commute avec le foncteur simple, et la proposition
(1.5.12)” permet de prouver aisément que CF*(2/) est une catégorie de descente
cohomologique.

(1.7.6). — Soient X un espace analytique complexe, et Cg;(X) (resp.
Cug,en(X)) la catégorie des complexes des faisceaux de Ox-modules K bornés in-
férieurement, filtrés par une filtration F par des sous-Ox-modules, décroissante et
biréguliere, et munis d'une différentielle ¢ qui est un opérateur différentiel d’ordre
< 1 respectant F, dont le gradué Grp(d) est Ox-linéaire (resp. et dont la co-
homologie de GrgK est cohérente) (voir [DB] §1). Les morphismes de Cgy(X)
(resp. Cuig.r(X)) sont les morphismes Ox-linéaires de complexes, compatibles a la
filtration.

D’une fagon analogue a (1.7.5) on obtient:

Proposition. — Soit X un espace analytique complexe, alors Cr(X) (resp. Cgg con(X))
munie de la classe des quasi-isomorphismes filtrés, du foncteur simple filtré et des données (o, \)
définies comme dans (1.7.2), est une catégorie de descente cohomologique.

(1.7.7). — Nous donnons un dernier exemple de catégorie de descente, que
nous utiliserons au §5 dans le contexte de la théorie des motifs.

Proposition. — Soit o/ une catégorie additive. La catégorie C*(2/) des complexes de
cochaines de </, ou § = %,+,b, munie de la classe ¥ des équivalences d’homotopie (ou
homotopismes), le foncteur simple s et les données (, N) défimis dans (1.7.2), est une catégorie
de descente cohomologique.

Preuve. — Toutes les propriétés, sauf la saturation de E, (CD5)? et (CD8)?,
se prouvent comme dans (1.5.5).

Prouvons que la classe E est saturée. En effet, la catégorie K%(<7), quotient
de C*(&/) par la relation d’homotopie, est isomorphe a la catégorie localisée de
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C%(«/) par rapport aux homotopismes, et les homotopismes sont exactement les
isomorphismes dans K*().

Pour prouver (CD5)?, il suffit de considérer le cas ou [J=[JF, car on peut
étendre un diagramme X de type Lls a un diagramme X de type [ en le
complétant par lobjet nul, et on a un isomorphisme s X[1] = ng)rZ. Mainte-
nant procédons par récurrence sur n. Pour n = 0, avec les notations de (CD5)?,
X est un morphisme de complexes X° —> X' Y est un morphisme de complexes
Y’ — Y!, et f est un couple d’homotopismes (f°, '), tel que le diagramme sui-

vant

XO 5 Xl

| I
Y — Y!
est commutatif. Puisque la catégorie K*(&/) est triangulée, il résulte que so (/)

est un homotopisme (voir [Ve]).

Supposons que n > 1. Puisquon a OOV = O x OF

.1, compte tenu de la
propriété de factorisation de (1.3.1) et I’hypothése de récurrence, il résulte que
sg+ (/) est un homotopisme.

Finalement, la propriété (CD8)” est une conséquence de I'isomorphisme
SOy ot(soX — X% = s X +» et du critere de contractibilité: un morphisme de
complexes est une équivalence d’homotopie si, et seulement si, le cone du mor-
phisme est contractile. Notons que ce critére est une conséquence immédiate des

axiomes TRI et TRIII des catégories triangulées, dans K*(<7).

2. Les théorémes d’extension

Dans ce paragraphe, nous donnons des criteres d’extension pour un foncteur
défini sur une catégorie de schémas séparés, de type fini et lisses sur un corps £
a une catégorie plus large de schémas. Ces criteres étant basés essentiellement sur
les théoremes de résolution des singularités d’Hironaka, comme ils sont développés
dans la théorie des hyperrésolutions cubiques de [HC], nous nous placerons dans
un contexte ou cette théorie est disponible, en supposant le corps £ de caractéris-
tique zéro.

(2.1) Extension d’un foncteur défini sur les schémas lisses. — Solent k£ un corps de
caractéristique zéro, et Sch(k) la catégorie des schémas réduits, séparés et de type
fini sur £, que nous appellerons simplement schémas, et Reg(k) la sous-catégorie
pleine de Sch(k) d’ objets les schémas lisses.

Dans toute cette section (2.1) nous noterons .#’ la catégorie Sch(k), et .#
la sous-catégoric Reg(k).
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Dans les catégories .# et .#' nous considérons des classes distinguées de
diagrammes.

(2.1.1) Défintion. — Nous dirons qu’un diagramme cartésien

~

¥ 1. X
(2.1.1.1) gl lf
Yy —» X
de A" est un carré acyclique si i est une immersion fermée, si [ est propre et sl induit
un wsomorphisme X \'Y — X\ Y.
St (2.1.1.1) est un carré acychque dont les objels sont des objels irréductibles de la
catégorie M, et tel que [ X —> X est Uéclatement de X le long de Y, nous dirons que

J est une modification propre élémentaire, et que le diagramme (2.1.1.1) est un carré
acyclique élémentaire.

Le théoréeme de résolution des singularités d’Hironaka ([Hil]) entraine aussi-
tot la propriété d’existence suivante:

(2.1.2) Théoreme de résolution. — Pour tout objet X de A" il existe un carré acyclique
(2.1.1.1), oa X est un objet de M, et dimY, dimY < dimX.

Cette propriété est un argument essentiel dans la preuve du théoréme de la
descente cubique [HC](I.3.10), qui est utilis¢ pour démontrer le théoréme d’exten-
sion (2.1.5) ci-dessous.

Dans ce qui suit, en plus du théoreme de résolution (2.1.2) et de la théorie
des hyperrésolutions cubiques, nous utiliserons une propriété qui nous permettra de
relier deux résolutions différentes; ce résultat-clé est le lemme de Chow-Hironaka
([Hil], (0.5), p. 144):

(2.1.3) Lemme de Chow-Hironaka. — St f : X — X est un morphisme birationnel
propre de A tel que X et X sont wrréductibles, il existe un morphisme birationnel propre
g: X' —> X qui est la composition d’une suite finie de modifications propres élémentaires et

qui se factorise par f.

(2.1.4) Le probleme d’extension. — Soit & une catégorie de descente coho-
mologique cubique, et y : Z — Ho% le foncteur de localisation. Si
Gl — 9

est un foncteur contravariant, et ¢ est la 2-catégorie de types de diagrammes des
catégories ordonnables finies (voir (1.6.3)), G induit une ®-rectification (voir (1.6.5))

Gy : Diage M —> HoCodiage D,
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du foncteur
yoG: M4 — Ho9.

Le probleme qui se pose alors est de donner des conditions naturelles pour
qu’on puisse étendre ce foncteur a toute la catégorie .Z’, et dans cette direction,
nous proposons le critére (2.1.5) suivant.

(2.1.5) Théoreme. — Soit
G: M — HD

un foncteur contravariant ®-rectifié, vérifiant les conditions

1) G@) = 0, et le morphisme canomiqgue G(X UY) — G(X) x G(Y) est un
wsomorphisme, et
(F2) s1 X, est un caré acyclique élémentarre de M, sG(X,) est acyclique.

Alors 1l existe une extension de G en un foncteur contravariant ®-rectifié
G : 4 — Ho9,

vérifiant la condition
(D) st X, est un carré acyclique de A', sG'(X,) est acyclique.

En plus, si ¥, G : M —> HoD sont des foncteurs D-rectifiés qui vérifient les conditions (F1)
et (F2), st ¥ et G' sont des extensions de ¥ et G, respectivement, qui vérifient la condition
(D), et st T: ¥ —> G est un morphisme de foncteurs D-rectifiés, alors T s’élend d’une fagon
unique, en un morphisme v : ¥' — G’ de foncteurs ®-rectifiés.

Preuve. — Pour la preuve de (2.1.5) rappelons d’abord quelques notations et
résultats de [HC], exp. I. Soient .# un type de diagramme ordonnable fini, et
X. un F-objet de .#'. Une 2-résolution augmentée de X, (voir [HC] (1.2.7), ou la
définition adoptée est moins restrictive) est un & x [Jf-objet Z,, de .4, tel que,
pour tout ¢ € 0b.7,

(1) Zioo =

(i) Z; est un carré acyclique de Z’,

(il) Z,0; est un objet de .,

(iv) le morphisme f; : Z;5; —> X, est exhaustif, et il est une transformation bi-
rationnelle entre les composantes irréductibles de Z;; et X; de dimension
maximum.
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Nous dirons que la restriction de Z,, a £ x U est une 2-résolution de X,. On
définit alors les hyperrésolutions cubiques comme dans [HC](1.2.12), et [HC](1.3.2).
Maintenant, rappelons que (voir [HC] (I1.2.8) et [HC](I.2.14)), s1 X, est un
S-objet de A', et Z,, un & x [j-objet (resp. & x [-objet) de .4, alors Z,, est
une 2-résolution (resp. hyperrésolution cubique) de X, si, et seulement si, Z; est
une 2-résolution (resp. hyperrésolution cubique) de X;, pour tout ¢ € 0b.7.
Finalement, remarquons que si Z,, est une 2-résolution d’'un #-objet X, de
A, en général on n'a pas dimZe, dimZeo < dimX,, contrairement a (2.1.2).

Revenons a la preuve de (2.1.5). Soient . € 0b®, et X, : I? — A" un
J-objet de .Z'. Si X,, est une hyperrésolution cubique de X,, et si 'extension G’
existe, d’apres la condition (D), les propriétés (CD8), (1.5.10) et la définition d’hy-
perrésolution cubique, on a un isomorphisme G'(X,) = sgG(X,p) dans Ho(Z, 9).
Ceci suggere Tidentit¢ G'(X,) = spG(X,5) comme définition de G'(X,). Pour
montrer que cette définition de G’ donne un foncteur ®-rectifié, rappelons que,
pour tout £ € Ob®, on a un foncteur ([HC](.3.3))

wyHre( S — M) — I — A
qui induit une équivalence de catégories ([HC](I.3.8))
How, HoHre( S — M) — 9 — 4.

Lassignation .# € 0b® +— Hre(S — A') (vesp. HoHre( Y — #")) est un 2-
foncteur, que nous noterons Hre(Diage — ') (vesp. HoHrc(Diage — A")), et les
foncteurs Howy, % € Ob®, étant compatibles aux images inverses, induisent une
transformation 2-naturelle de 2-foncteurs

HoHrc(Diagy — M) —> Diage M .

Donc, le foncteur induit sur les correspondentes ®-catégories fibrées associées est
une équivalence de catégories sur @ ([SGAI], exp. VI, p. 159). Ainsi, on est
ramené a prouver que la transformation 2-naturelle de 2-foncteurs

sGg : Hre(Diagy — ") —> HoCodiage 9
induit une transformation 2-naturelle de 2-foncteurs
Gy : HoHre(Diagy — M) —> HoCodiage 7 ,

c’est-a-dire a prouver que la définition G'(X,) := sgG(X,p) ne dépend pas de
I’hyperrésolution X,, de X, choisie.

Pour prouver que G’ est bien défini, remarquons d’abord que si X,, — X,
est une hyperrésolution cubique d’un #-objet X, de .#’, il résulte de [HC](.2.14)
que, pour tout « € &, X,, —> X, est une hyperrésolution cubique de X,, donc
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que G'(X,) = s5G(Xpp), d’ou il s’ensuit qu’il suffit de prouver que G'(X,) est
bien défini dans le cas ou .# est la catégorie ponctuelle.

Soit X un schéma, rappelons que, d’aprées [HC](I.3.10), pour vérifier que
G'(X) est bien défini, il suffit de prouver que si X, et X, sont des hyperrésolutions
cubiques de X, alors tout morphisme X, — X/ d’hyperrésolutions cubiques de X,
est un G-isomorphisme (voir (1.6.9)). Nous prouverons ceci par récurrence sur la
dimension de X.

Pour tout entier n > 0 notons .#’, la sous-catégorie pleine de .’ des objets
de dimension < n, et .#',, la sous-catégorie pleine de .Z’, dont les objets sont
sommes d’objets de .#’,_, et d’objets de .# de dimension < n. Pour v = (n,0)
ou v = n, nous considérons ’assertion suivante:

(T,). — G’ induit un foncteur P -rectsfié
G, : M, — Ho9,
qui vénifie la condition (D).

Le théoreme (2.1.5) résulte alors de “('l,), pour tout n > 0”, qui, a son tour,
résulte par récurrence de (T() et des assertions suivantes

(T,—1) = (T,0), pour toutn>0, et
(T,0) = (T,), pour tout n> 0.

Lassertion (1) résulte trivialement des propriétés d’additivité (F1), (CD4), et
(2) de (1.5.9), et des propriétés (4) de (1.5.6), et (CDS8).

(2.1.6) Preuve de “(1,—1) = (1',.0), pour toutn >0”. — Soient X un objet
de A',,, et X, une hyperrésolution cubique de X. Alors X est la somme d’un
objet X' de .#',_; et dun objet X’ de .# de dimension pure n. Cette décompo-
sition de X induit une décomposition X, = X, LIX?, ou X/ est une hyperrésolution
de X' et X! est une hyperrésolution de X°. Par (T, ), X, — X’ est un G-
isomorphisme, et, d’apres (F1l), (CD4), (2) de (1.5.9) et (CD8), il suffit de voir que
X% — X% est un G-isomorphisme. Compte tenu de (1.5.10), il suffit de prouver
le lemme suivant:

Lemme 1. — Supposons (1,—1) vrar. St X, est une 2-résolution augmentée d’un objet
X de A de dimension pure n, alors X, est G'-acyclique.

Preuve du lemme 1. — Soit (2.1.1.1) le diagramme X,. S1 Y =X, le lemme 1
résulte de (2) de (1.5.6), ainsi on peut supposer que Y est sous-objet propre de X.

(1) Cas ou X, X sont des objets rréductibles de M de dimension n, et X — X est
une modification propre élémentaire.
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Soit Z le centre de I'éclatement X — X, alors Y et Y sont des objets de
.///,;_1, Z CY, et il existe un diagramme commutatif

Z Y X

|
Y

—

A

Z
ou le diagramme X défini par

Z— X

/Z — X
est un carré acyclique élémentaire, et le diagramme Y, défini par

_

— N
— =Q

/7 — Y

est un carré acyclique de #',_,. Par (T,_)), Y, est G'-acyclique, et par (F2),
X! est aussi G'-acyclique, et, compte tenu de (1.5.10), on en conclut que X, est
G'-acyclique, ce qui prouve le lemme 1 dans ce cas.

() Cas ou X, X sont des objets irréductibles de M et de dimension n, et X — X
est la composition d’une swite finie de modifications propres élémentarres.

Nous prouverons le lemme 1 dans ce cas par récurrence sur le nombre ¢
de modifications propres élémentaires. Le cas ¢ =1 c’est le cas (i) qu’on vient de
prouver. Supposons ¢ > 1. Il existe alors un diagramme commutatif

Y \'% Y
X X/ X

ou X —> X' est une modification propre élémentaire avec un centre d’éclate-
ment lisse contenu dans Y’, d’ou il résulte, compte tenu du cas précédent, que le
diagramme

Ll

Y — X
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est G'-acyclique. Par ailleurs, X' — X est la composition d’une suite de ¢ — 1
modifications propres élémentaires, d’ou il résulte, d’apres ’hypothése de récurrence
sur ¢, que le diagramme

Y — X

L

Y — X

est G'-acyclique. Compte tenu de (1.5.10) il en résulte que X, est G’-acyclique, ce
qui prouve le lemme 1 dans ce cas.

() Cas on X, X sont des objets irréductibles de M et de dimension n.

Puisque X —> X est, dans ce cas, un morphisme birationnel propre, d’apres
le lemme de Chow-Hironaka (2.1.3), il existe un morphisme X' —> X qui est la
composition d’une suite de modifications propres élémentaires, et qui domine X.
Il existe aussi un morphisme X — X qui est la composition d’une suite de
modifications propres élémentaires et qui domine X'. On a donc un diagramme
commutatif

% \'% Y Y
X’ X/ X X

tel que les morphismes
X\WY—-X\Y —->X\Y—X\Y

sont des isomorphismes. En appliquant le lemme | dans le cas particulier démontré
auparavant, il résulte que les morphismes

s G (Y — X)) «—sg:G'(Y = X),
s G (Y — X)) «—s:G' Y > X)
sont des isomorphismes, et compte tenu de la composition
ngG’(?’ — X)) «— ngG’(Y’ — X))
— s7:G(Y > X) «— s G'(Y > X),

le morphisme central S|:|0+G/ Y — X) «— SD(J)rG/(Y — X) a un inverse a droite
et a gauche, donc il est aussi un isomorphisme. Il en résulte que le morphisme

s G (Y > X) «— s5: G/(Y > X)
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est un isomorphisme, ce qui prouve, compte tenu de (2) de (1.5.7), (1) de (1.5.9),
(1) de (1.5.6) et (CD8), le lemme 1 dans ce cas.

(w) Cas général.

D’abord nous remarquons que, par (F1), (CD4), (2) de (1.5.9) et (CD8), on
se ramene aussitot au cas ou X est irréductible. Nous verrons ci-dessous que nous
pouvons Suposer aussi que X est irréductible. En effet, sinon, on a une décom-
position X =XuX’, ou X est un objet irréductible de . de dimension > 7,
et X’ _est un objet de .#’, . Soient Y0 = X° ﬂY et Y =X NY. Alors on a
Y =X/, car X est irréductible, donc le diagramme

Yo — X0

! l

Yuy — X'uX,
est G'-acyclique, d’apres (F1), (2) de (1.5.9), et (2) de (1.5.6). Finalement, le lemme 1

résulte de (T,-)), (F1), (CD4), (2) de (1.5.9) et (CD8), compte tenu du cas précé-
dent.

Il reste a prouver que G vérifie la propri¢té¢ de descente (D). Soit X, un
carré acyclique de #',, défini par le diagramme (2.1.1.1). D’aprés (F1), (CD4),
(2) de (1.5.9), (CD8) et (T,—;), on peut supposer, comme auparavant, que X et
X sont des objets irréductibles de .# de dimension n. Si X — X nest pas un
morphisme birationnel, on a Y =X, et la proprié¢t¢ (D) en résulte immédiatement.
Dans le cas ot X —> X est un morphisme birationel, la condition (D) résulte du
lemme 1 qu’on vient de prouver.

(2.1.7) Prewve de “(T,0) = (1), pour toutn > 1”. — Soit X un objet de
A de dimension n. Nous noterons v(X) = (n, ¢,(X), -+, (X)), ou ¢(X) est le
nombre de composantes irréductibles de X de dimension ¢ qui contiennent des
points singuliers de X, 0 < < n. Nous noterons ¢(X) := (¢,(X), ..., ¢o(X)). Nous
ordonnons I'ensemble A des couples v(X) par ordre lexicographique. Evidemment,
lordre A ainsi obtenu est noethérien, c’est-a-dire que toute suite descendante est
stationnaire.

Si X, est un F-objet de A#', F € ObP, on note v(X,) := max{v(X,);i €
0b.7}.

Il résulte immeédiatement des définitions que si Y est un sous-objet propre
et fermé d’un objet X de .Z’, on a v(Y) <v(X) si Y ne contient pas toutes les
composantes irréductibles de X qui contiennent des points singuliers de X.

Notons ., (resp. .#-,) la sous-catégorie pleine de .#’ dont les objets sont
les objets X de Z' tels que v(X) < v (resp. v(X) <v). Pour v = (n,0,...,0) on
a %/n’o - %/v-
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Si (2.1.1.1) est une 2-résolution augmentée dun objet X de .#’,, X est un
objet de A", et, si V(Y) < v(X), on a aussi v(?) < v(X). Clest cette propriété
qui va nous permettre de raisonner par récurrence sur V(X).

Pour tout v € A, les assertions (T,) et (T.,) ont un sens, et I'implication
(T,.0) = (T,) résulte, par récurrence, de lassertion “(T<(, ) = (T,,), pour tout
¢>0".

Soit ¢ = (¢4 ey cp) > 0, et soit X € Ob.A',,. D’abord nous prouverons
que G'(X) est bien défini. Soient X, et X, des hyperrésolutions cubiques de X,
et X, — X, un morphisme d’hyperrésolutions cubiques de X. Montrons que
X, — X, est un G-isomorphisme. Soit X' la réunion de toutes les composantes
irréductibles de X qui contiennent des points singuliers de X, alors on a X =
XOuX, ou X est un objet de A, , et «(X) = «(X'). Dapres (F1), (CDI)
et I'hypotheése (T,0), on peut supposer que X = X', c’est-a-dire que toutes les
composantes irréductibles de X contiennent des points singuliers de X.

Prouvons maintenant le lemme suivant:

Lemme 2. — Supposons (T<(,) vrar. Soit X un objet de M, tel que loutes les
composantes rréductibles de X contiennent des points singuliers de X. Sowent X et X, des
hyperrésolutions cubiques de X, et X, —> X, un morphisme d’hyperrésolutions cubiques de X.
Alors il existe un diagramme commutatyf

Xl <_X2 ﬁx?w

N

(2.1.7.1) X0

1N

Xt =— X7 —> X",

ol

() X'=X, X' =X, a X* =X,

(i) les morphismes X* —> X et X° —> X sont des hyperrésolutions cubiques aug-
mentées 1-itérées de X,

(iii) les morphismes X> —> X et X® — X sont des 2-résolutions augmentées de X,
telles que X et X soient des diagrammes de M <.y, et

(1) les morphismes horizontaux sont des G'-isomorphismes.

Preuve du lemme 2. — Notons X' := X_, et supposons que X' soit une hyper-
résolution cubique m-itérée. Voyons qu’il existe une hyperrésolution cubique l-itérée
X® de X, et un morphisme XV — X! de diagrammes augmentés sur X qui
est G-isomorphisme. En effet, si m = 1, posons X :=X,. Si m > 1, d’aprés la
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définition d’hyperrésolution cubique itérée (voir [HC](I.3.2)), i existe une hyperré-
solution cubique (m— 1)-itérée X1 de X telle que X! —> X soit le diagramme
total du

Xm 5 XM

! !

X(m—l) s X ,

o X" et X sont des hyperrésolutions cubiques l-itérées de XD et X, re-
spectivement. D’apres (T,), le morphisme X™ — X1 est un G-isomorphisme,
donc X" — X! est aussi un G-isomorphisme.

Puisque XV —> X est une hyperrésolution cubique augmentée 1-itérée
de X, il existe une 2-résolution augmentée X! — X de X, définie par le dia-
gramme (2.1.1.1) et un diagramme commutatif

Y. Y X

—
o
S a—

=

ou Y, et Y, sont des hyperrésolutions cubiques de Y et Y, respectivement, tels
que X — X soit le diagramme total de

=

_

<_
K A

=<

°

On a donc un morphisme XV — XP! de diagrammes, augmenté sur X.

S1 Y est un sous-objet propre de X, posons X2 = XD et X% := X Alors le
dlagramme X3 est dans A<, et Y. et Y, étant des hyperresolutlons Cublques
de Y et Y, respectivement, compte tenu de (T<(, ), les morphismes Y. — Y et
Y, — Y sont des G'-isomorphismes, donc le morphisme induit X? —> X* est
aussi un G'-isomorphisme.

Dans le cas ou Y =X, on obtient que Y, est une hyperrésolution cubique de
X, Y =X est dans ., et que Y. est une hyperrésolution cubique de X. D apres
(T.0), (F1) et (CD4), 1 en résulte que Y. — X est un G- -isomorphisme, donc
que le morphisme de diagrammes Y, —> X" est un G’-isomorphisme. Main-
tenant, on peut substituer XV par Y,, et, en itérant Pargument, on obtient une
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hyperrésolution l-itérée X?, dont la 2-résolution correspondante X* est telle que le
discriminant Y est un sous-objet propre de X, et X* est donc un diagramme de
M <,y Le morphisme de diagrammes X* —> X* est donc un G’-isomorphisme.

On a une situation paralléle pour Phyperrésolution cubique X*:= X/, et on
obtient ainsi le lemme 2.

Continuons la preuve de (2.1.7). Puisque le diagramme total du diagramme
(2.1.7.1) est de type ordonnable fini, par [HC](I.1.12), il existe, d’apres [HC](1.2.10),

une 2-résolution de ce diagramme:

Zl 3 ZQ ZS

ANVS

ZO

N

Z4<_Z5_>26

qui est un diagramme de .#'(,,, tel que Z% ne contienne aucune composante
irréductible de X et diij3 <n, pour tout ¢ =0, ...,6, et tout B # (0, 1).

Puisque, d’aprés [HC](1.2.8), pour tout ¢ # 0, Z! —> X' est une 2-résolution
augmentée, c’est un G’-isomorphisme, compte tenu de (T<(,,). Pour finir de prou-
ver que X, —> X, est un G-isomorphisme, il suffit alors de prouver que Z3 —> Z?
et Z5 —> 79 sont des G'-isomorphismes, ce qui résultera du lemme 3 suivant.

Lemme 5. — Supposons (T<(,)) vrar. Soit X un objet de M, tel que toute compo-
sante vrréductible de X contienne des points singuliers de X, et sout (2.1.1.1) une 2-résolution
augmentée de X telle que Y soit un sous-objet propre et fermé de X. St Xoo est une 2-
résolution du diagramme (2.1.1.1), telle que, pour tout (o, B) € O x Oy, on a dim Xep <1,
si B#(0,1), et Xogio ne contient aucune composante irréductible de X, alors le 7 x OJ;-
diagramme X, est G'-acyclique.

Preuve du lemme 3. — D’apres I'hypothese de récurrence sur ¢, on peut se
limiter au cas ou ¢(X) = ¢ La 2-résolution X,, est alors un [ x [J;-diagramme

=
.NZ

—
—

|
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ou, d’apres [HC](I.2.8), Y.,?.,}z. et X, sont des 2-résolutions de Y, %?,Si et X
respectivement, qui sont les trois colonnes centrales du diagramme

Y YOI Yl 1 YIO Y
N N N N N
Y YOI Yl 1 YIO Y
~ ~ ~ ~ ~
X XOI Xl 1 XlO X
~ ~ ~ ~ ~
X XOI Xl 1 XlO X
N N N N N
Y YOI Yll YIO Y b

ou nous identifions la premiére et la derniere colonne, ainsi que la premiere et
la derniere ligne. Rappelons que les objets avec Iindice 01 sont dans .#’,,, que
les morphismes de la deuxi¢tme et quatrieme colonne de morphismes sont des
immersions fermées, et que X,y ne contient aucune composante irréductible de X.

Dans la suite, nous ferons plusieurs réductions pour prouver que le (7 x [J;-
diagramme X,, est G’-acyclique.

Premiére réduction: On peut supposer que Y C X, Y c Xy, o que le diagramme

YOI ’ XOI

L

Yoo — X
se factorise par

YOI > Xll > XOI

Lo !

Y01 E— Xll Em— X()].

En effet, considérons la 2-résolution X de X, telle que X{;, = Xg, X, =X;pUY
et X/, est défini par le diagramme cartésien

’ ’
Xll XOI

L

X, — X.
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On a alors Y C X/, et le morphisme Y, —> X se factorise par X),, car le
carré

Yo —— Xp

L

Xy — X

est commutatif.
De la méme_fagon, nous considérons la 2-résolution X/ de X, telle que
X61 =X, XIO =X, UY, et X/11 est défini par le diagramme cartésien

S/ S/
Xll XOI

L

G s R
On obtient que Y C X/, et que le morphisme Y, —> X se factorise par X/,.
Drailleurs X/, est dans .#'<,, car X;, ne Contlent aucune composante

irréductible de X et Y _est dans M <. Les objets X, X/O et X/, sont aussi
dans A<, ,, car X, X et Xm sont dans ., .

On a alors un diagramme commutatif

g, %, %
Y. Xe X,

tel que le diagramme

~

—— X

ol

—

e

. — X
est G'-acyclique. En effet, les diagrammes

Xll > X/ll Xll > X/ll

N

XlO — X! XIO — XIO’



54 FRANCISCO GUILLEN, VICENTE NAVARRO AZNAR

étant acycliques, ils sont G'-acycliques, compte tenu de (T ). Ainsi, d’apres
(1.5.10), 1l suffit de prouver le lemme 3 pour le diagramme

Y., — }2’.
Y. — X|.

Deuxieme réduction: On peut supposer, de plus, que Y1, = Yo1, Yio =Y, ?11 = ?01 el
Y10 - Y

En effet, d’aprés la premiere réduction, on a une factorisation

v. . X,
Y, Y. Xe s

ou Y,— Y et Y, —> Y sont les 2-résolutions augmentées de Y et Y, respecti-
vement, définies par les diagrammes

Yoy — Yy ?01 — ?01
| Lo ] !
Y — Y Y — Y.

Compte tenu de (T<,), Y, — Y. (resp. ?’_ — ?,) est un G’-isomor-
phisme, car Y, et Y, (resp. Y. et ?’.) sont des 2-résolutions de Y (resp. f\?), ce
qui entraine, d’aprés (1.5.10), que pour prouver le lemme 3, on peut se limiter
au cas ou Y, =Y, et Y., = ?’.

Troisieme réduction: On peut aussi supposer que les diagrammes

Si11 — im Si10 — X
| I
Xy — Xp X — X

sont cartésiens.

En effet, considérons la 2-résolution X de X, telle que X, = X, et ou X, et
X/, sont définis par les diagrammes cartésiens

£, — X L, — X

I

X — X Xy — Xo-
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On a un diagramme commutatif

v. Y. Y.
| | |
il ! il

X. X! X, .

Les objets XIO et X11 sont dans ', car X et X01 sont dans //no Le
morphlsme Xm \Xn — X\XIO est un isomorphisme, et on a Xm - XIO c X et
X11 - X11 C Xol, d’ou il résulte que le diagramme

Xll > X/“

l |

XlO > X10 ’

étant cartésien, est un carré acyclique, et donc G’-acyclique, compte tenu de
(T<(np)- Il en résulte que le diagramme

X,

[y —

Y.—>5§’.

est G'-acyclique. Ainsi, par (1.5.10), i suffit donc de prouver le lemme 3 pour le
diagramme

=
el

—
(__

|

Fin de la prewve du lemme 3: Prouvons que le O x [j-diagramme X,, est G-
acyclique. En effet, d’apres les réductions précédentes, nous obtenons que le dia-
gramme

Xino =Y —> X0 =X
| |

! !

X0 = Yo —> X0 = X

est un carré acyclique de .#'-(,,, et compte tenu de (T.,,), il résulte que X,a19
est G'-acyclique.
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Le diagramme

XOlll = Xll ’ XOIOI = XO]

l !

XOOll = Xll ’ XOOOI = XO]

est un carré acyclique de .#’,,. En effet, ce diagramme est cartésien, Y C X,

YcC )210, et on a des isomorphismes }201 \)211 — )’Z\Sim et Xo1 \ Xp; = X\ X,

car )’Z, et X, sont des 2-résolutions augmentées. On a aussi un isomorphisme

57;\57;10 — X\ Xjp, d’apres la troisieme réduction. Donc, compte tenu de (T,,),

Xoee1 st G'-acyclique, et, par (2) de (1.5.7), il en résulte que s;85G'(Xopr) = 1.
D’aprés la deuxieme réduction, le diagramme

Xllll = Yll > XllOl :YOI

! !

XlOll = Yll ? XlOOl = YO]

est aussi acyclique, et i est dans .#’<(,,. Donc, compte tenu de (T<,.,), Xieel
est G'-acyclique, et, par (2) de (1.5.7), il en résulte que s;85G' (X 4,) = 1.

Puisque s;85G'(Xyp1) = 1, de (1) de (1.5.6), on en déduit que sG'(Xyp11) =
spG' (Xypo1), pour o = 0, 1. D’apres (2) de (1.5.7) et (1) de (1.5.9), il en résulte
que SaﬂG/(Xaﬂll) = SaﬂG/(XaﬂOI)-

Finalement on a SDfxDIG/(Xoo) = SopiuG' Kopip) = 838G Kepip) = 1,
d’apres (2) de (1.5.7), (3) de (1.5.6) et (1) de (1.5.9), car on vient de prouver que
$¢pG' (Xopi1) = sasG (Xgpo1) et 845G (Xgp10) = 1. Ceci prouve le lemme 3, et donc
que G’ est bien défini sur Z, .

Il reste a vérifier que G’ vérifie la propriété (D). Soit X, un carré acyclique
de ', défini par le diagramme (2.1.1.1). Soit X' la réunion de toutes les com-
posantes irréductibles de X qui contiennent des points singuliers de X, alors on
a une décomposition X = X’ UX', ou X’ est un objet de .# de dimension > n.
D’apres (F1), (CD4), (2) de (1.5.9), (CD8) et (T,o) 1 suffit de considérer le cas
ou X = X'. Maintenant, si Y = X la condition (D) est triviale, car on vient de
prouver que le foncteur est bien défini. Ainsi, on est ramené au cas ou Y # X, et
donc v(Y) < v(X). Dans ce cas, d’apres la propriété¢ (D) pour le foncteur G, ,,
on peut supposer que X\Y et f(\? sont irréductibles et de dimension 7z, donc que
X — X est un morphisme birationnel au-dessus de la composante irréductible
X" qui contient X\ Y.

Soient X° la composante irréductible de X qui contient X\Y, X — X°
une résolution de X°, et Yo C X un sous-objet propre et fermé de X tel que
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Y C Yo et que la composition X' —> X — X soit un isomorphisme en dehors
de Y. Et soit Yo, c X (resp. Y, C X') 'image réciproque de Y, dans X (resp. X').
On a un diagramme commutatlf

Y, — X

N
Lol

Le morphisme X' —> X (resp. X — X, resp. Yo —> Yo) est un isomorphisme
en dehors de Y, (resp. Yo, resp. Y). Ainsi, le carré de 4",

est acyclique, et, d’apres (T<(,,), i est aussi G'-acyclique. Les diagrammes cartési-

ens
Y, —> X Y, ——> X
| Loe ] |
Y, —> X, Y, — X,

sont des 2-résolutions augmentées de X et X respectivement, donc, d’apres (T, )
et la définition de G/ , ils sont G'-acycliques, et, par (1.5.10) on conclut que X,

n,c

est G'-acyclique, ce qui acheve la preuve de (2.1.7).

(2.1.8) Fin de la preuve de (2.1.5). — La démonstration de 'existence et de
I'unicité de 'extension 7’ se fait aussi par récurrence sur la dimension, mais, dans
ce cas, elle est immédiate d’apres la propriété (D).

(2.1.9). — Notons qu’l y a une version homologique du théoreme (2.1.5),
qui s’obtient par passage a la catégorie opposée de la catégorie de descente.

(2.1.10). — Dans les applications que nous donnerons dans les paragraphes
suivants, nous utiliserons différentes variantes du théoreme (2.1.5), ou 'analogue des
catégories Reg(k) et Sch(k) sera différente selon le cas, mais on disposera toujours
d’un théoréeme de résolution analogue a (2.1.2), donc la théorie des hyperrésolu-
tions cubiques sera applicable (cf. [HC](I.3.11)), et d’'un lemme de Chow-Hironaka
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analogue a (2.1.3). Ainsi dans toutes les situations considérées, la preuve de la
propriété d’extension est analogue a celle donnée dans le cas ci-dessus. Pour abré-
ger les énoncés des différents théorémes d’extension, nous donnons la définition
sulvante.

Définition. — Soit A" une catégorie avec un objet initial O et des sommes finies, munie
d’une classe distinguée de carrés commutatifs, appelés carrés acycliques, et soit M une sous-
catégorie de M', qui contient lobjet initial de M', qui est stable par sommes finies, el qui
est munie d’une classe distinguée de carrés acycliques, appelés carrés acycliques élémentaires.
Nous dirons que le foncteur d’inclusion M —> A" a la propriété d’extension, s%l vérifie
Uénoncé du théoréeme (2.1.5).

(2.1.11). — Notons Regg proj(£) la catégorie des schémas quasi-projectifs et
lisses sur £, munie des carrés acycliques élementaires définis comme dans (2.1.1). La
premiere variante du théoréeme (2.1.5) concerne le foncteur d’inclusion Regg proj(£)
—> Sch(k). La propriété d’extension (2.1.10) est aussi vraie dans ces cas. En
effet, d’apres le lemme de Chow, pour tout schéma irréductible X, il existe un
morphisme birationnel propre X' — X, ou X' est quasi-projectif sur £, donc les
propriétés (2.1.2) et (2.1.3) sont aisément vérifiées. On obtient ainsi le théoréme
d’extension suivant.

Théoreme. — Le foncteur Regq proj(k) —> Sch(k) a la propriété d’extension (2.1.10).

(2.2) Extension d’un foncteur défini sur V(k) a une théorie a support compact. —
Dans ce paragraphe, nous considérons le probléme d’étendre, a tous les schémas,
un foncteur défini seulement sur les variétés projectives et lisses sur £. Bien que
dans le cas des schémas propres sur £ i n’y ait qu'une seule extension, dans le
cas ouvert, i y a d’ordinaire deux extensions possibles qui correspondent a une
théorie a support compact et a une théorie sans supports, selon la fonctorialité
de Pextension. Nous donnons d’abord l’extension correspondante a une théorie a
support compact.

(2.2.1). — Notons Schgemp (k) la sous-catégorie pleine de Sch(k) dont les
objets sont propres sur k£, munie des carrés acycliques définis comme dans (2.1.1),
et notons V(k) la catégorie des schémas projectifs et lisses sur £, munie aussi des
carrés acycliques élémentaires définis comme dans (2.1.1). Le foncteur d’inclusion
V(k) —> Schgomp(k) vérifie la propriété d’extension (2.1.10). En effet, d’apres le
lemme de Chow, les propriétés (2.1.2) et (2.1.3) sont aisément vérifiées, comme
dans (2.1.11). On obtient ainsi le

Théoreme. — Le foncteur V(k) —> Schgomp (k) a la propriété d’extension (2.1.10).
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(2.2.2). — Nous donnons maintenant ’extension correspondante a une théo-
rie a support compact, qui est une conséquence immédiate du théoreme précédent.
Notons Sch, (k) la sous-catégorie de Sch(k) avec les mémes objets et mémes carrés
acycliques que Sch(k), mais avec des morphismes propres.

Théoreme. — Sout
G:V&k) — Ho

un foncteur contravariant ®-rectifié qui vérfie les conditions (F1) et (F2) de (2.1.5). Alors, il
existe une extension de G en un foncteur contravariant P-rectifié

G, : Sch (k) —> HoD

tel que:

(1) G, vénifie la propriété (D) de (2.1.5),
(2) st Y est un sous-schéma fermé dun schéma X, on a un isomorphisme naturel

G.(X—Y) =sgot (G(X) = G.(Y)).
En outre, celte extension est umique, a isomorphisme unique pres.

Preuve. — D’apres (2.2.1), G s’é¢tend a Diage (Scheomp (£)), et on définit G, sur
les objets de Diage(Sch(k)) de la facon suivante. Soient . € Ob®, et U, un .#-
objet de Sch (k). D’apres [HC](.4.2) et [HC](I.4.3), il existe une compactification
U, — X, de U,, telle que le complémentaire Y, est aussi un diagramme de
schémas. On définit

GL‘(UO) = S[IO*G(Yo - Xo)

D’apres la propriété (D) et [HC](I.4.4), G.(U,) ne dépend pas de la compactifi-
cation, et G, vérifie la propriété (1) du théoréme. La propriété (2) résulte aussitot
de la définition de G, et de la propriété (D). L'unicité est immédiate.

(2.3)  Extension d’un fonctewr défini sur V* a une théorie sans supports. — Main-
tenant nous considérons le probléeme d’extension d’un foncteur G défini sur les

variétés projectives et lisses sur & qui correspondrait a une théorie sans supports.
2
Comp

objet de Schgomp(k) et U est un sous-schéma ouvert de X, les morphismes étant
les morphismes de couples usuels, et désignons par V* la sous-catégorie pleine
de Sch (k) formée par les couples (X, U), ou X est un objet de V() et

Comp
D =X — U est un diviseur a croisements normaux dans X.

Pour ceci désignons par Sch (k) la catégorie des couples (X, U), ou X est un

(2.3.1). — Nous allons expliciter la propriété d’extension (2.1.10) pour le

foncteur d’inclusion V2(k) —> Schéomp(k).
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D’abord, on définit les carrés acycliques de la catégorie Schéomp(/f). Nous
dirons qu’un carré commutatif de Schéomp(k)

§,0nY) -4 X0

(2.3.1.1) l lf

Y, UNY) —— (X,U)

est un carré acychque si f : X — X est un morphisme propre, z:Y —> X est une
immersion fermée, le carré des premiéres composantes est cartésien, f~'(U) = U
et le diagramme des secondes composantes est un carré¢ acyclique de Sch(k).
Soit [ : (}'Z, fj) —> (X, U) un morphisme de V2(k), nous dirons que f est
une modification  propre élémentaire si f X — X est Péclatement de X avec un
centre lisse Y qui a des croisements normaux avec le complémentaire D de U
dans X, et si U=/f""(U). Rappelons ([Hil], (0.5) Def. 2) qu'on dit que Y a des

croisements normaux avec D en un point p de Y il existe un systeme régulier de

parametres de Panneau local Ox, de X en p, disons (xi, %9, ..., &,), tel que Iidéal
dans Ox, de chaque composante irréductible de D qui contient p, est engendré
par un des y;, et I'idéal de Y dans Ox, est engendré par (x,...,x), 0 < s < n

On dit que Y a des croisements normaux avec D, ou que D a des croisements
normaux avec Y, s’il en est ainsi en tout point p de Y.

Nous dirons qu’un carré acyclique (2.3.1.1) d’objets de V2(k) est un carré
acyclique élémentaire si f (X,U) — (X, U) est une modification propre élémen-
taire de V2(k), et le diagramme des secondes composantes est un carré acyclique
élémentaire de Reg(f).

Le théoreme de simplification dune frontiere algébrique d’Hironaka ([Hil],
(0.5) Cor. 3) entraine la propriété (2.1.2) pour les objets de Schéomp(/f), et d’apres
([Hil], Main Th. II), on obtient la version du lemme de Chow-Hironaka (2.1.3)
correspondante:

(2.3.2) Lemme. — Soit [ (X, U) — (X, U) un morphisme de V*(k) tel que
VE X — X est un morphisme birationnel propre, U= S7NU) et X est irréductible. Si Uy
est un sous-schéma ouvert de X tel que f est un isomorphisme au-dessus de Uy, il existe un
morphisme g : (X', U) —> (X, U) de V2(k), tel que

(1) g est la composition d’une swite finie de modifications propres élémentaires,

2)g: X — X est un isomorphisme au-dessus de Uy, el

(3) g se factonise par f.

Preuwve. — En effet, / : X — X étant un morphisme birationnel, il existe
un faisceau cohérent d’idéaux & sur X et a support dans X\ Uy, tel que si un
morphisme g : X’ — X (ransforme .# dans un faisceau inversible, alors g se
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factorise par X — X. Mais, par [Hil]((0.5), Cor. 1 du Main Th. II, p. 143) et
[Hil]((I.2), Th. II,) i est possible d’obtenir un morphisme g de ce type a partir
de (X, U) par une suite de modifications propres élémentaires dont les centres des
éclatements ne coupent pas Uy, ce qui prouve le lemme.

Il en résulte le théoréme

(2.3.3) Théoreme. — Le fonctewr d’inclusion V*(k) —> Schéomp(k) a la propriété
d’extension (2.1.10).

(2.3.4). — L’objectif suivant est de donner un critere pour étendre un fonc-
teur P-rectifié

G:VXh) — Hv2,

a la catégorie Sch(k). Pour ceci, nous utiliserons les lemmes de localisation sui-
vants:

Lemme. — Soient y : Schf]omp(k) —> Sch(k) le foncteur défimi par y(X, U) = U,
et ¥ la classe des morphismes s de Sch?

Comp (k) lels que y(s) est un isomorphisme. Alors y
induit une équivalence de catégories

n:Sch: (H[X™'] — Sch(k).

Comp

Preuve. — L’affirmation est essentiellement une conséquence du théoréme de
compactification de Nagata.

En effet, 'existence de compactifications prouve que le foncteur n est essen-
tiellement exhaustif. Pour prouver que 7 est plein, soit ¢ : U — V un morphisme
de schémas, (Y,V) une compactification de V et (Xy, U) une compactification
de U. Alors U a une compactification (X, U) dans le produit X, x Y, et le mor-
phisme g s’étend a cette compactification, ce qui prouve que 7 est plein. Finale-
ment, 1 est ais¢ de voir de la méme fagcon que la classe £ admet un calcul de
fractions a droite, et, ensuite, que n est fidele.

Drapres ([HC](L.4)), ce résultat s’étend a la catégorie des diagrammes. Notons
DiagpSch?,_ (K)[Z7'] le 2-foncteur défini par & — (%, Schi__ (H))[Z'].

Comp Comp

(2.3.5) Lemme. — La transformation 2-naturelle de 2-foncteurs
Y Diagq>Sch2 (k) —> Diage,Sch(k)

Comp

induit une équivalence de catégories fibrées sur P

n: Dz'czgq,Sch2 H[z" — Diage,Sch(k).

Comp
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(2.3.6) Théoreme. — Soit
G:VXh) — Hoo

un foncteur contravariant ®-rectifié qui vérifie les propriétés (F1) et (F2) de (2.1.5).
Alors, il existe un foncteur contravariant ®-rectsfié

G’ : Sch(k) — Ho 7,

lel que
(1) si (X, U) est un objet de V(k), on a un isomorphisme naturel G'(U) = G(X, U),
(2) G vértfie la propriété (D) de (2.1.5),

En outre ce foncteur est umique, a isomorphisme unique pres.

Preuve. — D’apres (2.3.3), le foncteur G s’étend en un foncteur P-rectifié

G : Sch?

Comp

(k) — HoD,

qui vérifie la propriét¢ (D) de (2.1.5). Maintenant, d’apres (2.3.5), il suffit de prou-
ver que st s: (X', U) — (X, U) est un morphisme de Schéomp(/f) tel que y(s) est
un isomorphisme, alors G(s) est un isomorphisme. Puisque le morphisme U — U
est propre et se factorise par U —> s7'(U) —> U, ou s~ (U) —> U est separé,
il en résulte que U —> s 1(U) est propre. Donc s7'(U) = U/, U étant dense

dans s~'(U). Ainsi, le carré de Schéomp(k)
(@’ @) — (X/’ U/)

! !

@,0) — X, U),

est acyclique, et, d’apres (D) et (F1), il en résulte que G(s) est un isomorphisme.
Finalement, la propriété (D) pour G’ s’ensuit aisément de la méme propriété
pour G.

(2.3.7). — Soit
G:VXk) — Hoo

un foncteur contravariant ®-rectifié qui vérifie les propriétés (F1) et (F2) de (2.1.5).

Le foncteur G induit un foncteur ®-rectifié G : V(k) — HoZ par G(X) =
G(X, X), et d’apres (2.3.2), G s'¢tend en un foncteur ®-rectifié G, : Sch, (k) —
Ho%. D’ailleurs, d’apres (2.3.6), G induit un foncteur ®-rectifié G’ : Sch(k) —
Ho9. En particulier G, et G’ induisent des foncteurs ®-rectifiés

Schomp (k) —> Ho D
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qui coincident sur V(k) et qui vérifient la propriété de descente. De l'unicité de
I'extension il résulte donc le corollaire suivant.

Corollaire. — Sur Scheomp(k) on a un isomorphisme de foncteurs G, = G'. En
particulier, si X est un schéma propre sur k, on a un isomorphisme naturel G, (X) = G'(X).

3. Application a I’homotopie de De Rham algébrique

La premiére application du critére d’extension (2.1.5) que nous considérerons
est a 'homotopie de De Rham des variétés algébriques, lisses ou non, sur un
corps de caractéristique zéro.

(3.1) Rappels sur Uhomotopie rationnelle d’un espace topologigue. — Soient Top la
catégorie des espaces topologiques et Adge(Q) la catégorie des Q-algebres dgc.
Rappelons que Sullivan ([Su], voir aussi [BG]), a prouvé lexistence d’un foncteur
contravariant

Ag, : Top — Adgc(Q)

qui associe a tout espace topologique X wune algebre de formes différentielles
Ag,(X) dont la cohomologie est isomorphe a la cohomologie singuliere a coef-
ficients rationnels de X, et qui contient aussi des informations sur le type d’homo-
topie rationnelle de X, si X est connexe par arcs et de type fini. Plus précisément,
si ¥ est un point de X, puisque Ag,(x) = Q, il résulte de la fonctorialité¢ de Ag,
que l'algebre Ag,(X) a une augmentation, qui dépend de x. Notons Ag,(X, x) cette
algebre dgc augmentée. Alors (voir [Su]), I'algebre de Lie m(Ag,(X, x)), dual de
I'espace d’indécomposables de degré 1 d’'un modele minimal de Ag,(X, x), est iso-
morphe a lalgebre de Lie rationnelle associée au groupe fondamental de (X, x),
c’est-a-dire a lalgebre de Lie du complété de Malcev JT?W(X, x) de m (X, x). Et,
si X est simplement connexe et n > 2, l'espace m,(As, (X, x)), dual de l'espace
d’indécomposables de degré n d’'un modéle minimal de Ag,(X, x), est isomorphe
au n-ieme espace d’homotopie rationnelle de X, 7,(X) ®z Q.

(3.2) Le type d’homotopre de De Rham algébrique d’un schéma. — Si X est une
variété algébrique affine non singuliere sur un sous-corps £ de G, on peut réaliser
algébriquement la construction d’une k-algébre dgc de Sullivan, car les formes
différentielles algébriques définissent une -algebre dge 2*(X) telle que Q2*(X) ®; C
est quasi-isomorphe a Ag, (X™) ®q G, d’apres le théoréme de comparaison de
Grothendieck ([G], voir aussi [Ha2]). Nous allons généraliser cette réalisation a
tous les schémas séparés, réduits et de type fini sur £.

Soit £ un corps de caractéristique zéro. Rappelons que la catégorie des -
algebres dgc Adge(k) a été munie d’une structure de catégorie de descente coho-
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mologique dans (1.7.3), et quon a un foncteur
Reg(k) — HoAdgc(k), X +— Rmywl'(X, Q3),

ou Ryw est le foncteur dérivé au sens des k-algebres dgc ([N](4.4)), tel que, si
X est affine RpwI'(X, €2%) est naturellement isomorphe a Q%(X), et, si £ est
un sous-corps de G, lalgebre RpwI'(X, 23) ®; C est naturellement isomorphe a
Ag, (X™) ®q G, d’apres [N](3.3) et le théoreme de comparaison de Grothendieck
(loc. cit.).

Théoreme. — 1l existe un foncteur contravariant ®-rectifié
Apg : Sch(k) — HoAdgc(k)

lel que:

(1) st X est un schéma lsse, on a Apr(X) = RrwI'(X, %),

(2) Apr vérfie la propricté (D) de (2.1.5),

(3) la cohomologie H* Apr (X) est naturellement isomorphe a la cohomologie de De Rham
algébrigue de X ([Ha2]),

(4) st k est un sous-corps de G, pour toute immersion o : k — G, notons X [es-
pace analytique complexe associé a X ®y., G, alors, on a un somorphisme naturel
Apr(X) ®ro C = As(X]) ®q C.

En outre, le foncteur ®-rectifié Apr est uniquement déterminé, a isomorphisme unique prés, par

les propriétés (1) et (2).
Preuve. — En effet, il est aisé de voir que le foncteur
G : Reg(k) — HoAdgc(k), GX) :=RwI'(X, Q5%),

est @-rectifié¢, et qu’il vérifie la condition (F1).

Puisque la condition (F2) est une condition cohomologique, pour prouver
que le foncteur G : Reg(k) — HoAdgc(k) la vérifie i suffit de le faire pour le
foncteur

Reg(k) — HoAdge(k) —> HoCT (k-mod)

qui est isomorphe au foncteur DR*(X) := RI'(X, %), par [N](3.3). Et dans ce
cas la propriété (IF2) est une conséquence de la proposition (3.3) ci-dessous.

Maintenant, d’apres le théoreme (2.1.5), il existe une extension, essentielle-
ment unique, de G en un foncteur ®-rectifi¢ Apg qui vérifie la propriété (2) de
(3.2).

La propriété (3) résulte de l'unicité de I'extension, et de la suite exacte en
cohomologie de De Rham d’un morphisme birationnel propre ([Ha2](IL.4.4)).

Finalement, la propriété (4) résulte de Iisomorphisme, Apr(X) ®, C =
Ag, (X™) ®¢g C, pour X lisse, de la propriét¢ de descente de la cohomologie ra-
tionelle, et de l'unicité de 'extension.
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Le résultat suivant est d essentiellement & M. Gross (voir [Gr](IV.1.2.1)).

(3.3) Proposition. — Sout X un schéma lsse et Y un sous-schéma lhsse de X. Si
(2.1.1.1) est le diagramme cartésien défini par Uéclatement X — X de X le long de Y,
alors pour tout p > 0, le morphisme

v "

Q. ngtot(Ri*Qf[ O RAQL E5 R(f o j)*szg)
est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — En considérant la suite exacte des faisceaux de cohomologie, cette
proposition est une conséquence de lexactitude de z et des isomorphismes

* . Of ~ V4
STy = A8,
. Ob ~ V4
g* . Q = g*Qi;,
L o~ 0
J i RILQG =4 R%,. Q5. pour tout ¢ > 1,
que l'on va prouver.
Le cas ou Y est un diviseur est trivial, car dans ce cas, / est un isomor-

phisme. Ainsi nous supposerons que Y est une sous-varié¢t¢ de codimension > 2.
Le morphisme

Sk — Lok

est évidemment injectif, et il est surjectif car toute forme différentielle définie sur
le complémentaire de Y s’étend a X.
Le morphisme

. Of 4
g* . QY — g*Q§
est aussi un isomorphisme, car Y est un espace projectif relatif sur Y.
Maintenant, considérons les suites exactes
0— Ox(1) — Oz — Oy — 0,

00— Q%_l(l) — Q§®ﬁ§—> SZ%—>O,

ou 0%(1) est le faisceau d’idéaux de Y dans X. Si on tensorise ces suites exactes
par les faisceaux localement libres Q/)i((m) et Og(m), respectivement, on obtient les
suites exactes

0 — Qe(m+1) — QL(m) — QL ® Oy(m) —> 0,

0— Q' m+1) — QL ® Oy(m) —> Qh(m) — 0.
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Fixons ¢ > 1. Par le théoreme d’annulation de Bott on a
RYALQE (m+1) =0, RILQELm) =0,
pour tout m >0, d’ou, par la seconde suite exacte,
RY£QL ® Oy(m) = 0
si m> 0. Il résulte alors de la premiere suite exacte que le morphisme
4 b
R824 (m+ 1) —> RILQ(m)
est surjectif pour tout m > 0. Et puisque, par le théoreme (B) de Serre, on a
Y4 —
RILQL () =0,

si /> 0 est suffisamment grand, on obtient R%Q%(m) = 0, pour tout m > 0, et
ainsi
RY4QL = RILQE ® O = 1, R7g, QL
xNAg — xRAT Y = U xNATH
ce qui conclut la preuve de (3.3).

(3.4) Les groupes d’homotopie de De Rham algébrigue. —  Soit x un k-point
d’'un schéma X géométriquement connexe. Bien que, comme dans le cas topo-
logique, on ait Apr(x) = £, maintenant le foncteur Apr est seulement défini a
quasi-isomorphisme pres, et on n’obtient pas immédiatement une augmentation de

Ialgebre Apgr(X). Or, si Sch(k), désigne la catégorie des schémas pointés, on a
le foncteur

Sch(k), — (0., Sch(k)),

qui associe a chaque schéma pointé (X, x) le diagramme t({x} — X).
Puisque Apg est muni d’une ®-rectification, Apg induit le foncteur

(Apr)ry 1 (05", Sch(k) —> Ho(;, Adge(k)).,

et, puisque dans Adge(k) le morphisme A, est un isomorphisme, d’apres (1.5.11)%,
on a le foncteur

Ho(OOF, Adge(k)) — HoAdgc, (k) .
Donc, par composition, on obtient le foncteur
Apr : Sch, — HoAdgc, (k).

Ce foncteur vérifie que, pour tout schéma pointé (X, x), Apr(X,x) est naturel-
lement isomorphe a Apr(X) dans HoAdgc(k). En effet, (ADR)Dg(tot({x} —> X))
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est un [Jf-codiagramme de k-algebres dgc Ag —> A;, ot Ay est quasi-isomorphe
a Apr(X), et A; est quasi-isomorphe a Apr(x) = k. Ainsi, par (3) de (1.5.6)7,
Apr(X, x), est isomorphe a Apr(X) dans HoAdgc(k).

D’apres la théorie de Sullivan ([Su], [GM] §12, voir aussi [BG]) on peut
associer a Apr(X, x) un modele minimal, ses espaces d’indécomposables et leurs
duaux, m,(Apr(X, x)), pour tout n > 1. Ces espaces m,(Apr(X,x)) sont indé-
pendants, a isomorphisme unique preés, du modele minimal et sont fonctoriels
en (X,x). On pose m,(X,x)pr = m,(Apr(X, x)), pour tout n > 1. L’espace
m (X, x)pr est muni naturellement d’une structure d’algebre de Lie sur £ qui est
pro-nilpotente, ce qui revient a dire, d’une structure de schéma en groupes sur £,
pro-algébrique unipotente (voir [D2]).

On a alors le corollaire de (3.2) suivant.

Corollaire. — Sotent k un sous-corps de G, X un schéma géométriquement connexe, et
x un k-pomnt de X. Pour toute immersion o : k— G on a:

(1) un isomorphisme naturel Apr(X, x) ®;, C = Ag, (X, x) ®q C,
(2) un isomorphisme naturel

(X, Mok ®ro G = (X, %) ®q C,
(3) st X&' est simplement connexe, des 1somorphismes naturels
an(X’ x)DR ®k,a C = T[n(Xi”) ®Z C’

pour tout entier n > 2.

4. Application au complexe filtré de Hodge-De Rham

Soit X une variété analytique complexe, et désignons par Q% le complexe de
De Rham des faisceaux des formes différentielles holomorphes sur X. Il est bien
connu que ce complexe est muni de la filtration de Hodge F'Q*(X) = Q*/(X),
et quil en résulte la suite spectrale de Hodge-De Rham

B = HI(X, Q%) = HM(X, Q%) = H(X, C),

laquelle, par le théoreme de Hodge, dégénére au terme E; si X est une variété
kahlérienne compacte.

Dans le cadre algébrique, Du Bois a prouvé ([DB], voir aussi [HC](V.3.5)),
en utilisant la théorie de Hodge-Deligne, que st X est une variété algébrique sur G,
il existe un objet (2%, F) de HoCyy ,(X) (voir (1.5.7) pour la notation), appelé
de Hodge-De Rham, qui est une généralisation naturelle au cas éventuellement
singulier du complexe précédent. On a en particulier une suite spectrale

B = HI(X, Greilp]) = HH(X, @) = HY(X, ),
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laquelle, par la théorie de Hodge-Deligne, dégénere au terme E; si X est une
variété algébrique compacte.

L’objectif de ce paragraphe est d’étendre la théorie du complexe filtré de
Hodge-De Rham aux espaces analytiques.

(4.1. — Nous noterons An la catégorie des espaces analytiques complexes,
réduits, séparés, de dimension finie et dénombrables a I'infini, munie des carrés
acycliques définis comme dans (2.1.1) et Man la sous-catégorie pleine des espaces
analytiques lisses, munie des carrés acycliques élémentaires définis comme dans
(2.1.1). Nous appellerons simplement espaces analytiques complexes les objets de An, et
variétés complexes les objets de Man.

Nous prouverons d’abord, comme application de la variante analytique du
théoréme (2.1.5), et sans recours a la théorie de Hodge-Deligne, I'existence d’un
complexe filtré de Hodge-De Rham, associé a tout espace analytique X. Plus pré-
cisément on a

Théoreme. — Pour tout espace analytique complexe X, il existe un objet (2%, F) de
HoC i, (X)) qui véntfie les propriétés suivantes:

(1) St on note (2%, 0) le complexe de faisceaux des formes différentielles de Kahler de
X, filtré par la filtration béte o, alors il existe un morphisme naturel de complexes

Siltrés
(Q* ) U) — (Q* ) F)7

qui est un quasi-isomorphisme filtré st X est une variété complexe.

2) S f: X — X est un morphisme (resp. un morphisme propre) d’espaces analytiques,
Rf(Q%, F) est un objet bien défini de HoC 5 (X) (resp. HoC (X)), et Las-
signation (f : X' —> X) > RA(QL,F) est un foncteur contravariant ®-rectifié,
défini sur la catégorie des espaces analytiques (resp. espaces analytiques propres) sur
X, et qui vérifie la propricté (D) de (2.1.5).

(8) Le complexe de faisceaux 25 est naturellement quasi-isomorphe au faisceau Cx.

4) St X est un C-schéma, le complexe filtré (Q%., ¥) est naturellement isomorphe a
Fanalytisé (g;‘(, EY" du complexe filtré (g;, F) déimi par Du Bois.

(5)On a GriQL =0, si p ¢ [0, dimX].

En outre, le complexe filtré (QF, F) est uniquement déterminé, a isomorphisme unique prés, par
les propriétés (1) et (2).

Preuve. — Nous utiliserons une variante relative et en géométrie analytique
du théoreme (2.1.5). D’apres le théoreme de résolution des singularités dans le
cas analytique ([AH], voir aussi [Vi] et [BM]), on a le théoréme de résolution
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analogue a (2.1.2) et on a donc aussi dans ce contexte les résultats sur les hy-
perrésolutions cubiques nécessaires ([HC](I.3.11.2)). Le lemme de Chow-Hironaka
analogue a (2.1.3) est aussi vérifi¢ dans ce contexte, mais dans une forme un
peu plus faible que nous rappelons ci-dessous. Ce résultat est une conséquence
du théoréme de platification d’Hironaka ([Hi2]), et du théoreme de résolution des
singularités (voir [Hi2]).

Lemme de Chow-Hironaka analytique. — Sowent X et X des varités complexes -
réductibles. St f - X — X et un morphisme  birationnel propre, il existe un morphisme
g X —> X qui est la composition dune suite localement finie de modifications propres
élémentarres, et un morphisme propre h: X' —> X tels que g =f oh.

Maintenant, donné un espace analytique X, notons .#’ la sous-catégorie de
An des espaces analytiques (resp. espaces analytiques propres) sur X, et .# la sous-
catégorie de .#’ des variétés complexes. Les catégories .#’ et .# sont munies des
carrés acycliques et des carrés acycliques élémentaires induits par ceux de An et
de Man, respectivement.

Soient ¥ la catégorie de descente Cuy(X) (resp. Cgy r(X)) définie dans
(1.7.6), et G: A — Ho% le foncteur contravariant ®-rectifié défini par G(X') :=
R/ (%, F), pour tout objet X' de .#, ou f : X' — X est le morphisme struc-
turel, et I la filtration de Hodge.

Voyons que le foncteur G vérifie (F1) et (F2). En effet, la propriété (F1) est
triviale. La propriété (F2), est locale sur X, car G(X') est un complexe de faisceaux
sur X, donc, pour vérifier (F2) on peut supposer que X est 'espace affine G". Alors
(F2) s’ensuit de (3.3), car la filtration de Hodge dans le cas non singulier est la
filtration par le degré. La preuve de (2.1.5) dans cette situation utilise un argument
supplémentaire pour le lemme 1 du point (2.1.6), ou nous utilisons le lemme de
Chow-Hironaka, car, maintenant, nous n’avons pas une suite finie de modifications
propres élémentaires, mais une suite localement finie. Néanmoins, G(X') étant un
complexe de faisceaux sur X, il suffit de vérifier ce lemme localement sur X. Il
est clair alors qu’avec ces données, on a la propriété d’extension (2.1.10) pour G,
d’ou il en résulte (1) et (2).

Prouvons (3). Donné l'espace analytique complexe X, on a sur la catégorie
A des espaces analytiques sur X les foncteurs (f : X' — X) — RfACyx et
(f : X' — X) = RfQL qui vérifient la propriété (D) (voir [HC](I.6.9)), et qui
sont isomorphes sur la sous-catégorie .# des variétés complexes. La propriété (3)
résulte alors de l'unicité de I'extension d’un foncteur (2.1.5).

La propriété (4) se démontre comme dans [HC] (V.3.7), et, finalement, (5)
résulte de Pexistence d’une hyperrésolution X, de X de type [J € ObII, telle que
dmX, < dmX — dimo, pour tout o € L ([HC](I.2.15).
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(4.2). — Avec ce complexe filtré de Hodge-De Rham (Q%,F) on peut
étendre la théorie classique de Hodge-De Rham aux espaces analytiques complexes
de la fagon suivante.

D’abord, pour tout espace analytique complexe X, on définit les complexes
de faisceaux

QY= GrQLp], 0 < p < dimX,

qui sont a cohomologie cohérente et fonctoriels en X, et définis a quasi-isomor-
phisme unique pres. Ensuite, on définit la cohomologie de Hodge de X par

HM(X) := HI(X, QY), 0<p.g<n,

qui est fonctorielle en X et de dimension finie, si X est compact. On peut donc
définir, pour X compact, les nombres de Hodge de X par

W 1(X) = dimcH(X).

De méme, on a une suite spectrale de Hodge-De Rham associée au complexe
filtré (%, 1),

Bl = HM(X) = HM(X, C)

donc, si X est compact,

X(X) =Y (=1 ar(X)

b

est la caractéristique d’Euler de X, et on a

Z (X)) > b,(X) = dmH' (X, C).

prhg=r

Finalement, si X est sous-kdhlérien (i.e. il existe une variété kidhlérienne X' et un
morphisme surjectif propre X' —> X), et compacte, par la théorie de Hodge-
Deligne, cette suite spectrale dégénere au terme E;.

(4.3). — Du point de vue global, cette extension de la théorie de Hodge
aux espaces analytiques n’est satisfaisante que dans le cas compact. Pour obtenir
une théorie analogue a la théorie de Hodge-Deligne dans le cas ouvert, nous
considérerons les espaces analytiques compactifiables, et utiliserons les différentielles
a poles logarithmiques, comme dans cette théorie.

Nous noterons An? la catégorie des couples (X, U), ou X est un espace
analytique complexe et U est un sous-espace ouvert de X tel que D = X - U
est un sous-espace analytique fermé de X, et dont un morphisme [ : (X', U) —
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(X, U) est un morphisme d’espaces analytiques complexes f : X' — X tel que
S(U) c U. Nous appellerons simplement couple d’espaces analyques complexes les
objets de An%?. De méme, nous noterons Man? la sous-catégorie pleine de An?
dont les objets sont les couples (X, U) tels que X est lisse, et D est un diviseur
a croisements normaux dans X qui est une réunion de diviseurs lisses.

Théoréeme. — Pour tout espace analytique complexe X, et tout sous-espace ouvert U tel
que le complémentarre D := X — U soit un sous-espace analylique de X, 1l existe un objet
(D), ¥) de HoCyy (X)) qui vérifie les propriétés suivantes:

(1) St X est une variété complexe, st D est un diviseur a croisements normaux dans X,
et st (% (logD), ¥) désigne le complexe des formes différentielles sur X a poles
logarithmiques le long de D, filtré par la filtration de Hodge ¥, il existe un quasi-
wsomorphisme filtré naturel

(% (logD), F) — (Q%(D), F).

2)8 f: X, U) = (X, U) est un morphisme (resp. un morphisme propre) de couples
d’espaces analytiques, alors Rf.(Q3,(D'), F) est un objet bien défini de HoC gy (X)
(resp. HoC iy, .n(X)), et lassignation

(f: X, U) = X, U) = Rf(Qy (D), F)

est un _fonctewr contravariant ®-rectifié, défini sur la catégorie des objets de Am?® (resp.
propres) sur (X, U), et qui vérifie la propriété (D) de (2.1.5) et la propriété (D’)
de (2.5.6)

(3) Le complexe de faisceaux Q2 (D) est naturellement quasi-isomorphe au complexe de
Jarsceaux Ry, Gy, ou j: U — X est le morphisme d’inclusion.

4) St X est un G-schéma, et U est un ouvert dense de Lariski de X, le complexe
(% (D™, F) est naturellement quasi-isomorphe a lanalytisé (g;(D), )™ du com-
plexe filtré (g;(D), ) défmi par Du Bous.

(5) On a GriQL(D) =0, si p ¢ [0, dimX].

En outre, le complexe filtré (QL(D), ¥) est uniquement déterminé, a isomorphisme unique pres,

par les propriétés (1) et (2).

Preuve. — La preuve est analogue a celle du théoreme (4.1), mais en utilisant
cette fois-ci la variante analytique du théoréme d’extension (2.3.3), et la variante
logarithmique de la proposition (3.3), que nous donnons ci-dessous, et qui permet
de prouver la propriété (F2) dans ce contexte.

(4.4) Proposition. — Sotent X une variété complexe, D un diviseur a croisements normaux
dans X qui est une réunion de diviseurs lisses, Y une sous-variété complexe de X qui a des
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crousements normaux avec D, (2.1.1.) le diagramme cartésien défini par Uéclatement de X le
long de Y, et D =f"1(D).
(1) St Y nest pas contenue dans D, le morphisme

X (logD) =5 s (Rz‘*sz@(zog(D NY)) ® R4 (logD)
75 RS, (logD N ?))

est un quasi-isomorphisme, pour tout p > 0.
() St Y est contenue dans D, le morphisme

S @ (logD) —> RfQ (logD)
est un quasi-isomorphisme, pour tout p > 0.

Preuve. — On raisonne par récurrence sur la dimension de X. Dans le cas
ou Y n’est pas contenue dans D, nous montrons la proposition par récurrence sur
le nombre s de composantes de D. Pour s = 0, la proposition est une conséquence
de (3.3). Supposons donc que s> 0 et soit D =D"UX’', ou X’ est une composante
de D. Notons (X,, X, \ D,) le carré commutatif de Man? défini par

&, Y\E) — X, X\D)
(Y,Y\E) —> (X, X\D),

ot E=DNY et E=DnNY. Notons (Xe, X, \ D)) le carré commutatif de Man?
défini par

&, Y\E) — X, X\ D"
Y, Y\E) — (X, X\ D",

ot E"=D"NY, D' =/"'(D"), et &/ =D"NY. Et notons (X,,X,\D.) le carré
commutatif de Man? défini par

&, Y\E) — X, X\D)
Y,Y\E) —> (X, X'\D),

ou X' est Iéclatement de X' le long de Y:=YNX, D=D"NnX, E=D'NY,
Y=XNY,D=XnNnf'D)et E=DNY.
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Pour abréger, si (Z,V) est un objet de Man® et si I'on a un morphisme
h:7Z — X, on note G(Z,V,p) = RIZ*QZZ(Zog(Z \ V)). Le morphisme résidu mduit
une suite exacte de complexes

0 — G(X,X\ D", p) — GX,X\D, )
M GX,X\D,p— D[] — 0,

et, de la méme facon, on obtient une suite exacte de complexes

0— SG(Xu Xo \D/./’ p) — SG(X,, Xo \Do, ﬁ)
5 sGX,, X, \ D, p— D[1] — 0.
Puisque sG(X[, X, \D.,p—1) et sG(X,, X, \ D/, p) sont acycliques par les hypo-
théses de récurrence, on en conclut que sG(X,, X, \ D,, p) est acyclique, d’ou il
résulte (1).

Supposons que Y soit contenue dans D. Nous procédons par récurrence sur
le nombre r des composantes de D qui contiennent Y, et sur le nombre s de
celles qui ne le contiennent pas.

Pour le cas »=1,s =0, nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme. — Sotent X une variété complexe, Y une sous-variété lisse de X de codvmension
e>1, et (2.1.1.1) le diagramme cartésien défini par Uéclatement de X le long de Y. Alors,
on a

Q& = 9k (logY),

R%Q%(log?) =0, s1¢g>0¢e qgFe—1,

R”_%Q%(log?) =R g, Qii,_l =4, (Qf(_e ®R! g*Q%_/;),
pour tout p > 0.

Preuve du lemme. — Considérons la suite exacte
0— Q% — Qhg¥) 50" — 0

et la suite exacte induite par application de Rf;. Par (3.3) on a Q = ﬂQ/;Z et, sl

g>1, RILQL Z i R%QL, qui est nulle si ¢>e—1, et RIg, QL = sz@‘qch«g*szg/Y,

si 0 < ¢ <e— 1. Puisque le morphisme de connexion
- 1~ - T o P -1
7, RY lg*SZ% = Z*Q/; "® i, RY lg*Q%/Y

— RILQL ZLRGQE =i Q07 © LR6.Q%

est le produit par ¢;0%(1), st 0 < ¢ <e—1, c’est un isomorphisme, ce qui conclut
la preuve du lemme.
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Continuons la preuve de (ii) avec r =1 et s = 0. Notons D la transformée
stricte de D par f, et posons E=YND. On a la suite exacte

0 —> Q(logY) — QhllogD) 5 Q5" (logE) —> 0,
d’ou on obtient, par application de Rf,, la suite exacte longue de cohomologie

~ ~ _  Res — =
0 —> £QL(logY) —> £.Q%(logD) = £.Q% '(logE)
— R'YLQ%(logY) — ...

Soient ¢ >0 et ¢e>2. Si ¢g#e¢—1, on a R%Q%(Zog?) =0, et Rq_ljfkﬂ%_l(logﬁ) =0,
et le morphisme RE_QJQQ%_I(ZOg/E\) — Rg_lﬂﬂ%(log?) s'identifie, a travers des iso-
morphismes du lemme, au morphisme de Gysin en cohomologie de Hodge de la
section hyperplane, relative sur Y, E de Y

QU RRTQL — e — QU ®@RTAQE /;,

qui est un isomorphisme. On a donc R%Q%(logD) = 0 pour tout ¢ # 0, et on
dispose d’'un morphisme de suites exactes

0 — fiQh(logY) — £QL(ogD) — £.QF ' (logE) — 0

I I I

0 — Q4 — QAU — Q' — 0.
Les deux morphismes latéraux sont des isomorphismes, d’apres le lemme précédent,

done Q4 (logD) —> £.Q% (ZogD) est un isomorphisme. Il reste a considérer le cas

ou ¢=2. Dans ce cas on a D = D, et 'on obtient quQp (ZogY) =0 s ¢g>2,
d’apres le lemme, et une suite exacte

~ ~ Res — =
0 —> £QL(logY) —> £.Q%(logD) = £.Q5 '(logE)
—> R'LQ% (logY) — R'£.QL (logD) — 0,

ou le morphisme ﬁQ%_l(ZogE) — R%Q%(log?) s'identifie au morphisme

Res® Gysin

Q (logY) — QL @ RI4.QL QL
qui est surjectif et dont le noyau s’identifie a Qlf)_l. On en déduit que R%Q’%(logﬁ)
= 0, donc que 4 (logD) —> ﬂQ%(logﬁ) est un isomorphisme, ce qui prouve (ii)
dans ce cas.

Dans le cas »=1,5> 0, la preuve est analogue a celle du cas r=20,s> 0,
par récurrence sur s. En effet, considérons une décomposition D = D"UX/, ou X'
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est une composante de D qui ne contient pas Y, et notons D'=D"NX'". On a
alors la suite exacte

0 —> Q& (logD") —> Q% (logD) —> QL' (logD") —> 0.

Posons Y/ = YNX/, et soit X' —> X' Péclatement de X' le long de Y/ C D'.
Notons D' =X' Nf~1(D’), D’ = f~1(D”). On a alors la suite exacte

0 —> 2 (logD") —> Q% (logD) — Q&' (logD') —> 0,
et donc un triangle distingué
V4 v/ V4 N
R/ Q2% (logD") —> Rf Q% (logD)
p—1 ~N ) N/
— RAQL, (logD") —> RAEQ (logD")[1]
Le morphisme f induit un morphisme de triangles distingués

Qh(logD") —— QD) —— Q" (logD)

| /| /)

V4 ™ V4 N =1 oy
RﬂQX(ZOgD) — R];Qi(logD) — RﬂQX’ (logD")

ot, d’aprés Phypothése de récurrence, f* et f* sont des quasi-isomorphismes. D’ou
il résulte que f* est un quasi-isomorphisme, ce qui prouve (i) dans ce cas.

Finalement, dans le cas r > 1, on raisonne par récurrence sur 7, et on
considére une décomposition D = D” U X', ou X' est une composante de D qui
contient Y. Un argument analogue a celui du cas précédent achéve alors la preuve
de (4.4).

(4.5). — Nous allons expliciter la variante analytique du théoreme (2.3.6).
On note Angemp la sous-catégorie pleine de An des espaces compacts, et Anéomp
la sous-catégorie pleine de An?, dont les objets sont les couples (X, U), ou X est
un espace analytique compact.

Comme dans le cas algébrique, on a un foncteur

y™:An%  —> An

Comp

défini par y*(X,U) = U. Notons X%, la classe de morphismes s de Anéomp tels
que y“(s) est un isomorphisme. Alors y* induit un foncteur

n": Anéomp[za—nl] — An.

La différence essentielle entre le cas analytique et le cas algébrique, c’est que dans
le deuxi¢me cas, le théoreme de compactification de Nagata entraine (voir (2.3.4))

que le foncteur y : Sch

Comp(C) —> Sch(C) induise une équivalence de catégories
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n: Schéomp(C)[E_l] —> Sch(C), tandis que, dans le cas analytique, le foncteur
correspondant n : Anéomp[Z{;ll] —> An n’est pas, en général, essentiellement
surjectif, pas méme pleinement fidele, d’apres un exemple de Serre ([Hal](VI.3.2)).

Mais nous avons le lemme suivant.

(4.6) Lemme. — La classe de morphismes X, admet un calcul de fractions a droite.
De plus, st (X, U) et (X', U") sont deux objets de Anéomp tels que U et U sont des
espaces analytiques somorphes, et st X et X' sont des espaces analytiques biméromorphiquement

équivalents, alors (X, U) et (X', U") sont isomorphes dans la catégorie localisée Anéomp[E;ll].

Preuve. — Les conditions duales de a), b), d) de [GZ](Ch.I,2.3) sont évidentes.
Il reste & prouver la condition c). Etant donné un diagramme (X, U) i>(Y, V)
< (Y, V') de morphismes de Anéomp tel que y(s) soit un isomorphisme, nous
considérons la réunion X' des composantes irréductibles du produit fibré X xy Y’
qui coupent I'image réciproque U de U par le morphisme de projection, alors

(X', U’) est un objet de Anéomp et on a un diagramme commutatif

X, U) — Y,V)
| |
tl 5l

X, U) —— (Y,V)

ou ¢ est un morphisme de X,, ce qui prouve c).

Montrons la deuxiéme propriété. Si on a un diagramme X <«— X" — X’
de morphismes biméromorphes entre espaces analytiques compacts, considérons
I'espace analytique X, image de X” dans le produit X x X'. Il existe un ou-
vert dense V” de X” tel que la restriction a cet ouvert induise des isomorphismes
V «— V" — V', et on peut supposer que VC U et V' C U'". Alors X, est une
compactification du graphe U, de I'isomorphisme U — U’. On obtient donc un
2 X, U) «— Xy, Up) — (X', U) qui se transforme en un
diagramme d’isomorphismes par le foncteur y*, et les couples (X, U) et (X', U)

diagramme de An

Comp
sont donc isomorphes dans la localisation.

(4.7). — D’apres (4.6) et [GZ](Ch. 1,(2.4)), la catégorie localisée AnéomP[Z;]
est équivalente a la catégorie An,, suivante. Un objet U, de An,, est un espace
analytique U muni d’une classe d’équivalence de compactifications analytiques X
de U, ou deux compactifications X et X' sont dites équivalentes si elles sont bimé-
romorphiquement équivalentes. Nous dirons aussi que Uy, est un espace analytique
compactifiable U muni d’une structure biméromorphe a l'infini. Soient U (resp.
U’) un espace analytique, et Uy (resp. UL)) une structure biméromorphe a l'infini
sur U (resp. U’). Une compactification d’'un morphisme analytique g : U — U,

par rapport aux structures U, et U/, est une extension de g en un morphisme
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S X — X, ou X et X' sont des représentants des structures de Uy et Ul .
Deux compactifications f; : X; —> X| et fj : Xy —> X de g son dites équi-
valentes si et seulement s’il existe une troisitme compactification f; : X3 —> X
qui domine f/ et f;. Un morphisme g : Uy —> U, de An, est, par défini-
tion, un morphisme analytique ¢ : U — U muni d’une classe d’équivalence de
compactifications de g par rapport aux structures Uy, et U._.

Remarquons que l'exemple de Serre signalé auparavant montre existence
d’'un espace analytique U compactifiable et qui admet deux structures biméro-
morphes a I'infini non isomorphes.

an

Le foncteur " : Sch(C) —> An de passage de la structure algébrique a la
structure analytique, se factorise a travers Am,, car toute variété¢ algébrique a une
structure biméromorphe a l'infini bien définie, qui s’obtient a partir d’'une com-

pactification algébrique arbitraire, et *® induit donc un foncteur **> : Sch(C) —
An_.

(4.8) Théoreme. — Pour tout espace analytique compactifiable U muni d’une structure
biméromorphe a Umfii Uy, := (X, U), le complexe filtré de C-espaces vectoriels
G(Ux) = RI(X, (X \ U)), F)

défimit un foncteur contravariant ®-rectifié sur la catégorie An,, qui vérifie la propricté (D) de
(2.1.5).

Preuve. — La preuve est analogue a celle de (2.3.6), car, d’apres (4.7) la
localisation de Anéomp par (X, U) = U est Ang,.

(4.9). — Soient X un espace analytique, et U un sous-espace ouvert dense
de X tel que X —U soit un sous-espace analytique de X, alors il résulte de (4.3)
un isomorphisme

H'(X, @ (D)) = H'(U, ©),
et donc une suite spectrale de Hodge-De Rham associée au complexe filtré
(L5 (D), b),

E} = H™(X, GriQ% (D)) = H*(U, C).
Si X est compact, la cohomologie H™ (X, Gr/;Q;(D)) est de dimension finie, no-
tée AM(X,U), et, d’apres le théoréme (4.8), ces espaces de cohomologie ne dé-
pendent que de la structure biméromorphe Uy de U a l'infini, définie par la

compactification X. Ceci permet aussi d’étendre dans le cas ouvert la définition
des nombres de Hodge /#7(Uy) et les relations (4.2):

XU = S (/MUY et Y h(Us) = b(U).

b prg=r
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Finalement, si Uy, admet une compactification par une variét¢é complexe
sous-kdhlérienne, cette suite spectrale dégénere au terme E,.

5. Application a la théorie des motifs

Solent £ un corps de caractéristique zéro, et notons .# (k) la catégorie des
motifs de Chow effectifs sur £ (voir [M], [Sc]). On rappelle que cette catégorie
est pseudo-abélienne, et qu’on a un foncteur contravariant

h:V(k) — A k),

qui associe a tout schéma projectif et lisse X, le motif effectif 2(X) = (X, ).
L’objectif de ce paragraphe est d’étendre le foncteur /4 a tous les schémas séparés

et de type fini

Dans le cas des variétés ouvertes on a, de fait, deux extensions qui corres-
pondent a une théorie a supports compacts et a une théorie sans supports.

(5.1). — Notons Cb(.///,jt(k)) la catégorie des complexes bornés de motifs
de Chow effectifs sur £, et munissons C’ (.///,jt(k)) de la structure de catégorie de
descente cohomologique définie dans (1.7.7).

Le foncteur % : V(k) —> (k) induit un foncteur contravariant, canonique-
ment P-rectifié,

h:V(k) — C' (A1)

qui vérifie trivialement la condition (F1) de (2.1.5), et qui vérifie aussi la propriété
(F2), grace, essentiellement, au calcul effectué par Manin du motif de Chow d’un
éclatement. En effet, la propriété (F2) résulte de la proposition suivante.

Proposition. — Sotent 1 : Y — X une immersion fermée de schémas projectifs et lisses,
J i X — X léclatement de X le long de Y, et

~

Y—7>)’Z

| Ir

Y—i>X

le diagramme cartésien construit a partir de [ et 1. Alors, la suite de motifs de Chow

0 — 4 5w P Yy 5 w@) — 0
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est exacte et scindée, en particulier le morphisme

h(X) —> sy tot (ﬁ(i) D ry) — h(%?))

est un homotopisme.

Preuve. — D’apres [M](§9 Cor., voir aussi [Sc], Th. (2.8)) on a l'isomorphisme
r—1

/z(Y)(—z‘)) — h(X),
1

¢ (X)) P (
défini par

r—1

‘P(M}’l, oo 7))7—1) :f*(x) + Zj.*(si_l Ug*(_yz))’

i=1
ou & est la premiére classe de Chern de O%(1). On a aussi Iisomorphisme

r—1

v @PrY)(—i) — ),
=0

défini par
r—1

Yo 1s o) = Y _EUZ ().

i=0
Donc, avec ces isomorphismes, si on pose
r—1
A= ) (=),
i=1
la suite du lemme s’écrit simplement
1
0 01 0
o 0 —1
0 —=hX) — (X)) BAPIKY) ——— AB (YY) — 0,
qui est évidemment une suite exacte et scindée.

(5.2). — Maintenant, il résulte immédiatement de (2.2.2) et de (5.1), 'exten-
sion du foncteur £ correspondante a une théorie a support compact, déja prouvée
par Gillet et Soulé.

Théoreme ([GS], Th. 2.). — 1l existe un foncteur ®-rectifié contravariant
h, : Sch, (k) —> HoC' (},(k))
tel que:
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(1) st X est un schéma projectif et lsse, h.(X) est naturellement isomorphe au motif de
Chow de X,
(2) h, vérifie la propricté (D) de (2.1.5),
(3)st Y est un sous-schéma fermé dun schéma X, on a un isomorphisme naturel
h(X\'Y) = s tot (h,(X) — h(Y)) .

En outre, ce foncteur est unique, a isomorphisme unique pres.

(5.3). — Nous rappelons que dans une catégorie pseudo-abélienne, tout com-
plexe borné contractile L* a une caractéristique d’Euler x(L*) = > (—1)"[L'] nulle
dans le groupe K; correspondant. Pour la commodité du lecteur, nous donnons
ici une preuve de ce résultat a partir du lemme suivant.

Lemme. — Soit o/ une catégorie pseudo-abélienne. Si 1. est un complexe contractile
de C(), il existe un complexe a différentielle nulle P et un isomorphisme de complexes
¢ : Con(P)y —> L, ou Con(P) est le complexe cone de P.

Preuve. — Soit h une contraction de L, c’est-a-dire que £ :L — L[—1] est
un morphisme gradué tel que 1 = hd + dh. Alors, dh et hd sont des projecteurs
complémentaires, et puisque o7 est pseudo-abélienne, L est isomorphe, en tant
qu’objet gradué, a la somme Rerdh @ Imdh, avec les égalités Rerdh = Imhd et
Imdh = Kerhd. Puisque d* = 0, la restriction de d a Imdh est nulle, et la restriction
de d a Rerdh induit un isomorphisme de complexes Aerdh — Imdh[1l]. Alors,
P = Imdh vérifie les conditions du lemme.

(5.4) Corollaire. — Soit &/ une catégorie pseudo-abélienne, C*(<7) la catégorie de
complexes bornés de 7 et HoC(/) sa localisation par rapport aux homotopismes. Alors, la
caractéristique d’Euler

x 1 ObCH () — Ko(H)
indwit une application sur la localisation

x 1 ObHoCl (o) — Ky().

(5.5). — Puisque la catégorie des motifs de Chow est pseudo-abélienne, on
déduit de (5.2) et de (5.4) le résultat suivant, qui résout le probleme de Serre cité
dans I'Introduction, et qui avait déja été prouvé par Gillet et Soulé.

Corollawre (|GS], Th.4). — Il existe une umique application
X. 1 ObSch(k) — K, (4} (k))
telle que:

(1) sz X est un schéma projectif et lisse, x.(X) est la classe dans Ko du motif de
Chow de X,
(2) st Y est un sous-schéma fermé de X, x.(X\Y) = x.(X) — x.(Y).
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(5.6). — Maintenant, nous considérons lextension de % qui correspond a
une théorie sans supports.

Rappelons que si 4, (k) est la catégorie des motifs de Chow, non néces-
sairement effectifs, on a aussi un foncteur covariant k, : V(k) — #,,(k) tel que
h(X) = (X)(dimX), st X est une variété projective et lisse. Si f: X —> Y est
un morphisme entre de telles variétés, on appelle f, : 2. (X) — £.(Y) le mor-
phisme de Gysin induit par f. Dans cette théorie covariante, nous considérerons
la catégorie C’(A,,(k)) comme une catégorie de descente homologique, avec le
foncteur simple ordinaire des complexes de chaines, que nous noterons encore s
(cf. (1.7.7)P).

Nous allons définir un foncteur contravariant G, : VZ(k) — Cb(///,_;’[(k)).

Soit (X, U) un objet de V2(k), c’est-a-dire que X est un schéma projectif et
lisse sur £ et D =J,_, D, est un diviseur a croisements normaux dans X, qui est
réunion de diviseurs lisses. Notons I 'ensemble ordonné [I, 7]. On a un diagramme
cubique augmenté S,(D) —> X, défini par les intersections des D, S,(D) :=
(Ny@=1 D> pour x € O,. Par la fonctorialit¢ de /. on obtient un diagramme
cubique 7%, (S;(D) — X) (—=dimX) de A4/ (k) et donc un complexe de Gysin

G.(X, X\ D) :=s (7(S.(D) — X)) (—dimX)
dans C’ (,/[,;;(k)). Ce complexe de Gysin du couple (X, X\ D) est 'analogue dans
le présent contexte du terme E; de la suite spectrale déduite du complexe de De
Rham logarithmique filtré par la filtration par le poids ([D1] (3.2.4), [GN](§1)).

Nous allons voir que G.(X, X\ D) est un foncteur contravariant.

Si f:(X,X'\D)— (X,X\D) est un morphisme de V2(k), pour toute
composante irréductible D, de D, le diviseur image inverse /~'(D,) est une somme
Z;:l mM;D;3 de composantes irréductibles de D’. Nous noterons M = (1) (a,p)c1x]
la matrice des multiplicités de f. Nous allons définir un morphisme de com-
plexes Go(f) : G, (X, X\ D) — G, (X', X'\ D). D’abord, on pose Gy(f) = /™.
Maintenant, pour tout couple de suites croissantes o = (o(l),---,0(p)) C I et
7= (t(l),---,t(p)) C]J telle que f(D)) C D,, notons f,, : D — D, la restric-
tion de f. On définit alors un morphisme

Ga,r(f) : h*(DO')(_dZmX) — /Z*(D;)(—dsz’)

par G (f) := mgf; ., o0 my. est le déterminant du mineur d’indices (o, 7) de la
matrice M des multiplicités de f. En composant G, .( f) avec I'inclusion canonique
h (D)) (—=dimX) — G,(X', X'\ D’) et en faisant la somme par rapport a 7, on
obtient les composantes

G0 (f) : he(Dy)(—dimX) —> G,(X/, X'\ D)
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du morphisme
G,(f):G,X,X\D) — G,X', X'\ D).

Nous prouverons dans (5.8) que G4(f) est un morphisme de complexes et
que G, est un foncteur contravariant (cf. [DI1] (8.1.19.2)). Pour ce faire, nous
utiliserons la variante suivante de la formule d’exces d’intersection de Fulton-
MacPherson.

Proposition. — Sout

Yy — 5 X

(5.6.1) gl lf

Y — X

un diagramme cartésien de schémas éventuellement non réduits, et projectifs, tel que X, X'
et Y sont lsses, Y' est un dwiseur a croisements normaux dans X', dont les composantes
wréductibles Y:S, B = 1,...,s, sont lsses et de multiplicité géométrique mg dans Y', ti.e.
Y' =Dy mgYy, el i est une immersion fermée. Notons Ny/x (resp. Nyx) le fibré normal
de Y dans X (resp. de Y' dans X'), et & := g* Ny x/ Ny x le fibré normal dexces sur Y’
(vour [F], (6.3)). Soient ng : Yy —> X' linclusion, gg :=gomng, jg:=jong, &p:=mnpé&
et g la classe de Chern de degre maximum de &g. Alors, le diagramme

D Y1) =2 X))

> =1 mpgs UfﬁT Tf *

W) (dimY — dimX) ——s  h(X)

est commutatyf dans A,(k).

Preuve. — Par le principe d’identit¢ de Manin ([M](§3), cf. [Sc](2.3)) il suffit
de prouver la commutativit¢é du diagramme pour le groupe de Chow A*. Nous
utilisons pour ceci 'anneau de Chow opérationnel défini par Fulton ([F](17.3)) pour
tout schéma de type fini sur £, et qui coincide avec I'anneau de Chow classique
sur les variétés projectives et lisses. En particulier, i résulte de la formule d’exces
d’'intersection ([F], Exemple (17.4.1.b)) que, pour tout y € A*(Y),

S @) =g (U,

ou & € A(Y') est la classe de Chern de degré maximum de &. D’apres [F],
Exemple (17.4.7.1), et avec ses notations, on a [j] = ng:lmﬂ'?ﬂ*([fﬂ])a ou [] dé-
signe la classe d’orientation, et compte tenu de [FM](I.2.5)(G;)(1), il en résulte que



UN CRITERE D’EXTENSION DES FONCTEURS DEFINIS SUR LES SCHEMAS LISSES 83
Jx = Z;}:l Mg Jgs © n;, d’ou on déduit
S @) =5 (U8
= " mp (g () UE)

= Jsmags(») U &p),

pour tout » € A*(Y), ce qui prouve la proposition.

(5.7) Corollaire. — Soit (5.6.1) un diagramme commulatif de schémas projectifs, tel que
i est une immersion fermée, X, X' et Y sont lisses, Y est un diviseur de X, Y' est un
diviseur a croisements normaux dans X' dont les composantes irréductibles Y:g, B=1,...,s
sont lisses. Si le diviseur image inverse f~'(Y) est Zﬂ mgYy le diagramme

Py MY (=1) T X

pIy mﬂg;}T T *

A=) — X
est commutatyf dans A,(k).

Preuve. — Puisque Y est un diviseur, le fibré normal d’exces est nul, donc
§g = 1, pour tout B, et le corollaire est un cas particulier de la proposition
précédente.

(5.8) Proposition. — (1) Pour tout morplasme [ : (X', X'\ D) — (X, X\ D) de
V2(k), le morphisme G,(f) : Go(X, X\ D) — G,(X, X'\ D) est un morphisme de
complexes tel que la restricion Go(f) de G(f) a h(X) est f*.

(i) G, définit un foncteur contravariant G, : V2(k) — C*(.4(k))

rat

Preuve. — La fonctorialit¢ de G, est une conséquence de la fonctorialité de
l'algebre extérieure. En effet, si g : (X7, X"\D") — (X, X’\D’) est un morphisme
de V%(k), et M’ est sa matrice de multiplicités, la matrice M” des multiplicités de
la composée fog est le produit de matrices M’ o M. La fonctorialité¢ résulte alors
de Pidentit¢ m) , = Y mym ,, pour tout couple (o, p), qui exprime en termes
de déterminants la fonctorialit¢ de lalgebre extérieure.

Vérifions que les morphismes G,( /) définissent un morphisme de complexes
Go(f) : GuX, X\ D) — G.(X, X'\ D),
c’est-a-dire que

Gy(foy, = V;OGpH(f), p =0,
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ouy,: G (X, X\D) — G,(X, X\D) est la différentielle du complexe G, (X, X\D),
1.e. une somme alternée de morphismes de Gysin.
Considérons d’abord le cas ou p = 0. D’aprés (5.7) on a, pour chaque a € I,

Go(f) 0 us = Y _ jpe 0 Gra(f)
B=1

donc le morphisme
Gi(): GIX, X\ D) — G (X, X'\ D)

vérifie

Go(N oY =3 s 0 Gi()),

a=1 B=1

c’est-a-dire que Go(f) o vy = y{ o G1(f).

Maintenant soit p > 0. S1 o0 = (o(l),--- ,0(p+ 1)) C I et v=(v(1),---,
v(p)) CJ sont des suites croissantes, la composante d’indices (o, v) de G,(f) oy,
est, compte tenu de (5.7),

Pl

(G 0 Vpow =D (=D tooyr S5ty wir—atiys

=1

I+1 .
= Z(— ™ ma—a(l),vma(/),ﬁ]vuﬂ,v*jjuuﬂ'
LB

D’une fagon analogue, la composante correspondante de y, 0 G,i(f) est

¥, 0 Gt (Now = Y _ &0 U B V) Ma g opoon Sorvop:
B

avec e(v U B,v) = (=D si (vUPB)(k) = B. Légalité cherchée est donc une
conséquence de Iégalité

I+1
Z(—l) ooy vmoqy.p = €U B, V)M uug,
/

qui résulte de la regle de Laplace du développement du déterminant m, g par
la colonne d’index B. Cette fois-ci, c’est la fonctorialit¢é du complexe de Koszul
quon entrevoit derriere les calculs.

Dorénavant, nous noterons G, simplement par G.
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(5.9) Proposition. — Le foncteur contravariant
. v2 b
G : V2(k) — C" (A (h)
vérifie les propriétés (F1) et (F2) de (2.1.5).

Preuve. — La propriété (F1) est aisément vérifiée. Prouvons la propriété (F2)
par récurrence sur la dimension de X. Soient X un schéma projectif et lisse,
D un diviseur a croisements normaux de X qui est réunion de diviseurs lisses,
et Y un sous-schéma fermé de X, lisse et a croisements normaux avec D. Soient
X, le diagramme cartésien (2.1.1.1) défini par I’éclatement de X le long de Y, et
D = ' (D).

Nous suivrons maintenant la méme démarche que dans la preuve de la pro-
position (4.4). Ainsi, nous prouverons que

(1) st Y nest pas contenu dans D, la suite

0— G, X\D) 25 & R\ D)@ G(Y, Y\ E)

T 6§, Y\ F) — 0

est exacte et scindée, on E:=Y ND et E:=YnN ﬁ, et
() st Y est contenu dans D, le morphisme

G, X\D) L X X\ D)

est un homotopisme.

En effet, supposons d’abord que Y ne soit pas contenu dans D. On raisonne
par récurrence sur le nombre s de composantes de D. Si s = 0, (i) est une
conséquence de (5.1). Supposons donc que s > 0, et posons D = D" U X' et
D'=D"NX’, ou X' est une composante de D. Le diagramme S,(D) — X est
alors le diagramme

S, (D)) ——> X
| |
S, D) —— X,

ou les morphismes verticaux sont des inclusions. De la définition de G, i en
résulte une suite exacte et scindée

0 — GX,X\D") — G(X,X\D)
— GX, X\ D) (=D[1] — 0.
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D’une fagon analogue, on obtient une suite exacte et scindée
0 — sG(X,, X, \ D)) — sG(X,, X, \D,)
— sGX,, X, \ D)(=D[1] — 0,

ou (X,, X,\D)), (X,, X, \D,), et (X, X \D)) sont définis dans la preuve de (4.4).
Puisque sG(X], X, \ D)) et sG(X,, X,\D!) sont contractiles par les hypothéses de
récurrence, on conclut que sG(X,, X, \ D,) est contractile, ce qui prouve (i).
Maintenant, supposons que Y soit contenu dans D, et procédons par récur-
rence sur le nombre de composantes » de D qui contiennent Y, et sur le nombre
s de celles qui ne le contiennent pas.
Considérons d’abord le cas (r,5) = (1,0), ainst D n’a qu’une seule compo-

sante et Y C D. Notons D la transformée stricte de D, E=Y ND, et

Yy -2, p

le diagramme induit. Le complexe GKX, X \ D) est le complexe simple du dia-
gramme

) = k)
’i?T Tiﬁ.%
WE)(=2) — D)=,
et le complexe G(X, X\ D) est le complexe simple du morphisme
mxx - D) (=1) — X)),
sy tot(f*) est donc le complexe simple du complexe double
WD) (1) & h(E)(—2) —> hD)(—1) & k) (—1) & hX) —> h(X),

ou le premier morphisme est défini par la matrice

~
—(@ypog® w3 |-
iD,X*

et le second par la matrice

o "
(ZD,X* 1y X« f)
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Notons
r—3

A =hD)(=1), Ay:=EPhY)(=i—2), As:=h(Y)(-),
0
r—2
B :=iX). By:=EHr¥)(—i- 1.
0
D’aprés Manin ([M], voir la preuve de (5.1)), on a des isomorphismes
A @A — D)D), P:A®A — h(E)(-2),
¢: B @B, — hX), ¥:By®A; — h(Y)(—1).

Le complexe sgioi(Gf) est isomorphe, via ces isomorphismes et une permutation
des facteurs, au complexe simple du complexe double

a
(6) (4 )
ou
AZ:Al@AQ®A3, B::B1®B2,

et a, b, ¢,d sont les morphismes induits.
Maintenant, nous pouvons expliciter partiellement les morphismes a et b.

On a
-1 0 0 10
a 2 >l<l (1) , b (O 1) .
En effet, ceci résulte immédiatement des relations suivantes:
T =9(x,0),
pour tout point x de A; ;

r—3

i5: (W (2. 0) = in,5.Q_E UZ" (1)) = B0, 0. ... 9r-3),
=0

pour tout point y = (y, ..., y,—3) de Ay ;
g5 (F0,0) =2 0,) =), et g&@0,9) =,

pour tout point y de Aj ;

S () = o(x, 0),
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pour tout point x de B, ; et

r—2
7% ((. 0) = i5. ) _EUZ (D) = (0.9, ... 5-2),
i=0
pour tout point y = (y, ..., »,—9) de Bo.
Le complexe spiiof(f*) est donc isomorphe au complexe simple du dia-
gramme

A —25 A

4

B—b>B

qui est contractile d’apres (1) de (1.5.6), (2) de (1.5.7) et (1) de (1.5.9), car a et b
sont des isomorphismes. Ceci prouve (ii) lorsque (7, s) = (1,0).

Considérons le cas ou r =1 et s > 0. On raisonne par récurrence sur s,
comme dans le cas ou 7 =0 et s> 0. En effet, on considére une décomposition
D =D"UX/, ou X’ est une composante lisse de D qui ne contient pas Y. Avec les
notations de la preuve de (4.4), on obtient, d’apres les hypothéses de récurrence,
les homotopismes

GX, X\ D)L X, K\ D), 6, X\D) L gX, X\ D).
En outre, f/ induit un morphisme de suites exactes et scindées

0 — GX,X\D") —> GX,X\D) —> GX, X \D)(=D[I] —> 0

o | . | |

] b I
0 — GX,X\D) —> 6X,X\D) —> GX,X\D)(=D[1] —> 0
et (i) en résulte dans ce cas.

Considérons finalement le cas ou r > 1. On raisonne par récurrence sur 7,
et on considere, dans ce cas, une décomposition D = D" U X', ou X' est une
composante de D qui contient Y. Alors, un argument parallele a celui du cas
précédent conclut la preuve de (ii) dans le cas général et, donc, de (5.9).

(5.10) Théoreme. — 1l existe un foncteur contravariant ®-rectifié

Sch(k) —> HoC' (. (k)),

rat
noté aussi h, tel que:

(1) sz X est un schéma projectif et lisse, h(X) est naturellement isomorphe au motif de
Chow de X,
(2) h vénifie la propriété (D) de (2.1.5),
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(3) st X est un schéma projectif et lsse, et D est un dwiseur a croisements normaux
dans X qui est réunion de diviseurs lisses, on a un isomorphisme

AX\D) =s (A (S.(D) — X)) (—dimX).
En outre, ce foncteur est unique, a isomorphisme unique pres.

Preuve. — Le théoréme est une conséquence de (2.3.6), compte tenu de (5.9).

(5.11). — Si on applique un foncteur de réalisation, par exemple le foncteur
de cohomologie singuliere, au complexe /4(X), on n’obtient pas la cohomologie sin-
guliere de X, mais le terme E; de la suite spectrale associée a la filtration par le
poids. Néanmoins, le foncteur £ vérifie d’autres propriétés des théories cohomolo-
giques, il est aisé de voir par exemple qu’il vérifie la propriété¢ de Kiinneth:

Théoreme. — Pour tout couple (X,Y) de schémas, il existe un isomorphisme naturel
h(X) @ (Y) — (X xY).

Preuve. — Le foncteur ®, étant additif, il préserve les homotopies, il induit
donc un foncteur

® : HoC'(A (k) x HoC' (M (k) —> HoC' (M} (k)).

rat

I est ais¢ de vérifier que les foncteurs de deux variables (X,Y) — A(X xY)
et (X,Y) —~ AX) ® A(Y) sont isomorphes sur V2(k) x V2(k), et qu’ils vérifient la
propriété de descente dans chaque variable, il résulte donc de I'unicité du théoréme
d’extension (2.3.6) qu’ils sont isomorphes.

(5.12). — Les foncteurs de torsion ? ® L (noté aussi ?(—1)) et de passage
au dual, ?", sont des foncteurs exacts dans la catégorie des motifs, ils induisent
donc des morphismes sur le groupe K,. Alors, de (5.4), (5.10) et de la dualité¢ de

Poincaré il résulte immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire. — 11 existe une application

x : ObSch(k) —s Ko+ (k)

rat
qui vérifie:
(1) st X est un schéma projectif et lsse, x(X) est la classe en Ko du motf de Chow
de X,
Q) si (2.1.1.1) est un carré acyelique, x(X) = x(X) 4+ x(Y) — x(Y),
(3)st D est un diwiseur lisse d’un schéma lsse X, x(X\ D) = x(X) — x(D)(—1),
(4) st X est une variété lisse, x(X)¥ = x.(X)(dimX).

En outre, Uapplication x est uniquement déterminée par les propriétés (1) a (3).
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(5.13) Remarques. — 1. On peut vérifier que les caractéristiques d’Euler x, et x
précédentes sont compatibles avec les foncteurs de réalisation, ainsi par exemple, elles
sont compatibles avec les caractéristiques d’Euler des structures de Hodge mixtes sur la
cohomologie a support compact et la cohomologie, respectivement ([D1]).

2. Bien que pour la réalisation de Betti les caractéristiques d’Euler x, et
X coincident, en général x, et x ne coincident pas dans Ko(.Z/ (k)). Ainsi, en
reprenant un exemple de Serre ([Se]), soient Y une variété projective lisse et X
le cone affine de base Y. On a alors x.(X) =14+ x(Y)(—=1) — x(Y), et x(X) = 1.
Dans cet exemple on voit bien que la différence x(X) — x.(X) appartient a I'ideal
de Ko(A (k) engendré par 1 —L, et ce résultat a été établi, pour tout X, dans
le cadre [-adique (voir [La]). Dans le présent contexte, on peut prouver aisément
ce résultat a partir de (5.5) et (5.12).
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