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COMPLÉMENTS A L'ARTICLE : « GROUPES RÉDUCTIFS »
par ARMAND BOREL et JACQUES TITS

Les compléments à [3] donnés ici portent principalement sur les isogénies
centrales (§ 2), l'adhérence des doubles classes d'une décomposition de Bruhat (§ 3)
et le groupe fondamental des sous-groupes déployés maximaux construits dans le § 7
de [3] (§ 4). Nous profitons aussi de cette occasion pour rectifier quelques erreurs de [3] ;
celles indiquées au § 5 nous ont été en partie signalées parj. Humphreys et S. P. Wang;
nous les en remercions vivement.

Les notations utilisées sans explication sont celles de [3].
L'algèbre de Lie d'un groupe algébrique G, H, . . . est notée L(G), L(H), . . . et

L(V) : L(G)-^L(H) désigne le morphisme d'algèbres de Lie associé à un morphisme
de groupes algébriques f : G->H. C'est donc la différentielle dey en l'élément neutre.

Si A est une partie d'un groupe algébrique G, le centralisateur de A dans L(G)
est par définition

^L(G)(A) ={XeL(G) | (Ad <z)(X) =X, {aeA)}.

Si X est un groupe ou une algèbre de Lie, <2r(X) désigne son centre.
Si k est un corps commutatif, ;Add ou Add désigne le groupe additif sur A.
Dans toute la suite., k est un corps commutatif^ p sa caractéristique^ k une clôture algébrique

de k, kg la clôture séparable de k dans k, et G un k-groupe connexe réductif.

i. Groupes orthogonaux.

(i. i ) Dans [3 ; 4.24], on a supposé implicitement que le groupe orthogonal 0(QJ
est défini sur k. C'est toujours le cas si la caractéristique p de k est +2. Lorsque p=2,
cela est vrai si Q^est non dégénérée et de défaut ̂ i (cf. [io], Remarque p. 30, en tenant
compte de la terminologie introduite au bas de la p. 21).

(1.2) Le n° 4.26 de [3] a pour but de fournir un exemple de deux A-groupes
connexes réductifs G, G' de A-rangs différents mais liés par une A-isogénie (qui ne peut
être séparable vu [3; 4.25], ni même centrale vu (2.19) ci-dessous). Cet exemple
est erroné, et le n° 4.26 de [3] doit être remplacé, à partir de la troisième ligne, par
le texte suivant :

Supposons k de caractéristique 2 ; soit ÇV une forme quadratique à deux variables,
non dégénérée et non détective, qui ne représente pas i (on suppose qu'une telle forme
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254 A R M A N D B O R E L ET J A C Q U E S T I T S

existe, ce qui implique en particulier que k est non parfait) ; soient Q la forme à trois
variables définie par Q/^jî^^^+ÇyC^^), et enfin G==0(QJ le groupe orthogonal
associé à Q .̂ La forme Qne représente pas zéro sur A, donc G est anisotrope sur k (4.24).
D'autre part, la forme bilinéaire associée à Q^ admet la droite j /==^==o comme noyau.
On en déduit aisément que les éléments de G sont les matrices de la forme

/i ç^^+ç Q'M^+TA
M==j o a c ), {ad—bc=ï)^

\o b d ]

où Ç=Q^(i, o)^2, r}==Q^{o, i)172, donc que M h > ( , ,) est une A-isogénie de G sur
SL,2=G'. Cependant, r^G)==o et ^(G')=i.

2. Isogénies centrales.

La proposition 4.25 de [3] montre que le A-rang est conservé par une isogénie
séparable. Nous voulons prouver ici qu'il en est encore de même pour une isogénie
centrale et que, plus généralement, une telle isogénie conserve les invariants sur k d'un
A-groupe réductif étudiés dans [3 ; §§ 4, 5].

Définition (2.1). — Soit f: H->H' un morphisme de groupes algébriques. Nous
disons que/est quasi-central si son noyau (ensembliste) est contenu dans le centre de H.
En d'autres termes, y est quasi-central si le commutateur HxH->H se factorise à travers
f(ïl)xf(îî) en tant qu9 application, c'est-à-dire s'il existe une application K :f(ïï)xf(ïî) —>îî
telle que ^[f{x)^f[y)')=xyx~ly~l pour x, j^eH.

Définition (2.2). — Un morphisme y: H->H' de groupes algébriques est dit
central si le commutateur HxH->H se factorise à travers /(H) X/(H) en tant que
morphisme., c'est-à-dire s'il est quasi-central et si l'application K de (2.1) (qui est évidem-
ment unique) est un morphisme.

Remarque (2.3). — Soit k un corps de définition def. II est facile de voir que, avec
les notations de [i; § î],fest central si et seulement si KerJ^(G) c^(H(G)) pour toute
A-algèbre G. Dans le langage des schémas en groupes, cela revient à dire que le noyau
(schématique) de y est contenu dans le centre de H.

Proposition (2.4). — Soit f : H—^H' un morphisme de groupes algébriques. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est quasi-central (resp. central) ;
(ii) pour tout AeH, il existe une application (resp. un morphisme de variétés)

<p^ :/(H)—^H tel que <p^(V(^)) =xhx~1 pour xeîi;
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COMPLÉMENTS A L'ARTICLE : « GROUPES RÉDUGTIFS » 255

(ni) Faction de H sur soi-même par les automorphismes intérieurs induit une action ensembliste
(resp. algébrique} de /(H) sur H, c'est-à-dire qu'il existe une application (resp. un morphisme
de variétés} i.:/(H)xH->H tel que ^f{x},y} ==xyx-1 pour x.jyeîî,

Dans le cas quasi-central, la proposition est évidente. Pour établir l'implica-
tion (i) => (ii) dans le cas central, il suffit de remarquer que si K est défini comme en (2. i),
le morphisme ^ : A;'h->K(^',/(A)) .h (pour ^/(H)) possède la propriété requise. Enfin,
les implications (ii) => (iii) et (iii) => (i) sont des conséquences immédiates du lemme suivant,
où on pose successivement X==Z==H, X'=/(H), Y=H, ^{x,y}=xyx~1 et X==Z=H,
X'=/(H), Y-/(H), ^x,y)=x..(y,x-1) (d'où ^'-K).

Lemme (2.5). — Soient X, X', Y des ensembles algébriques (noethériens), Z un ensemble
algébrique affine, f : X->X' un morphisme surjectif, ^ : XxY->Z un morphisme et ̂  : X'xY->Z
une application telle que ^ = ̂ ' o (/x idy). Alors, pour que ^' soit un morphisme, il faut et il suffit
que ^ |x' x ^) en soit un pour tout yeY.

(N.B. — Nous ignorons si ce lemme reste valable pour un ensemble algébrique Z
quelconque. P. Gabriel nous a fait remarquer qu'il l'est en tout cas si on suppose le
morphisme / fidèlement plat. Gela permet d'étendre la proposition (2.4) à des groupes
algébriques non affines.)

La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est aussi suffisante.
L'assertion est évidemment locale en X' et Y, que nous pouvons donc supposer affines.
Si (U,) est un recouvrement fini de X par des ouverts affines, il suffit de remplacer X
par II U, et/par le composé de/et de l'application canonique IIU,-^X pour se
ramener au cas où X est affine, ce que nous supposerons aussi.

Soient K[X], KfX'], . . . les algèbres affines de X, X', . . . sur un corps de définition K
algébriquement clos. Nous devons faire voir que si aeK[Z], alors y^eK^]®]^^].
Gomme/est surjectif, cela revient à prouver que ^(^e/^KpC'])®!^^]. Posons

TO-J^®^ (é,eK[X],^K[Y],^i, ...,r),

les Ci étant supposés linéairement indépendants. Soient j/i, . . .,j^. des points de Y tels que
la matrice (^(j^-)) soit inversible. Gomme la restriction de ^ à X x { y - } est un morphisme
( j=i , . . . , r ) , on a S .̂) .^e/*(K[X']) pour tout 7, d'où è,e/*(K[X']), q.e.d.

Remarque (2.6). — Si H, H' sont des À-groupes et /: H^H' un À-morphisme
central, les morphismes K et L définis en (2.1) et (2.4) (iii) sont définis sur k, et il en est
de même de <p^ ((2.4) (ii)) si AeH^ : cela résulte de ce que si a : X->X' est un
A-morphisme surjectif de ^-ensembles algébriques, un morphisme a' de X' dans un autre
A-ensemble algébrique est défini sur k si et seulement si a'oa l'est.

Proposition (2.7). — Soient H, H' des k-groupes algébriques et f : H->H' un k-morphisme
central surjectif. Alors, /(H^) est un sous-groupe distingué de H^ et H^//(H^) est commutatif.

(Cette propriété est bien connue : cf. par ex. [8].)
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Le commutateur H'xH'—^H' coïncidant avec le composé foK (où K est défini
comme en (2.1)), on a, vu la remarque (2.6), (H^, H^) ==/(K(H^xH^)) C/(H^), d'où
l'assertion.

Lemme (2.8). — &??^ H, H', H" des groupes algébriques, h : H"->H un morphisme
surjectif et y:H-»H' un morphisme de noyau fini. Supposons H" connexe.

(i) Si h' : H"->H ^ un morphisme tel que foh' =foh, on a h'==h.
(ii) Tout automorphisme de H' « se relève » d'au plus une façon en un automorphisme de H.
(iii) Supposons H, H', H" et foh définis sur k, effet h définis sur une extension séparable k'

de k. Alors; pour que h soit défini sur k, il faut et il suffit que fie soit.
(i) Si foh'=foh, l'application x\->h(x) .h\x)~1 est un morphisme de variétés de

H" dans Ker/, dont l'image contient i. Comme H" est connexe et Ker y fini, cela
implique que h[x) .A'^)"^ i pour tout x.

(ii) est un cas particulier de (i) (poser H"==H).
(iii) Nous pouvons évidemment supposer k' séparablement clos. Tout élément y de

Aut(Â;'/Â:) définit des automorphismes de H(À'), H^A;'), H'^Â/), que nous désignerons aussi
par y. Par hypothèse, foho^==^ofoh pour tout -^eAut^k'fk). Si f est défini sur k, on a
fo^==^of, d'où foho^=fo^oh et, vu (i), ho^=^oh. Réciproquement, si h est défini
sur k, on a A O Y = = Y O À , d'où fo^oh==^ofoh et, comme h est surjectif, fo^=^of.

Proposition (2.9). — Soient T un tore maximal et N un sous-groupe distingué fermé de G.
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) N est centrale (ii) NcT; (iii) N est contenu
dans l ) intersection des tores maximaux de G; (iv) N est formé d) éléments semi-simples'^ (v) pour
tout â!eO(T, G), on a U^N.

Les implications (i) o (ii) o (iii) => (iv) ==> (v) sont évidentes, compte tenu de la
conjugaison des tores maximaux de G et du fait que leur intersection est le centre de G
[i; 13.17, p. 316].

Montrons que (v) implique (ii). Le groupe N° étant normalisé par T, il est engendré
par son intersection avec T et par les U^ qu'il contient [3; 3.4]. Si U^4:N quel
que soit ae9(T, G), on a donc N°cT et, quitte à remplacer G, T et N par G/N°,
T/N° et N/N°, nous pouvons supposer que N est fini. Mais alors, N est central, donc
contenu dans T, ce qui achève la démonstration.

Remarque. — La proposition est encore valable si on ne suppose pas N fermé.

Corollaire (2.10). — Pour que N soit centrale il faut et il suffit que N° le soit.
On utilise la propriété (2.9) (v).

Proposition (2 .11) . — Soient G' un groupe algébrique., f : G->G/ un morphisme et T
un tore maximal de G. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est quasi-central;
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COMPLÉMENTS A L'ARTICLE : « GROUPES RÉDUCTIFS » 257

(ii) la restriction defà tout sous-groupe unipotent fermé et connexe de G est injectiue;
{ni) pour toute racine ûeO(T,G), il existe un entier n et une racine û'eO(/(T),/(G))

tels que a=n. {f\^Y[a') ;
(iv) l'image réciproque par f d'un tore maximal de G' est un tore maximal de G.
Lorsque ces conditions sont remplies, la restriction de f à tout sous-groupe unipotent de G est

injective, et rentier n de (iii) est une puissance de l'exposant caractéristique de k.
Si/est quasi.central, son noyau est formé d'éléments semi-simples, vu (2.9),

donc la restriction de/à tout sous-groupe unipotent de G est injective; en particulier,
(ii) est satisfaite.

Supposons que la restriction de/à tout sous-groupe unipotent fermé connexe soit
injective. Si ûeO(T, G), le groupe/(UJ est un sous-groupe additif de/(G) normalisé
par/(T); il existe donc û'e<D(/(T),/(G)) tel que /(UJ = U^ . Comme/induit une
isogénie purement inséparable de U^ sur U^, on a a == n. (/Ir)*^'), où n est une puissance
de l'exposant caractéristique de k.

Enfin, (i)o(iv) vu (2.9) et [i ; 11.14]. Si (iii) est satisfaite, il est clair que Ker/
ne contient aucun des U^, pour ae<I)(T, G), donc/est quasi-central, vu (2.9).

Corollaire (2.12). — Soient G' un k-groupe algébrique et /:G-^G' un k-morphisme
quasi-central. Alors Ker/ est défini sur k.

Gomme G possède un tore maximal défini sur k [i; 18.2], (2.9) et [3; i.6]
entraînent que Ker/ est défini sur une extension séparable de A. Comme il est A-fermé,
l'assertion s'ensuit.

Proposition (2.13). — Soient T un tore maximal de G et M, un idéal de L(G) stable par G.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : (i) Mc^^G); (ii) McL(T); (iii) M est
contenu dans l'intersection Z des algèbres de Lie des tores maximaux de G; (iv) M est formé d'éléments
semi-simples, (v) M ne contient aucune des algèbres L(UJ pour aeOÇT, G). On a
^(L(G))=^)(G)=Z.

(i)=>(ii) parce que ^L(G)(T) =L(^(T)) =L(T) (cf. [i; (9.2), Cor. p. 229]).
(ii) => (iii) vu la conjugaison des tores maximaux de G.
(iii) => (i) puisque tout tore centralise son algèbre de Lie et que G est engendré

par ses tores maximaux.
Les implications (iii) => (iv) => (v) sont évidentes.
L'idéal M est la somme de ses sous-espaces propres pour T, donc est engendré

par son intersection avec L(T) et par les L(UJ qu'il contient, d'où l'implication (v) => (ii).
L'équivalence des propriétés (i) à (v) est ainsi établie.

L'idéal ^(L(G)) est stable par tout automorphisme de L(G), donc par G, et il
ne contient aucun des L(UJ car L(UJ n'est pas central dans l'algèbre de Lie du groupe
isomorphe à SLg ou à PSLg engendré par U^ et U_^. Par conséquent ^(L(G)) c ̂ n^G).
L'inclusion inverse étant évidente, la dernière assertion s'ensuit, vu l'équivalence de (i)
et (iii).
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Lemme (2.14). — Soient G' un groupe algébrique, f : G-^G' un morphisme quasi-central
surjectif, T un tore maximal de G, U4' et U~ deux sous-groupes unipotents maximaux de G normalisés
par T et opposés, et ^ : GxX—^X ^^ action algébrique de G sur un ensemble algébrique X.
Alors, ^02/r <^ ^ ^ factorise à travers G' X X, c^ est-à-dire pour qu^il existe un morphisme
^/ : G' X X->X tel que ^ == ̂ ' o (/X idx), il faut et il suffit que les restrictions de ^ à U4" X X,
U~ X X et T X X se factorisent respectivement à travers /(U4') X X, /(U~) X X et /(T) x X.

La condition est évidemment nécessaire. Supposons donc qu'elle soit remplie et
soient u^ .^(U^) xX-^X et T :^(T) xX->X les morphismes définis par

^xx-^^/xidx), ^Txx-^/xidx).

L'existence de T implique que le noyau de y opère trivialement sur X, donc qu'il existe
une action ensembliste ^' : G'xX—^X de G' sur X telle que ^ =^'o (/xidx)- II est
clair que u^ et T sont les restrictions de ^' à ./(U^) XX et à /(T) xX respectivement.
Pour ^e/(U4-), ^_e/(U-) et tef(T), on a

^(^^_, x) -^, ̂ (^ ̂ _, ̂ )) -u^, T(^ u-(^,^))).

Posant V^^U4')./^)./^"), on voit donc que la restriction de ^' à VxX est un
morphisme. D'autre part, pour tout geG, l'application x\->^(g, x) ==y{f{g), x) est un
automorphisme de X, donc la restriction de ^' à (/(^) .V) xX est aussi un morphisme.
Notre assertion résulte à présent de ce que les ouverts (f{g) .V)xX recouvrent G'xX.

Proposition (a. 15). —- Soient G' un groupe algébrique, f : G—^G' un morphisme et T un
tore maximal de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est central,
(ii)\ f est quasi-central et Ker L(/) C^(L(G));
(iii) la restriction de f à fout sous-groupe unipotent fermé et connexe dé G est une immersion',
(iv) (/TV : X^Ty^X^T) applique les racines de f (G} par rapport à /(T) sur les

racines de G par rapport a T.
Lorsque ces conditions sont remplies, la restriction de f à tout sous-groupe unipotent fermé

de G est une immersion.
Soient g un élément de G et y '- G->G l'application définie par y(^) ==gxg~lx~l.

Si f est central, il existe un morphisme y' ^(G) ->G tel que y== Y' °/î d'où
{dy)^==Ad.g—î=={dY)^oL{f). On a donc, vu (2.13),

KerL(/)cKer(Ad^-i)=^G)(G)=^(L(G)),

ce qui établit l'implication (i)=>(ii).
Si (ii) est satisfaite, il résulte de (2.11) que la restriction de y à tout sous-groupe

unipotent fermé de G est une injection; de plus, celle-ci est une immersion, et en parti-
culier (iii) est satisfaite, puisque, vu (2.13), Ker L(/) est formé d'éléments semi-simples.

Pour faire voir que la condition (iii) implique (iv), il suffit de l'appliquer aux
groupes U,(a6d>(T,G)).

Enfin, supposons (iv) satisfaite et montrons que f est central. Soient U4" et U~
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deux sous-groupes unipotents maximaux de G normalisés par T et opposés. De (iv),
il résulte aussitôt que l'homomorphisme U^-^U^) induit par/est un isomorphisme
de groupes algébriques; son inverse sera noté oc^ On a (Ker/) nU4 '=={i}. Gomme
Ker/ est distingué dans G, cela implique qu'il est formé d'éléments semi-simples,
donc que / est quasi-central (2.9). Soit i.:/(G)xG->G l'application définie par
L{f{x),y)=^~l (cf. (2.4) (iii)). Pour établir notre assertion, il suffit, vu (2.4), de
montrer que (. est un morphisme, ou encore, en vertu de (2.14), de montrer que les
restrictions L^ et T de L à /(U^ xG et à /(T) xG sont des morphismes. Mais u^ n'est
autre que le composé de a^ xid^ et du morphisme (u, x)^->uxu~1 de U^ xG dans G.
Reste donc à faire voir que T est un morphisme ou, ce qui revient au même vu (2.5),
que pour tout geG, l'application ^ :/(T) ->G définie par ^)=^,g) est un
morphisme. Vu l'identité T^(^')=T,(^) .T,'(^'), il suffit d'établir cette assertion pour g
appartenant à un système générateur de G, par exemple pour ^eTuU^uU". Or si
geT, T^ est l'application constante/(T)->{^} et si ^eU^, on a T^') = o^ (^/./(^) .F-1),
relation qui définit bien un morphisme.

^Remarque (2.16). — Utilisons à nouveau les notations de [i]. En particulier
soit A [S] l'algèbre des nombres duaux sur i. Il résulte de l'équivalence des propriétés (i)
et (ii) de (2.15), compte tenu des propriétés de la suite exacte scindée

{i}->L(G)(A)^G(A[8])->GW^{i}
[̂  I? (3-5)L q^ /:G->G' est central si et Seulement si Ker/(A[8]) c<^(G(A[8])).
(On comparera avec (2.3), où H n'était pas supposé réductif.)

Corollaire (2.17). — Supposons le morphisme f:G->G' central et surjectif. Alors,
Im H/) contient tous les éléments niipotents de L(G'). Si T est un tore maximal de G', on a
L(G') =L(T) +ImL(/). Soit H' un k-sous-groupe de G'. Supposons que H' contienne T,
ou soit contenu dans T, ou soit connexe et réductif, alors f~1 (H') est défini sur k.

Tout élément niipotent de L(G') est tangent à un sous-groupe unipotent connexe
de G' [i; 14.17]. Si X est un tel sous-groupe, le radical unipotent de /^(X) est
appliqué surjectivement sur X par/. La première assertion résulte donc de (2.15) (iii).
La seconde s'ensuit, puisque L(G')=L(T)+L(U')+L(U'-), où U' et U'- désignent
des sous-groupes unipotents maximaux opposés de G' normalisés par T'. Si H'DÏ,
on a L(G')=L(H /)+Im/, et/'^H') est défini sur k, vu [2; i . 18]. Si H' est contenu
dans T', il est aussi contenu dans un A;-tore maximal T"; d'après ce qu'on vient de voir et
( 2- ̂ ^î/'^T") est un A-tore de G, dont/'^H') est un sous-groupe A-fermé donc défini
sur k, vu [3; i.6]. Enfin, si H' est connexe et réductif, il est engendré par ses A-tores
[2;7. io]$ chacun d'eux est contenu dans un tore maximal de G', donc a son image
réciproque définie sur A et il en est alors de même pour H'.

Corollaire (2.18). — Soient G' et G" des groupes algébriques, f : G—G' un morphisme
surjectifet h : G'->G" un morphisme. Alors, hof est central (resp. quasi-central) si et seulement
si h et f sont centraux (resp. quasi-centraux).
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Si hof est central (resp. quasi-central), le commutateur GxG->G se factorise
en tant que morphisme (resp. en tant qu'application) à travers A(G')xA(G'). Cela
implique qu'il se factorise aussi à travers G'xG', et que le commutateur G'xG'—^G'
se factorise à travers h(G)xh(G); par conséquent, y et h sont centraux (resp. quasi-
centraux). (N.B. Dans cette partie de la démonstration, le fait que G est réductif n'a
pas été utilisé.)

Réciproquement, si y et h sont centraux (resp. quasi-centraux), ils possèdent la
propriété (2.15) (iv) (resp. (2.11) (iii)) et il en est donc de même de hof.

Corollaire (2.19). — Un morphisme surjectif f: G->G' est central si et seulement s'il
est quasi-central et possède une factorisation f=f^o . . . oĵ  où f^ : G—^G^=Glfierf est la
projection canonique de G sur G/Ker^, f^ : G^->G^i==G^/în^ (o<i<m) est la projection
canonique du but G^ def^_^ sur le quotient de G^par un idéal rr^ de L(G^) centralisé par G^ [i; § 17]
et f^ : G^->G' est un isomorphisme.

On sait que tout morphisme surjectif f : G->G' possède une factorisation
f==f^o . . . o^o du type décrit dans l'énoncé, à cela près que m^ n'est pas nécessairement
centralisé par G^. Vu (2.18), f est central si et seulement si les^ le sont, c'est-à-dire si
Keryc^(G) et si m^ est centralisé par G^ pour o<i<m (cf. (2.13) et (2.15) (ii)).

Théorème (2.20). — Soient G' un k-groupe et f : G—^G' un k-morphisme central surjectif.
(i) Les k-sous-groupes paraboliques de G' (resp. G) sont les images (resp. les images réci-

proques) par f des k-sous-groupes paraboliques de G (resp. G').
(ii) Les tores déployés sur k maximaux de G' (resp. G) sont les images (resp. les tores

déployés maximaux des images réciproques) des tores déployés sur k maximaux de G (resp. G').
(iii) Soient S un tore déployé sur k maximal de G et f{S) =S'. Alors, f applique ^(S)

(resp. ^T(S)) sur ^T(S') (resp. ^{S')) et induit un isomorphisme de ^W(G) =^T(S)/^(S)
sur J,W{G)=^(Sf)|S'(Sf). L'homomorphisme (/|g)* : X*(S')->X*(S) applique <D(S', G')
isomorphiquement sur 0(S, G). Si û'e^S', G') et a== {f\s)*{^), alors f induit un isomor-
phisme de U )̂ sur U .̂

Dans cet énoncé, U^ est le groupe défini en [3; 5.2] et U^ est le sous-groupe
analogue dans G'.

(i) Le seul point non évident est que l'image réciproque d'un Â-sous-groupe para-
bolique est définie sur k. Mais cela résulte de (2.17).

(ii) Comme l'image d'un tore déployé sur k est déployée sur k, il suffit de montrer,
compte tenu de (2.11) , que tout tore X' déployé sur k maximal de G' est l'image d'un
tore déployé sur k de G. Soit T' un A-tore maximal de G' contenant X' et soit T^ le tore
déployé sur k maximal du tore/'^T') (cf. (2. n)). Alors, vu [i ; 8.15],/(T^) est le tore
déployé sur k maximal de T', donc f(Tg) ==X'.

(iii) On a /(^(S)) = ̂ (S') d'après [2; 4.6], donc aussi ^(S) ̂ /-^(S')).
Comme les automorphismes intérieurs de G associés aux éléments de «^(S) permutent
transitivement les A-sous-groupes paraboliques minimaux contenant S ([3; 5.9]) il
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résulte de (i) que les automorphismes intérieurs de G' associés aux éléments de/(^T(S))
permutent transitivement les A-sous-groupes paraboliques minimaux de G' contenant S'.
D'après [3; 5.9], cela implique que /(.yT(S)) ==^(S') et que/induit un isomor-
phisme de fcW(G) sur ^W(G').

Soient P, P~ deux A-sous-groupes paraboliques minimaux opposés de G d'inter-
section câr(S), et U, U~ leurs radicaux unipotents. Alors,/(P) et/(P~) sont des A-sous-
groupes paraboliques minimaux opposés de G', d'intersection ^(S') et ayant /(U)
etf{U~~) pour radicaux unipotents. De plus,/induit un A-isomorphisme de U sur/(U)
et de U~ sur/(U~) ((2.15) (iii)). Les assertions restantes de l'énoncé résultent alors de
ce que 0(S, G) est la réunion des ensembles de poids de S dans U et U", que LL) est le
plus grand sous-groupe connexe X de G normalisé par S et tel que les poids de S dans X
soient des multiples entiers positifs de a [3; 3.12], et qu'on a des caractérisations
analogues pour (I)(S', G') et U^.

Corollaire (2.21). — Si la composante neutre de Ker/ est un tore anisotrope sur A, on a
rg,G=rg,G'.

En effet, (S n Ker/)0 est alors un A-tore à la fois déployé et anisotrope sur A, donc
réduit à {i}, et dim S==dim/(S).

(2.22) Soient M, N deux sous-groupes fermés connexes distingués d'intersection
finie de G. Alors, M et N se centralisent mutuellement, donc M n N et L(M) nL(N)
sont centralisés par M.N. Par suite, si G est produit presque direct de A-sous-groupes
fermés connexes Gi, . . ., G^, l'application produit G^x . . . xG^->G est une A-isogénie
centrale. Elle n'est pas nécessairement séparable, comme cela est implicitement admis
dans la démonstration de [3; 4.27], mais cette démonstration subsiste si l'on remplace
la référence à 4.25 par une référence à (2.20) ci-dessus. Le même raisonnement montre
que si P est un A-sous-groupe parabolique de G, alors P n G, est un A-sous-groupe para-
bolique de G, et P est produit presque direct des PnG,. Réciproquement, si P, est un
A-sous-groupe parabolique de G, (i^^yz), alors, le produit des P, est un A-sous-groupe
parabolique P de G. De plus, RJP) est le produit direct des RJP,).

(2.23) Rappelons brièvement quelques faits concernant la classification des groupes
semi-simples déployés et des isogénies entre tels groupes. Pour plus de détails, voir [5].

a) Soient 0 un système de racines réduit dans un espace vectoriel réel, P(0) le
réseau des poids de 0 et Q,(0) le réseau engendré par 0. A tout réseau X intermédiaire
entre Q,(<t>) et P(<1>) correspond un et, à isomorphisme près, un seul système (H, T, 9)
formé d'un A-groupe semi-simple H déployé sur A, d'un tore déployé maximal T de H
et d'un isomorphisme 9 : X^T)-^ tel que 9(<I>(T, H)) ===0. Le groupe H, et plus
généralement tout A-groupe semi-simple isomorphe à H sur A, est dit simplement connexe
(resp. adjoint) si X=P(<D) (resp. Q,(<D)). Pour qu'un groupe réductif G soit semi-simple
et adjoint, il faut et il suffit que sa représentation adjointe Ad : G->GL(L(G)) soit une
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immersion, ou encore que ^ (G)=={i} et ^(G)={o). Un groupe semi-simple sim-
plement connexe ou adjoint est le produit direct de ses facteurs presque simples.

b) Soient H^, Hg des A-groupes semi-simples déployés sur k, T. ( î=i , 2) un tore
déployé sur k maximal de H. et <p : X-^-^X*^) un monomorphisme. Posons
<I>.=(D(T.,H.). Pour qu'il existe une A-isogénie f'.îî^H^ telle que f(T^)=Ts et
q^ (/k)*-=y, il faut et il suffit qu'il existe une bijection y' : O^^ telle que, pour
tout ae^, on ait y(a)=X(a) .cp'(a),. où À(a) est une puissance entière de l'exposant
caractéristique de k. Lorsque cette condition est remplie, / est entièrement déterminé
à la multiplication à droite près par un automorphisme de H^ centralisant 1\. De plus,
<p transforme le groupe de Weyl Wg de (^ en le groupe de Weyl W^ de <Di, donc aussi
toute forme bilinéaire sur X*(T^) invariante par W^ en une forme bilinéaire invariante
par Wa. On en déduit aussitôt que 9, étendu par linéarité à X*^) ®R, applique P^)
dans P(0i).

Proposition (2.24). — (i) Soient f-.G'^G une k-isogénie centrale, G^ un k-groupe
semi-simple simplement connexe et h : G^G un k-morphisme. Alors, il existe un morphisme
h' : G] ->G' et un seul tel que h =/oA'; il est défini sur k.

(ii) Si G est semi-simple, il existe une k-isogénie centrale G-^G telle que G soit un k-groupe
simplement connexe. Cette isogénie est unique à G-isomorphisme près.

L'assertion dWcité signifie que si, pour 1=1, 2, f, : G.^G est une A-isogénie
centrale telle que G. soit un A-groupe simplement connexe, il existe un A-isomorphisme
a : G^-t-G^ tel que /i=/2°a-

(i) Vu (2.17), le groupe G" =f-l{h(G,))o est défini sur A. Quitte à remplacer G
par A(Gi), G' par G" et G^ par G^KerA)0, nous pouvons supposer que G et G' sont
semi-simples et que h est une isogénie. Vu (2.23) b), il existe alors un A,-morphisme
h' : Gi-^G' tel que h=foh'. Ce morphisme est unique et défini sur A en vertu de (2.8).

(ii) A un A-isomorphisme près, le groupe G peut être obtenu en tordant un A-groupe
seim-simple H déployé sur A par un cocycle Ç de Aut(AJA) à valeurs dans Aut, H. Soit
/:H-^H une A-isogénie centrale telle que fi soit ,un A-groupe simplement connexe.
Une telle isogénie existe vu (2.23). De (i), il résulte que tout A,-automorphisme de H
« se relève » de façon unique en un ^-automorphisme de H. Cela étant, le groupe G
et l'isogénie G^G s'obtiennent en tordant fi et/par Ç. L'unicité est une conséquence
immédiate de (i) (et d'ailleurs aussi des principes généraux de la cohomologie galoisienne).

^Définition (2.25). — Si G est semi-simple, une (A)-isogénie centrale G^G telle
que G soit simplement connexe est appelée un (k-) revêtement universel de G.

Proposition (2.26). — ,(i) Soient f : G->G' une k-isogénie centrale, G^ un k-groupe
semi-simple adjoint et h : G^G^ un k-morphisme. Alors, il existe un morphisme h' : G'̂ Gi
et un seul tel que h=h' of; il est défini sur k.
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(ii) 77 existe un et, à G-isomorphïsme près, un seul k-morphisme central surjectif de G sur
un k-groupe semi-simple adjoint, à savoir, le morphisme canonique de G sur son image par la repré-
sentation adjointe Ad : G->GL(L(G)).

(i) Pour montrer l'existence de h ' , on peut, vu (2.19), se borner à considérer le
cas où/est la projection canonique de G sur un quotient, soit par un sous-groupe fermé
central, soit par un idéal de L(G) centralisé par G. Mais alors, cette existence résulte de
la propriété universelle du quotient. Le morphisme A' est évidemment unique, puisque/
est surjectif. Enfin, h' est défini sur k en vertu de (2.8).

(ii) On sait que Ad G est un groupe adjoint (il suffit de le vérifier pour G déployé).
Le noyau de L(Ad) est le centre de L(G), donc (2.15) Ad est un morphisme cencral.
Enfin, l'unicité est une conséquence immédiate de (i).

3. Décomposition de Bruhat«

Dans ce paragraphe, nous donnons diverses propriétés des doubles classes de la
décomposition de Bruhat et des produits de deux telles doubles classes. En particulier,
nous décrivons l'adhérence dans G^ d'une double classe pour la topologie de Zariski et
nous montrons que si k est un corps topologique non discret, le même résultat est valable
pour la topologie associée à celle de k.

(3.1) On fixe un tore déployé sur À; maximal S de G et un A-sous-groupe parabolique
minimal P contenant S; on pose d)=(I)(S, G), 0+==0(S, P), 0~ ==—<I)+ ==(!)— 0+,
(Do={ûe<D |û/2^0}, (D^d^nOo, W=^r(S)/^(S)==^(S)J^(S),==W(S, G). Selon
les circonstances, un élément de W sera considéré comme une classe latérale de ^(S)
dans ^T(S), comme une classe latérale de ^(S)^ dans ^'(S)^ du comme une transfor-
mation linéaire du dual de X^S)®^ Si X est une partie de G normalisée par c^(S)^,
on pose w{X) ==n'Kn~'1, où n désigne un représentant quelconque de w dans ^r(S)^.
On note A la base de O contenue dans O4' et (T : A->W l'application canonique qui
envoie une « racine simple » sur la réflexion correspondante. La projection canonique
G—^G/P est désignée par TT. Pour weW, l(w) représente la « longueur » de w, c'est-à-dire
le plus petit entier q tel que w puisse s'écrire comme produit de q éléments de (r(A).
Une suite (j-i, . . ., Sq), (^q=l(w)) d'éléments de o(A) telle que w=s^.. . ̂  est appelée
une décomposition réduite de w.

(3.2) Pour weW, nous désignons par Y ,̂ l'ensemble ^(Oo") nO-^". On a
W{^Q~) =='¥^ (^o" nC(— lFw)). do^ l'élément w de W est déterminé par l'ensemble Y^
vu [ 4 Î 3 - 3 ? Th. i]. Pour w, w'eW, on a
(i) Y,n<F,,)=0, !

W Y^C^u^YJ,

(3) - Gard Y, =^).

Les relations (i), (2) sont immédiates et (3) résulte de [4; Cor. 2, p. 158].
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Pour weW, nous posons C{w)=Pwf et U,- îî V^ (dans [3], U, est noté
^ ~ w

UJ ; ce dernier produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs et, quel que soit cet ordre
l'application produit du produit direct des U^ (aeYJ dans U^ est un A-isomorphisme
de variétés [3; 3.11]. D'autre part, on déduit facilement de [3; 4.10] que si weW
et si raeN(S)^ est un représentant de w, alors l'application produit définit un
Â;-isomorphisme de variétés

(4) (U«,.»)xP->U^.w.P=C(w).

En particulier, 7t(C(w)) est A-isomorphe à l'espace affine U et

(5) C(^=P,.w.P,=U^.w.P,.

Remarque (3.3). — Le groupe G^ est réunion disjointe des C(w)^ [3; 5.16]
mais G n'est réunion des C(w) que s'il est déployé sur k (i.e., si S est un tore maximal
de G). Si G est quasi-déployé sur k, autrement dit si P est un sous-groupe de Borel de G,
les G(w) sont les doubles classes de P dans G qui sont définies sur k; en effet, S'(S) =T
est alors un tore maximal de G, toute double classe de P dans G est de la forme P.a/.P
avec w'6W=N(T)/T, et l'on sait qu'un élément de W appartient à W si et seulement
s'il est invariant par le groupe de Galois d'un corps normal de déploiement de G opérant
sur W de la façon évidente (cf. [3; 6.11]). Enfin, dans tous les cas, les C{w) sont les
doubles classes de P dans G qui possèdent des points rationnels sur k, mais une double
classe peut être définie sur k sans pour autant posséder de tels points.

Lemme (3.4). — Les conditions

(i) f{w.w')={{w)+f(w')

(u) ^•=^u<î^),

sont équivalentes. Lorsqu'elles sont remplies, on a

(iu) C(w).CÇw') =C(w.w')

(iv) C{w),.C(w'),=CÇw.w'),.

Plus précisément, l'application produit C{w)xC(w')^CÇw.w') identifie CÇw.w') au «produit
fibre », quotient de CÇw)xC(w') par P opérant par {g, g') .p=(g.p,p-l.g') pour
(geC{w),g'eC(w'),pe'P}.

L'équivalence de (i) et (ii) résulte de (3.2) (i), (2), (3). Supposons-les remplies
et soient n, n' des représentants de w, w' dans N(S),. Vu (ii) et (3.2), l'application produit

V^.nxU^.n'^V^,.nn'

est un A-isomorphisme de variétés. Il en est alors de même de l'application produit

{U^,.n)xC{w')^C{w.w')
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ce qui démontre (ni), (iv). D'autre part, l'application PxC(w')->C(z£/) xP qui applique
{ p , g ' } sur {pg\p) est un isomorphisme de variétés. Par conséquent, l'application
a : G{w) X G{w') -^CÇww') x P définie par

^unp, g') = (unpg'.p) {ueV^peP; g'eGÇw'))

en est aussi un et la dernière assertion de l'énoncé résulte à présent de ce que l'application
produit C{w)xC{w')->C(wwf) est composée de a et de la première projection du
produit C{ww') x P.

Remarque. — On verra plus loin (3.18) que (iii) est équivalente à (i), (ii).

(3.5) Soient ûeA, s=a(a) et weW. Vu [3; 5.16] et [4, p. 23 et Th. 2,
p. 25], on a

(1) C(w),.C{s\=CÇw.s), si f(w.s}>l[w),

(2) C{w),.C{s),=C{w.s\uC{w^ si {{w.s)<f{w).

On a évidemment ^{w.s)>t(w) si et seulement si ^(ws)=f{w)+f(s)=l(w)+i, donc (i)
est aussi un cas particulier de (3.4) (iv) (et l'entraîne par une récurrence immédiate).
De même, (3.4) (iii) entraîne

(3) C{w).C(s)=C{w.s) si f(ws)>{{w).

La double classe G(s) est ouverte dans le sous-groupe parabolique standard Pr^
de G (cf. [3; 5.i2] ou (3.6) ci-dessous pour la notation). On a donc, en notant par
une barre l'adhérence en topologie de Zariski,

(4) P(.} -CM =GM .G{s) D C{s) u P.

En multipliant les trois derniers membres de (4) à gauche par C{ws) et en tenant compte
de (3), on en déduit :

(5) G(w) D G{w) . C{s) D CÇw) u C(ws) si f{ws) <£{w).

(3.6) Pour toute partie 6 de A, nous notons WQ le sous-groupe de W engendré
par 0(6)3 et PQ ou P^) le À-sous-groupe parabolique « standard » engendré par P et W@
(^., défini par PQ ^P^.We.P^; on n'a pas, en général, PQ^P.WQ.P, cf. (3.3)),
PO" le sous-groupe parabolique opposé à PQ et contenant ^(S), $o 9 l'ensemble des
éléments de OQ qui sont combinaisons linéaires d'éléments de 6, et nous posons

^e-^0,6^^,

Oo% =0000(8,^) =^-^6 •

Lemme (3.7). — Soit neN\ Pour î'e{i, ..., n}, soient Q, une partie de A et w, un
élément de WQ^.. Posons w = w^. . . w^ Alors, il existe z^eWe. (i < i^ n) tels que

n

/'(Wi)</(w.), w=w[...w'^ et {(w) = S f(w^).
i==l
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C'est une conséquence immédiate de la « condition d'échange » caractérisant les
groupes de Goxeter ([4; chap. IV, n° 1.5]).

Lemme (3.8). — Soient P^ un k-sous-groupe parabolique minimal de G et Pg un k-sous-
groupe parabolique quelconque. Alors P^== (P^ nPg) .RJPg) est un k'sous-groupe parabolique
minimal.

On sait [3; 4.4, 4.7] que P^ est un A-sous-groupe parabolique. Pour voir
qu'il est minimal, il suffit d'observer que si S' est un tore déployé maximal contenu
dans Piï ïPg [3; 4.18] et si ae$(S', G), U^ et U(_^ ne peuvent être contenus
simultanément dans P3.

Proposition (3.9). — Soient weVf et 6cA. Alors il existe une décomposition unique
W==WQ.WQ possédant les propriétés suivantes et caractérisée par chacune d'elles :

(i) WQ est l'unique élément de longueur minimum dans W.WQ;

(ii) Y^^e)^4-;

(iii) ^-i^-WnOe-;

(iv) ^W^-WnPe^RJPe).

On a WQ^WQ et

( i) /(^-^m^e).

(N.B. — L'existence d'un unique élément de longueur minimum dans W.^WQ est
une propriété générale bien connue des systèmes de Coxeter (cf. p. ex. [4; chap. IV,
ex. 3 du § i]). Nous la redémontrons ici dans le cas qui nous intéresse.)

Le produit (w-^P) n PJ . RJPe) étant un A-sous-groupe parabolique minimal (3.8),
il existe un unique élément w^eW satisfaisant à (iv), et cet élément appartient à We
puisque ^^(P^PQ.

La relation (iv) peut aussi s'écrire

^W)-{w-W)n^)u^^
ou encore

(2) ^^o") = (^"'TO ̂  ̂ e) u Oo:e,

d'où on déduit la relation (iii), qui caractérise aussi WQ, vu (3.2).
Soit w" un élément quelconque de WQ. Posons w' =wwt'. On a alors

^=ww''(0o7eu0o7e)n^+=^/'(^6)^^+)u(^(0o7e)n^+

Les deux termes du dernier membre sont disjoints, le second ne dépend pas de w" et il
résulte de (2) que le premier est vide si et seulement si w" =w^. Les propriétés (i)
et (ii) s'ensuivent. Enfin, (i) est une conséquence immédiate de (i) et (3.7) (ou, si l'on
préfère, de (ii), (iii) et (3,2) (3), par un calcul facile).
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Corollaire (3.10). — Soient 6, 6o==0, 63, . . ., 6^ des parties de A et weW.
(i) Si ^We,...W^, alors w^W^..W^.
(ii) Soient g^wPf, ^ AeG^ Supposons que h-^îh^ Cf^nPe) .R^PQ. ^forj

^ep^.a/e.p,.
(i) résulte de (3.7) et (3.9) (i). Démontions (ii). Posons g ' ^ g h - 1 et soit ueVf tel

que ^'eP^zd\. Comme APÂ'^PQ, on a ÂePe [3 ; 5. i8], par conséquent

^=^ÂeP^P,WeP,cP^WeP,

(vu (3-5) ( I ) et (2) et [3; 5-20]) ? dîoù weuWQ et S5e=^e• D'autre part, l'hypothèse
peut s'écrire P= (g'"1?^' oPç) -RJPe), ce qui veut dire que M e = = i , vu (3.9) (iv). On
a donc U==UQ==WQ, c.q.f.d.

Proposition (3. n). — Soient P^, . . ., P^ (fey ^sous-groupes paraboliques de G contenant P.
r̂. (P,...PJ,=P^...P^.

Soient T un tore maximal de P contenant S et B un sous-groupe de Borel de P
contenant T. Posons _0=0(T, G) ,_0+==d)(T, B) et W=^W=^r(T)/T. Soit A la base
de O contenue dans O^ Pour 6cA et weW, nous définissons PQ, W@, WQ, WQ comme
en (3.6) et (3.9). Soit 6,cA tel que P,==P^. {î^i^n). Nous allons montrer par
récurrence sur n que si ^(PI.-.PJ^ alors ^PI^ • • • Pn,fc- soit ^^W tel que
^eB^B. On a ^eWe,...We^ d'où Se^We,. . . We^_, vu (3.10) (i). D'après (3.8),
P' =(<§^-lP^^Pn) .R^Pn est un À-sous-groupe parabolique minimal de G contenu dans P^,
doncil existe AeP^ tel que h~l'Ph=^)f. Mais alors gh~le'BwQ BcPi. . . P^_i vu (3.10)
(ii) et notre assertion résulte de l'hypothèse de récurrence.

Lemme (3.12). — Soient Q^ et R deux sous-groupes paraboliques et M une partie fermée
de G. Supposons que Q,cR et que MQ^==M. Alors MR est fermé.

Gomme G/Q est une variété complète, la projection canonique G/Q,->G/R est
propre, donc fermée. D'autre part, les projections canoniques de G sur G/Q et G/R
sont ouvertes, donc une partie de G/Q ou G/R est fermée si et seulement si son image
inverse dans G l'est; d'où le lemme.

Théorème (3.13). — Supposons k infini. Soit weW et soit (^, . . ., ̂ ) une décomposition
réduite de w. Alors, l'ensemble A^={s^. . . s^\ weN, i^î\< . . . <i^} ne dépend que de w
et non de la décomposition réduite choisie, et on a, en notant par une barre U adhérence pour la topologie
de ^jariski,

(i) (C(^)),=C(^nG,= U G{w\.
w' çA^

II suffit évidemment d'établir les relations (i).
___Vu [3; 3-^oL on a U^,^==U^ et P^^P, donc, compte tenu de (3.2) (4),
G(w)^==G(w), ce qui établit la première égalité de (i) .

Pour XcG^, notons A(X) = X n G^ l'adhérence relative de X dans Gj,. C'est une
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propriété connue de la topologie de Zariski que A .BDA.B quels que soient A, BcG.
Par conséquent, si X^, . . ., X, sont des parties de G^, on a

(2) A(X,. . .X,)=A( H A(X,)).
l<»<s

Posons P,==P^ (ï<i<m). Il résulte de (3.12), par récurrence sur j\ que le
produit P i . . . P, est fermé pour tout j<m. On a donc, compte tenu de (3.11),

m m

(3) ^fl^)-"^-

D'autre part, vu la première égalité (i) , déjà établie, on a aussi

(4) A(C(^)=P^=G(^uP,.

Utilisant (2) et (3.4), on en déduit que
m m m mA(C«) =A(^nc(^) =A(n^A(G(^) ) == n p,, = n (G(^U P,) ;^=1 v v w / c / / i^^-^K ^^

or le dernier membre de cette égalité n'est autre que le dernier membre de (i), vu
(3-5) Wï (2)- Le théorème est démontré.

Proposition (3.14). — Supposons G^ muni d'une topologie ^ ayant les propriétés suivantes :
(i) ^ est plus fine que la topologie induite par la topologie de ^ariski.

(ii) L'application produit G^xG^G^ est continue, G^xG^ étant muni de la topologie
produit.

(iii) Pour tout aeA, le groupe P^ n'est pas ouvert dans P^)^.
Alors l'adhérence de G(w)^pour r coïncide avec son adhérence relative C(w)^nG^ pour la topologie
de ^ariski, décrite en (3.13).

Dans la démonstration de (3.13), la topologie de Zariski est intervenue uniquement
par l'intermédiaire des propriétés (2), (3), (4). Il suffit donc de voir qu'elles sont satis-
faites par la topologie r. Les relations (2) et (3) pour r résultent évidemment de (ii)
et (i) respectivement. Soient ûeA et s==a{a). Si P^ n'est pas ouvert dans P^^ alors
A(G(^)nP^4=0 et l'on a, compte tenu de (ii),

A(GM,)=A(P,.G(^)DP,.A(C(^)DP,,

d'où (3.13) (4) pour r.

Corollaire (3.15). — Supposons k muni d'une topologie y non discrète {satisfaisant à
l'axiome Ti) qui en fait un anneau topologique. Alors l'adhérence de C{w\ pour la topologie r
sur G^ associée à y coïncide avec son adhérence relative pour la topologie de ^ariski, décrite en (3.13).

Rappelons que r est la topologie la moins fine telle que les fonctions G^->k
restrictions de fonctions A-régulières sur G soient continues. Elle satisfait évidemment
à (3- î4) ( i)? (ii)- De plus, comme k n'est pas discret et U(_^ est un espace affine sur k,
l'ensemble {i}=P^nU(_^ n'est pas ouvert dans U(_^,' donc (3.14) (iii) est aussi
satisfaite. On peut donc appliquer (3.14).
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Remarque. — Pour k algébriquement clos, (3.13) a aussi été obtenu par G. Chevalley
(manuscrit non publié). Pour k==C muni de sa topologie usuelle, (3.15) est démontré
dans [9; p. 107].

Proposition (3.16). — On conserve les notations de (3.6), (3.9) et Von pose
rQ={wQ\we'W). Soient 6cA, weW, et notons -KQ la projection canonique de G sur G/PQ.W.

(i) Pour tout weW, on a P^P^P^PQ et 7T:e(C(w)) ==7T:e(C(%e)).
(ii) Les applications canoniques n{C{w))->nQ{C(wQ)) et ^(C(^))^->7re(G(S?e))/c sont

surjectives. Chacune d'elle est injective si et seulement si weWg, auquel cas -n:{C{w)) ->'n:Q{C(w))
est un k-isomorphisme de variétés.

(iii) On a (G(^).Pe),=C(^.Po,,.
(iv) Si w ' , w" sont des éléments distincts de WQ, on a nQ^CÇw')) nTCQ(C(w")) =0. Les

TTQ(G(^))^, pour A:eWe, forment une partition de (G/PQ^.
Les relations (i) résultent de (3.9).
Soient n, %Q, HQ des représentants de w, WQ, WQ dans ^(S)^;. L'ensemble

X==%o.U ^ .TZe , qui est contenu dans G(SÏQ)^.G(WQ)^=C(^, est appliqué injec-
tivement dans n{G{w))j, par TT, et on a ^(X) =={'no.Pe}; donc si l'application
n{C{w))^—nQ{C{wo))^ est injective, on a U^={i}, d'où WQ={i} et weWe. Les
autres assertions de (ii) et (iii) résultent immédiatement des relations

U^cG(^), U^.7z.Pe=C(^).Pe,

et du fait que, comme n""1.^ .^cRJPe") (vu (3.9) (ii)), l'application produit
(U^ .72) xPe->G(^) .PQ est un A-isomorphisme de variétés, en vertu de [3; 4.10].

/v
Soient w ' , ^"(=WQ. Si ^(GÇw')) nTr^C^")) 4=0, cela signifie que les doubles

classes G(^'). P@ == Pw' PQ et G(w"). PQ == PZ£;" PQ ont une intersection non vide, donc
coïncident. Vu (iii), on a alors P^W'PQ ^=P^w"Pe ^, d'où w'ew^V^Q (cf. [3; 5.2o]).î »'
Comme w' et w" appartiennent à WQ, cela implique qu'ils sont égaux. La dernière
assertion de (iv) résulte à présent de (i), de la relation G^==P^WP^ et de la surjectivité
de G,->(G/Pe), [3; 3.25].

Corollaire (3.17). — Pour weW et ^ecr(A), on a (C(w) .G(^)^=G(^.G(^.
Si l{ws) ={{w} + i, cela résulte de (3.4). Sinon, on a, compte tenu de (3.16) (iii)

et (3.5) (2),

(C^).CM),c(C(^).P^^=C(^.P^^-G(^.(C(^uP,)
=G(^.G(^uC(^=G(^.C(^c(G(^).CM),.

Nous terminerons ce paragraphe par quelques remarques sur le produit de deux
cellules C(w), G(w') lorsque {{w.w') n'est pas nécessairement égal à {{w) +/(i£/).

Proposition (3.18). — Soient w, w'eW, /" =l{w') et (^, ...,^) une décomposition
réduite de w\ Soit ^3 ...,^ la suite d'indices définie récursivement par les propriétés sui-
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vantes : o=iy<. . .<i^<{' et, pour q> i, ^ est le plus petit entier he[iy_^+i,t] tel que
f{ws^...s^_^')>{{ws^...s^. Posons w"=s^...s^. Alors

W f{w")=m, f{w.w")={(w)+£(w")

(2) C{ww") c C(w). C(w') c G(w). G(0 = C(ww"),

rf w" cri /e JCM/ ^CTÎCT^ <fe W satisfaisant aux relations (2). On a w'=w" si et seulement si
f{ww')==f(w)+{{w').

Les relations ( i ) sont évidentes par construction, et (2) se déduit immédiatement
de (3-5) (3)< (5) en raisonnant par récurrence sur /'. Pour établir l'unicité de w", il
suffit de remarquer que toute double classe Pgf étant ouverte et dense dans son adhérence,
deux doubles classes distinctes ont des adhérences distinctes. La dernière assertion est
conséquence immédiate de la définition de w".

Remarques (3.19). — a) Conservons les notations de (3.18). Soit J l'ensemble des
suites (7g, .. .JJ telles que o=jo<. . .<j^<f et que, pour q>_ i, ^ soit inférieur au
plus petit entier he[jy_^ + i, { ' } tel que f{ws^... s^_^}>f(ws^ . . . s , ^, et posons

X(w, w ' ) = [ws^... s^ | (oji, ... ,^) ej}.

Alors, il résulte de (3.5) (i) et (3.5) (2) que

(!) C«.G(w'),= U C(^.
xç:X(w,w')

En particulier, l'ensemble X{w, w ' ) ne dépend pas de la décomposition réduite de w'
choisie — ce qui justifie la notation a posteriori — et l'on a

(2) X{w, O-^X^'-1, ̂ -1).

L'ensemble X(w, w ' ) possède un unique élément de longueur maximum, à savoir ww".
b) On peut montrer que si w, w' sont des éléments d'un groupe de Coxeter quel-

conque, l'ensemble X{w, w ' ) défini comme en a) à partir d'une décomposition réduite
de w' ne dépend pas de cette décomposition, possède un unique élément de longueur
maximum et satisfait à la relation (2). De plus, la première assertion de (3.13) est valable
dans ce cas, et l'on a X{w, w ' ) cA^, où x désigne l'élément de longueur maximum
de X(w, w').

4. Le groupe fondamental de certains sous-groupes semi-simples.

(4.1) Poids fondamentaux spéciaux. — Soient V un espace vectoriel de dimension
finie sur %, 0 un système de racines dans V et 0 le système de racines inverse de 0
dans le dual V de V [4; VI, 1.1]; par définition, P(0) (resp. P(0)) s'identifie au
dual de Q,((D) (resp. Q(<D)) [4; VI, 1.9] (pour les notations P( ), Q/ ), cf. (2.23) a});
les groupes abéliens finis P(<I>)/Q/<D) et P(0)/Q,(<D) sont en dualité sur Q;Z, donc
isomorphes.
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Supposons 0 irréductible et réduit et soient A une base de 0, d== 2 m .a la
aGA

racine dominante correspondante, c^ (aeA) le « poids fondamental » de 0 correspon-
dant à a, c'est-à-dire l'élément de V défini par

<^,è>=8^ (^,éeA)

etj l'ensemble des éléments a de A tels que m^== i. On sait alors [4; VI, 2.4, corollaire]
que {o}u{œj ûej} est un système de représentants de P(<I>)/Q(0) dans P^).

Lemme (4.2). — Si <D est un système de racines irréductible non réduite et si O11"1 est le
système de racines formé par les éléments non multipliables de 0, on a

P^nm)=P^)=Q^{^).

En effet, 0 et O11"1 sont alors respectivement de type BG et de type G. On a donc
pp^irn^ ;Q^(Dnm^^ D'autre part, QX^11111) CQ((D); en effet, une racine multipliable
aeO ne peut appartenir à O11"1 puisque 20 est une racine et donc un élément primitif
de Q/O11111). Notre assertion résulte alors des inclusions évidentes

Q^cP^cP^11111).

Proposition (4.3). — Supposons G semi-simple. Soient G^ un sous-groupe semi-simple de G,
T un tore maximal de G contenant un tore maximal Ti de G^ et r : X^T^Q^X^Ti^Q^
l'application linéaire prolongeant U épimorphisme de restriction X*(T) -^X^T^). Posons 0==<I)(T, G)
et O^ == <D(Ti, Gi). Supposons que l'ensemble r(Q>)x des éléments non nuls de r(0) soit un système
de racines dont O^ est l^ ensemble des éléments non multipliables^ et que 0^ possède une base A telle
que Ai==r(A) /^((î^ soit une base de rÇ<S>)x. Alors

(i) ^Q/O^Q^O)-).

(ii) ^(O^P^^P^).
(iii) L'application r induit un épimorphisme de P(0)/X*(T) sur P^^/X^Ti).

La relation (i) est évidente, et (iii) est conséquence immédiate de (ii). Démontrons
donc (ii).

Il existe un groupe simplement connexe G et une isogénie centrale G->-G. Quitte
à remplacer G par G et G^, T, T^ par les composantes neutres de leurs images réciproques
dans G, nous pouvons supposer G simplement connexe, c'est-à-dire P(0) =X*(T). On
a alors
(1) r(P(<D)) -r(X-(T)) =X*(T,) cP(<Di).

L'égalité P(î>i) =î(r(Q>Y} étant conséquence de (4.2), il reste seulement à établir
l'inclusion
(2) P(<t>i)cr(P((D)).

Si a, éeA appartiennent à un même facteur simple de 0 et si ^•(â^+o+r^),
alors r{a) et r(b) appartiennent à un même facteur simple de rÇO^. En effet, il existe
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une suite a=^a^a^ . . ., a^=b d'éléments de A distincts tels que a^ û^i soient non
n n

orthogonaux pour i==i, . . .,n—1$ mais alors S û^eO, donc S r(^)er(0)x ce qui1=1 i=i
implique notre assertion. De celle-ci, il résulte qu'on peut décomposer G en un produit

m m
direct îl G^ de telle façon que T^ == 11 (T, n G^) et que les restrictions de Oi aux
tores T^nG^ soient les facteurs simples de Or Décomposant la relation à établir en
ses composantes suivant les divers G^, nous sommes ainsi ramenés au cas où Oi est
irréductible.

Soit G=G'xG" une décomposition de G en produit direct d'un facteur G' presque
simple et d'un facteur G" ne contenant pas G^. Soient T", T^, G[ les images de T, T^, G^
par la première projection G-^G'. Gelle-ci induit une injection X*(T')®Q^->X*(T)®Q^
qui applique P(<D(T, G')) dans P(0) et une bijection X*(Ti)®Q^X*(Ti)®Q^ qui
applique ^(T^, GJ sur 0^. On voit donc que, pour établir (2), il suffit de montrer
l'inclusion analogue pour 0(T, G') et 0(Ti, G^). Autrement dit, il nous est loisible
de supposer G presque simple, ce que nous ferons désormais.

Si le système de racines r(<&)x n'est pas réduit, (2) est une conséquence immédiate
de (i) et de (4.2). Nous supposerons donc que ^==r(<S>)x.

Soient d== S m^.a la racine dominante de 0 et d^= S ̂ 'b celle de <I\. On a
aeA &eAi

évidemment d^ == r(û?), d'où

(3) ^= ^ ^ a -aç= A
r{a) = b

Soient V7, V^ les duals des espaces vectoriels V, V^. Identifions V^ à son image
dans V par l'adjoint de r. La relation (2) est alors équivalente à la suivante :

(4) OWnV.cOA).

Or on a, en vertu de (i) et (i),

(5) Q,(0)nV,cP(0)nV,=P(0,)

(6) Wi)cQXO)nV,.

Vu les résultats rappelés en (4.1), il suffit donc — pour établir (4) — de montrer que
pour tout &eAi tel que m^==i, le poids fondamental co^ (cf. (4.1)) n'appartient pas
à Q/0). Or il résulte de (3) que b est la restriction à T^ d'un seul élément a de A,
et qu'on a m^ == i. Mais alors

^==^W)
(toujours en vertu de (4. i)), et la démonstration est terminée.

Corollaire (4.4). — Si G est simplement connexe, ou si le système de racines r(<I))x est de
type BC, alors Gi est simplement connexe.

Il suffit de montrer que X^T^) ==P(Oi) (cf. (2.23)). Si G est simplement
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connexe, alors P(<I>) ==X*(T) et cela résulte de (iii). Si r{(S>)x est de type BG, alors
P^-P^W^Q^O)^ vu (4.2), donc P(d\) cX^T,) vu (i).

Remarques (4 .5) .—a) Soient n : G->G et 71:1 : Gi-^Gi des revêtements universels
de G et Gi respectivement (2.23). Vu (2.24), il existe un unique morphisme j : &i-^ô
tel que 7roj==zo7Ti, où i est l'inclusion de G^ dans G. Le corollaire (4.4) entraîne quej
est injectif. En particulier, j applique injectivement le noyau (schématique) de T^ dans
celui de TT. Si k = C, ces noyaux s'identifient respectivement aux groupes fondamentaux
de Ci et G.

b) Rappelons que si S est un tore, alors X,(S) désigne le groupe des morphismes
de GLi dans S, groupe qui s'identifie canoniquement au dual sur Z de X^S) ([i; 8.6],
[3; §i]). Le dualVi(resp.V7) de Vi(resp.V) s'identifie à X,(Ti)®% (resp. X,(T)®QJ.
Par dualité, (ii) et (iii) équivalent respectivement à :

(ii)' Q^)nV,-QÂ);
(iii)' le monomorphisme r, : X^(Ti)->X,(T) associé au morphisme d'inclusion I\->T

induit un monomorphisme de C^ === X^T^) /Q,(0i) dans G = X^(T) /Q,(0).

En fait, c'est essentiellement sous cette forme qu'ils ont été démontrés.
Si k == C, les groupes Ci et G s'identifient aux groupes fondamentaux de G^ et G

respectivement, et l'on retrouve l'injectivité signalée ci-dessus.

(4.6) La proposition (4.3) et son corollaire nous ont été suggérés par le résultat
suivant de J. Humphreys, qui en a donné une démonstration d'ailleurs très différente
de la nôtre.

Corollaire (J. Humphreys). — Supposons que le groupe G soit simplement connexe, ou bien
qu'il soit presque simple et que son système de racines relatives ^0 soit non réduit. Alors, le sous-
groupe semi-simple déployé maximal F de G défini en [3 ; 7.2] est simplement connexe,

Gela résulte de (4.4), vu [3; 6.8].

Corollaire (4.7). — Supposons G semi-simple et k == R. Soient S un tore ÎL-déployé maximal
de G, <p : G—^G un revêtement universel de G, S la composante neutre de l'image réciproque de S
dans G et G^ la composante neutre du groupe de Lie Gp. Alors S est un tore déployé sur R maximal
de G; on a

1 GH/GÎJ = | (Ker 9)^|/| (Ker cp/(SnKer y))^|,

où | Y | désigne l'ordre du groupe Y. En particulier, si G est simplement connexe, Gg est connexe,
Rappelons en outre que Gp/G^ est un 2-groupe abélien élémentaire [3; 14.5].

Plus précisément [3; 14.4]

(i) Gn/G^S,/(S,nG°,).

La première assertion résulte de (2.20). Pour tout groupe algébrique X défini
sur R, notons X^ la composante neutre du groupe de Lie XR. Soit F le sous-groupe
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déployé de G défini en [3; 7.2] et soit F la composante neutre de ç'^F). Vu (4.6),
F est simplement connexe, et on sait alors que le tore maximal S de F est produit direct
de ses intersections avec les sous-groupes de type SLg de F correspondant aux racines
simples. On a donc SBCF^CG^ d'où G^==G°^ vu [3; 14.4]. Par conséquent,
<P(GH)=GH et

(2) SnGB=9((S.Ker9)^^(S.Kercp)^(Kercp)^ .
D'autre part, il résulte du théorème 90 de Hilbert que l'application canonique

(S.Ker 9)^->((S.Ker <p)/S)^ (Ker y/(SnKer 9))^

est surjective. Par conséquent, le nombre de composantes connexes de (S. Ker 9)^ est égal
à 2 ^ . 1 (Ker <p/(SnKer cp))a|, où ^=dim S==dim S. Gomme (Ker 9)^0 (S.Ker (p)B={i},
il résulte alors de (2) que le nombre de composantes connexes de S n GR est égal à

^.[(Kerç^SnKer^^l/KKerç)^.

La relation à établir s'ensuit aussitôt, vu (i) et le fait que Sg possède 21 composantes
connexes.

(4.8) La dernière assertion du corollaire (4.7) est connue et remonte à E. Gartan.
Elle est essentiellement équivalente au cas réel de la conjecture selon laquelle le groupe G^
des points rationnels d'un groupe presque simple, simplement connexe, non anisotrope G
est engendré par les points rationnels des radicaux unipotents de ses ^-sous-groupes
paraboliques. La démonstration donnée ici est à peu près celle de V. P. Platonov [7].

5. Remarques et rectifications.

(5.1) La seconde égalité (2) de [3; 3.8] doit être remplacée par une inclusion :
G^bG .̂

L'égalité n'a pas toujours lieu comme le montre l'exemple suivant. Supposons
G=GiXGg, où G, est un groupe déployé de type A,. Posons 0(T, G^) =={±a}
et 0(T, G^)=={±a,\i==i, 2, 3}. On obtient le contre-exemple annoncé en faisant
S=(KeranKer^)°, S'= (Ker(â-^))° et ^-{d^ls}-^^}. En effet, on a alors
T={±^|z=i,2,3}, G^==G, et G^==G.

(5.2) La proposition 5.7 de [3] est valable pour toute partie ^ de fcO(G), sans
restriction. En effet, on se ramène aussitôt au cas considéré dans [3] en remplaçant G
par Gy (cf. [3; 3.8]) où Y est l'ensemble des racines relatives qui sont combinaisons
linéaires à coefficients entiers d'éléments de ^.

Dans la démonstration du corollaire 5.8 de [3], c'est cette généralisation de 5.7
— et non 5.7 elle-même — qu'il convient d'appliquer, en posant ^=={fl).

(5-3) Notons une conséquence immédiate mais utile de [3:6.4 (2)]. Supposons G
semi-simple et soit F le groupe de Galois de k, sur k. Alors, dim S est égal au nombre
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d'orbites de F dans A—A0 (pour l'action yl-^ï de F sur A), et la dimension du centre
de ^(S) est card(A—A°). Par conséquent, S est la composante neutre du centre de ^(S)
si et seulement si F fixe tous les éléments de A—A°.

(5.4) L'assertion (iv) de [3; 12.6] doit être complétée comme suit :
(iv) II existe une algèbre à division G centrale sur k et un k'morphisme

G^GLJG) TO-m.^^EC.^])

équivalent sur ~k à un élément de Ç.
(Ici, GL^(C) désigne le A-groupe algébrique réductif isomorphe sur ~k à GL^,,

dont le groupe des points à valeurs dans une A-algèbre A est GL^(G®A), au sens usuel
de la notation.)

Pour plus de détails sur les questions traitées au § 12 de [3] et la généralisation des
résultats de ce paragraphe à un corps k quelconque, cf. [il].

(5.5) Autres corrections à [3] :
P. 70, 1. 3, lire G au lieu de G^.
P. 72, 1. 28, lire L,_i/L, au lieu de H/L,_i.
P. 76, 1. 23, lire <D(S,G) au lieu de <D(S, T).
P. 83, 11. 6, 7, 8, lire G^ au lieu de G^.
P. 83, 1. 9, lire HcfcU^ au lieu de HcU^.
P. 84, 1. 4 du bas, lire positifs au lieu de positive.
P. 91, 1. 4, lire de Levi de P au lieu de de Levi de G.
P. 113, 1. 28, lire ^{S)^ au lieu de ^(T)^.
P. 141, la lettre p, utilisée sans avoir été introduite (sinon en (6.3)), représente

la restriction de j (définie en (12.12) mais non utilisée par la suite) à A.
P. 142, 1. n, lire rfTTg au lieu de p.

Les références à [6] doivent être remplacées par les suivantes :
P. 62, 1. 2 du bas : [6; VI, i . i] .
P. 63, 1. 9 : [6; VI, 1.3, Prop. 8].
P. 71, 11. 13? ^ : P^P- 19 de [6; VI, 1-6].
P. 74, 1. 19 : [6; VI, 1.7, Prop. 22].
P. 83, 1. 13 du bas : [6; V, 3.3? P^P- J]-
Pp. 85, 86, dernière ligne : [6; VI, 1.7, Prop. 20].
P. 97, 1. 6, p. 98, 1. 4 : [6; V, 3.3, Prop. i].
P. 983 1. io : [6; i . io, Prop. 27].
P. ioo, 1. 2 : [6; VI, 1.7, Prop. 20].
P. 107, 1. i6 : [6; V, 3.3. Prop- !]•
P. 143, 1. 6 : [6; V, 3.3, Th. 2].
P. 1495 1- ïo : [6] N. BOURBAKI, Groupes et algèbres de Lie, chap. IV, V, VI,

Act. Sci. Ind^ 1337, Paris, Hermann, 1968.
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