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UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
PARTIELLEMENT HYPOELLIPTIQUE-ANALYTIQUES

Elisabeth CROC
Yves DERMENJIAN
Viorel IFTIMIE

I - INTRODUCTION

Comme cet exposé généralise [IJ les démonstrations similaires ne seront pas
répétées.

Précisons quelques données valables pour tout l'article. Q est un ouvert de R
ol la variable est notée x = (x',x") avec x' = (Xl’ cees xp) et x" = (po,---
ceey Xn)’ p étant un entier fixé une fois pour toute.

Définition 1.1.

Une distribution u sur § est dite partiellement analytique en x' (p.a. en
x') si pour tout couple d'ouwverts UCRP , VERY P , U x Ve Q et toute fonction

Ve C:(V) » la distribution u, sur U définie par

v

u : ¢(xl) —_— <u(xl,xll)’ ¢(x') w(x")>

v

est une fonction analytique.

Définition 1.2.

Un opérateur linéaire P : £'(Q) — D'(Q) est dit partiellement hypoellip-
tique-analytique en x' (p.a. en x') st pour tout ouvert Uec Q et toute distribu-
tion u € E'(Q)

Pu'U p-a. en x' == u est p.a. en x'.

Nous donnons une condition suffisante avec le théoréme 1.5. pour avoir un opéra-
teur partiellement hypoelliptique—-analytique.

Garding et Malgrange ont résolu entiérement ce probléme en 1961 lorsque P est
un opérateur différentiel 3 coefficients constants([B]L Joran Friberg ([2]) dans sa
thése, en 1963, a défini, entre autres choses, une classe d'opérateurs différentiels,
P, 3 coefficients variables, tels que si Pu =0 et u a une certaine régularité

en x" alors u est partiellement analytique en x'. Nous pouvons montrer de plus,

~ que ces opérateurs vérifient les conditions du théoréme 1.5. et donc que nous
considérons une classe plus générale d'opérateurs,

= que notre résultat est plus général, méme dans le cas des opérateurs différen-—
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tiels de Friberg, puisque nous ne supposons aucune régularité en x" pour

les solutions de Pu = 0.
En outre, nous construisons une paramétrix locale de ces opérateurs

Considérons un opérateur linéaire P : E'(Q) — JY’(Q) et U un ouvert de @,
nous supposons, de plus, que Pu =f ol f est une distribution dont la restriction
34 U est partiellement analytique. Si ¢ ¢ Cz(m) est telle que ¢ =1 sur U, nous

pouvons écrire :

u = (I- QP)u + QfPu = (I - Q¢P)u + Q¢f

oi Q est un autre opérateur linéaire de Z '"(w) dans P '(w), Tcwcuel .

Nous pouvons conclure que la restriction de u 3 U est partiellement analyti-

que en X' si nous avons les deux résultats suivants :
a) Q et P appartiennent 3 une classe (0 d'opérateurs telle que

u|y p-a- en x' = RuIU est p.a. enx' si Re(l .

b) I - Q)P est un opérateur régularisant, c'est-a-dire :
'
(T - @R (gW) Dp.a. @.

;5 ﬁ.a. (Q) désigne 1'ensemble des distributions sur Q partiellement analyti-

ques en x' sur Q.

Ainsi nos objectifs et notre méthode sont clairs.

Remarque 1.3.

On sait que si P est un opérateur différentiel & coefficients constants une
condition nécessaire et suffisante pour qu'il soit hypoelliptique est qu'il existe

une constante C telle que pour tout multi-indice B , on ait :

(B) -
I—’L—(f—ﬂ sc e+ lgh ol8l o lg] > ¢ .
P(g

Si p =1, c'est d'ailleurs une condition nécessaire et suffisante pour 1'hypoel-

lipticité-analytique (P est alors elliptique).

Hormander ([4]) en a tiré partie pour, donner une condition suffisante afin qu'un
opérateur pseudo-différentiel P, de symbole p, soit hypoelliptique-—C°° :

(B)
P (%,8) -
s IR W N L s LI T

o B < ¢ + [EDT si |g| >R
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Remarque 1.4.

G8rding et Malgrange ont montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un opérateur différentiel P , 3 coefficients constants, soit partiellement hypoel-
liptique-analytique s'écrivait comme suit :

(

2P @
p(&)

< c(l + Ig'|)'|Bl si |g'] >R

Poursuivant 1'analogie avec la remarque l.3. on obtient le ré&sultat principal

sous la forme du :

Théoréme 1.5.

] n
Nous supposons que p € s ™) et que pour tout compact K de Q et tous

A
multi-indices a, B , Tl existe des constantes positives Ags Cps Ry telles que :
|PES; 8 p  (x,8)] g C lo+Blory omi® g1 1 4 Ia'l)'lﬁl, si xeKet [£']>Ry

et

""l
|p x,8)| < Cp (1 + lg* |) a+ e"P™ , si xek et &' > Ry -

On peut méme supposer que o' et m" dépendent du compact K.

Alors l'opérateur P associé au symbole p par la formule

(Pu) (x) = (21r)_n II ei<x—y,g> p(x,8) u(y) dy d¢ lorsque u ¢ C:(Q) et x e Q,

est partiellement hypoelliptique-analytique en x' .

On désigne par s un nombre réel strictement positif et qui sera fixé, une fois

pour toute, dans cet exposé. On peut le supposer supérieur 3 2, par exemple.

II - METHODES
Définition 2.1.

ST m', m" sont réels et Q un ouvert de Rn (QXR ) est l'ensemble des
fonetions p de c(@ x R ) telles que pour tout compact K de Q et tous multi-
indices o,B , il existe des constantes AK’ RK, CK ne dépendant que de K et C
ne dépendant que de X et B , telles que :

K,B

(2.1) Inibgp(x,s)l < cK,BAl’("‘| a't a"!s(1+|51¥m"lsi(1+|a"|)m", i xeK et £ ¢ B

(2.2) ‘DuD p(x, €)| < CKAK l l "“"!SB!(1+lE'l)m'_‘B|(1+5"|)m" ,

sixeK et £'e RN avec |£'| > RK
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Onpose &= (E', €M) ol E'= (E[s..eE) et E" = (5 s..e5E) 5 k Stant

un entier fixé, compris entre 1 et N. Si n=N et p =k on éerira

A " 1 "
s%, 0™ (2 x )Y = SRR OR

Définition 2.2.

L "
LmA'lll (Q) désigne l'ensemble des opérateurs, P , linéaires de c:(sz) dans
c7 (@) qut s'éerivent :
(2.3) (Pu) (x) = (2m) " ff T X8 hx,E) uly) dy de

m' ’m"

ou peSA <) .

1 "
Si a(x,y,f) appartient 3 SmA’111 Q x Q x an) (k =p) onale :

Théoréme 2.2.

1. Le noyau, X, , de l'opérateur linéaire continu A de €'(Q) dans
D'(Q) défini par 1'égalité

(2.4) (Au) (x) = 2m) ™™ [[ ei<x—y,§> a(x,y,£) u(y) dy lorsque ueCZ(Q)

est partiellement analytique en (x',y') sur Q x Q~A (A désigne la diagonale
de Qx Q).

2. 52 uce C:(Q) , Au est partiellement analytique en x' sur Q~ supp u .

. m',m" '
3.5 Pel, Q) ,ue €'(Q) et Uy

alors P“[U est partiellement analytique en x' sur l'owert Uc Q.

est partiellement analytique en x'

Les démonstrations de ces théorémes figurent dans [l] (voir les théorémes
4.1, 4.3 et le corollaire 4.2) et utilisent, en particulier, le théoréme 2.4. et

le lemme 2.2. de [21 .

=

1 "
.. ~ . m',m
Nous avons ainsi trouvé la classe C du I/a), 3 savoir, L b’ (

A
reste 3 résoudre le point b) du I. Pour celd il faut introduire la notion de somme

Q). Il nous
asymptotique puis examiner la composition des opérateurs.

Théoréme 2.3.

. , © N m'-j,m" N
Soit une suite {pj }0 s ou pj €S, (@ xR"), telle que, pour tout compact
Kde Q, 7l existe des constantes AK’ R‘K et CK vérifiant pour tout entier j et

tous multi-indices o, B :

|DZ Dg Pj(x,i)l < CK Ai]‘(+|0t|+|3| a't o"1S g1 j!s (1+l€'l)m'_j-lsl(“‘[E"|)m"
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lorsque x e K, |g'] > Ry » j=0,1, 2, ...

L} "
alors, pour tout ouvert we C Q , Tl existe p ¢ SmA’m Q x IRN) tel que
0
pvI pj sur w , c'est—d-dire :
)

m-1 ' - "
IDux Dg(p -z pj)(x,E)' < CK A;+IG|+(B| a'l oS g1 mtS (1+|E||)m -m IBI(1+|E"|)m
J=o

lorsque x e K, [E'] > Regs §3=0,1,2, cn .

Pour obtenir ce théoréme il faut reprendre le chapitre III de []] avec de
légéres modifications (on peut relire avec profit ([5])):

- dans le lemme 3.6. on remplace (j + Iu[)! par o'!(j + |a"|)!S

- dans la proposition 3.7., au lieu de (3.6) on obtient :

NK,mﬁ' ,m"+$“ ({rj }’T)<<NK,m' ,m" ({Pk}’T) 'NK,SJI' ’gn({qz} ;eT)

- dans le lemme 3.8. on remplace les conditions sur p par des conditions sur
n

Dinp et, en particulier, on remplace (3.7) par :

ID?{:: p(z',x",0)| s Cp "l ame e h™ «a + [g"p*
oi (z', x", T ) appartient 3 Ke x Ce,RK avec
K,oo= {(zx") ¢ & xR¥P 5 d((z',x"),K) < ¢}

N N
et Ce,RK ={ze € ; 3£ ecR tel que |g'| >Ry et ];—g] < g(1+|g'|)}
- dans les lemmes 3.9. et 3.10. les inégalités (3.8) et (3.9) deviennent respec-—

tivement :
" . " 1_: "
ID:" pj(z"x"sC)l < CK Ai]("'la I j!s 0'n!S (l + |£||)m ] (1 + IE'.l)m

m-1
0." _ ' " m+|anl
|2 ey = g (2", =", D] < G AY

12 "
5 m!S oS (1 + [E'l)m J 1+ |E"|)m
J=o

- on peut réécrire le théoréme 3.11 aprés avoir démontré le lemme suivant :
Si s désigne l'espace des suites S = (S.). telles que
A,s g P ( J)J=o,l,... !
[1s}]2 = ¢ [—=L|2
jiys’ <
j A°3!

© et VE 1'espace des fonctions holomorphes bornées dans

1'angle |Imt| < e |[Ret| alors pour tout A , il existe des constantes ¢, C, B
et une application linéaire continue U : SA s VE telle que si g = U(S) on
’
ait :
it -j m S -m
OS> s; ¢ | cc 8 m® || |]s]] .
J=o



Théoréme 2.4.

. m' mll 3’1' 3‘1"
Sotent p € S A, () et qe S A’ (Q) , P et Q les opérateurs (2.3) corres-
pondants, w un owvert de Q vérifiant we Q et ¢ e C:(Q) telle que ¢ soit

égale & 1 sur w . Alors Q¢P|, différe par un opérateur régularisant sur w ,

My

d'un opérateur R e L ™ () de symbole r équivalent sur w au composé de

ml*_gl ,m"+
A
p et q

1
r(x,6) v I o7 31 q(x,E) DY p(x,&)
y! & X
¥
Pour arriver 3 ce résultat on suit la méthode de D] mais en apportant quelques

modifications 3 la démonstration du théoréme 4.4 , la proposition 4.7 et le corol-
laire 4.8 restant inchangés. Avant la premiére &tape on commence par ré&duire le
symbole a(x,y,£) & un symbole g(x,y',g) , partiellement analytique, tel que les

deux opérateurs ainsi définis par la formule (2.4), soient égaux. Pour cela on
suppose que a(x,y,£) est 3 support compact en y" et celd est possible car il y

a des fonctions & support compact dans les classes de Gevrey d'ordre s > 1 (lorsque
s =1, il faut revenir 3 []J). Aprés avoir &crit 1'égalité formelle de ces 2 opéra-—
teurs, définis & partir de a et 3 , on obtient, en utilisant les méthodes usuelles
des opérateurs pseudo-différentiels (voir Dﬂ , page 103 et suivantes), un dévelop-
pement asymptotique de g(x,y,g) de la forme :

@n) TP 5l ot Ay ) e s

a"

x' et y' jouant le role de paramétres. On obtient alors des majorations nous per-—

mettant d'aborder la premiére étape avec g(x,y',g) ol le paramétre est, cette fois-
ci, x" .

Pour répondre au point I/b), et terminer la démonstration du théoréme 1.5
on démontre des résultats analogues aux lemmes 5.1, 5.2 et 5.3 de [1] qui permet-

tent de construire une paramétrix 3 gauche de 1l'opérateur P.
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