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LA ^-FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY
ASSOCIÉE À UN OPÉRATEUR DIFFÉRENTIEL

SINGULIER SUR (0, oo )

par A. ACHOUR et K. TRIMECHE

I. INTRODUCTION

On considère l'opérateur différentiel L sur ]0, oo[ défini par

Lu=^(M7

où A : [0,oo[ -> R est une fonction de la forme

A(t)=t2a+lC(t), a > -^

C étant une fonction de R dans R, strictement positive, paire et de classe
C °°. On suppose en plus :

i) A est croissante,
A'

ii) — est décroissante et tend vers 2p > 0 à l'infini./\

Les conditions (i) et (ii) sont vérifiées quand

A(Q = 22(ot+p+l>(sh02a+l(ch02p+l, a > P > -^

l'opérateur L correspondant est alors l'opérateur de Jacobi.
Pour certaines valeurs des paramétres a et P, l'opérateur de Jacobi

est la Q^rtie radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace
symétrique de type non compact de rang 1.

On associe à cet opérateur la ^-fonction de Littlewood-Paley : Pour
tout / dans Do, espace des fonctions de classe C °° sur R paires et à
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support compact, on pose

^(/)(x)= f^ivpTWA
Jo

où V est l'opérateur

V =

et P1 est le semi-groupe de Poisson associé à l'opérateur A = —y 4- L^.

On démontre que pour tout pe]l ,oo[, il existe deux constantes Cp et
Dp telles que pour tout / dans Do

Cpll/llp ^ IÎ COIIp ^ Dpll/llp
où I I Hp est la norme sur l'espace ^((O.oo^A^) dx).

Ces inégalités ont été conjecturées par Stein ([3], p. 137) lequel ne fait
A'sur A que l'hypothèse : « — est décroissante ».
A.

On énonce aussi un résultat sur les multiplicateurs, semblable à celui
obtenu par Stein ([3], p. 121) à l'aide de méthodes probabilistes.

Le plan de ce travail est le suivant :

— On étudie dans le deuxième paragraphe la transforitiation de
Fourier associée à L, les fonctions définies positives ainsi que les
opérateurs de translations généralisées associés à L.

— Dans le troisième paragraphe, on étudie le semi-groupe de Poisson
associé à L et on démontre l'inégalité

IVP^/I2 ^(IVPVI2).

Cette inégalité a été obtenue grâce à un principe de maximum pour

l'opérateur A = —y 4- L^, [4].

— Au dernier paragraphe, on démontre, grâce à l'inégalité ci-dessus et
en suivant les méthodes de [3], les inégalités concernant la ^-fonction de
Littlewood-Paley.
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II. L'OPÉRATEUR L

On considère l'opérateur différentiel L sur ]0,oo[ défini par

Lu = 1 (Au'y
A

où A : [0, oo [ -> R est une fonction de la forme

A(t)=t2a+lC(t), o c > - 1

C étant une fonction de R dans R strictement positive, paire et de
classe C°°.

On suppose en plus
i) A est croissante,

A'
ii) . est décroissante et tend vers 2p > 0 quand t tend vers l'infini.

Il résulte des théorèmes de Bochner [1] que, pour tout X dans C,
l'équation

(Lu = -(^p2^
\u(Q) = 1, M'(O) = 0

possède une solution unique qu'on notera (p^. C'est une fonction qui est
définie sur R tout entier et est paire.

Les propriétés suivantes des fonctions (p^ se trouvent dans [2], [5].

PROPOSITION 11.1. - 1) Pour tout x > 0, et tout À - e C :

cp^x) = K(x,y) cos 'ky dy
Jo

où K(x,.) : R -> R est une fonction continue sur ] —x,x[, à support dans
[—x,x^ positive et intégrale.

2) Pour tout x > 0 et tout K e C

1^001 ^ (P.im^W ^ exp(|Im^|x).
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3) // existe une constante C > 0 telle que :

Vx ^ 0, V À - e R : |q^(x)| ^ C(l+ x ) e ~ p x .

4) On a la formule du produit :

^ 00^00 = (p,(z)W(x^, dz)
Jo

où W(x,}/, dz) est une mesure positive, à support dans [|x—y|,x+y], de
masse totale 1 et symétrique en x et y .

En plus des propriétés précédentes, nous aurons besoin de

PROPOSITION 11.2. — II existe des constantes positives Ci , C^ telles
que :

1) Vx ^ 0, V)ieR: |(p,(x)| ^ C^+p^O+x)^-^.

2) Vx ^ 0, V ^ e R : |(p,'(x)| < C^+p2^! +x)2^-px.

Démonstration. — On a

cpil(x) = À^ [^(OLcp^OA = ~ y^ f\,(OA(OA.
^W Jo ^W Jo

II résulte de la proposition 11.1 :

KWI ^ C^ . ' ^Q+x) f 'AO^^A.
^W Jo

II suffit maintenant de majorer l'intégrale par xA(x)e~f)x, ce qui est
possible puisque la fonction t -> A^"^ est croissante. Cela donne la
première inégalité. La deuxième est maintenant immédiate.

PROPOSITION 11.3. — Pour tout a > 0 et tout n e N, il existe un entier
m et une constante C > 0 tels que pour tout ^ :

sup
M^û

^(X)|

dx" ^ w

Démonstration. — La transformation ^ de Riemann-Liouville associée
à l'opérateur L ([5]), est un automorphisme de l'espace de Fréchet des
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fonctions de classe C00 sur R et paire. La proposition résulte alors du fait
que :

ÇX

(p^(x) = K(x,}0 cos 'ky dy = 5c(cos À,.)(x).
Jo

1. La transformation de Fourier associée à L.

Soit H la mesure sur (0,oo) de densité A par rapport à la mesure de
Lebesgue.

On note L^Qi) l'espace L^O.oo),^) muni de la norme || |[p définie
par

m? =ffool/lpd^iy, i ^ p < o o
\JO /

Il/Il, =supess|/(Q|.

La proposition 11.1 montre que, pour tout q > 2 et tout ^ ^ 0, la
fonction (p^ est dans L4^). Il résulte de l'inégalité de Hôlder que si
/eL^n), 1 ^ p < 2, la formule

fW= f°°/(x)(p,(x)^(x)
Jo

définit une fonction /: (0,oo) -> C bornée. Cette fonction est appelée
transformée de Fourier de/.

Dans [2] l'auteur introduit les espaces Do(R) et Ho :
- Do(R) est l'espace des fonctions / : R -^ C de classe C°°, paires

et à support compact.
— Ho est l'espace des fonctions x? : C -> C entières, paires et

vérifiant :

3Rtq, Vm G N, sup |(1 +^2ynxF(À,) exp (-R |Im X|) < + oo
X e C

et démontre le

THÉORÈME 11.1. — 1) La transformation de Fourier est un isomorphisme
d'espaces vectoriels de Do(R) sur Ho.
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2) II existe une mesure tempérée a sur (0,oo) telle que pour tout
/eDo(R)

/M= F m^(x)da(K).
Jo

3) La transformation de Fourier se prolonge en un isomorphisme
d'espaces de Hubert de L2^) sur L^O.oo), o).

2. Fonctions définies-positives.

DÉFINITION 11.1. — Une fonction paire ^P : R -> R continue et bornée
est dite définie-positive si, pour tout h dans ^(R), espace des fonctions de
R dans C, de classe C°°, paires et à décroissance rapide, on a

Vx, h(X)^(x) da(À-) ^ 0 => Vx, f ^(^(^Oc) dcr(^) > 0.
Jo Jo

PROPOSITION 11.4. - Pour tout t > 0 , fa fonction
À- ->- exp ( — r(À2 + p2)) est définie-positive.

Démonstration. — La formule du produit pour des fonctions (p^
montre que, pour tout x > 0, la fonction À, -^ (p^(x) est définie-positive.
On en déduit aussitôt que, pour tout n e N, la fonction ^ -> (p;(x) est
définie-positive et qu'il en est alors de même pour les fonctions
À, -^ exp(fc(p^(x)), b > 0. Ainsi pour tout t > 0, la fonction

^expfea+Dt^-1)
\ x /

est définie-positive. Il suffit de faire tendre x vers 0 pour obtenir le
résultat.

LEMME 11.1. — Soit v une fonction dans Do(R), positive, à support
dans [—1,1] et vérifiant \\v\\^ = 1. Alors, pour tout Ee]0, l] , la fonction
Ug définie par

l;,(x)=(£A(x))-lA^V^

est à support dans [—£,e] et vérifie Hrjli = 1.
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En outre, il existe K > 0 tel que

VX, \W-\\ ^eK^+p2).

Démonstration. — On a

W- 1 = [£^(x)((p,(x)-l) d^(x).
Jo

II suffit de majorer |(p^(x)—l| à l'aide de la formule des accroissements
finis et de la proposition 11.2.

THÉORÈME 11.2. — La fonction E: R x ]0,oo[-^R définie par

, ,0=E,(x)= [c

Jo
î2+,2,E(x,Q = E,(x) = e-^ +p ^(x) do(?l)

Jo

^st positive.

Démonstration. — Avec les notations du lemme 11.1, on a

^)= ^)(PXWCT(?L).
Jo

La fonction Ug est dans ^oW» ve est positive et

^^exp(-t(?l2+p2))

est définie-positive. On en déduit :

["^(^e-^^VW^W^O.
Jo

Le lemme montre que cette dernière intégrale tend vers E(x,r) quand e
tend vers 0, cela démontre le théorème.

3. Opérateurs de translation généralisée.

Soit Se > 0. On pose pour tout / dans Do(R)

rTJ(y)= r^w^dz).
Jo
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D'après [2], la mesure produit W(x,}/, dz) d[i(y) est symétrique par rapport
à y et z :

W(x,^, dz) d[i(y) = W(x,z, dy) d^(z).

On en déduit que pour tout pe[l,oo]

IITJ1I, < II/H,

et, en utilisant la formule du produit,

(T./)^)=(p,(x)/^).

D'autre part, l'écriture

TJW = f00 <Px(x)(pxOO/0) daW
Jo

montre que l'application (x,y) -^ ̂ J(y) est continue sur [0,oo[x[0,oo[.

PROPOSITION 11.5. - 1) Soit f un élément de Do(R) à support dans
[—a,a\. Pour tout x ^0 , TJ' est un élément de D()(R) à support inclus
dans [—x—a,a-\-x}.

2) 5'oiî / MM^ fonction dans L^n), 1 ^ p < oo. L'application de
[0,oo[ dans L"^) ^MÎ à x associe T^/ ^sî continue.

3) 5oit / MM^ fonction dans ^o(R), espace des fonctions paires
continues sur R et tendant vers 0 à l'infini. L'application de [0,oo[ dans
^oW qui à x associe T^/ est continue quand ^oW e^ muni de la
norme || ||^.

Démonstration. — 1) D'après la proposition 11.1

Vx ^ 0, VA- e C, |(p^(x)| ^ exp x|Im X|.

Puisque / est dans D()(R), le théorème 11.1 montre que (T^ est dans
Ho si bien que T\/ est dans D()(R). En ce qui concerne le support de
T\/, il suffit d'utiliser le fait que le support de la mesure W(x,^, dz) est
dans [|x-^|,x4-^].

2) II suffit de considérer le cas où / est dans D()(R). Pour tout
XQ ^ 0, il existe A > 0 tel que

x > 0 et |x-Xo| ^ 1 => suppTJ* c [-A,A],
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d'où

1|T./-T,/||^(T^V sup |T,/00-T^GO|.
\JO / ye[0,A]

La continuité de l'application (x,y) -> T\/(j) sur [0,oo[ x [0,oo[ montre
que le second membre tend vers 0 quand x tend'vers XQ.

3) Cela se fait comme (2).

A l'aide des opérateurs de translation (T^)^o, on peut définir un
produit de convolution :

PROPOSITION 11.6. - 1) Soient /eL^u) et ^eL^u), 1 ^ p ^ oo.
L'application f ̂  g définie presque partout par

f^g(x)= ('TJ(y)g(y)dvi(y)
Jo

est un élément de L^u) et

11/^11^11/llill^llp.

2) Pour tout f dans L^u) et tout g dans ^(u), 1 ^ p ^ 2, on a :

(J*^=^.

III. - LE SEMI-GROUPE DE POISSON
ASSOCIÉ À L'OPÉRATEUR L

1. Équation de la chaleur.

On a vu dans le théorème 11.2, que la fonction E : R x ]0,oo[ -^ R
définie par

E(x,î) = E,(x) = f0 0 e-^^^x) daW
Jo

est positive. Par ailleurs, la proposition 11.3 montre que E est de classe
C°° et vérifie

^E=L.E.
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PROPOSITION III. 1. - H existe un entier HQ tel que :

Vxo > 0, VT| > 0, 3C > 0,
P+tr)2

tqx> XQ => E,(x) ^ C——i-^-^.
t 1 0 ' 1 2

Démonstration. — Comme la mesure CT est tempérée, il existe HQ e N
tel que

daCk)fJ -oc
< -h 00 .J-, (l+^+p2)^

En procédant comme dans [2], on obtient pour tout T| > 0

i Ç + oo + ir\

E(OO = — w(z)(pi(x,z)w(z) dz
^ J-oo+in
^ r + oo - in

+ — w(z)(p2(x,z)m(z) dz^-\m j _ oo —iîi

ou on a pose

w(z) = (l+z^p^oexpt-^+p2)]
^ f^ daW

m(z) = ^——-Wl . ^ 2 . ^nn^_, (X-zXl+^+p2)^

et (pi, q>2 sont deux fonctions telles que pour tout x, x > XQ > 0, et
tout z, Im z = T| ,

|(pi(^,z)| < Q^-^, |q>2(x,z)| < C^-^,

C étant une constante ne dépendant que de XQ et de r|.
La proposition est maintenant immédiate.

COROLLAIRE III. 1. - 1) Pour tout p ^ 1 et tout t > 0, la fonction E,
^s( dans L^).

2) Pour tout t > 0, on a :

HEJIi = 1 .

3) Pour t > 0 et s > 0, on a :

-b, ^ -B, = Ey+s.
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Démonstration. - La première assertion résulte de la proposition
précédente. Pour le reste, il suffit d'utiliser :

l |E, | | i=Ê^p)=l , Ê,Ê,=Ê^.

COROLLAIRE III.2. - Soient pe[\,2[ et /eL^Qi). Posons pour t > 0
et x e R :

u(x,t) = E, */(x).

On a

1) M(x,Q = Fe-^^fW^x) da(X).
Jo

2) M est de classe C°° 5Mr R x ]0,oo[ ^ i^rî/îe :

^=L^.

Démonstration. — On a :

u(x,0= | T,E,(3/)/(^)^(^).
Jo

Notons q le conjugué de p . L'inégalité de Hôlder donne

Kx,t) - u(x\t)\ ^ II/IUIT^-T^II,.

La proposition 11.5 montre alors que l'application x -^ u(x,t) est pour
tout t > 0, une application continue.
D'autre part, il résulte de la proposition 11.6 que

(E, * /f(X) = e-^^fW

comme / est bornée, on a pour tout t > 0,

r°°
u(x,t)=\ e-^^^f^^daCk) p.p.

Jo

L'assertion (1) résulte alors du fait que les deux membres ci-dessus sont
continus en x .

L'assertion (2) résulte de la proposition 11.3.
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LEMME III. 1. — On a

Va > 0, hm ] 00 E,(y) d[i(y) = 0.
~* Ja

Démonstration. — II suffit de montrer que les mesures E,(}Q d[i(y)
convergent étroitement vers la masse de Dirac §o. Soit / dans Do(R),
on a

F Wf(y) d[i(y) = f0 0 e-^^fW daW
Jo Jo

si bien que

lim [ °° E,(y)f(y) d^y) = f °° fW da^) = /(O).t"+ OJo Jo

PROPOSITION III.2. — 1) Soit /e^oW une fonction continue sur R ,
pûir^ ^ tendant vers 0 d l'infini. Pour tout x ^ 0, on a :

lmE^/(x)=/(x).

£n oMtr^ la convergence est uniforme sur [0,oo[.

2) 5'o^nî pe[l,oo[ ^ /eL^^); on a :

lm||E^/-/||,=0.

Démonstration. — 1) D'après la proposition 11.5, l'application
x -> Tyf est continue.

Ve > 0, 3a > 0, tel que 0 < x < a => ||T^/-/||^ < e.

La première assertion résulte de

|E, * f(x) -f(x)\ = (VOc) -/(x))E,(^) ̂ (^)
IJo

^ ? IV(x)-/(x)|E,(^) ̂ (3/) + 2||/|L f0 0 E,(^) ̂ (^.

2) La démonstration se fait comme pour l'assertion précédente.
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THÉORÈME III. 1. — 1) Les applications V , t > 0, définies par

Vf =E^f

sont des opérateurs positifs et bornés de L^ji), 1 ^ p ^ oo .

2) La famille (V\>o est un semi-groupe fortement continu d'opérateurs
de L^n), 1 ^ p < oo.

3) Pour tout f dans L2^)

(Tf/r()L)=^-^2+P2)/(X).

En particulier, dans L2^), fc5 opérateurs T sont auto-adjoints.

4) Soient pe[l ,2[ et fe ̂ o(R) n L^). La fonction

u: R x [0,oo[ -^ C
définie par :

u(x,t) = Vf(x)

est paire en x, de classe C °° ^t ^5î solution du système :

^ =LXU

u(x,0)=/(x).

Démonstration. — Les assertions 1, 2, et 3 sont immédiates. L'assertion
4 résulte du corollaire III.2 et de la proposition III.2.

2. Le semi-groupe de Poisson.

Le semi-groupe de Poisson (P^oo associé à l'opérateur L est obtenu
à partir du semi-groupe de Gauss (T^oo par la formule

p-^f-ç^^.
^/ït Jû ^/U

Les propriétés du semi-groupe de Gauss montrent que

1) Pour tout t > 0, Pt est un opérateur auto-adjoint de L2^).

2) Soit t > 0. Pour tout pe[l ,oo], P^ est un opérateur positif de

8*
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L^u), et si / e L^u) :

1 Ç w e ~ u VL-
Ptf=——\ ^^fdu.

^/n Jo ^/u

3) La famille (P^oo est un semi-groupe fortement continu
d'opérateurs de L^a), 1 ^ p < oo.

4) Si / est dans ^oW. p(/ est dans ^oW et

i r0 0^"" I2
P7(x)=—= ——T^/(x)rfM.

^/7C Jo ^/U

En outre, quand t tend vers 0, Vf converge vers / uniformément sur
R.

D'autre part, puisque

Vf = E< * /
on a

5) PV = P i ^ f

où
i r°° e~u

P^)=—— -7=E,2(x)du.
^/7l Jo ^/U 4u

Les propriétés de E( montrent que :

6) ll̂ lli = 1 et p,>0.

7) ^(^exp^^+p2)^.

8) Pt * Ps = P(+s-

PROPOSITION III.3. - Soient jpe[l,2[ ^ /eL^Cu). Posons pour t > 0
et x e R

u(x,t) = p t ^ f(x).

1) On a
r oo .̂

^-ï/^+o^

Jo
a) u(x^= [' e-'^^fW^^daCk),

Jo
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b) u est de classe C°° sur R x ]0,oo[ et vérifie:

82

A M = ^ - M + L ^ = O .

2) Si on suppose de plus que f est dans ^oW, alors u se prolonge par
continuité à R x [0,oo[ et:

u(x,0)=f(x).

Démonstration. - La démonstration de (1) est identique à celle du
corollaire III.2. - La deuxième assertion résulte de la propriété 4 ci-dessus.

LEMME III.2. — /; existe une constante M telle que pour tout t > 0:

t\\-p\\ ^ M .
Ut i

Démonstration. - En posant y = — dans l'expression
4u

i r°° e~u
PtW = —f== —=^2(x)du

V ^ J O JU 4«

on obtient
i r00 -3 -i2-p,(x) =-^= ty ^ e ^ E y ( x ) d y .

2./71 JO2^/71 JO

La proposition III. 1 permet de dériver par rapport à t sous le signe
somme, et on a alors

8 i r00 / y \
^^Jo ̂ (^^

îh^O^

ou on a posé

^)=-Lu-ifl+,LV^.
2^/n \ 2uj

Le lemme découle maintenant du fait que

( E,(x) d^(x) = 1.
Jo
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LEMME III.3. — Soit f un élément de Dg(R). Posons:

u(x,t)=P'f(x).

1) Pour tout x > 0 et t > 0, on a:
ouA(x)^(x,t) <||L/||i.

2) II existe une constante C telle que pour tout x > 0, t > 0 et
n = 1,2:

8"u 8"u—M+k-M<co+^2^p(x+')•Sx" v"1St"

Démonstration. — 1) On a

5u r'1A(x)—(x,t)= L,u(y,t)A(y)^,
ôx v '

si bien que

A(x)l"(x,()
(bc

14u^,t)|A^) dy

2) On a

f* 00 /* 004Jo p,(z)|T,(L/)(y)| dvi(y) ̂ (z)

< IIL/lli .

u(x,t) = [°oe-t(?.2+•>2)i/^)<PxW^(^.
Jo

II suffit alors de tenir compte du fait que / est à décroissance rapide et des
majorations données dans les propositions 11.1 et 11.2.

Dans la suite, on désignera par V l'opérateur

LEMME III.4. — Soit f une fonction à valeurs réelles et appartenant à
Do(R). Considérons les fonctions u et F définies sur R x [0,co[ p a r :

u(x,t) = P'f(x)

ou ou
et F(x,t) = |V«(x,0|2 = —M + b^'Oôx ̂ et v '
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Alors

1) F est continue sur R x [0,oo[, déclasse C00 sur R x ]0,oo[, paire?
par rapport à x et vérifie:

AF ^0 .

2) /; exi5të MUÉ? constante M rrife OM(? poi<r tout x > 0 ^ î > 0 :

F(x,0 ^ M(l+x)4^-2 p ( x + f) .

Démonstration. - 1) La première partie résulte de la proposition III.3.
Montrons que AF > 0.

On utilisera l'identité :

T / \ T T ^ d u d vL(uv) = uLv + vLu + 2 — • — •
dx dx

Posons maintenant :

X=^, Y=^.
8t Sx

Puisque AM = 0, on a :

A X . O , AY- -^ )Y .

On en déduit

AF = AX2 + AY2 = 2|VX|2 + 2|VY|2 - 2fyvVY2

W
A'

Comme -. est décroissante, AF est positif.
A.

2) C'est une conséquence du lemme III.3.

PROPOSITION III.4. - Soit h : R x [0,oo[ -> R une application continue,
de classe C°° sur R x]0,oo[ et vérifiant:

1) h(x,t)=h(-x,t).

2) h(x,0) =0 et lim h(x,t) = 0,
x^^-^oo

3) A/i < 0 .

^4 tors /i ^sr positive ou nulle.
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Démonstration. — II existe une application k : R x [0,oo[ -> R telle
que :

k(x\t)=h(x,t).

Cette fonction k vérifie :

[̂  + 4r^ + 4(a+1+D(r))^]fe(r,t) < 0

OÙ

^ xC(x)
^'^

Si la fonction k n'est pas positive ou nulle, son minimum ne peut, d'après
le principe du maximum de Hopf, être atteint que sur l'axe r = 0. Mais
puisque 4(a+l+D(0)) est strictement positif, il résulte de ([4] lemme,
p. 1205) que la fonction k est constante. D'où la contradiction.

THÉORÈME III.2. - Pour tout f dans Do(R), on a :

Ivp^/Oc)!2 ^P^py-Oc)!2.
Démonstration. — On peut supposer que / est à valeurs réelles. Soit

se]0,oo[; posons

h(x,t) = PTOc^-FOc.t+s)

où F est la fonction du lemme III.4. Ce lemme montre que l'application g
définie par

g(x) = P(x,s)

est dans I-Au), 1 < p ^ + oo. Il résulte de la proposition III.3 que

p<g(x) = PT^s) = f0 0 e-^^gÇ^^daW.^s) = F
Jo

Comme g est bornée, on a :

lim PT(x,s) = 0

et par suite

lim h(x,t) = 0.
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Le lemme III.4 montre que g est dans ^oW' II résulte donc de la
proposition III.3 que h est continue sur R x [0,oo[, de classe C°° sur
R x ]0,oo[ et vérifie

/i(x,0) = 0
et

AA(x,Q = AP^(x) - AF(x,î+s) ^ 0 (lemme III.4).

La proposition III.4 montre que h est positive. Il suffit de faire maintenant
s = t.

PROPOSITION III.5. — Soient f et g deux éléments de D()(R) positifs et
non identiquement nuls.

Posons :
u(x^=Ptf(x), v(x,t)=Ptg(x).

Pour tout p > 1, on a :

i) i f0 0 t^(x,t)d^x)dt= r/^.
Jo Jo Jo

2) 1 f °° t A(M^)(X,O 4i(x) dt = f00 fPg d[i.
Jo Jo Jo

Démonstration. — 1) Comme Au = 0, on a

A^ = pÇp-W2^^2 > 0.

Cela permet d'écrire
F oo /•oo r" r"

rA^^dt == lim tA^^A.
Jo Jo "-^Jo Jo

Le lemme III.3 permet de montrer, en intégrant par parties, que
r " / r " Q2up \ r00

û) Hm ^ . , r^^= /p^.
n^oo Jo \Jo ut / Jo

b) lim rf L^ rfn) dt = 0.
"-^Jo \Ja /

Cela démontre la première formule. Pour la deuxième formule, l'égalité

A P 4 P ^Qup 8V sup 8V}A^y = v At^ + 2<——-— + ———^
[ S t 8t 8x ôx\
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permet de montrer que Ai^u est intégrable (chaque terme du second
membre est intégrable). On peut alors procéder comme pour la première
formule.

IV. INÉGALITÉ DE LITTLEWOOD-PALEY

1. Les g-fonctions de Littlewood-Paley.

On pose pour tout / dans D()(R),

a s1 2 vgi(f)W= t21-1-^?^) dt\
et

gWW^fCt^pw^dt}2.
\Jo )

Nous allons établir certaines inégalités.

LEMMEÏV.I. — Soient f et h deux éléments de D()(R) positifs et non
identiquement nuls. On a :

\ g2(f)h ̂ i ̂  4 f °° f00 rIVPVOc)!2 yh(x) d[i(x) dt
Jo Jo Jo

et

f00 g'^h d^i ^ gf [' ph d^ + ['f^g(f)g(h) d^>
Jo Uo Jo J

où ^(x)=suç|Pt/(x)|.

Démonstration. — On a

f00 g2(f)hd^= f00 f
Jo Jo J(

g^h d^=\ slVPYOc)!2 h(x) d^x) ds.
o Jo Jo

II résulte du théorème III.2 que :

| °° g\f)h d[i ^ ! ' ( 00 sP^pîfÇxWx) d^x) ds.
Jo Jo Jo
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ç

II suffit maintenant de poser t = . et d'utiliser le fait que P' est

autoadjoint.

La deuxième inégalité s'obtient à partir de la première comme dans
[3, p. 53]. - Posons

u(x,t)=yf(x), v(x,t)=Pth(x).
On a

.,_ .- ., - . . (Su 8v Su 8v\
2Wv= A(M2!;) -4M — — + — — •

\3t 8t 8x Sx}

L'inégalité précédente donne

ao r ao 1 oo r oo/• oo Ç oo Ç oo F °° F
g\f)hd^i^2\ t^(u2v)d^+S\

Jo Jo Jo Jo j(
^(/)/i d[i ^ 2 r AO^) dp + 8 ^|VM| |Vt;| 4l A.

Jo Jo Jo Jo Jo

La deuxième inégalité résulte donc de la proposition III.5, et de l'inégalité
de Schwarz qui donne

00 f00 rM|VM| |Vi;| 4i A < fQo f*g(f)g(h) d[i.
j o Jo Jo

/" oo /" oo Ç c

tu^u\ \\v\ d\i dt <
Jo Jo Jo

THÉORÈME IV. 1. — 5'oiî p6]l ,oo[ . Il existe une constante Dp telle que
pour tout f dans D()(R) :

ll^(/)llp<D,|L/v

Démonstration. — II suffit puisque ^ est sous-additive

^(/l+/2)^(/l)+^(/2))

de considérer le cas où / est positive. On va considérer d'abord le cas où
p < 2. On a, en posant u(x,t) = P^Çx),

Ai^ = pO?-!)^"2^!2

si bien que
P » . ^ ,^r°° / i v r ^ i r 0 0 . 2"

1^)1'^= -7——n ^-^,OA^(x,OA d^i.
Jo \P(P-1)/ Jo |Jo)o l o w / l ' \P(P-1)/ Jo Uo

Posons -r"Jo
I(x) = t^u^xfydt.

Jo
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L'inégalité de Hôlder donne

1 \t. p ...... ,2-p-
11^)11^ {p^Wf^-

II est bien connu [3, p. 73] qu'il existe une constante Ap indépendante de
/ telle que :

11/*II^A,||/||,.

La proposition III. 5 permet de conclure.

En procédant comme dans [3, p. 44], on peut, grâce au lemme IV. 1,
démontrer le théorème pour p ^ 4. Le cas où pe]2,4[ résulte alors du
théorème d'interpolation de Marcinkiewicz [6].

LEMME IV.2. - On a, pour tout f dans D()(R),

1 1 / 1 1 2 = 2||̂  COIL.
Démonstration. — En posant

a,^) = - (^p2)^-^2^/^)
on obtient

^/(^ f00 a,0)(p,(x)rfa(?i).
St ——— Je

II résulte alors du théorème 11.1 :

II^COIIi= r t 3 p t f \ 2 d t = [ ' ) tW,dt -H /n i .
j0 ul 1 2 JO 4

En procédant maintenant comme dans [3, p. 56], on obtient :

PROPOSITION IV.l. - Soient pe] l ,oo[ et Dp la constante du
théorème IV. 1. On a, pour tout f dans Do(R),

(4 D,)-1 ii/n^ n^cniî  \\g(m^
PROPOSITION IV.2. - Pour tout f dans D()(R), on a :

^l(/)^2(/).
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Démonstration. — II suffit de considérer le cas où / est réelle. Le
lemme III. 3 montre

lim t^P^x^O.
t-»+oo (Jt

On obtient alors en intégrant par parties

J; ̂  P'/(x) 2 dt = - J; ̂  P'/(x) ̂  P./(.) dt.

L'inégalité de Schwarz montre que

^(/)^i(/)^CO.

PROPOSITION IV. 3. — Soit p > 2. Il existe une constante Xp telle que
pour tout f dans D()(R) :

ll^(/)llp^X,||g(/)||,.

Démonstration. — Le lemme III.2 permet de faire la même
démonstration que celle de [3, p. 61].

2. Fonctions de type transformée de Laplace.

Soit m : (0,oo) -> C une fonction mesurable et bornée, la formule

(T^)'=m;

définit, d'après le théorème 11.1, une application linéaire T^ : Do -> L2^).
On dira que m est un multiplicateur de L^n), 1 < p < oo, s'il existe
une constante Mp telle que pour tout / dans Do(R) :

1|T |̂|̂ M,||/||,.

DÉFINITION. — Une fonction m: (0,oo) -> C est dite de type transformée
de Laplace si :

m(k) = (À^+p2)^ f0 0 e-^^^fa(t) dt
Jo

où a est une fonction mesurable et bornée.
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THÉORÈME IV. 1. — Une fonction m de type transformée de Laplace est
un multiplicateur de lAp) pour tout pe] l ,oo[ .

Démonstration. — T^ est de façon évidente un opérateur borné et
symétrique de L2^). Il suffit alors de se restreindre au cas où p > 2.

Puisque

(T -̂f = m/, mW = (X2 + p2)^ f °° e-^2 ̂  a{t) dt,
Jo

on a
rTrJ(x)= - [' a^^Vf^dt.

Jo ^

En continuant comme dans [3, p. 62] on obtient

^(T^^Nio^c/),
et en utilisant les inégalités des propositions précédentes :

IIT^II^IIall^D2!!/^.
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