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LA g-FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY
ASSOCIEE A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL
SINGULIER SUR (0, «)

par A. ACHOUR et K. TRIMECHE

I. INTRODUCTION

On considére T'opérateur différentiel L sur ]0, o[ défini par
Lu = : (Au’y
ou A: [0,00[ > R est une fonction de la forme
2a+1 l
A@) =t C@), x> =5

C étant une fonction de R dans R, strictement positive, paire et de classe
C>®. On suppose en plus:

1) A est croissante,
’

i) A est décroissante et tend vers 2p > 0 a linfini.

Les conditions (i) et (ii) sont vérifiées quand

1
A(t) — 22(a+B+1)(Sh t)2a+1 (Cht)2p+l, o> B > _ E’

lopérateur L correspondant est alors 'opérateur de Jacobi.

Pour certaines valeurs des paramétres o et B, Popérateur de Jacobi
est la gartie radiale de I'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace
symétrique de type non compact de rang 1.

On associe a cet opérateur la g-fomction de Littlewood-Paley : Pour
tout f dans D, espace des fonctions de classe C® sur R paires et a
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support compact, on pose

g = f : (VP (o2 de

ou V est opérateur
1

2 2\7
v= (9 +120Y
ot O0x
2
et P est le semi-groupe de Poisson associé a 'opérateur A = F7E) +L,.

On démontre que pour tout pe]l,o0f, il existe deux constantes C, et
D, telles que pour tout f dans D,

Collifll, < llgWNll, < Dylifl,

ou || |, est la norme sur '’espace L?((0,00), A(x) dx).

Ces inégalités ont été conjecturées par Stein ([3], p. 137) lequel ne fait

’

sur A que I'hypothese : “x est décroissante ».

On énonce aussi un résultat sur les multiplicateurs, semblable a celui
obtenu par Stein ([3], p. 121) a I'aide de méthodes probabilistes.

Le plan de ce travail est le suivant:

— On étudie dans le deuxiéme paragraphe la transformation de
Fourier associée a L, les fonctions définies positives ainsi que les
opérateurs de translations généralisées associés a L.

— Dans le troisiéme paragraphe, on étudie le semi-groupe de Poisson
associé a L et on démontre I'inégalité

IVP2f]? < P'(VPS]?).

Cette inégalité a été obtenue grice 4 un principe de maximum pour
2

0
I'opérateur A = Frol +L,, [4].

— Au dernier paragraphe, on démontre, grace a I'inégalité ci-dessus et
en suivant les méthodes de [3], les inégalités concernant la g-fonction de
Littlewood-Paley.
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1. ’OPERATEUR L

On considére I'opérateur différentiel L sur ]0,00[ défini par
Lu = %(Au')'
ou A: [0,00[ = R est une fonction de la forme
2a+1 1
A@) =t C@), a > — 3

C étant une fonction de R dans R strictement positive, paire et de
classe C*.

On suppose en plus

i) A est croissante,

’

. A L e
ii) A est décroissante et tend vers 2p > 0 quand ¢ tend vers 'infini.

Il résulte des théorémes de Bochner [1] que, pour tout A dans C,
’équation
Lu
u(0)

posséde une solution unique qu’on notera ¢@,. C’est une fonction qui est
définie sur R tout entier et est paire.

— (A2 +pPu
1, w©)=0

Les propriétés suivantes des fonctions ¢, se trouvent dans [2], [5].

ProposiTioN II.1. — 1) Pour tout x > 0, et tout LeC:
¢.(x) =J K(x,y) cos Ay dy
(1)

ou K(x,.): R — R est une fonction continue sur ] —x,x[, a support dans
[—x,x]* positive et intégrale.

2) Pour tout x > 0 et tout AeC

1020 < @jima(x) < exp (Im Alx).
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3) Il existe une constante C > 0 telle que :
Vx >0, VieR: oy (x)] < C(1+x)e™?*.

4) On a la formule du produit :
¢ ()P, (y) = j 0. (2)W (x,y, dz)

0

ou W(x,y, dz) est une mesure positive, d support dans [|x—y|,x+y], de
masse totale 1 et symétrique en x et y.

En plus des propriétés précédentes, nous aurons besoin de

ProrosiTioN I1.2. — 1l existe des constantes positives C,, C, telles
que :

1) Vx >0, VAeR: |oi(x)| < C,(A%+p?) (1 +x)xe P~

2) Vx =0, VAeR: |o7/(x)] < C,(A2+pH)(1 +x)*e **.

Démonstration. — On a

1 x _ ()\‘2+p2) J‘x
(x)=——1| A@Lo,()dt = —(—— HA()dt.
¢i(x) A L (Lo, () AG) \ ¢ A
Il résulte de la proposition II.1:

A2 + p?
A(x)

x
(@) < C (l+x)f A(t)e *dt.
0
Il suffit maintenant de majorer l'intégrale par xA(x)e **, ce qui est
possible puisque la fonction ¢t — A(t)e™® est croissante. Cela donne la
premiére inégalité. La deuxiéme est maintenant immédiate.

ProrosITION I1.3. — Pour tout a > 0 et tout ne N, il existe un entier
m et une constante C > 0 tels que pour tout A :

d"@,(x)

< CIAI™.
dax" M

sup

|x|<a

Démonstration. — La transformation y de Riemann-Liouville associée
a lopérateur L ([5]), est un automorphisme de I'espace de Fréchet des
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fonctions de classe C® sur R et paire. La proposition résulte alors du fait
que:

00) = Lx K (x,y) cos Xy dy = x(cos A.)(x).

1. La transformation de Fourier associée a L.

Soit p la mesure sur (0,00) de densité A par rapport a la mesure de
Lebesgue.

On note L?(n) I'espace LP((0,c0),n) muni de la norme || ||, définie
par

111, =<fwlfl"du>;, l<p<owo

0

Ilfllo = sup ess |f(2)].

La proposition II.1 montre que, pour tout ¢ > 2 et tout A >0, la
fonction ¢, est dans L4(p). Il résulte de I'inégalité de Holder que si
felP(p), 1 <p <2, la formule

Fo) = Lw FCI0u() ()

définit une fonction f: (0,00) - C bornée. Cette fonction est appelée
transformée de Fourier de f.

Dans [2] lauteur introduit les espaces Dy(R) et Hy:
— Dy(R) est I’espace des fonctions f: R —» C de classe C*, paires
et & support compact.
— H, est I’'espace des fonctions ¥: C — C entiéres, paires et
vérifiant : N
JRtg, VmeN, sup|(1+AH)"¥(A)exp(—R|ImA)) < + o0

reC

et démontre le

THEOREME I1.1. — 1) La transformation de Fourier est un isomorphisme
d’espaces vectoriels de Dy(R) sur H,.
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2) Il existe une mesure tempérée o sur (0,00) telle que pour tout
f €Dy(R)

£ = f : 700 (x) do ().

3) La transformation de Fourier se prolonge en un isomorphisme
d’espaces de Hilbert de L*(p) sur L2?((0,00), ©).

2. Fonctions définies-positives.

DermNiTioN II.1. — Une fonction paire ¥ : R — R continue et bornée
est dite définie-positive si, pour tout h dans & ,(R), espace des fonctions de
R dans C, de classe C®, paires et a décroissance rapide, on a

Vx, Jw h(M)@,(x) do(A) = 0 = Vx, '[w Y (A)h(M)@,(x) do(r) > 0.

0 o

ProrosiTioN I11.4. —  Pour tout t >0, la  fonction
A > exp(—t(A%*+p?)) est définie-positive.

Démonstration. — La formule du produit pour des fonctions ¢,
montre que, pour tout x > 0, la fonction A — @,(x) est définie-positive.
On en déduit aussitot que, pour tout ne N, la fonction A — @}(x) est
définie-positive et qu’il en est alors de méme pour les fonctions
A — exp(bg,(x)), b > 0. Ainsi pour tout ¢t > 0, la fonction

A - exp ((2a+ 1)t “’*—(xxz_—l>

est définie-positive. Il suffit de faire tendre x vers 0 pour obtenir le
résultat.

LemME II.1. — Soit v une fonction dans Dy(R), positive, a support
dans [—1,1] et vérifiant ||v||, = 1. Alors, pour tout €€]0,1], la fonction

v, définie par
_ x\ [(x
v,(x) = (eA(x)) ! A(E)"(E)

est a support dans [—eg,g] et vérifie |vll, = 1.
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En outre, il existe K > 0 tel que
VA, 15.(M)—1] < eEK(A*+p?).
Démonstration. — On a

5(A) — 1 = Ls 0 () (@2 (%) — 1) dp(x).

Il suffit de majorer |@,(x)—1| a l’aide de la formule des accroissements
finis et de la proposition II.2.

THEOREME II.2. — La fonction E: R x ]0,00[ - R définie par
E(x,t) = E/(x) = j e~ *0g, (x) do(h)
0

est positive.

Démonstration. — Avec les notations du lemme II.1, on a

b(x) = f " 5.0 (x) do ().

0

a

La fonction o, est dans % (R), v, est positive et
A — exp(—t(\*+p?)

est définie-positive. On en déduit :

J 8, (M)e @D, (x) do(r) = 0.

0

Le lemme montre que cette derniére intégrale tend vers E(x,t) quand €
tend vers 0, cela démontre le théoréme.

3. Opérateurs de translation généralisée.

Soit™x > 0. On pose pour tout f dans Dgy(R)

T.f() = Lw F@W(x.y, do).



210 A. ACHOUR ET K. TRIMECHE

D’apres [2], la mesure produit W(x,y, dz) du(y) est symétrique par rapport
a yetz:
W(x,y,dz) du(y) = W(x,z,dy) du(z).

On en déduit que pour tout pe[l,00]

TS, < 111,

et, en utilisant la formule du produit,

(TfY ) = @ () Q).

D’autre part, I’écriture

T.f() = r @ ()00)F M) do(h)

0
montre que lapplication (x,y) = T,f(y) est continue sur [0,00[x[0,00[.

ProrosiTioN IL.S. — 1) Soit f un élément de Dy(R) a support dans
[—a,a). Pour tout x >0, T,.f estun élément de Dy(R) a support inclus
dans [—x—a,a+Xx].

2) Soit f wune fonction dans LP(u), 1 < p < oo. L’application de
[0,00[ dans LP(u) qui a x associe T.f est continue.

3) Soit f wune fonction dans €,(R), espace des fonctions paires
continues sur R et tendant vers 0 a linfini. L’application de [0,00[ dans
%o(R) qui a x associe T,f est continue quand €,(R) est muni de la
norme || || -

Démonstration. — 1) D’aprés la proposition II.1

Vx 20, VieC, |@,(x)] < exp x|Im 2.

Puisque f est dans Dgy(R), le théoréme I1.1 montre que (T.f) est dans
H, si bien que T,f est dans Dy(R). En ce qui concerne le support de
T,f, il suffit d’utiliser le fait que le support de la mesure W(x,y, dz) est
dans [|x—y|,x+}y].

2) 1l suffit de considérer le cas ou f est dans D,(R). Pour tout
xo =0, il existe A >0 tel que

x>0 et [x—xol <1 = supp T, f = [—A,A],
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d’ou
A 1
p
ITf =T fll, < ( j du) sup [T.f(N—-T, S
0 ye[0,A]

La continuité de 'application (x,y) - T, f(y) sur [0,00[ x [0,00[ montre
que le second membre tend vers 0 quand x tend vers x,.

3) Cela se fait comme (2).

A Tlaide des opérateurs de translation (T,),.,, on peut définir un
produit de convolution :

ProposiTioN I1.6. — 1) Soient feL'(n) et geLP(p), 1 <p< .
L’application f % g définie presque partout par

f*gx) = L T.f(»g(y) du(y)
est un élément de LP(u) et

1/ *gll, < AN Mgl -

2) Pour tout f dans L*(p) et tout g dans LP(n), 1 < p<2, ona:

(f *»g) =f§.

III. — LE SEMI-GROUPE DE POISSON
ASSOCIE A L’OPERATEUR L

1. Equation de la chaleur.

On a vu dans le théoréme II.2, que la fonction E:R x ]0,00[ - R
définie par

E(x.0) = E(x) = f T em0240% 6, (x) do(h)
0

est positive. Par ailleurs, la proposition I1.3 montre que E est de classe
C*® et vérifie
0
—E=L,E.
ot *
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ProrosiTioN III.1. — 1l existe un entier n, tel que :

Vxo > 0, Vn >0, 3IC > 0,
+m2

tqx > x, = E(x) < C eP X,

np+
£072

Démonstration. — Comme la mesure o est tempérée, il existe n, e N
tel que

< + 00.

to  do(M)
—w (I 4+A24p2)0

En procédant comme dans [2], on obtient pour tout n > 0

E,(x) = H T @0 (e m(e) dz

— oo +in
1 + 00 —in

+ = w(2)®,(x,2)m(z) dz
M J-w —in

ou on a posé

w(z) = (1+22+p?)0exp[—t(z? + p?)]
J'“" do(M)
m(z) =

Cw A=) (I +AZ 420

et @,, ¢, sont deux fonctions telles que pour tout x, x > x, > 0, et
tout z, Imz =n,

oy (x,2)] < Ce®™™,  oy(x,2)| < Ce®™™~,

C étant une constante ne dépendant que de x, et de m.
La proposition est maintenant immédiate.

CoroLLAIRE III.1. — 1) Pour tout p > 1 et tout t > 0, la fonction E,
est dans LP(u).

2) Pour tout t >0, on a:

IIEqll,

3) Pour t >0 et s>0, ona:

I
—

E, % E, =E,,.
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Démonstration. — La premiére assertion résulte de la proposition
précédente. Pour le reste, il suffit d’utiliser :

”El”l = Et(lp) = 1’ Et‘Es = Et+s'

CoroLLAIRE II1.2. — Soient pe[1,2[ et feLP(u). Posons pour t >0
et xekR:

u(x,t) = E, % f(x).
On a

1) u(x.t) = f e 4070y (x) do(h).
(]
2) u est de classe C* sur R x ]0,00[ et vérifie:

—u=Lu.

ot

Démonstration. — On a:

u(x,t) = Lm TEG)/ ) de0).

Notons g le conjugué de p. L’inégalit¢é de Holder donne
Iu(x!t) - u(xlat)| < “f”p”TxEt_Tx’Et“q'

La proposition II.5 montre alors que l'application x — u(x,t) est pour
tout t > 0, une application continue.
D’autre part, il résulte de la proposition I1.6 que

(E, % Y () = e" @ +eD7()

comme f est bornée, on a pour tout t > 0,

u(x,t) = r e+ 7 (M), (x) do(h) p.p.

o

L’assertion (1) résulte alors du fait que les deux membres ci-dessus sont
continus en x.

L’assertion (2) résulte de la proposition II.3.
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LemuMmE III.1. — On a

+ 00
Ya > 0, }in(}f E,(y) du(y) = 0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que les mesures E,(y) du(y)
convergent étroitement vers la masse de Dirac §,. Soit f dans Dy(R),
on a

f: E.(0f () du(y) = Lm e~ +D () do(h)

si bien que

lim Lw E0)f () dn(y) = L 70y ds(y = £0).

ProrposITION II1.2. — 1) Soit f € €,(R) une fonction continue sur R,
paire et tendant vers 0 a linfini. Pour tout x >0, on a:

lim B, % f(x) = f(x).

En outre la convergence est uniforme sur [0,00[.

2) Soient pe[l,o[ et felL?(w); on a:
lim |E, % f — fll, = 0.

Démonstration. — 1) D’aprés la proposition I1.5, I’application
x - T,f est continue.

Ve>0, 3a>0, telque 0<x<a=|T,f/—fllo <E€.

La premiére assertion résulte de

E, % f(x)—f ()| =

j : (T,f () — f ()E, ) du (y)’

< L IT,£ ()~ fOIEG) du() + 211 f " E0) dp0y).

2) La démonstration se fait comme pour I’assertion précédente.
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THeorEME III.1. — 1) Les applications T', t > 0, définies par
T =E % f
sont des opérateurs positifs et bornés de LP(n), 1 < p < 0.

2) La famille (T%),», est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs
de L?(W), 1<p< 0.

3) Pour tout f dans L2(p)

(TfY ) = e +7).
En particulier, dans L?(n), les opérateurs T' sont auto-adjoints.
4) Soient pe[l,2[ et fe¥,(R)nLP(w). La fonction

u: R x [0,0] - C
définie par :
u(x,t) = T'f(x)

est paire en x, de classe C* et est solution du systéeme :
14

0
6_tu =L.u

u(x,0) = f(x).

Démonstration. — Les assertions 1, 2, et 3 sont immédiates. L’assertion
4 résulte du corollaire II1.2 et de la proposition III.2.

2. Le semi-groupe de Poisson.

Le semi-groupe de Poisson (P'),., associé¢ a I'opérateur L est obtenu
a partir du semi-groupe de Gauss (T%),., par la formule

Les propriétés du semi-groupe de Gauss montrent que
1) Pour tout ¢t > 0, P' est un opérateur auto-adjoint de L2(p).

2) Soit t > 0. Pour tout pe[l,o0], P' est un opérateur positif de

8-
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L?(p), et si felLP(p):
2

Tf du.

1 @ —u

Valo Ju

3) La famille (P"),,, est un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs de LP(n), 1 < p < .

4) Si f est dans %,(R), P'f est dans €,(R) et

Pf =

Pf(x) = f (x) du.

Ji Ju

En outre, quand ¢ tend vers 0, P'f converge vers f uniformément sur
R.

D’autre part, puisque

Tf=E % f
on a

5) P'f=p,-)‘éf
ou

E 2(x) du.

p(x) = \/T_t . \/—

Les propriétés de E, montrent que:
6) lipdly =1 et p,>0.

7 5i0) = exp(—t(2+pH?).

8) P * Py = Prss-

ProrosiTiON II1.3. — Soient pe[1,2[ et feLP(un). Posons pour t > 0
et xeR

u(x,t) = p, * f(x).

1) On a

a) u(x,t) = Jw e _'(“2“’2’%]? M9, (x) do(r),
0
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b) u est de classe C® sur R x ]0,00[ et vérifie:
62

Au=2m

u+Lu=0.

2) Sion suppose de plus que f est dans €,(R), alors u se prolonge par
continuit¢é a R x [0,00[ et:

u(x,0) = f(x).

Démonstration. — La démonstration de (1) est identique a celle du
corollaire III.2. — La deuxiéme assertion résulte de la propriété 4 ci-dessus.

LemME II1.2. — 1l existe une constante M telle que pour tout t > 0 :

t

ol <M.
atpfl

2

, . t , .
Démonstration. — En posant y = % dans I’expression
U

Ea(x) du

1 ©e
px(x)—ﬁj; ﬁ -

on obtient

()— : J. 2 5 ()
X) = t e YE (x)dy.
D: \/— y y y

o

La proposition III.1 permet de dériver par rapport a t sous le signe

somme, et on a alors
1 (= y
< ?2— . b 4 F Ey(X) dy

v = a1 )k
u) = u +—Je .
2\/;;_ 2u

Le lemme découle maintenant du fait que

0
t E pt(x)

ou on a posé

f "B, du) = 1.

0o
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LemMmE IIL.3. — Soit f un élément de Dy(R). Posons :
u(x,t) = P'f(x).

1) Pour tout x>0 et t >0, ona:

0
(A(x) a‘i )

< [ILA1ls -

2) 1l existe une constante C telle que pour tout x >0, t>0 et
n=12:

"u "u
< 2 -p(x+t)‘
P (x,0) + e (x,t)] < C(l+x)*e
Démonstration. — 1) On a

a X
AR 5 () = j LuG.0A) dy,

si bien que

AG) 2% (5

< f ILu(0IAG) dy

< Lw f : PDIT.LHG) () du(2)

< LA, -
2) On a

u(x,t) = f ¥ e A M0y () do ().

0

11 suffit alors de tenir compte du fait que f est a décroissance rapide et des
majorations données dans les propositions II.1 et II.2.
2)

LemME II1.4. — Soit f une fonction a valeurs réelles et appartenant a
Dy (R). Considérons les fonctions u et F définies sur R x [0,00[ par:

u(x,t) = P'f (x)

N =

2
+

k2
0x

ot

Dans la suite, on désignera par V 1’opérateur (

2
et F(x,t) = |Vu(x,t)|* = a—u(x,t) .
0x

2 |ou
+ ‘5 (x’t)
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Alors

1) F est continue sur R x [0,00[, de classe C* sur R x ]0,00[, paire
par rapport a x et vérifie :
AF > 0.

2) 1l existe une constante M telle que pour tout x >0 et t > 0:
F(x,t) < M(14x)*e 20+

Démonstration. — 1) La premiére partie résulte de la proposition II1.3.
Montrons que AF > 0.

On utilisera I’identité :

du dv
L(uv) = uLv + vLu + ZEE
Posons maintenant :
ou ou
X=%a% Y=&

Puisque Au =0, on a:

- A/ ’
AX =0, AY=—<X>Y.

On en déduit
AI 7
AF = AX? + AY? = 2|VX]? + 2|VY)? — 2(X) Y2,

’

A L .
Comme A est décroissante, AF est positif.

2) C’est une conséquence du lemme IIL.3.
ProposiTioN II1.4. — Soit h: R x [0,00[ = R une application continue,
de classe C® sur R x ]0,00[ et vérifiant :

1) h(x,t) = h(—x,t).

2) h(x,00 =0 et , lim  h(xt) =0,

x“+t°>+ o0
3) Ah < 0.

Alors h est positive ou nulle.
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Démonstration. — 11 existe une application k: R x [0,00[ - R telle
que :
k(x2,t) = h(x,t).

Cette fonction k vérifie:

a—2+4rﬁ+4(cx+1+D( 02 ke <0
o2 T T o L™

ou
xC'(x) .
2C(x)

D(x?) =

Si la fonction k n’est pas positive ou nulle, son minimum ne peut, d’apreés
le principe du maximum de Hopf, étre atteint que sur ’axe r = 0. Mais
puisque 4(a+1+D(0)) est strictement positif, il résulte de ([4] lemme,
p. 1205) que la fonction k est constante. D’ou la contradiction.

THEOREME III.2. — Pour tout f dans Dy(R), on a:
IVPf (x)I* < P'IVP'f(x)]?.
Démonstration. — On peut supposer que f est & valeurs réelles. Soit
s€]0,00[; posons

h(x,t) = P'F(x,s) — F(x,t+5s)

ou F est la fonction du lemme I11.4. Ce lemme montre que I’application g
définie par

g(x) = F(x,s)

est dans L?(u), 1 < p < + oo. Il résulte de la proposition III.3 que

P'g(x) = P'F(x,s) = r e-'“z*"”%émcpx(x) do()).
0

Comme ¢ est bornée, on a:

lim  PF(x,5) =0
x“+t°>+ 0

et par suite

lim  h(x,t) = 0.
x2+t2—*+oo ( )
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Le lemme III.4 montre que g est dans %,(R). Il résulte donc de la
proposition II1.3 que h est continue sur R x [0,00[, de classe C® sur
R x ]0,00[ et vérifie
h(x,0) =0
et
Ah(x,t) = AP'g(x) — AF(x,t+5s) < 0 (lemme IIL.4).

La proposition II1.4 montre que h est positive. Il suffit de faire maintenant
s=t.

ProposiTiON III.5. — Soient f et g deux éléments de Dy(R) positifs et
non identiquement nuls.

Posons :
u(x,t) = P'f(x), o(xt) = Pg(x).

Pour tout p>1, ona:

1) wathu’(x,t)dp(x) dt = Fﬂdu.
0 0 0

2) J‘w jw t A(wPv)(x,t) du(x) dt = jw fPgdu.
o o (V]

Démonstration. — 1) Comme Au =0, on a
Au? = p(p—Du? " 2|Vu®> > 0.

Cela permet d’écrire

J j 1?Au"d|,1dt=limJ~ J t AuP dp dt.
o Jo = Jo Jo

Le lemme III.3 permet de montrer, en intégrant par parties, que

n n azup ©
a) lim t——-dt)dp = fPdp.
nowJo \Jo Ot 0
b) limj t( f Lxuvdp)'d: =0.
"o Jo a

Cela démontre la premiére formule. Pour la deuxiéme formule, I’égalité

ou? ov  ouP Ov
Py — P b el
AuPv = v Au +2{6t o o ax}
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permet de montrer que AuPv est intégrable (chaque terme du second
membre est intégrable). On peut alors procéder comme pour la premiére
formule.

IV. INEGALITE DE LITTLEWOOD-PALEY

1. Les g-fonctions de Littlewood-Paley.

1
2 \2
dt)

1
gNHx) = (Jm t|VP'f(X)|2dt>2.

0o

On pose pour. tout f dans D,(R),

ane = ([ 7o rre

0

et

Nous allons établir certaines inégalités.

LeMME IV.1. — Soient f et h deux éléments de D,(R) positifs et non
identiquement nuls. On a :

J (NHhdp < 4 J ? j " VP01 Ph(x) du(x) dt
0 0 0

et

f T2 (Nhdp < 8{ wazh dy + me*gmg(h) du}

0

ou S*(x) = sup [P'f(x)].

Démonstration. — On a

J g (Nhdp = j J sIVPf (x)|? h(x) dp(x) ds..
0 0 (1]
Il résulte du théoréme III.2 que:

f g (Phdp < f ) f " SPEVPES (0)h(x) du(x) ds.
o 0

0
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. s - .
Il suffit maintenant de poser t = 2 et d’utiliser le fait que P* est
autoadjoint.

La deuxiéme inégalité s’obtient a partir de la premiére comme dans
(3, p- 53]. — Posons
u(x,t) = P'f(x), v(x,t) = P'h(x).
On a

Oudv Ou ov
2, _ 2.y _ " 7.
2[Vul’v = Aw™) 4u<6t ot + O0x 6x)

L’inégalité précédente donne

j gZU)hduSZJ f tA(uzv)du+8J~ f tu|Vu| |Vo| du dt .
4]

0 0 0 0o

La deuxiéme inégalité résulte donc de la proposition III.5, et de I'inégalité
de Schwarz qui donne

J. ‘[ tuqulleldudtSf f*g(Ngh)dp.
o Jo 0

TueorEME IV.1. — Soit pe]l,0[. Il existe une constante D, telle que
pour tout f dans Dy(R):

llgNll, < Dylifll,-

Démonstration. — 11 suffit puisque g est sous-additive

(g(i+f) <g(fh) + 2(f2)

de considérer le cas ou f est positive. On va considérer d’abord le cas ou
p <2. On a, en posant u(x,t) = P'f(x),

AuP = p(p—1DuP ™ 2|Vu|?
si bien que

J; woran= (o) [
o BINH=00-) ),

Posons

P

J (2P (x,t) AuP(x,0) di| dy.
0

I(x) = Jw t AuP(x,t) dt.
0
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L’inégalit¢ de Holder donne

p
2 P 2-p
lig(NIly s( > 12 Ilf*ll,f 2.

1
p(p—1)

Il est bien connu [3, p. 73] qu'’il existe une constante A, indépendante de
f telle que:

I *l, < AL lfll,-
La proposition III.5 permet de conclure.

En procédant comme dans [3, p. 44], on peut, grace au lemme IV.1,
démontrer le théoréme pour p > 4. Le cas ou pe]2,4[ résulte alors du
théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz [6].

LeMME IV.2. — On a, pour tout f dans D,y(R),

/12 = 2ligs N2

Démonstration. — En posant
1 2, 2% "
a (M) = — A2 +p?)2 e 0THPI% F(})
on obtient

a £
5wm=f@mmmmu
0o

Il résulte alors du théoréme II.1:

@

P
__P'
His PI

2 © 1
m:jtmmm=yw;
2

0

lgs (NIZ = f

0

En procédant maintenant comme dans [3, p. 56], on obtient :

ProrosiTion IV.l. — Soient pell,oo[ et D, la constante du
théoréme IV.1. On a, pour tout f dans Dy(R),

@D,) A, < lig DIl < llgWNl,-
ProposITION 1V.2. — Pour tout f dans Dy(R), on a:

&1(f) < g.(f).
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Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ou f est réelle. Le
lemme II1.3 montre

. 0 .,
‘llglmtgin(x) =0.

On obtient alors en intégrant par parties
[
f :
()

L’inégalit¢ de Schwarz montre que

g < g.(Ng ().

az

a t t
an(x) sz TSt

2 0026 .
dt = —Jl) t Epf(x)

ProposiTioN IV.3. — Soit p > 2. Il existe une constante X, telle que
pour tout f dans Dy(R):

llg2 (NI, < X ligNl, -

Démonstration. — Le lemme IIL.2 permet de faire la méme
démonstration que celle de [3, p. 61].

2. Fonctions de type transformée de Laplace.

Soit m: (0,00) - C une fonction mesurable et bornée, la formule
(Tof ) =mf

définit, d’aprés le théoréme I1.1, une application linéaire T,,: Dy — L?(n).
On dira que m est un multiplicateur de LP(u), 1 < p < oo, s’il existe
une constante M, telle que pour tout f dans Dy(R):

ITwf1l, < MLIIfll,-

DEerFINITION. — Une fonction m: (0,00) — C est dite de type transformée
de Laplace si :

© 1
m) = A2 +p?)? J e 02N a(r) dy

0

ou a est une fonction mesurable et bornée.
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THEOREME IV.1. — Une fonction m de type transformée de Laplace est
un multiplicateur de LP(u) pour tout pe]l,ool.

Démonstration. — T, est de fagon évidente un opérateur borné et
symétrique de L2(n). Il suffit alors de se restreindre au cas ou p > 2.

Puisque

@© 1
(T,f) = mf, m(x)=o»2+92)%j e~ +02 g(p) dt,
0
on a

T.f(x) = — j‘ a(t)%P‘f(x) dt.

0

En continuant comme dans [3, p. 62] on obtient

&1(Tnf) < llallog2(f),

et en utilisant les inégalités des propositions précédentes :

ITnfll, < llalloX, DRI, -
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