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0. INTRODUCTION

Ce rapport commence avec l’introduction des concepts de contrac

tion, causalité, causalité forte, passivité, passivité forte, et additi

vité faible, (chapitre l). Ensuite, il présente quatre théorèmes 

mineurs, c’est-à-dire le théorème de l'équivalence, le théorème des 

multiplicateurs, le théorème du déplacement des pôles et le théorème 

du système perturbé (chapitre 2). Enfin, il familiarise le lecteur avec 

trois théorèmes fondamentaux appelés respectivement, théorème de la

transformation contractive, théorème de la transformation fortement 

causale, et théorème de la transformation fortement passive, (chapitre 3).

Pour rendre le développement unifié, auto-contenu, et, simple autant 

que possible nous adoptons la structure mathématique des espaces

des résolution Hilbertienne telle que récemment proposée et utilisée 

par Porter [Po.2], Saeks[Sa.l], et l'auteur [Ds.l].

L’objectif principal est de fournir au lecteur, (étudiant gradué, 

instructeur, chercheur, ou ingénieur pratiquant), les ingrédients essen

tiels qui sont à la base de la théorie moderne de la stabilité telle que 

développée par Popov, [Pv.I1, Sandberg [Sa.l], et Zames, [Za.lj, et

reprise plus récemment par Damborg, [Da.l}, Holtzman, [Ho.l], Saeks[Sa,2], 

Willems, [Wi.lj, et un nonbre d’autres auteurs. En effet, une lecture 

attentive de tous ces travaux montrerait que les principaux résultats 

associés avec eux ont été obtenus en employant, d’une façon déterminante 

même si parfois plus ou moins directe, nos trois théorèmes fondamentaux. 

En particulier, une utilisation conjointe de ces théorèmes et des quatre 

théorèmes mineurs permet de dériver, sur le champ, la plupart de



'

1CC aêC8(rbrC 7C (b r,ênavC 7C (b Crb-v(vrê A8v vdrêaCCCCdr (ùvd:

çêdvC8a 7CC C?Cr^ECCé C’est le cas, par exemple, des résultats cons

tituant la méthode de la ligne de Popov, et le critère du Cercle 

(chapitre 4).

I
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1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Espaces de Résolution Hilbertienne.

Nous supposerons que le lecteur ait une certaine familiarité 

avec les espaces métriques, linéaires, normés, Banach, pre'-Hilbertiens et 

Hilbertiens. Les notions d’applications linéaires et nonlinéaires dans 

ces espaces seront aussi supposées être connues (voir[Di.2], rPo.l]|.

Si x est un élément d’un espace de Banach B, la norme de x est 

dénotée par le symbole |x|. Si T est une application définie sur B, alors T est 

appelée bornée si |T|= sup Le nombre lT| est appelé la< 00 ,

dnaEC 7C yé y CCr 1ndrvd8C Cv mn8a rn8r ?üz Cr rn8r C I J v( CLvCrC 

8d ' IJ rC( A8C £L | ?£ V ] vEm(vA8C £yL | y?£ V Cé

y CCr 1ndrvd8C 7bdC (C CCdC 7C èvmC1,vrQ Cv

ITx-TylIl III = sup ï < CO ,x-y0 x-y€B

Le nombre ||T|| prend le nom de nonne de Lipschitz. Observez que

quand T est linéaire, alors le concept d’application bornée, continue, 

et continue dans le sens de Lipschitz sont tous équivalents.

Nous procédons à la présentation de la structure des Espaces de Résolution

Pour ce faire, soient H un

espace d’Hilbert, et v un ensemble ordonné avec élément minimum, t 

et élément maximum, t^. Une famille de projections orthogonales sur H,

- {Pt}, t?v, est une résolution de l’identité si 

propriétés suivait es :

Hilbertienne [Ds.l] , [Pa.2] , [Sa.l] .

o’

K jouit des deux
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OgJ+ mf O g O+ Cr lfN” vlCO mn8a 3 I C[éh.” lF

hvv” Cv ClfFf■ CCr 8dC C8vrC 7C manàC1rvndC nar,nçndb(CC bmmbarCdbdr j àh

Cr Cùv( CLvCrC 8dC manàC1rvnd nar,nçndb(C l rC((C A8C 

(vE Cl•F■ g lL+ mn8a rn8r L)O+ b(naC lü Püé

ud CCmb1C Ov(-CarvCd+ O+ E8dv 7ù8dC aêCn(8rvnd 7C (ùv7Cdrvrê+ 

O g Clü■+ CCr bmmC(ê 8d CCmb1C 7C hêCn(8rvnd Ov(-CarvCddC 

* Cd -aC)T ehO £ Cr CCr 7êdnrê mba (C C?E-n(C !O+lr6é

Nnvr O 1ndCrvr8ê mba 2.5Del’+*èü(| Ù+ _ Ù””+ 

(ùCCmb1C Ov(-CarvCd 7CC )nd1rvndC aêC((CC 7ê)vdvCC C8a (ùvdrCaHb((C 

!c+JJ”_ ô””+ Cr rC((CC A8C (C8a 1baaê CCr vdrêçab-(C 7bdC (C 

CCdC 7C èC-CCç\Cé

h g Clü■ + rü!J+»6+ *rü<!|»+ _JJ6”+ mC8r îraC 7ê)vdvC 1nEEC C8vrT 

Cv L+?Veèx!J+Ù”+*èx*| nn+ _ CL■”+ Cr ? g lü+ b(naC ?*C” g L*C” 

mn8a Cve!J+r”+*C)*|

alors P0°x = x, ( et si t = - œ, alors P- x = 0) „

h g !l 6 CCr 8dC aêCn(8rvnd 7C (ùv7Cdrvrê mba1C A8ùC((C àn8vr 7CC 

manmavêrêC hv” Cr hvv”é

7CC CCmb1CC 7C aêCn(8rvnd Ov(-CarvCddC !èx!J+ »”+ lr6+ Cr 

h5ypoÙ+ _Ù”+ mrvé

eLCEm(C Pé

udC )bEv((C 7C manàC1rvndC nar,nçndb(CC

_ r””+ Cr ?*C” | J mn8a CX!r+ _ Ù”é Nv r g Ù

sCrrC )bEv((C

DbdC (b C8vrC dn8C mn8aandC b(naC mba(Ca

udC b8raC dnrvnd )nd7bECdrb(C 7ndr dn8C b8andC -CCnvd 7bdC 1C

7êHC(nmmCECdr CCr (b dnrvnd 7ùvdrêçab(C 7bdC 8d CCmb1C 7C aêCn(8rvnd 

ln8a 7ê)vdva 1CrrC vdrêçab(C+ Cnvr y 8dC bmm(v1brvnd 

rabdC)naEbdr !Oàlü6 7bdC !OàlP—6 é

Ov(-CarvCddCé

sndCv7êandC (CC nmêabrvnd C8vHbdrCCT
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i) Choix d’une partition Q de v, Ü = {g;^, ..., , où

§q = t^, §n — t^, {ç^jest un ensemble fini d’éléments de 

tel que < $.+1 , j - 1,2 n-1.9 ••• 9

ii) Considération de la sornne partielle

= Z APCçjTP^ 

k-1 k
/k _ pÇk-l

°ù AP(?k) = et s^ est un élément de tel que

5k-l“ sk ~ Çk‘

iii) Définition d’un ordre partiel sur l’ensemble de toutes les

s ^2 s;'L élément de fi2 est contenupartitions Q de v: 

dans Q,.

iv) Supposition de l’existence d’une applicationlt telle que en correspondance

à tout e > 0 il y a une partition Q de
e

(ùbmm(v1brvnd CCr m(8C mCrvrC A8C C mn8a rn8r q x[ c é

telle que la norme de

e

L’opérateur obtenu en employant les opérationt,i-iv) est appelé 

l’intégrale de T et est dénoté par — j dPTPs.



S

.( dn8C CCab 8rv(C 7C 1ndCv7êaCa 7CC (êç^aCC HbavbrvndC b8 1nd1Cmr

7ùvdrêçab(C 1v|7CCC8C maêCCdrêé ’ 1C manmnC+ (CC dnrbrvndC 

ii 7lylC Cr và(7lyl° CCandr 8rv(vCêCC mn8a vd7vA8Ca (CC vdrêçab(CC A8v

7bdC (ùnmêabrvnd vv”+ aCCmC1rvHCECdr 

DC )bRnd CvEv(bvaC (ùnmêabrC8a

Cndr n-rCd8CC Cd 1,nvCvCCbdr Cü++

comme suit: ksk Çk-1’

<7ly*C”7l 7êdnrCab (ùvdrêçab(C n-rCd8C Cd aCm(bRbdr *(”+ 7bdC (ùnmêabrvnd

n8 C

vv”+ mba (ùêA8brvnd C8vHbdrCT

î AP(?k)TAP(sk).
kKL

En reprenant [L^CO, »), P^], l’espace de Résolution Hilbertienne

œ), PV[L2[0, «), P"

Exemple 2.

décrit dans l’Exemple 1, considérons l’application T: [L,,[0 

définie comme suit: si y - Tx, alors

y(t) = g(t)x(t) +^^(1,5) x (s)ds,

po 00 2
œ), et K(t,s) est une fonction telle que jK(t,s) dtds < œ.

H) ooù: g=Lm[o,
CO

Il n’est pas difficile de reconnaître que les applications 

dPTdP, ïüdPTP8, et JklPTP5 sont bien définies .En particulier ces 

applications ont la description suivante:

( PTdPx)(t) = g(t)x(t)

(irÜPTPSx)(t)
«J

(ÿîdPTPSx) (t) = g(t)x(t) + jE(t, s)x(s)ds.

= rt K(t,s)x(s)dsJ 0
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1.2 Causalité. Passivité et Faible Additivité.

Soit T une application bornée définie sur l’espace de résolution 

Hilbertienne [H.P^]. y2€H
tels que = pty2> on a ptTyi ~ ptTy2’ ^tout 5 T est anticausale 

si poxu’ tout y^, y2£H, tels que (l-Pt)y^ - (I-P*) y^,

(l-Pt)Ty^ = (l-Pt)Ty2; T est sans-mémoire si T est s imvil tanément

T est appellee causale si pour tout yPù

nd b

1b8Cb(C Cr bdrv1b8Cb(C[ y CCr )narCECdr 1b8Cb(C Cv y CCr 1b8Cb(C Cr 

>7ly7l g Jé

r ü r + nd b A8C lüy CCr )narCECdr 1b8Cb(Cé
c» *

Finalement, T est dite e-fortement causale si pour tout

ty-v,

’CCCarvnd Pé y CCr 1b8Cb(C Cv Cr CC8(CECdr Cv y g £Z7lylN+ n8 

7C )bRnd êA8vHb(CdrC+ Cv Cr CC8(CECdr Cv lP—< g lPf<4Pf mn8a rn8r r)Hé

y CCr CbdC EêEnvaC Cv Cr CC8(CECdr Cv y 2 !7ly7l g Jé’CCCarvnd xé

’CCCarvnd •é *!DCéO+ méPJ]” é èùCCmb1C 7CC bmm(v1brvndC -nadêCC

Cr 1b8Cb(CC *)narCECdr 1b8Cb(CC+ C|)narCECdr 1b8Cb(CC+ CbdC EêEnvaC” 

CCr 8d b(ç^-aC 7C zbdb1,é

M.C CCarv nd "é *!DCé(6+ méS9” Nv yù CCr -nadêC Cr )narCECdr

1b8Cb(C *C|)narCECdr 1b8Cb(C”+ Cr y— CCr -nadêC Cr 1b8Cb(C+ b(naC (CC 

bmm(v1brvndC yù y— Cr yw yù Cndr C((CC b8CCv )narCECdr 1b8Cb(CC 

*C|)narCECdr 1b8Cb(CC”é
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P 1Soient les applications T et N définies sur [L„[0eLCEm(C Pé

Cr 7ê1avrCC 1nEEC C8vrT

- si y = Nx, alors y(t) = f(x(t),t), où f(*,t) est une fonction 

réelle telle que f(o,t) =0, et il existe un couple de nombre 

réel a, P, P > a, p > 0, tel que

)* syx+r” | )*sy(+r” . 5 Da ü
thy ô syP

r
|Cv ? g yL+ b(naC ?*r” g ü ç*r|y”L*y”7y+ nœ çra” CCr 8dC 

)nd1rvnd aêC((C rC((C A8C ;€<ç*y”£7r 

ed HCar8 7CC 7ê)vdvrvndC 7C 1b8Cb(vrê 1v|7CCC8C 7nddêCC+ nd b A8C

ed mbarv18(vCa+ o CCr CbdC EêEnvaC Cr y CCr

V JJ +

y Cr o Cndr 1b8Cb(CCé

e-fortement causale. De plus, de l’Assertion 3 on a que T+N, TN, et NT 

sont,elles aussijcausales, et l’Assertion 4 implique que les applications

TN et NT sont e-fortement causales.

udC bmm(v1brvnd y CCr bmmC(êC mbCCvHC Cv V LéyL I ü J mn8a rn8r

J rC( A8C VL+yL I C C£L£ é 

Cv V L|?éy*L|?”I NT Jé mn8a rn8r Lé?üOé

LXOT y CCr )narCECdr mbCCvHC Cùv( CLvCrC 8d C I

y CCr mbCCvHC 7bdC (C CCdC vd1aêECdrb(

eLCEm(C xé èùbmm(v1brvnd y 7ê)vdvC 7bdC (ùeLCEm(C P CCr mbCCvHC *C|)narC:

ECdr mnCvrvHC” Cv+ Cr CC8(CECdr Cv+ t*à\8”+ (b rabdC)naEêC 7C Kn8avCa 7C 

(b )nd1rvnd ç*a”CCr rC((C A8C (b mbarvC aêC((C 7C t* + CCr

mnCvrvHC mn8a rn8rC Hb(C8a 7C Eé sCrrC 1nd7vrvnd CCr êA8vHb(CdrC j (b 

1nd7vrvnd çênEêravA8C A8C rn8C (CC mnvdrC 78 7vbçabEEC 7C o?A8vCr bCCn1vêC 

bHC1 (b aêmndCC Cd )aêA8Cd1C 7C y+*y|C(”+ Cndr (n1b(vCêC j (b 7anvrC 7C 

(ùbLC 7CC vEbçvdbvaCCé èùbmm(v1brvnd o CCr mbCCvHC *)narCECdr mbCCvHC ” Cv

Cr CC8(CECdr Cv (b )nd1rvnd )*é+r”+*)*é+r”|C”+CCr rC((C A8C )*n+r”sy | J+

mn8a rn8r re!J+ “” Cr rn8r dnE-aC aêC( c. sCrrC 1nd7vrvnd CCr êA8vHb(CdrC j 
(b 1nd7vrvnd çênEêravA8C A8C mn8a rn8r rX !s+»”+ (C çabm,C 7C ) *é+ r”+ *) *é+ r”|C ”+ 
Cnvr 1ndrCd8 7bdC (C maCEvCa Cr (C ranvCv^EC A8b7abdrC 78 m(bd 1barêCvCdé
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Si T’ et T" sont passives(fortement passives) pour tout 

3' ^ 0 on a que l’application TT 1 aT" est passive (fortement passive).
’CCCarvnd '+

i’CCCarvnd ]é Nv y CCr mbCCvHC *)narCECdr mbCCvHC”+ Cr . _ y CCr 
vdHCarv-(C+ b(naC y*. _ y”| CCr mbCCvHC *)narCECdr mbCCvHC”é

DêEndCrabrvndé Nv y CCr mbCCvHC+ b(naC *. _ y” CCr b8CCv mbCCvHC 

*’CCCarvnd '”+ Cr mn8a rn8r LüO+ nd b

Vy*. _ y”|P V y?+ ? _ y? [ I J+G+•s|

|Pnœ ? 2 *( _ y”f Gé

’CCCarvnd 9é Nv y CCr mbCCvHC *)narCECdr mbCCvHC”+ b(naC mn8a rn8r 
LüO+ rXH+ nd b V lüL+ ylüL I ü J * ü C(lü.x”é

Démonstration. Nv y CCr 8dC bmm(v1brvnd mbCCvHC Cr 1b8Cb(C+ b(naC mn8a

rn8r L)O+ Cr rn8r tfv, nd bT

V lüL+ ?tx> = < lü I ylü+ lrL I v Jéénd

èùbmm(v1brvnd y CCr )bv-(CECdr b77vrvHC Cv mn8a rn8r raH Cr
ylü _ y*. | lr”LLXO+ y àn8vr 7C (b manmavêrê C8vHbdrCT yL

’CCCarvnd ]é èCC bmm(v1brvndC C8vHbdrCC Cndr )bv-(CECdr b77vrvHCC T 
rn8rC bmm(v1brvnd (vdêbvaC[ rn8rC 1nE-vdbrvnd (vdêbvaC 7ùbmm(v1brvndC 
)bv-(CECdr b77vrvHCC[rn8rC 1nEmnCvrvnd yùy—+ nœ y— CCr )bv-(CECdr 
b77vrvHC Cr yù CCr (vdêbvaC[ rn8rC 1nEmnCvrvnd y— yù nœ yù CCr 
CbdC EêEnvaC Cr y— CCr )bv-(CECdr b77vrvHCé

’CCCarvnd Sé Nv y CCr )bv-(CECdr b77vrvHC Cr 1b8Cb(C+ b(naC mn8a 
P x r|rn8r 1n8m(C l + l 1)l 6 nd b A8C

*lx | lP” y | *lx | lP” ylP _ *lx | lP” y *lx | lP”é
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DCEndCrabrvndé l8vCA8C y CCr CvE8(rbdêECdr 1b8Cb(C Cr )bv-(CECdr
additive, on a

O 1(p- _ pJ-) x 0 “I *>
(P“ - P ) TP^

et
T = TP1 + T(I - P1).

1, et P2(I - P1) - P2 - P1, il suit

? 1 2 11 2 1 2 1 
(P - P ) T ~ (P" - P ) TP f (P - P ) T (P - P ).

2 .J.ed n-CCaHbdr A8C l l g l

èCC bmm(v1brvndC 7ê)vdvCC 7bdC (ùCLCEm(C P Cndr )bv-(CECdr 
b77vrvHCCé DCùm(8C+ Cd 8rv(vCbdr (ù’CCCarvnd h+ nd b A8C (CC bmm(v1brvndC 
yo Cr y r| o Cndr+ C((Cff b8CCv+ )bv-(CECdr b77vrvHCCé

Exemple 3.

Exercices
DêEndraCQ (CC ’CCCarvndC P Cr x *!DCé( mé S"|S'”é6 e ’

DêEndraCQ A8C Cv CCr mbCCvHC Cr KJ CCr )narCECdr mbCCvHC+ Cr Cv 
à _ KBa bCr éEHCarv-(C+ C(naCP

|P*è (?xà v àarCECdr mbCCvHC *!«véx+6 mé •S”éCCr



P"

xé Nyhusyuhe DeN N®NyepeN zcusèeN l’h h’llchy ’ è’ Ny’z.è.ye

xéP onrvnd ’LvbEbrvA8C 7C Nrb-v(vrêé

erbdr 7nddêC 8dC bmm(v1brvnd -nadêC+ 1ndrvd8C Cr 1b8Cb(C 
ûT |F dn8C 7vandC A8C (C C?Cr^EC -n81(ê aCmaêCCdrê 7bdC
(b Kvç8aC P CCr Crb-(C 7bdC (C CCdC CdraêC -nadêC | CnarvC -nadêC 
Cv 1C C?Cr^EC àn8vr 7C (b manmavêrê A8C+Cd 1naaCCmnd7bd1C j rn8rC 
CdraêC ?üO+ (b CnarvC Q CCr 8d ê(êECdr -vCd 7ê)vdv 7C O+ Cr (ùbmm(v:
1brvnd CdraêC | CnarvC CCr 1b8Cb(C+ -nadêC+ Cr 1ndrvd8Cé

CnarvCCdraêC û? U

Kvç8aC PT N?Cr^EC -n81(ê 7C -bCC

Soit le système K: [L J'O, =») , Pt]-> [L2[0, œ),?1] 

si, x,ycL2[0,<=)et x

")y(T)dT+ r ^tÿ(T)dT+ Z. l-uyCt - t^ , tf (L0
i~l

où: r s 0, et sCt) |dT < «, “ (1^ !
i-I

Exemple 1. rWl.21,
7ê)vdv 1nEEC C8vrT 
b(naC
r” ü ütsr | 1n”

V » é

èC C?Cr^EC ’ 1,bZdC )CaEêC aCmaêCCdrê 7bdC (b Kvç8aC P CCr 8d C?Cr^EC 
Crb-(C 7bdC (C CCdC CdraêC -nadêC | CnarvC -nadêC Cv (C 7vbçabEEC 7C 
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1ndCv7êaêC Crb-(CC 7bdC (C CCdC bLvnEbrvA8Cé

Considérons l’application K: [L2(- + œ), P^'] -*

[L2(- », + œ), P1'] définie comme suit: si x,j*;L2(- », + œ) 

et x = Ky, alors x(t) = y(t - 1) - y(t). Clairement K est bornée, 

causale, et continue.
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contrainte de causalité dans notre définition de stabilité, nous aurions

un système stable du point de vue axiomatique.
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T ^Retardv + +

^ - I

Figure 2: Le système considéré dans l’exemple 2.
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Dùv1v v( C8vr A8C mn8a rn8r ?üO v( CLvCrC 8d ê(êECdr QüO rC( A8C 
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aCmaêCCdrê 7bdC (b Kvç8aC P-”é

zêEndCrabrvndé.( C8))vab 7C EndraCa A8C (b Crb-v(vrê 78 C?Cr^EC 7C (b 
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(1)- y - NT(y - x) 

x = NT(y - x).

v - X

(2)

En applicant T aux deux membres de (1) on obtient 

T(y - x) - Ty - TNT(y - x) 

c’est à-dire
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Théorème 3. (Théorène du Déplacement des pôles). Du point de vue de la

stabilité les deux systèmes bouclés représentés dans la Figure 3
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7C (b Crb-v(vrê+ (ùvEmnarbd1C 7C 1CC aêC8(rbrC CCr CvEv(bvaC b 1C((C A8C 

man18aCdr (C r,êna^EC 7CC p8(rvm(v1brC8aC 7C èbçabdçC Cr (C r,êna^EC 7C
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££û££ |||| ? V P+ b(naC (C C?Cr^EC 7C (b Kvç8aC P CCr Crb-(Cé

ed HCar8C 7C (ù’CCCarvnd xéPéP+ v( CCab C8))vCbdr 7C 
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’ 1C manmnC+ 1ndCv7êaCQ (b C8vrC 7ùê(êECdrC CLü■ 7ê)vdvC mba (CC aC(brvndC 

vrêabrvHCC C8vHbdrCC T
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L+ g ? | ûL 1 J n

? | üGx
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| ûLL | ? d J d|P f

c-CCaHCQ A8C 1CrrC C8vrC CCr 8dC C8vrC 7C sb81,?é ed C))Cr+ mn8a 1,bA8C

1n8m(C 7C dnE-aCC CdrvCaC d Cr m nd bT

x ) = ||x n "d(x - x!|= i|Kx t ri1 n-1 - Kxn + p ’ n + p -1n + p

^ v2ilx< vliX T - xY n-1 n + p - _ Xn + p - 2^ “ vllxo - Xjjl<n-2 • • •

< Vn Hxp - x^lK 11Xp_-^ - +... + 11x.^ - xo||

np-1<vn yp i x1 - xjl + ||x1 _ xQ 11+ .... Ilx^j^ - xJ < ^ (3)llx - Xo:i •V
- Y" 1

ed 8rv(vCbdr (ùêA8brvnd *•”+v( C8vr A8C mn8a 1,bA8C 1 I J nd b 

7*LE+Ld” V C mn8aH8 A8C d+E C o*C”+ nœ o CCr rC( A8C
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ed 8rv(vCbdr (ùêA8brvnd *x”cd mC8r b(naC 1nd1(8aC A8C CLü■ -* èsq 

nd CùbmCaRnvr A8C Ln CbrvC)bvr (ùêA8brvnd *P”é 

\” *. _ û”|P

*. _ û”—ü!J6g J+ Cr v( CCab C8))vCbdr 7C EndraCa A8C *. _ û”ôü
s(bvaCECdr+ *._û” !J6 g J+ 7nd1CCr -nadêC Cr 1ndrvd8Cé

CCr 1ndrvd8C

7bdC (C CCdC 7C èvmC1,vrQé ’ 1CrrC )vd n-CCaHCQ A8C mn8a rn8r 1n8m(C Lü+LxrO

on a

Kx-J^ - (x2 !- Kx2) 11= ||x1 - x2 - Kx2 + ^ IlI'*, +

ll^i - x2 ‘I (1 - y). (4)^||x1 - x2H- ||Kx2 - Kx^l ^

lnCCQ EbvdrCdbdrT

g *. _ û” Lü

?x g *. _ û” Lx é *'”

Des équations (4), et (5)?et le fait que (l + K) est invertible, il 

suit que pour tout y^, y2 €H on a

! y1 - y2l| s(l - Y) H (I + K)-1y1 - (I + K)_1y2H . (6)

Dé quation (6) implique

|i(T + K)-1yî - (I + 1<
(1 - y)yi - y2;l

c’est-à-dire: (l + K)-"*"

n(I+K)-^ est causale". L’équation (2) implique que (I +K)~^ 

être vue comne la limite d’une suite d’applications causales, 

causalité de (I + K)-^" devient alors vine conséquence immédiate de 

l’Assertion 1.2.3.

est continue dans le sens de Lipschitz.

peut

La
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(Stabilité des Transformations Fortement Causales).

Si l'application N est causale, continue dans le sens de Lipschitz, 

faiblement additive, et telle que N [0] — 0, et T est linéaire, bornée 

et fortement causale, alors le système de la Figure 2 est stable.

Théorème 2.

ed 8rv(vCbdr (ù’CCCarvnd xéxéP+ v( CCab C8))vCbdr 7C
EndraCa A8C (ùbmm(v1brvnd *. _ yo” CCr vdHCarv-(C Cr A8C *. _ yo”|ü 

CCr -nadêC+ 1b8Cb(C+ Cr 1ndrvd8Cé

v” *. _ yo” CCr vdHCarv-(Cé

DêEndCrabrvndé

.( )b8r EndraCa A8C mn8a rn8r ?üO v(

CLvCrC 8d+ Cr CC8(CECdr 8d+ LüO rC( A8C

*9”? g L _ yoLé

4 hCdraê CnarvC
y p

_f oB B

Nv o CCr )bv-(CECdr b77vrvHC Cr y CCr )narCECdr 1b8Cb(C+Figure 2:

ce système est stable.

De la causalité forte de T nous avons JdPTdP = 0. 

l’existence d’une partition fi = fto = 

telle que

Ceci implique

• 5» = 'J ^• • •

HZ AP(q)TAP(q)ll < ,

c’est-à-dire,

llAP(çi)TAP(§i)H < ^i^-,
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T). De l’hypothèse que N est causale et faiblementpour tout i C 1,2 

additive et les Assertions 1.2.8, et 1.2.9, il suit que

• • •

||AP(Ci)TNAP(si)|| - llAP(Ci)TAP(?i)NAP(çi)||< 1 (8)

pour tout i C 1,2,...,n.

Observez maintenant que résoudre l’Equation (7) est équivalent à 

déterminer un xêH tel que
Si

AP(Çi)y = AP(§i)x + AP(§i)TNP x 

où: i = l,2,...,n. Or, si xêH satisfait l’Equation(7) alors de 

la causalité de TN, il faut que AP(Ç^)x satisfassel’Equation(9). 

Réciproquement, supposez qu’il existe un xëH tel que APC^)* 

satisfasse l’équation (9). Alors on aurait:

(9)

" AP(C.)y C C AP(CJx + E 2.5Del’h. ype 
C1 1 iCl 1 i-1 1

où cette équation est identique à l’Equation (7). 

Pour i C 1, l’équation (9) devient

AP(ç1)y C AP(C1)x + o.5tylèsoq5tylpu

>te.is, de l’équation (8) on a que APfej)TNAP(ç^), la restriction de 

T à l’espace Hilbertien o.5Nclae est continue dans le sens de 

Lipschitz et a une norme de Lipschitz plus petite que 1. En appliquant 

l’Assertion 1, il existe alors une application causale telle 

que l’élément

(10)

AP(C1)x C K1AP(ç1)y

est la solution unique de l’équation (10).

(H)
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l
Pour i r: 2, l’équation (9) devient

AP(§2)y = AP(§2^x + Ap(§2)TNp x. (12)

En observant que TN est faiblement additive (voir l'Assertion 1.2.8), 

cette dernière équation peut-être réécrite comme suit:

£P(52)y - Ap(ç2)TNAp(^1)x - Ap(?2)x + Ap(§2)tNAp(ç2)xj

dans laquelle, encore une fois, l'application AP(?2)TNAP(§2) est continue au 

sens de Lipschitz et possède une nome de Lipschitz inférieun?à l'unité. 

L'Assertion 1 peut alors être appliquée de nouveau et il existe une 

application causale qui donne la solution suivante et unique de 

l'équation (12)

Ap(ç2)x - K2[AP(§2)y - TNAP(§1)x],

où A,P(ç^)x est définie par l'équation (11). 

obtenu AP(§-^)x, AP(Ç2)x,..., AP(çi_^)x, l'unique solution de 

l’équation (9), AP(§^)x, peut être calculée canme suit:

Par induction ayant

AP(§,)x = K.[AP(ç.)(y - TN iË1AP(?.)x)] 
1 11 j=l 3

(13)

où est une application causale.

Ces relations récursives définissent l'élément x = § AP(?-)x
i=l 1

et cet élément constitue l'unique solution de l'équation (7). 

On peut alors conclure que I+TN est effectivement invertible.



27

TN)"1ü) (I est causale. Il sera suffisant de montrer que pour 

tout t£v et chaque y^H, nous avons (Voir Assertiùn 1.2.1)

Pt(l + TN)_1y = Pt(l -l-TN)-1?^.

A ce propos considérons la partition Cl de v définie par

= 1 ~ ^o’ ^1’ ^2’’'*’ ^i—1’ ^’ ^i

(14)

•> 5n= 'J’QT > • '

où [?0> lN] est la partition Q considérée dans la première 

partie de la démonstration et il a été supposé, sans aucune perte de 

généralité, que ^ < t< ^i’ utlli.sons les notations suivantes:

2 C (I + TN)”1 y2,

De l’équation (13) nous obtenons

• • •

x1^ (I + TNrV , X

' 1 + 2 o*ou y = y et y = P y.

j-i qxq = (I + TN)_1yq = Ki[AP(ç.)(yq - TNP
J J

n x")]
j=i, jA 

§ * ? •+ Kt[(Pt - P 1-1)(yq - TNP 1_1xq)]

A - P1)(y q- TNPtxq)]+ [P
ai

Par inspection, de cette équation il suit queoù q = 1,2.
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I

0 A-,*19A-^i+tN) 00Aly
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A3(I+TN) 39 99N3TN*3™û3y

0

f\ *nAn(+TN) 0I An™A TNnAn™Any

! 0

l
4

I

Si y et x sont tels que: y = x + TNx, et dans le cas où N est causale et faiblementFigure 3.

additive et T est linéaire et fortement causale, les équations ci-dessus donnent les relations 

qui lient AP(Çj)y à AP(§i)x,

to
X
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n?i-l 1 D5i-1 2
P x - P x

1 2 ^2 1 ^2 2 
P X = P X , P X Px,..

Ceci implique la validité de l’équation (14).

concernant le fait que (I + TN)~^ est bornée et continue peut être

nt 1 2, P x =- P x .• 9

La démonstration

obtenue en utilisant une méthode similaire (Voir [Ds.l] p. 130).

Théorème 3 (Stabilité des Transformations e-Fortement Causales et 

Fortement J^ssives ). Si N est une application bornée, causale, 

continue dans le sens de Lipschitz, faiblement additive, et passive, 

dans le sens incrémental et T est linéaire, bornée, e-fortement causale 

et fortement passive, alors le système de la Figure 2 est stable.

Encore une fois, en utilisant l’Assertion 2.2.1, 

il sera suffisant de montrer que l’application (l + TN) est invertible 

et que (l + TN) ■*"

observez que pour tout tc\i les restrictions de N et T sur P^H 

satisfont les hypothèses du Théorème 2 et par conséquent, pour 

chaque y^H et tout tc\) il existe un unique élément P^xêP^H tel

qfi - pV - PtTNPtx.
De plus cette transformation de P^y dans P^x est causale.

tout ce qu’il faut démontrer est alors que

! x | — lim IpV; 
tr*t

Démonstration.

est bornée causale et continue. Pour ce faire

que

(15)

D’ici,

», et que la transformation de y dans x est bornée,
oo

et continue.
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La démonstration que |x| , et la transformation y x sont bornées 

est basée sur les deux inégalités suivantes (démontrées dans la remarque 

donnée plus loin):

! y |+ IP^P^P^IIP^I (16)

et

<Pty, P^^ > S ôlP^^I2 

où ô est ion nombre réel positif tel que pour tout z€H on a

^ b ! z j2.

mqnm s C |PtNPtx | 2

(17)

En effet, de l’inégalité (17) on obtient<"Tz, z >

d’OÙ

"1|Pty| s 6_1!y|,5qcqcm (18)s 6

et en utilisant cette inégalité dans (Ifc) on a

IP^I < |y| + |T| |y | ô \

c’est-à-dire

jp^l < (1 + rCy1è1l |y| .

Cette dernière inégalité implique que

lim (P^l C |xj < (1 + 6-11TI ) |y I •
» , 
effectivement invertible et (I + TN)

Pour démontrer que (I + TN)-'1' est continue, il faut montrer que

Donc (l + TN) est

est bornée.

pour tout yîH, et e > 0, il existe un ô(e) > 0 tel que:

- yol< ô(e ) » alors on a |(l + TN)-1yo!

C (l +TN)_^y, et notez que

si y < e. Pour ce faire

C (I + TN)_1y et xposez p, o’



3L

- PttN (19)ptxo =

Pty - PtTN P^. 

Cela implique,

P^

(20)P^

_ PtTN Ptxo - pV + PtTN (21)- P^ - Pty0

done :

- pV II + IIP^N P^ - PtTN P^JI .Ptxo - P^ < \\?ty0

_ j^! + \:?trW P^ - PtrTN P^JI . (22)< 'iy0

Observez maintenant que de (19) et (20) on a

< P^ - P^ , P^Sc - P^P^ > 
o’ d< p^ _ pV, pSp^ - PtNPtxo> 

f <PtT(PtNPtxo - P^PM, (pSp^ - PtNPtXQ)> (25)

En utilisant la passivité forte de T et la validité (démontrée dans la 
remarque) de l’équation suivante

|pV\ - p'Np^I 2 6-1|Pty-Pty0! 2 s'VyJ,

on trouve que l’équation (23) implique qu’il existe un 6 > 0 tel que

(24)

< P^ - pVo, pV^ - phip\> s ô^lly _ yjl. (25)

£n utilisant (25) dans (22), on obtient 

HPtxo - P^ || <(1 + 6-1)||y - yjl

<-(1 + ^_1)||y - yjl.

Cette dernière équation implique 

- x || <(1 + ô-1) "yl!xo - yjl. ( 25 J
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et pour ôU) = —~ on a que: ||y - yj)^ ô(e)Donc pour chaque - > 0, (l+ô_1

X i < (1 + ô"1) —^r
° (1+5 ^implique x - — e.

Pour terminer, il reste à vérifier la validité de (16) 

et (17). La première inégalité est une conséquence directe de 

l’équation (15). Pour obtenir l’inégalité (17), notez que de 

l’équation (15) on a

< Pty, P^T^x > C < P^ + PtTNPtx, P^P^ >.

-C < PtTNPtx, qfdcvp > + < pV PtNPtx >.

Remarque .

D’ici en utilisant la positivité de N et la positivité forte de T 

on obtient

< pV, PtW>tx> 2< P^pStV P^^ > s § jp^^j2.

La validité de (24) peut être démontrée coitme suit.

De (19) et (20) on a :

qfi - P^ C Pty - qn - PtTNPtx + PtTNPtx .
O O o

D’ici on obtient 

<Pty - pVo, PtNPtx - P^^ > C

< P^ - P^ + PtTNPtx - PtTNPtx , P^P^ - pSp^.
O o >O
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- + <PtTNPtx - P^NP^ , P^^ - P^P^ >
o* 0 0

C < p^

En vertu de la passivité incrémentale de N, et de la passivité 

forte de T, il suit

<Pty - P^, PtNPtx - P^^^ ^ ôlP1^^ - P^P^I2

donc
Z

IpV - pVqI'IpVx - P^P^I s ô I PtNPtx - P^P^I

et d’ici nous obtenons finalement

IP^P^ - P^P^ ! < C-11 y - y | .
o o
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METHODES DU CIRCLE ET DE LA LIGNE DE POPOV4. APPLICATIONS:

4.1 Méthode du Cercle

Système considéré dans le Théorème du Cercle.

Le théorème du Cercle concerne le système de base représenté

dans la Figure 1, où N et T sont deux applications définies sur

=), P1]- En particulier, N et T sont définiesl’espace 

comme suit:

- si w,z L2LO, œ) et w 

f(.,t) est une fonction réelle telle que: f(0,t) C 0, et pour 

un couple de nombres réels a,P, avec (3 > 0 et p > a, on a que

Nz, alors w(t) — f (z(t),t), où:

a < f(a2.t) - f(CTl,t) < p;
a2 " CT1

œ), et z — Tx, alors z(t) C [^(t - T)x(T)dT, où
J d ,- si z,x €L2[0, 

g(r) est une fonction réelle telle que

j “IgC-r) |dT < ».

sortieentrée ^ T N ^- - >
y +

Figure 1. Système de base considéré dans la méthode du cercle
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Théorème du Cercle. Si le système linéaire représenté dans la

Figure 2 est stable, alors une condition suffisante pour la

stabilité du système de la Figure 1 est que:

G( .1 a)sup
'ihl 0,oo)

lè (3 - a) < 1, (1)l+2((y+'B)G( jtu)

où G(j'jj) est la transformée de Fourier de g(r) •

il G0*«)
2

Figure 2: Système associé au système de la Figure 1.

Demonstration. En utilisant la notation F I, et en vertu de

l’Assertion 2.2.3, on a que la stabilité du système de la Figure 1

est équivalente à la stabilité du système représenté dans la Figure 3.

De plus, de l’hypothèse que le système de la Figure 2 est stable et

du théorème 3.1 on a que le système de la Figure 3 est stable si

T]_1T[N-^^-^ I-]|| < ||[I+(^)T]"1Hn|N-(^)I|| < 1. (2)
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Mais puisque

o(.ici))
1 + (a + P) G(.iüJ

1T sup
[0,®)rI + '

2

et
(i)

(p- a)|N - I II < 22

alors lrinégalité (2) est sûrement satisfaite si l’inégalité (1)

l’est.

I L

+
sortieentrée i, T N

y

Système Equivalent au système de la Figure 1.Figure 3:

Interprétation Géométrique du Théorème du Cercle ( CRITERE DU CERCLE)

Le critère du cercle est constitué par l’interprétation géométrique

des conditions imposées par l’énoncé du théorème du Cercle. Pour présenter

cette interprétation, il est convenable de considérer séparément les deux

cas : a ^ 0, et or < 0.

(i) Cette inégalité est une conséquence du fait que pour tout nombre réel

çy + 3on a N - \I |!< max {l3-\|, notez que pour \ 2

13 - \| C |x - o], C - ») .
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L’équation 1 est équivalente à la condition que le diagramme 

de Nyquist de 0(3^) n’a aucun point en commun avec la région intérieure

De plus,

si cette région n’est pas encerclée par G(ju)), alors le système de la 

Figure 2 est stable.

cas a ^ 0.

cercle de centre (- -jC- + ^),0) et rayon r C 4(— - .
a P ^ o' qau

Dénonstration. Si les conditions du cercle sont satisfaites clairement

le diagramme de Nyquist de G(ju) ne peut pas encercler le point 
1 2(- — ,0) C (- ,0) parce que ce point est intérieur au cercle

(Notez que - — < - è).2 <
P+Cf PCï

De la méthode de Nyquist il suit alors que le système de la Figure 2 

est stable, et il reste à montrer que l’équation (1) est satisfaite.

(i-i)-a—ai<-
i

i Plan Complexe/ ' /
I //

Zone Interdite
~n 7 r~T-ri -7

—>/i
O'

G( juu)s'

Figure 4 : Critère du Cercle dans le cas a ^ 0.



38

P = 2. 5D 

e l 2. ’h
yp

f(x(t),t)
/

N ^

62 1XJ
0.

>
x(t)

Figure 5 : Signification de a et p.

Pcrur ce faire, posez

~ ReCG(ûtü)15 Gj ~ Im[G(j(i))]-

Si la condition du cercle est vérifiée, on a:

2cy + P■)]2 + Gj2rGR + è( 1> 4o 3
ai

c’est-à-dire,

2 2 2 2 
3 t cT - 2ry3 - cT - 3 - 2a-gGR + GÎ > 3

K X
Si2 o' + 3+ 2 n2 or Por 3

et, finalement,

cv 3(Gr2 + Gj2) > - 1 - (a + p) G^ (4)
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Evidemment la démonstration sera complète si on montre ot’ l’inégalité 

(3) est bien équivalente à l’inégalité (4). 

l’inégalité (3) est équivalente à l’expression suivante:

A ce propos, notez que

2V è sqD
[1 + 2 (a + P) A89• +[2(» + P)Gi]2

c’est-à-dire,

A8• + |e• < [

Il suit

uN D ca N Daq u f i sbaqD PA8 + Gj

c’est-à-dire,

(C8• + Gj2] (

Cette dernière inégalité est équivalente à l’inégalité (4)

2
[[1 + ■4(0' + P)2 A8• + (o' + .l9A8 + y5,N 4- p)2 Gj2] .

6

1 + + g)2 (^2 + (a + p) A8 + + p)2 A)• ,m

2 2P + 0 + 2.5D2 2B + a - 2Û'P l5A8• + Gj2) + (cv + p)GR.•)<!+( 44

Si le diagramme de Nyquist de G(iu) n’a aucun point en 

commun avec la région extérieure au cercle de centre (-èQ + p-))®) et 
rayon 4 (i - ^-), alors les conditions du théorème du cercle sont 

satisfaites.

Cas a < 0 .

Démonstration. Notez que si la condition du cercle est vérifiée,
1 2alors G(ÿju) ne peut pas encercler le point (- - , 0) C (- r ,,A. p

parce que ce point est extérieur au cercle. (En effet, si

0),

» < 0, p > 0, alors on a

i).2- ou bien2 —, „ - > -Cf + P Cf<ou bien PCf + P
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III il ! !
Zone Interdite // / / rrm

9>

Condition du cercle dans le cas a < 0.

P ^ tg e2
f(x(t),t) a = tg ei
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En appliquant encore une fois la méthode de Nyquist, on peut alors conclure

Pour montrer que l'équation (1) est 

aussi satisfaite, notez que l'inégalité (3) est équivalente à l'inégalité 

D'autre part, la condition du cercle est équivalent^ l'inégalité

que la condition i) est satisfaite.

(4).

suivante

O3 - a)2[Gr + i (^V-) A V < ; 2 ,2 
a p

c'est-à-dire,
i g 2 + - 2 q[3 2-a2O' + gG 2 CR "r ^i2 • 2 çy g- af" < 4 2 R2ty p

o-g

et finalement (notez que op < 0 î )

cy g(GR2 + Gj2) > - 1 - (o + g) Gj^.
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2. Méthode de la Ligne de Popov

Système considéré dans le Théorème de Popov

Le théorème de Popov concerne le système de base représenté dans 

la Figure 1, où N et T sont définies sur l’espace [L^fO,»),Pt].

En particulier la description de N et T est la suivante:

- si z,x fL2[0,œ) et z C Nx, alors z(t) C f(x(t)), où f(.) est 

une fonction telle que pour un nombre réel p > 0 on a que

f(a2) - f(al)
° 2 ~ CT1

0 < ^ P ;

—si w j z ÇL2[0,®) . et w CC T alors w(t) C - T)z(T)dt, où

g(t) est une fonction réelle telle que

|g(T)Idt < ».

sortie
entrée N T

+

Le système considéré dans la méthode de Popov.Figure 1 :

Théorème de Popov. Une condition suffisante pour la stabilité du 

système de la Figure 1 est l’existence d’un nombre réel positif 

q > 0 tel que

Re[(l + jqa))GUtJu)] + p-1 nhr^ ô > 0 tout UD €[0,œ), 

où G(jy) est la transformée de Fourier de gCi).
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Démonstration. En dénotant par F l’application linéaire et causale

représentée par la réponse en fréquence (1 + juuq), et en utilisant 

l’Assertion 2.2.2, on a que le système de la Figure 1 est stable si le système

En appliquant l’Assertion 2.2.3, lade la Figure 2 est stable, 

stabilité, de ce dernier système est équivalente à la stabilité 

du système'de la Figure 3. Dans ce système on a que l’application

g-1 N
1 + jû;q

est passive, et, en appliquant l’Assertion 1.2.6, on

(l+jajq) N

passive; de plus, l’inégalité (1) garantit la passivité forte de 

l’application (1 + j(juq)G(jo)) + p-^. La stabilité du système de la 

Figure 3 peut alors être obtenue comme conséquence immédiate du

est,elle aussi.obtient que l’application [I +

Théorème 3.3.

sortieentrée 1
a>q)G( juo)0-+ju>q)

Application de la technique des multiplicateurs.
Sysjtème F or temen t_Pa s s if

Figur-e 2 :

C
Système Passif

> P 1I

1+ ! +entrée îô(t+jwq) G( juj)1+jujq ^ N
+

-1!P

Figure 3: Application de la technique du déplacement des pôles.
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La démonstration donnée ci-dessus n’est pas rigoureuse 

puisque l’on suppose que l’application (1 + juuq) est bien définie 

dans .

considérant au lieu de L^CO,®) l’espace L2[0,œ)^ défini 

: L2f 0,oo)n L2s[0,®)

Remarque.

Cette démonstration peut être rendue rigoureuse en

ccrime suit

JT [ÿ(T)l2dtjr°y2(T)dt < œ
■v)-si , et < 00.

Une autre observation importante concerne l’application du

Théorème 3.3 pour obtenir la stabilité du système de la Figure 3.

Cette application n’est pas complètement justifiée puisque le système

en considération ne satisfait pas l’hypothèse sur la faible additivité

Cette difficulté peut-être aisénent surmontée ende la nonlinéarité.

augmentant l’envergure du Théorème 3.3.

Interprétation géométrique du théorème de Popov (METHODE DE LA LIGNE DE POPOV

Supposez que a et p sont deux nombres réels positifs, et que G(juu) 

est la réponse en fréquence d’un système linéaire invariant dans le

temps. Alors la condition

RgCU + jq<Ju)G( jo)] + ^ ^ 0, chaque au ^ 0,

est équivalente aux deux conditions suivantes:

le point G(j(ju) de la courbe de Nyquist est à droite
de la ligne qui passe par le point (- ^,0)et a uncoefficient angulaire

P
- (figure 2).uuq

ii) la courbe de Nyquist deG^jœ),

G (jeu) = Re[G(jou)] + j(i» Im[G( juj)]

est à droite de la ligne qui passe par le point (- ^ , 0) et a un
P

coefficient angulaire — (figure 5).

i) pour chaque ou,
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I H
m A

Zone Interdite

ÎTÏÏe

Figure 4 : Condition de Popov en termes du diagramme de Nyquist.

I H Am

1 Zone Interdite

R H*e

Condition de Popov en termes du diagramme de Nyquist modifié.
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Démonstration, i) Observez que

Re r(l + qjuu)G(juj)] ^ Re[G(juu) - quj Im G(ja))]

Par inspection directe, on a:

G(ÜUl)Çt -* RgG — qu^ ImG

G(uj^) £l+ -* ReG s qu,^ ImG - P 1

G(o)^) ReG^ qu^L ImG - B

-r1

-1

I Gm

l

~>
R Ge

i

H( juu )
“f-

l

Figure 6: Interprétation géométrique de la condition de Popov 

(diagramme de Nyquist).
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ii)

e-17C —1
qlH - Pm

Par inspection directe, on a:

G (j(u)c { -?-ReG(ju)) = qa)ImG - 

G (jw)c-L% ReG( jœ) s qa)ImG - 

G (j(u)€-t -^RgGCjoj) ^ ^

-» RgG - q1)IinG -Observez que RgG

r1
p'1

/ e

p-1R H" - ql H* - e n

y

l

Figure 7: Interprétation géométrique de la condition de Popov 

(Diagramme de Nyquist modifié).
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