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0. INTRODUCTION

Ce rapport commence avec l'introduction des concepts de contrac-
tion, causalité, causalité forte, passivité, passivité forte, et additi-
vité faible, (chapitre 1). Ensuite, il présente quatre théorémes
mineurs, c'est-d-dire le théoreme de 1'équivalence, le théoreéme des
multiplicateurs, le théoréme du déplacement des Péleset le théoréme
du systéme perturbé (chapitre 2). Enfin, il familiarise le lecteur avec
trois théoreémes fondamentaux appelés respectivement, théoréme de la
transformation contractive, théoréme de la transformation fortement
causale, et théoréme de la transformation fortement passive, (chapitre 3).
Pour rendre le développement unifié, auto-contenu, et, simple autant
que possible , nous adoptons la structure mathématique des espaces
des résolution Hilbertienne telle que récemment proposée et utilisée
par Porter [Po.2], Saeks[Sa.l], et 1l'auteur [Ds.17.

L'objectif principal est de fournir au lecteur, (étudiant gradué.
instructeur, chercheur, ou ingénieur pratiquant), les ingrédients essen-
tiels qui sont & la base de la théorie moderne de la stabilité telle que
développée par Popov, [Pv.17, Sandberg [Sa.l], et Zames, [Za.l], et
reprise plus récemment par Damborg, [Da.l], Holtzman, [Ho.l], Saeks[Sa.2],
Willems, (Wi.l], et un nambre d'autres auteurs. En effet, une lecture
attentive de tous ces travaux montrerait que les principaux résultats
associés avec eux ont été obtenus en employant, d'une fagon déterminante
méme si parfois plus ou moins directe, nos trois théorémes fondamentaux.
En particulier, une utilisation conjointe de ces théorémes et des quatre

théortmes mineurs permet de dériver, sur le champ, la plupart de



ces résultats de la théorie de la stabilité qui intéressent 1'in-
génieur des systémes. C'est le cas, par exemple, des résultats cons-
tituant la méthode de la ligne de Popov, et le critére du Cercle

(chapitre 4).



1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Espaces de Résolution Hilbertienne.

Nous supposerons que le lecteur ait une certaine familiarité
avec les espaces métriques, linéaires, normés, Banach, pre-Hilbertiens et
Hilbertiens. Les notions d'applications linéaires et nonlinéaires dans
ces espaces seront aussi supposées étre connues (voir[Di.2], FPo.l]).
Si x est un élément d'un espace de Banach B, la norme de x est
dénotée par le symbole |x|. Si T est une application définie sur B, alors T est

appe¥e bornée si |T|= sup |Tx| < ». Le nombre IT| est appelé 1la
OA%EB|x

norme de T. T est continue si pour tout y“B et tout ¢ > 0 il existe

un 5 >0 tel que Ix-y‘S § implique |Tx - Tyl £ &,

T est continue dans le sens de Lipschitz si

[IT = sup | Tx-Ty| & 5
0 # x-y€B "'Yi

Le nombre [|T|| prend le nom de norme de Lipschitz. Observez que

quand T est linéaire, alors le concept d'application bornée, continue,

et continue dans le sens de Lipschitz sont tous équivalents.

Nous procédons A la présentation de la structure des Espaces de Résolution
Hilbertienne [Ds.1],[Pa.2), [Sa.l]. Pour ce faire, soient H un
espace d'Hilbert, et v un ensemble ordonné avec élément minimum, to
et élément maximum, t . Une famille de projections orthogonales sur H,

(pt 2 : 5 b o
R = (P}, tSy, est une résolution de 1'identité si R jouit des deux

propriétés suivart es:
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v H=0, PLH=H, et P =P% pour k> e

Ri) P
Rii) si {P'} est une suite de projections orthogonales appartenant i R
et s'il existe une projection orthogonale P telle que

1im {P’x} = Px, pour tout xCH, alors P<R.

Un espace Hilbertien, H, muni d'une résolution de 1l'identité,

R = {Pt}, est appelé un espace de Résolution Hilbertienne

( en bref: ERH )et est dénoté par le symbole [H,Pt].

Exemple 1. Soit H constitué par L,[0,=),(L,(- =, + =)),

1'espace Hilbertien des fonctions réelles définies sur 1'intervalle
[0,0),((==, + »)), et telles que leur carré est intégrable dans le
sens de Lebesgue. Une famille de projections orthogonales
R=({PY, t[0,0], (€[, + »]), peut &tre définie comme suit:
si x,yELz[O,m),(Lz(- ®, + o), ety = Ptx, alors y(s) = x(s)

pour s<[0,t),(s€(- =, +t)), et y(s) = 0 pour s€[t, +®). Si t = w
alors PP’x = x, (et si t= -, alors P~ X = 0). Cette famille

R = {Pt} est une résolution de 1l'identité parce qu'elle jouit des
propriétés Ri) et Rii). Dans la suite nous pourrons alors parler
des espaces de résolution Hilbertienne [LZ[O, ®), Pt1, et

Ly(-=, +=), P*1,

Une autre notion fondamentale dont nous aurons besoin dans ce
développement est la notion d'intégrale dans un espace de résolution
Hilbertienne. Pour définir cette intégrale, soit T une application

transformant [H,Pt] dans [H,Pt]. Considérons les opération suivantes:



i) Choix d'une partition () de v, 0 = {€gs STREES gn}, ou

B = Yo B = G {gi}est un ensemble fini d'éléments de v

tel que gJ < §J+1 ’ J = 1,2’-..9 n-1.

ii) Considération de la somme partielle

Q

n Sk
1"=% AP(§k)TP
k=1

g g
& P k=1 et s, est un élément de v tel que

iii) Défiﬁﬁion d'un ordre partiel sur l'ensemble de toutes les
partitions (2 de v: 0 2 QZ si tout élément de (1, est contenu

dans Q.
1

iv) Supposition de 1l'existence d'une applicationTYugleque en correspondance
4 tout ¢ > 0 il y a une partition Qe de v telle que la norme de

l'a.pplication'ﬂ—lQ est plus petite que ¢ pour tout () = () .
(3

L'opérateurlﬁ obtenu en employant les opérationsi-iv) est appelé

1l'intégrale de T et est dénoté parfW - fdPTPS.
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I1 nous sera utile de considérer des légeres variations au concept
dtintégrale ci-dessus présenté. A ce propos, les notations
ﬁ dPTPS et ﬁdPTPs seront utilisées pour indiquer les intégrales qui
sont obtenues en choisissant Sico dans 1l'opération ii), respectivement
camme suit: s; = g, ;, Ou s = . De fagon similaire 1l'opérateur
fdPT(s)dP dénotera 1'intégrale obtenue en replacant (1), dans l'opération
ii), par 1'équation suivante:

Q_n
I'= 3 aP(g,)TAP(g,).
P X

Exemple 2. En reprenant [L2[0, ®), Pt], l'espace de Résolution Hilbertienne
décrit dans 1'Exemple 1, considérons 1'application T: [L,[0, =), Pt]—'[LZ{O, ), ‘P

définie comme suit: si y = Tx, alors

y(t) = g(t)x(t) +(AwK(t,s) x (s)ds,
LY ~ & pgoo 2
oli: gL _[o, »), et K(t,s) est une fonction telle que %Ly(t,s) dtds < o.

I1 n'est pas difficile de reconnaitre que les applications
.?dPTdP, ﬁdPTPS, et ﬁdPTPS sont bien définies . En particulier ces

applications ont la description suivante:
("PTaPx)(t) = g(t)x(t)

(AdPTP®x) (t)
(RapPTP®x) (t)

li

t
JPO K(t, s)x(s)ds

g(t)x(t) + L:K(t,s)x(s)ds.

Il
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1.2 Causalité, Passivité et Faible Additivité.

Soit T une application bornée définie sur l'espace de résolution
Hilbertienne [H,Pt]. T est appellée causale si pour tout Y1s Yy €H
tels que Pty1 = Ptyz, on a PtTy1 = PtTyz, (tout t€v); T est anticausale
si pour tout y;, y,6H, tels que (I-Pt)y1 - (I-Pt) Y, on a

(I-Pt)Ty1 = (I-Pt)Tyz; T est sans-mémoire si T est simultanément

causale et anticausale; T est fortement causale si T est causale et

[dPTdP = 0. Finalement, T est dite e-fortement causale si pour tout

tFv, t# t_, on a que pir est fortement causale.

. . . S
Assertion 1. T est causale si et seulement si T =|ﬂdPTP , ou

de facon équivalente, si et seulement si ptr = plrpt pour tout ty.

Assertion 2. T est sans mémoire si et seulement si T = IdPTdP = i,

Assertion 3. ([Ds.17, p.106). L'espace des applications bornées

et causales (fortement causales, e-fortement causales, sans mémoire)

est un algeébre de Banach.

Assertion 4. ({Ds.1], p.97) Si T' est bornée et fortement
causale (e-fortement causale), et T" est bornée et causale, alors les
applications T' T" et T" T' sont elles aussi fortement causales

(e-fortement causales).
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Exemple 1. Soient les applications T et N définiesrsur [12{0, ®), ptW

et décrites comme suit:

- 8i y = Nx, alors y(t) = f(x(t),t), ou f(,,t) est une fonction
réelle telle que f(o,t) = 0, et il existe un couple de nambre

réel o, B, B > o, B> 0, tel que
£( 72,¢) - £(°1,¢)

< < | H
o= 02_01 —r3,

£
-si y = Tx, alors y(t) = L g(t-r)x(r)dr, ot g(r) est une

n

fonction réelle telle que.k?!g(f)ldt < o,
En vertu des définitions de causalité ci-dessus données, on a que

T et N sont causales. En particulier, N est sans mémoire et T est

e-fortement causale. De plus, de 1'Assertion 3 on a que T+N, TN, et NT

sont, elles aussi,causales, et 1'Assertion 4 implique que les applications

TN et NT sont e-fortement causales.

Une applicatibn T est appelée passive si < x,Tx > = 0 pour tout

. . . . 2
xtH: T est fortement passive s'il existe un ¢ > 0 tel que <x,Tx > = glxl .

T est passive dans le sens incrémental si < x-y.T(x-y)> = 0. pour tout x,y“H,

Exemple 2. L'application T définie dans 1'Exemple 1 est passive (e-forte-
ment positive) si, et seulement si, G(jw), la transformée de Fourier de

la fonction g(r)est telle que la partie réelle de G(juw)(G(ju)-¢), est
positive pour toute valeur de w. Cette condition est équivalente & la
condition géométrique que tous les points du diagramme de Nyquist associés
avec la réponse en fréquence de T,(T-¢I), sont localisés A la droite de
1ltaxe des imaginaires. L'application N est passive (fortement passive ) si

et seulement si la fonction f(.,t),(f(.,t)-c),est telle que f(s,t)o = O,

pour tout t€[0, =) et tout nombre réel c. Cette condition est équivalente A
la condition géométrique que pour tout t¢[C,=), le graphe de f(.,t),(f(.,t)-¢),
soit contenu dans le premier et le troisiéme quadrants du plan cartésien.
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Assertion 5., Si T' et T" sont passives(fortement passives) pour tout

v+ = 0 on a que 1'application T' + oT'" est passive (fortement passive).

Assertion 6. Si T est passive (fortement passive), et T + T est

invertible, alors T(I + T)—l est passive (fortement passive).

Démonstration. Si T est passive, alors (I + T) est aussi passive

(Assertion 5), et pour tout x*H, on a
. -1 ) o
<T(I+T) " x,%>=<Ty, y+ Ty> 20,

oh y= (I + T)—lx.

Assertion 7. Si T est passive (fortement passive), alors pour tout

XH, t€y, ona< P'x, TP =~ 2 0 ( = <|P%]|?).

Demonstration. Si T est une application passive et causale, alors pour

tout xtH, et tout t-v, on a:

G

< Pltx, PPx > = < P'P%x, P'x ~ = < %, P>z 0.

Ltapplication T est faiblement additive si pour tout tfv et

xcH, T jouit de la propriété suivante: Tx == TP tx + L - Pt)x

Assertion 8. Les applications suivantes sont faiblement additives :
toute application linéaire; toute combination linéaire d'applications
faiblement additivesjtoute composition T'T", ol T" est faiblement
additive et T' est linéaire; toute composition T" T' ou T' est

sans mémoire et T" est faiblement additive.

Assertion 9. Si T est faiblement additive et causale, alors pour

tout couple Pl, PzéfPt} on a que

@2 - el 1= % - pY) 1t + 2 _ pY) T (% - PY).
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Demonstration. Puisque T est simultanément causale et faiblement

additive, on a _
(P2 - Pl) T= (P” - Pl) TP~
et

P == TPl + T(1 - Pl).

9
1, et P(I =~ Pl) = PP . Pl, il suit

o |
En observant que PP = P

@ - Y 1= % - phy !+ 02 - pY) 1 (% - Ph).

Exemple 3. Les applications définies dans l'exemple 1 sont faiblement
additives. De 'plus, en utilisant 1'Assertion <, on a que les applications

TN et T + N sont,ellec aussi,faiblement additives.

Exercices
] Demontrez les Assertions 1 et 2 ([Ds.l], p. 94-95).

Demontrez que si Fl est passive et F1 est fortement passive, et si

I+ F,T  =st invwvertible, alors

1

‘fL Vlfz)—] est tortement passive ([Wi.2] p. 39).
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2., STRUCTURE DES SYSTEMES BOVCLES PAR RAPPORT A LA STABILITE

2.1 Notion Axiomatique de Stabilité.

Etant donnée une application bornée, continue et causale

Kz [H,Pt] - [H,Pt“, nous dirons que le systéme bouclé représenté dans

la Figure 1 est stable dans le sens entrée bornée - sortie bornée
si ce systéme jouit de la propriété que,en correspondance a toute
entrée y“H, la sortie z est un ¢lément bien défini de H, et 1l'appli-

cation entrée - sortie est causale, bornée, et continue.

sortie

o

entrée

Figure 1: Syst&me bouclé de base

Exemple 1. [Wl.27. Soit le systéme K: [L,[0, ®), Pt]* (LZ[O, w),Pt]
défini comme suit: si, x,yCLz[o,w)et x = Ky,
alors

x(t) = [0t - )y(are v [Sy(rare 2
-

! hey(t - t5), &[0, =)

oi: r = 0, et L?’g(T)IdT < =, ?_'Hi‘ o
i=1 ST

Le systéme & chaine fermée représenté dans la Figure 1 est un systéme
stable dans le sens entrée bornée -~ sortie bornée si le diagramme de

Nyquist associé avec K n'encercle ms le point -1.
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Pendant que 1l'exemple 1 nous assure au moins en partie qu'une grande
classe de systémes considérés stables dans le sens traditionnel sont
aussi stablesselon le sens défini ci-dessus, le prochain exemple illustre
1timportance de 1'inclusion de la contrainte de causalité dans notre
définition axiomatique. En effet si cette contrainte n'était pas incluse,
nous pourrions &tre confrontés par des situations embarrassantes ou des
systémes instables dans le sens traditionnel se trouveraient 4 &tre

considérés stables dans le sens axiomatique.

Exemple 2. Considérons 1l'application K: [LZ(- w, + o), Pt] -
[LZ(— ®, + o), Pt] définie comme suit: si x,yELZ(— 0, + @)

et x = Ky, alors x(t) = }(t - 1) - y(t). C(lairement K est bornée,
causale, et continue,

Le systdme bouclé associé avec K est instable dans le sens
traditionnel. Fn méme temps, du point de vue mathématique, ce
systéme peut @tre décrit par l'application bornée et continue
S = K(I + K)'l. En particulier S est telle que si z = Sy, alors
z(t) = y(t) - y(t + 1). Puisque S n'est pas causale nous pouvons
conclure que le systéme en considération est aussi instable dans le
sens axiomatique. Notez toutefois que sans 1'inclusion de la
contrainte de causalité dans notre définition de stabilité, nous aurions

un systéme stable du point de vue axiomatique.
entrée ‘ Sortie
S o retad TR
Y4 [ il B 7
{‘ Ea

Figure 2: Le syst&me considéré dans 1'exemple 2.

-1
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Assertion 1. Le systéme bouclé représenté dans la Figure 1 est stable
. ; : N : " =1

si et seulement si l'application (I + K) est invertible et (I + K)

est bornée causale et continue.

Demonstration. 'Si". Si(I + K) est invertible et (I + K)—1 est

bornée, causale et continue, alors en correspondance & toute entrée

vH le systéme bouclé de la Figure 1 admet une sortie bien définie

x€H et déterminée par 1'expression x = K(I +K)_1y. Puisque 1'appli-
cation K(I + K)'l est, elle aussi, causale et continue, on peut conclure
que le systdme est stable. "Seulement si'". Si le systéme est stable alors
on a que en corresporndance A tout y¢H il existe une sortie bien définie
x€H telle que x = Fy ol F est une application causale, bornée et continue.
D'ici il suit que pour tout y¢H il existe un élément zcH tel que

z =y - Fy, ol (I - F) est encore bornée causale et continue. Puisque z
est tel que z + Kz = y, nous pouvons conclure que (I + K) est invertible

avec (I +K)_1 bornée causale et continue.

2.2 Systémes Equivalents du Point de vue de la Stabilité

Les résultats qui suivent sont extrémement utiles pour ramener
1'étude de la stabilité d'une grande classe de systdmes de commande A
1'étude de la stabilité de systémes avec une structure particuliérement
simple. En particulier le premier théordmemontre, par exemple, que les
développements de Popov [Pv.l] et Zames [Za.l], adressés i 1l'analyse
d'un systéme & chaine ouverte constitué par un systéme linéaire précédé
par une nonlinéarité sans mémoire, sont automatiquement valables pour

un systéme ol la nonlinéarité suit le systéme linéaire.
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Théorime 1. (Equivalence) Si T et N sont deux applications bornées,
causales et continues, et si T est linéaire, alors la stabilité du
systéme représenté dans la Figure la) implique la stabilité du systéme

représenté dans la Figure 1b).

Démonstration,I]l suffira de montrer que la stabilité du systéme de la

Figure la) implique la stabilité du systéme de la Figure 1b). Pour ce
faire notez que, en vertu de 1l'Assertion 1.1, si le systdme de la
Figure la) est stable, alors 1l'application (I + TN) est invertible et

(1 + TN)-1 est bornée, causale et continue.

entré sorti e $ .
N T >e HEPes T N sortxg
F P gt J /

Figure 1: Du point de vue de la stabilité ces deux systémes sont

équivalents.

Il suit que L'application N(I + TN)-lT , qui décrit le comportement
entrée-sortie du systéme de la Figure 2, est,elle aussi bornée cusale et
continue. Par conséquent ce dernier systéme est stable. Nous pouvons
alors compléter notre démonstration en vérifiant que les systémes des
Figures 1b) et 2)sont équivalents. En effet pour toute entrée y du

systéme de la Figure 1b), la sortie x est déterminée par les €quations suivantes:
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¥ =% =% =Ny - %) (1)

x = NIy - x). (2)

En applicant T aux deux membres de (1) on obtient
T(y - x) = Ty - INI(y - x)
clest-a-dire
I(y - x) = (1+ ™)1y,
et en utilisant cette dernidre équation dans (2) on trouve

x = NI + TN)‘lTy.‘

__snnxie__> x

entrée . | . ] ]
—_77“§€> T %——5(/\\———~—? N T

___J>F/
|

Figure 2: Si T est lindaire ce systéme est équivalent au systéme de
la Figure la)

Le prochain théoremeest & la base de la "Technique des multipli-
cateurs'", et, sous conditions appropriées, est souvent utilisé pour
établir la stabilité d'un certain systéme bouclé en termes du systéme

a4 chaine ouverte convenablement modifié.



19

Théordme 2. (Théordme des Multiplicateurs). Si N et I' sont deux
applications bornéescausales et continues, et I' est Jinéaire et
invertible avec F—1 bornée causale et continue, alors du point de

vue stabilité les systémes représentés dans la Figure 4 sont

équivalents.

Démonstration. C('est une conséquence immeédiate de 1'Assertion 1,

- S J 4

= = . 2 i
entre . sortie entre ) > -I___ 3
"W'_J;:;:Fﬂﬁy with £ x ' " l L :] ! |
] ' -

a) b)

Figure 3. Du point de vue stabilité ces deux systémes sont équivalents.

=K g ki
= L e

a)

,

—{m%”

b) L

Figure 4. Du point de vue de la stabilité ces deux systémes sont

équivalents.
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Le théoréme 3 est & la base de '"la technique du déplacement

des pdles" et a un champ d'application similaire 4 celui du théoréme

précédent.

Théoréme 3. (Théar&me du Déplacement des pdles).

Du point de vue de la

stabilité les deux systémes bouclés représentés dans la Figure 3

sont équivalents.

Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate du

fait que pour toute entrée, ycH, les sortiesdes systémes de la

Figure 3 sont toutes les deux déterminées par l'équation

x = N(y - ™x + Fx - Fx).

Théoréme 4. (Stabilité du Systeéme Perturbé). Du point de vue de la

stabilité, les deux systeémes représentés dans la Figure 5 sont

équivalents.

Démonstration. Triviale.

T .
b + sortie
entrée, . ?
P N 1T ]
+ sortie

a) b)

Figure 5. Du point de vue de la stabilité ces deux

systémes st équivalents
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3. STABILITE, OONTRACTION, CAUSALITE, ET PASSIVITE

Dans ce qui suit nous énongcns et démontrons le théoréme de la
transformation contractive, le théoreme de la transformation fortement causale,
et le théoréme de la transformation passive. Dans le contexte de la théorie
de la stabilité, 1'importance de ces résultats est similaire 3 celle que
procurent le théoréme des Multiplicateurs de Lagrange et le théoréme de
Banach dans le contexte de la théorie de la commande optimale. En particulier,
dans la méme mesure ou ces derniers théorémes sont a la base de la plupart
des techniques de la cammande optimale, aussi presque toutes les méthodes
importantes de la théorie de la stabilité sont fondéessur le théoréme de la
transformation contractive, et le théoréme de la transformation fortement
causale,

sortie

>

entrée / %
) >

1

Figure 1: Syst&me bouclé de base

Théoréme 1. (Théoréme de la Transformation Contractive) Si l'application
K est bornée, causale et continue dans le sens de Lipschitz, et
Kl =y < 1, alors le systeéme de la Figure 1 est stable.

Démonstration. En vertue de 1'Assertion 2.1.1, il sera suffisant de

montrer que 1l'application (I + K) est invertible et que (I + K)-1 est

bornée, causale, et continue. "(I + K) est invertible". Il faut montrer

que pour tout y-H, il existe un xcH tel que

y = x + Kx. (1)
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A ce propos, considérez la suite d'éléments {xi} définis par les relations

itératives suivantes:

X, =Y

x1=y-Kxo

X, —y-le

S (2)
xn'—y-Kxn_l.

Observez que cette suite est une suite de Cauchy. En effet, pour chaque
couple de nombres entiers n et p on a:

d(x ,xn) = ||xn

n+p - Xq1= K - K

+ p n+p-1”

| : 2
< = e _
= vixp 9 =X 4 p - 7/l =y ,Ixn_2 X+ p - 2|| = L. =< ynllxo - x‘JI

n
Y ’.HXP - xp_1H+ |pr_1 - xp_2H e o P ”xl - xo“}

IA

n

[N N N [ xoli]S ==

Syntyp :‘éxl - xofl + Yp-l

|
1~ %l (3)
En utilisant 1'équation (3),il suit que pour chaque ¢ > 0 on a

d(xm,xn) < ¢ pourvu que n,m 2 N(c), ol N est tel que

ﬁ_-‘—y)“xl = xoII L&
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On peut alors conclure que {xi} + x . En utilisant 1téquation (2)

on s'apercoit que X satisfait 1'équation (1).

ii) (I + K)_1 est bornée et continue. Clairement, (I + K) [0] = 0, donc

(1 + K)'1[0]= 0, et il sera suffisant de montrer que (I + K)'1 est continue
dans le sens de Lipschitz., A cette fin observez que pour tout couple xl,xZEH

on a

I + Kxy = (xy = Kxp) (1= 1lxg - %, - Kx, + Kxy ||
Z!ixl i le:l" “sz - le” 2 “xl - x2 I (1 - Y)o (4)

Posez maintenant:

y1=(I+K) Xy

Il

¥y = L+ K} %, (5)

Des équations (4), et (S),et le fait que (I + K) est invertible, il

suit que pour tout Y1s Yo €H on a

¥ = ¥l 2@ = ) 1T+ 07y - (T + K07y, (6)
Déquation (6) implique
(T + K)-ly1 - (X + K)—l)'zll < 1
ly, =, 1 -v)

ctest-a-dire: (I + K)-1 est continue dans le sens de Lipschitz.

"(I+K)-1 est causale". L'équation (2) implique que (I +K)-1 peut

étre vue comme la limite d'une suite d'applications causales. La
causalité de (I + K)"1 devient alors une conséquence immédiate de

1'Assertion 1.2.3.
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Theordme 2. (Stabilité des Transformations Fortement Causales),

Si l'application N est causale, continue dans le sens de Lipschitz,
faiblement additive, et telle que N [0] = 0, et T est linéaire, bornée

et fortement causale, alors le systéme de la Figure 2 est stable.

Démonstration. En utilisant 1'Assertion 2.2.1, il sera suffisant de

montrer que l'application (I + TN) est invertible et que (I + TN)—1

est bornée, causale, et continue,
i) (I + TN) est invertible. Il faut montrer que pour tout y-H il
existe un, et seulement un, x*H tel que

y = x + TNx, (7)

B [ 2
sortie \

Figure 2: Si N est faiblement additive et T est fortement causale,
ce systéme est stable.

De la causalité forte de T nous avons [dPTdP = 0. Ceci implique
l'existence d'une partition Q = f{t =€ , € 1, Epy.e0, € = t} év
telle que

1z aP(g;) TaP (g, )l < ”I%” ;

c'est-4-dire,

=

HAP(gi)TAP(gi)” < N[’
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pour tout i =1,2,...,n. De l'hypothése que N est causale et faiblement
additive et les Assertions 1.2.8, et 1.2.9, il suit que

l1aP(g) TNAP(g )l = HAP(gi)TAP(gi)NAP(ginL< 1 (8)
pour tout i = 1,2,...,h.
Observez maintenant que résoudre 1'Equation (7) est équivalent a
déterminer un x€H tel que

€.

aP(£,)y = aP(g;)x + aP(5)TNP x (9)
ob: i =1,2,...,n. Or, si xH satisfait 1'Equation(7) alors de
la causalité de TN, il faut que AP(gi)x satisfasse1'Equation(9).
Réciproquement, supposez qu'il existe un x€H tel que AP(gi)x
satisfasse 1'équation (9). Alors on aurait:

n n gi

2 ap(g)y = B ap(g))x + B aP(g,)TNP ',

i=1 i=1 i=1
ol cette équation est identique & 1'Equation (7).

Pour i = 1, 1'équation (9) devient

AP(gl)y = AP(gl)x + AP(gl)TNAP(gl)x. (10)
Mais, de 1'équation (8) on a que AP€1)TNaP(§1), la restriction de
T & 1'espace Hilbertien AP(gi)H, est continue dans le sens de
Lipschitz et a une norme de Lipschitz plus petite que 1. En appliquant
1'Assertion 1, il existe alors une application causale Kl telle
que 1'élément
oP(51)x = KyaP(gy)y (11)

est la solution unique de 1l'équation (10).
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Pour i = 2, 1'équation (9) devient
52
8P(g,)y = 8P(g,)x + AP(E,)TNP “x. (12)

En observant que TN est faiblement additive (voir 1l'Assertion 1.2.8),

cette dernidre équation peut-&tre réécrite camme suit:
sP(E,)y - AP(E,)TNAP(5))x = aP(5,)x + AP(E,) TNAP(E,)x,

dans laquelle, encore une fois, l'application AP(gz)TNAP(gz) est continue au
sens de Lipschitz et posséde une norme de Lipschitz inférieured 1'unité.
L'Assertion 1 peut alors étre appliquée de nouveau et il existe une
application causale K, qui donne la solution suivante et unique de

1'équation (12)

aP(g,)x = K,[aP(€,)y - TNAP(g,)x],

ou QP(%I)X est définie par 1'équation (11). Par induction ayant
obtenu aP(g;)x, oP(g,)x,..., aP(g; 1)x, 1'unique solution de
1téquation (9), AP(gi)x, peut @tre calculée camme suit:

oP(g,)x = K, [aP(g;)(y - TN 15l ip(e . )x%)] (13)

oo
ol Ki est une application causale.
Ces relations récursives définissent 1'élément x = 5 AP(gi)x
i=l

et cet élément constitue 1l'unique solution de 1'équation (7).

On peut alors conclure que I+TN est effectivement invertible.



ii) (X + TN)"1 est causale, Il sera suffisant de montrer que pour

tout t€y et chaque y°H, nous avons (Voir Assertion 1.2.1)

pt(1 + ™)ty = Pt +v)~Lrty. (14)
A ce propos considérons la partition Q de v définie par

(t = {tO: gos gl’ §2’-"9 gi—l’ t, gi’“" gn: tw},

ou {go, SERRRY gN} est la partition Q considérée dans la premiére
partie de la démonstration et il a été supposé, sans aucune perte de

généralité, que Es1< t< &45 utilisons les notations suivantes:

xlz (1 + 'I'N)-lyl, x2 - {3 TN)-l y2’

ou yl =Yyet y2 = Pty. De 1'équation (13) nous obtenons

g.
A= @+ =8 K ap() Y - ™ 39
1,54 4 J

€. €.
+ Kt[(P‘t - p i1y (49 o i-1,9);
£
+ Ky [P T _pY(y 9- e %xY)]
i

ol ¢ = 1,2. Par inspection, de cette équation il suit que
q ’ qu

27



i | | | | | ' |
I | | | | |
8y (T+IN) | 0 | 0 l | | . ‘
| | : l
8, TN | a, (1Y) | 0 | | | " : |
I | au(1eN) | | | . |
A3TN x3TN B4 |
| | | I l
. I I ° I
| | | | | ; |
- I . | | | | 0 l ]
| | | | ’ |
A, TN p, TN | 2, TN | | : 3, (+TN) : '
| | | |
| " | l . |
l | ' | | ! i
| . I . I | | . ! '
L | | I l I l l
Figure 3. Si y et x sont tels que: y = x + TNx, et dans le cas ou N est causale et faiblement

additive et T est linéaire et fortement causale, les équations ci-dessus donnent les relations

qui lient AP(Ej)y a aP(g,)x,

8¢C
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€11 512 f21 S22 $i111
x'__

B w
Pixt =P x, P X P xT,..., P pi-l2 ) ptd .

P'x™ = P‘x .
Ceci implique la validité de 1'équation (14). La démonstration
concernant le fait que (I + TN)-1 est bornée et continue peut étre

obtenue en utilisant une méthode similaire (Voir [Ds.1] p. 130).

Théoradme 3. (Stabilité des Transformations e-Fortement Causales et
Fortement f%ssives). Si N est une application bornée, causale,
continue dans le sens de Lipschitz, faiblement additive, et passive,
dans le sens incrémental et T est linéaire, bornée, e-fortement causale

et fortement passive, alors le systéme de la Figure 2 est stable.

Démonstration. Encore une fois, en utilisant 1'Assertion 2.2.1,

il sera suffisant de montrer que l'application (I + TN) est invertible
et que (I + TN)_1 est bornée causale et continue. Pour ce faire
observez que pour tout t5y les restrictions de N et T sur PtH
satisfont les hypothéses du Théoréme 2 et par conséquent, pour

chaque y“H et tout t¢y il existe un unique élément PthPtH tel que
Ptx = % - PPrnptx, (15)

De plus cette transformation de Pty dans Ptx est causale. D'ici,

tout ce qu'il faut démontrer est alors que

Ix|= 1im |Ptx| < », et que la transformation de y dans x est bornée,
tt
oo

et continue,
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La démonstration que |x|, et la transformation y » x sont bornées
est basée sur les deux inégalités suivantes (démontrées dans la remarque

donnée plus loin):

1P%| - Iy|+ Ip*1P NP x| (16)
et

<Py, PPt > = 5|PtNptx |2 (17)
ol £ est un nombre réel positif tel qte pour tout z€H on a

<Tz,2> 2 6[2!2. En effet, de 1'inégalité (17) on obtient
1Pty | PSPl = 5|P NP x|
d'ol

IPSptx| = 57 |PYyl = 571y, (18)

et en utilisant cette inégalité dans (16) on a
P < Iyl + ITllyls™,
c'est-a-dire
Pt < (@ + 5'1|T|)|y1.
Cette derniére inégalité implique que
lim |P%| = |x| < (1 + &~ |T|)|yl Donc (I + TN) est

=
effectivement invertible et (I + TN) est bornée.

Pour démontrer que (I + TN)_1 est continue, il faut montrer que
pour tout y°H, et ¢ > 0, il existe un 6(¢) > O tel que:

81 v -~ yJ<< 5(c), alors on a |(I + TN)-lyd':S ¢. Pour ce faire

posez X_ = (1 + TN)-lyo, et x = (I +TN)_1y, et notez que



ot t t (19)
Px =P ¥, = P"IN P X

ptx = Pty - PPN Pix. (20)
Cela implique,

P'x_ - P'x = Py - P'IN Pox_ - Py + ptTN Px (21)
donc:

t
P - P < !fPtyo _pty | + PN P - PUIN P xdl-
" .

t
= iy, ~ ¥t + iptN P% - PPN P XOH- (22)

Observez maintenant que de (19) et (20) on a

I

| N o t
< % - Py, PP - PINPx > <P - P, PNPTx - PP >

v PPN - PP X), (P*NP%x - PNP®x ). (23)

En utilisant la passivité forte de T et la validité (démontrée dans la
remarque) de 1l'équation suivante

t I, - o =t ot -1
|PtNP x - P'NP x0| 2 57 |py-P yol 2§ ly-y")l, (24)
on trouve que 1'équation (23) implique qu'il existe un § > O tel que

;—myo;iptr_q;tx = PtNPtx°> z a'lHy - y‘OH.I e V(_zs)
En utilisant (25) dans (22), on obtient
1PEx - Pox il =@ + 67y - vl
<@+ 5 Dlly - vl

Cette derniére équation implique

lixy = x|l =(1 + 5'1) Iy = Tyl (26)



Donc pour chaque . > 0, et pour §(c) = 7 ona que: ||y - thS s(e)

(1+s~
4 y i =1 e
implique | x - xJl = {3 * 5 ——*:I "= B
(1+s
Remargue , Pour terminer, il reste 4 vérifier la validité de (16)

et (17). La premidre inégalité est une conséquence directe de
1'équation (15). Pour obtenir 1'inégalité (17), notez que de
1'équation (15) on a

< Yy, PP > =< P'x + P'TINP %, PENPTx .

< P'mvpx, PONPXx > + < P, PRWPX S

D'ici en utilisant la positivité de N et la positivité forte de T
on obtient

< ply, PPtx > = < PlTPSNP Y, PENPTx > = 5 |PYPYx|Z.

La validité de (24) peut étre démontrée comme suit.

De (19) et (20) on a:

P'x - P'x_= PPy - P%_ - PPmwptx + PtTNPtxo.

D'ici on obtient

<Py - PYy , PNPTx - PINPTx > =

< P - P+ PUINP®x - PETNP®x , PENP®x - PPNPUx, >



< P - Pix_, PNPx - P*NPUx> + <PETNP'x - PPTINPx , PENP'x - PNPTx >

En vertu de la passivité incrémentale de N, et de la passivité

forte de T, il suit

<Pty - Pty , PP - PNPx > 2 5|PNP'x - PtNPtxolz

donc

2
1Pty - Py | [P®NR%x - PINPUx | 2 5|PTNPx - PNP'x |

et d'ici nous obtenons finalement

IPSNPx - PP | < sy - ¥l

33



4, APPLICATIONS: METHODES DU CERCLE ET DE LA LIGNE DE POPOV

4.1 Méthode du Cercle

Systéme considéré dans le Théoréme du Cercle.

Le théoréme du Cercle concerne le systéme de basé représenté
dans la Figure 1, o N et T sont deux applications définies sur
1tespace [L,[0, =), P®). En particulier, N et T sont définies
comme suit:

- si w,z ZL,[0, =) et w = Nz, alors w(t) = f (z(t),t), oh:

f(.,t) est une fonction réelle telle que: f(0,t) = 0, et pour

un couple de nombres réels «,3, avec 8 > 0 et B > o, On a que

o< £f(%2,8) - £(°1,t) =< @;
99 =0y

- si z,x €L,[0, =), et z = Tx, alors z(t) = L:g(t - 7)x(5)dr, ou

g(+) est une fonction réelle telle que

J;mlg(T) ldr < w.

entrée \/—\ X z SO)I"tle
y T N =
+

Figure 1. Syst2me de base considéré dans la méthode du cercle

34



Theordme du Cercle. Si le systéme linéaire représenté dans la

Figure 2 est stable, alors une condition suffisante pour la

stabilité du systéme de la Figure 1 est que:

sup ‘ C(iw Lig-pn <1, )
W[ 0,m)  1+5(o+8)G(jw)

ot G(jy) est la transformée de Fourier de g(r7).

ey ) e —fots

Figure 2: Systéme associé au systéme de la Figure 1.

Demonstration. En utilisant la notation F = Lg%ﬁl I, et en vertu de

1'Assertion 2.2.3, on a que la stabilité du systéme de la Figure 1

est équivalente & la stabilité du systéme représenté dans la Figure 3.

De plus, de 1'hypothése que le systeme de la Figure 2 est stable, et

du théoréme 3.1 on a que le systéme de la Figure 3 est stable si

1AL oy (e8) ) < pre{ed®ny g ey < 10 (@)

35



Mais puisque

T 4+ (o + 5)T —1T - sup ! G(jw)
2 Wf [0,0) l 1+ (¢ +8)G6(jw
2

et

IN - (O/j)‘ﬁ) 1< (‘%) (1)

&

alors 1'inégalité (2) est sflrement satisfaite si 1'inégalité (1)

1test.

g ——

—— (R (SEy

+ -

entréez( TS T ] \<_;; sortie
o/ Pa \/) % 7 > >

Figure 3: Systéme Equivalent au systéme de la Figure 1.

Interprétation Géométrique du Théoréme du Cercle ((RITERE DU CERCLE)

Le critere du cercle est constitué par l'interprétation géométrique
des conditions imposées par 1'énoncé du théoréme du Cercle. Pour présenter
cette interprétation, il est convenable de considérer séparément les deux

cas: o =< 0, et o~ O.

(1) Cette inégalité est une conséquence du fait que pour tout nombre réel

vona N -hI<mx {/g-1], | -all; notez que pour ) = g;%Ji

la "\l = IX-CYI_:%(B-Q).
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[EEE:EZE:§] L'équation 1 est équivalente & la condition que le diagramme
de Nyquist de G(j,) n'a aucun point en cammun avec la région intérieure
au cercle de centre (- %(% + %),0) et rayon r = %(% - %). De plus,

si cette région n'est pas encerclée par G(jw), alors le systdme de la

Figure 2 est stable.

Démonstration. Si les conditions du cercle sont satisfaites clairement

le diagramme de Nyquist de G(jw) ne peut pas encercler le point

- % ,0) = (- 5%& ,0) parce que ce point est intérieur au cercle

. 2

1
(Notez que -O[< e £ 5 j

De la méthode de Nyquist il suit alors que le systéme de la Figure 2

est stable, et il reste a4 montrer que l'équation (1) est satisfaite.
< S o

/////7’f”7“\>\\\ ; Plan Complexe

:‘_lv A . { A_“,,,L.,; /\ |
' /| Zone Interdite ?\\
T o e

Figure 4: Critere du Cercle dans le cas o = 0.
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f(X( t) ’ t) '
N "/
/
: / - st il
ey
Lth
82 /L,LW
CH s S
x(t)
v

Figure 5: Signification de « et 8.
Pour ce faire, posez
GR = Re[G(jw)7, GI = Im[G(jw)]-

Si la condition du cercle est vérifiée, on a:

2
+ -
o + HETE? + 0% > § (8=

oz~;32
clest-d-dire,
2 2 2 2
Fo =298 = o =B - 208
2 o + 2 1 B 04
y2f - i
O *ap Rt G&F o B>

et, finalement,

o B(GR2 + GIZ) > -1 = (o + B) GR' (4)
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Evidemment la démonstration sera compléte si on montre que 1l'inégalité
(3) est bien équivalente A 1'inégalité (4). A ce propos, notez que

1tinégalité (3) est équivalente & 1'expression suivante:

2 2 2
Gy + Oy < [ <2—]

B - o

1+ 4 (a+8) 6% o + 8)6)°

c'est-d-dire,

2
G + 67 < T==] ([1 + 4o + 8)? G + (o + B + 4o + B)% 072,

Il suit
o + 0 15 <144+ gl + @) i eto?

ctest-a-dire,

2 2 ' 2 2
[GRZ + GIZJ (s +i - 203) & T +(Q +il + ZQIB)(GRZ + GIZ) # (g + B)C‘R

Cette derniére inégalité est équivalente & 1l'inégalité (4)

Cas o < 0|. Si le diagramme de Nyquist de G(jy) n'a aucun point en

commun avec la région extérieure au cercle de centre (-i(% + l) 0) et
2\ B’
rayon 3 (i - %), alors les conditions du théoreme du cercle sont

satisfaites.

Démonstration. Notez que si la condition du cercle est vérifiée,

: . 1 2
alors G(jw) ne peut pas encercler le point (- N 0) = (- Grs 0),
parce que ce point est extérieur au cercle. (En effet, si

a< 0, B >0, alors on a

2 1 x 2 1
ou bien - aTB < - B’ ou bien =y 5 - a)'
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/////J////

Zone Interdite /

FFrirypri

Figure 6: Condition du cercle dans le cas oo < O.

f(x(t),t) A

Figure 7: Signification de o et B
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En appliquant encore une fois la méthode de Nyquist, on peut alors conclure
que la condition i) est satisfaite. Pour montrer que 1l'équation (1) est
aussi satisfaite, notez que 1'inégalité (3) est équivalente & 1'inégalité
(4). Drautre part, la condition du cercle est équivalented 1'inégalité

suivante

G + 4 (5% o ~1“;g),

3

c'est-a-dire,

7 2 2
GRZ °‘+b(,R*<G B+oz—2_b—cx -8 -2g38
B

et finalement (notez que af < 0 ! )

o 367 +6,7) > =1 - (@ +8) G
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2, Méthode de la Ligne de Popov

Systéme considéré dans le Théoréme de Popov

Le théord&me de Popov concerne le systdme de base représenté dans
la Figure 1, ou N et T sont définies sur l'espace [Lz[o,m).Pt].
En particulier la description de N et T est la suivante:
= 81 X ¢L2[0,w) et z = Nx, alors z(t) = f(x(t)), ot f(.) est

une fonction telle que pour un nombre réel 8 > 0 on a que

0= £C2) - £C1) _ g

- A |

)

-siw,z GLZ[O,m). etw =T alors w(t) =.ﬂ;g(t - 7)z(7)dt, on

g(t) est une fonction réelle telle que

::‘g('r) |dt < o,

sortie
N
7

Figure 1: Le syst&me considéré dans la méthode de Popov.

Théoréme de Popov. Une condition suffisante pour la stabilité du

systéme de la Figure 1 est 1l'existence d'un nombre réel positif

q> 0 tel que

R[(1+ jqiC(J)] + 8™ 2 5> 0 tout uw€[0,), 1)

ot G(ju) est la transformée de Fourier de g(r).
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Démonstration. En dénotant par F l'application linéaire et causale

représentécpar la réponse en fréquence (1 + jug), et en utilisant

1'Assertion 2.2.2, on a que le systéme de la Figurel est stable si le systame
de la Figure 2 est stable. En appliquant 1'Assertion 2.2.3, la

stabilité, de ce dernier systéme est équivalente & la stabilité

du systéme de la Figure 3.  Dans ce systdme on a que l'application

=1
E___li___ est passive, et, en appliquant 1'Assertion 1.2.6, on
1 + qu b 3 b
g 1
obtient que l'application [I + E = N (1F500) N est,elle aussi,

passive; de plus, 1'inégalité (1) garantit la passivité forte de
1tapplication (1 + jwq)C(jw) + B_l. La stabilité du systéme de la
Figure 3 peut alors étre obtenue comme conséquence immédiate du

Théoréme 3.3.

entrée 1 i sortie

0+jwq) N 1+qu) G(jw) >

Figure 2: Application de la technique des multiplicateurs.

Systéme Fortement Passif

e

ém €>: -
Systéme Passif i |
y \J : < ﬂ —11 |
| SRS SR EIST o o s e e o e e g | | !
| | |
, | | ! £ o
entrée /[ | , (1+jwq) 6( jw) —
+ - | | + |
i |
' |
|
|

-

Figure 3: Application de la technique du déplacement des péles.
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Remarque. La démonstration donnée ci-dessus n'est pas rigoureuse

puisque 1'on suppose que l'application (1 + jwq) est bien définie
dans Lz[o,m). Cette démonstration peut &tre rendue rigoureuse en
considérant au lieu de Lz[O,w) 1'espace Lz[o,m){\ LZS[O,Q), défini

comme suit: y(Lz(O.w)()LZS[O,m)

: ( . 2
-si ;Tyz(w)dt < w, et ﬁ? [(7(1)1dt < w.

Une autre observation importante concerne l'application du
Théoréme 3.3 pour obtenir la stabilité du systdéme de la Figure 3.
Cette application n'est pas completement justifiée puisque le systeéme
en considération ne satisfait pas l'hypothése sur la faible additivité
de la nonlinéarité. Cette difficulté peut-&tre aisément surmontée en

augmentant 1l'envergure du Théordme 3.3.

Interprétation géométrique du théoreéme de Popov (METHODE DE LA LIGNE DE POPOV

Supposez que @ et B sont deux nombres réels positifs, et que G(jw)
est la réponse en fréquence d'un systéme linéaire invariant dans le

temps. Alors la condition

Re[(l + jqw)C6(jw)] + % = 0, chaque o = 0,

est équivalente aux deux conditions suivantes:

i) pour chaque w, le point G(jy) de la courbe de Nyquist est & droite
de la ligne qui passe par le point (- %,O)eta,uncoefficient angulaire
%q (figure 2).

ii) la courbe de Nyquist de(f%jw),

6" (jw) = R[6(jw)] + je I [6(jw)]

est & droite de la ligne qui passe par le point (-

™|

, 0) et & un

coefficient angulaire % (figure 5).
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Figure 4: Condition de Popov en termes du diagramme de Nyquist.
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Figure 5: Condition de Popov en termes du diagramme de Nyquist modifié.
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Démonstration. i) Observez que

Re "(1 + qju)G(jw)1 = Re[6(jw) - qu Im G(ju)]

“Par inspection directe, on a:
-1
Glwg)€t » RG = quy TG - B

+ -1
Glwy) €4 * RG = quy LG - B

|
Glwy) €7 * RO< quy LG -8

R G

Figure 6: Interprétation géométrique de la condition de Popov

(diagramme de Nyquist).



ii)

-1 -1

Observez que ReG = quH - B -+ Reb = q,,ImG -8B

Par inspection directe, on a:

* s : -1
¢ (Ju)et >R G6(jw) = QI G -8

30 + . -1
G (jw)gf, -?ReG(J(D) = qumG - B

e - . -1
G (jw)Esr —rReG(Jw) < @l 6 -8

o

Figure 7: Interprétation géométrique de la condition de Popov

(piagramme de Nyquist modifié).
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