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Uvod

Tedria relativity nepochybne patri medzi najslavnejsie fyzikalne tedrie vobec.
Priniesla svojmu autorovi taky tspech, ze neexistuje ¢lovek, ktory by nepocul o
Albertovi Einsteinovi. V roku 1905 Einstein publikoval ¢lanok, ktory sa pova-
Zuje za zrod Specidlnej teorie relativity. Tato tedria doplnila klasicki mechaniku
o princip maximalnej rychlosti Sirenia informacii a ako svoj dosledok priniesla
novinku, Ze Cas a priestor nie si od seba nezavislé, ale st navzajom previazané.
Einstein neskor svoju tedriu obohatil o princip ekvivalencie, ktory umoznil po-
pis gravitacie. Tato tedria vysvetlila javy, ktoré newtonovska gravitacia popisat
nedokazala. Konkrétne stdcanie perihélia Merkturu nad rdmec perturbéacii inych
planét a korekcie na nesféricky tvar Slnka. Bezprostredne prisla s predpovedami
doteraz nepozorovanych javov ako napriklad ohyb svetelnych licov v gravitacnom
poli alebo existenciou gravitaénych vin. Dalsim pilierom, na ktorom je vieobecnd
teodria relativity vyskladana, je princip vSeobecnej kovariancie, ktory kladie doraz
na to, ze vo vesmire neexistuju suradnice ako také, ale si zavedené dodatocne
ako pomdcka na popis prirody, a teda fyzikalne zakony by mali byt nezavislé od
volby stradnic.

Tedria relativity je tedériou nekvantovou. Napriek tomu dobre funguje na ska-
lach vicsich ako st Plankove $kdly, ktorych rozmery st rddovo 1073% m, hustoty
10%kgm™ a ¢as 10~**s. Experimentalnych testov, ktoré sved&a v prospech
teodrie je mnoho. Napriklad, ako je vysSie spomenuté, stacanie perihélia Merkiru
(a podla neskorsich merani aj planét [1], pripadne bindrnych pulzarov [2]), gra-
vitaény frekvencny posun (o ktorom sa presvedéil aj prvy satelit GPS [3]) alebo
ohyb svetelnych licov. Dalsimi prikladmi st existencie relativistickych vesmirnych
objektov ako kvazary, pulzary, aktivne galaktické jadra. V neposlednom rade je
treba spomenut gravitacné viny prvykrat priamo pozorované 14. septembra 2015
detektormi LIGO [4].

V matematickej reci st jadrom vSeobecnej tedrie relativity Einsteinove rovnice
gravitacného pola. Tieto rovnice spajaju zakrivenie priestoro¢asu (Ricciho tenzor
R, a Ricciho skaldr R), metriku (gq je metricky tenzor) so zdrojmi pola (tenzor
energie a hybnosti T;)

Rab - leab + Agab = %Tab .
2 ct

Rovnice gravitacného pola boli spociatku formulované bez kozmologického ¢lenu A.
Ten bol do Einsteinovych rovnic doplneny dodatocne ako pokus o konstrukciu
uzavreného statického kozmologického modelu. V tradi¢nom 4-rozmernom forma-
lizme ide o 10 kvazilinedrnych parcidlnych diferencialnych rovnic druhého radu,
ktoré su navzajom silne previazané. Je jasné, ze hladanie rieseni takychto rovnic
je mimoriadne obtiazne. Castokrat sa musi pri rieseni vyuzivat symetria problému
alebo sa rovnice riesia pribliznymi ¢i numerickymi metédami.

V pripade, Ze existuje presné rieSenie a je zname, nastava dalsi problém pri jeho
fyzikalnych interpretaciach. Vseobecna tedria relativity spliia princip kovariancie,
¢o, ako sme zmienili, znamen4, Ze vysledky nie st zavislé od volby sturadnic. Avsak
pouzitie niektorych suradnic je vhodnejsie ako inych ¢i uz z dévodu symetrie
alebo pre pritomnost stradnicovych singularit. Novoobjavené riesenie moze byt



teda uz zname rieSenie, len zapisané v inych siuradniciach. Aj samotny vyznam
suradnic nie je vzdy zrejmy. Tie nemusia mat fyzikalnu interpretaciu, napriklad
suradnicovy cas nemusi merat ziadny pozorovatel. Signatira metrického tenzoru
vo vSeobecnej relativite je (1,3), ¢o mé za nasledok, ze nie je mozné spolahnit sa
na euklidovski predstavu (intuiciu) vzdialenosti alebo kolmosti.

Mozno este viac neintuitivne je, Ze topologické vlastnosti priestorocasu nie
si dané rovnicami pola, ale dodatoénymi predpokladmi. Z toho potom plynie,
ze niektoré presné riesenia maju viac fyzikalnych interpretacii, ale ¢asto sa tiez
stava, ze nemusi mat ziadnu. Napriek tomu mé zmysel skimat takéto patolo-
gické pripady, pretoze to vedie k hlbSiemu porozumeniu Einsteinovej teodrie a jej
velmi bohatej struktury. Ako referencnt knihu pri stidiu presnych priestorocasov
uvedme najmaé [5, [6].

Rovnako méa zmysel skimaf aj modifikované gravitacné teérie. Napriklad
rozsirenim rovnic do vyssich dimenzii moze teéria poniknuf nové riesenia alebo
naopak, niektoré klasické 4-rozmerné rieSenia vo vyssich dimenziach nemusia
vobec existovat. DalSou moznostou je vkladanie novych ¢lenov do rovnic pola (v
tedrii formulovanej v reéi principu najmensej akcie). Typickymi prikladmi mo6zu
byt tzv. f(R) tedrie, Ci tedria kvadratickej gravitacie.

Vyznamnym poznatkom, o ktory sa v praci opierame, si Kundtove geomet-
rie, pripadne Robinsonove-Trautmanove geometrie. V praci skimame konformnu
previazanost R-T geometrii s Kundtovymi geometriami, a to Specidlne Weylovho
typu N. Skiimame, za akych podmienok na konformny faktor bude Robinsonova—
Trautmanova geometria riesenim rovnic pola (¢i uz Einsteinovych alebo kvadra-
tickej gravitacie), a ¢i sa vobec da vyjst z lubovolnej Kundtovej geometrie.



1. Robinsonove—Trautmanove a
Kundtove priestorocasy

Tato kapitola je venovana popisu tried geometrii, v ktorych existuju netwistu-
juce svetelné geodetické kongruencie. Konstrukcia je vseobecna a neobmedzuje sa
na konkrétnu dimenziu. Neuvazujui sa ani konkrétne rovnice pola, a teda je mozné
uplatnenie ziskaného tvaru metriky ako v Einsteinovej teérii, tak aj v tedriach
modifikovanych.

Najprv najdeme sturadnice adaptované na nulovu folidciu a z nich ziskame
tvar konkrétnej metriky. Zavedieme optické skalary — expanziu, shear a twist. Na
zéklade hodnoty expanzie dalej klasifikujeme netwistujice bezshearové geometrie
na Robinsonove-Trautmanove (s nenulovou expanziou) a Kundtove priestorocasy
(s nulovou expanziou), pozri [5, [6].

1.1 Sidradnice adaptované na nulovu foliaciu

Uvazujme D-rozmernt (D > 4) lorentzovski varietf| so stiradnicami ¢, kde

a € {0,...,D — 1}, a metrikou g. Dalej predpokladajme existenciu svetelnych

nadploch. Tie st popisané a ¢islované implicitnou funkciou u(z®) = konst. Fun-

kciu u zoberieme ako novi suradnicu na variete. Pomocou nej definujeme zlozky
formy

ko = —ug, (1.1)

a vektor k nej ziskame pomocou metriky k¢ = ¢®k;. Takéto vektory generuju
afinne parametrizované geodetiky, totiz

dk,

1
dr B FbaCkab - ka’ckc B Fbackckb = kc,akc - Fbcakckb == kc;akc - §(kckc);a == 07

(1.2)
kde r je afinny parameter, ktory bude dalsou stiradnicou na variete. Z nezavislosti
stradnic plynie k¢ = di = 0¢. Tymto postupom sme zaviedli nové suradnice
(r,u,aP), kdep € {2,.. D 1} teda z? predstavuje zvysnych D—2 priestorovych
sturadnic. Z konétruk(:le Vyplyva niekolko poziadaviek na metriku. Tie st najlepsie

vidiet z rovnosti 6 = kb = ¢*k, = —¢"6% po ziZeni oboch strdn rovnice s gup.
To znamena

Gar = —(53 . (13)
Pouzitim tejto rovnosti metrika nadobudne tvar
ds* = gy, dzPda? + 2g,, dzPdu — 2 dudr + gy, du®. (1.4)

Tvar metriky so zdvihnutymi indexami ¢** dostaneme z poziadavky, Ze matica
g? je matica inverzna ku gu, teda g,;' = g%, kde

0O -1 0
Gab = -1 Guu  Guq| > (15)
0 Gpu Ypg

I'Nasledujtica konstrukcia je mozna aj v D = 4, kde jedinjm netrividlnym optickym skaldrom
je len expanzia, pozri napriklad [7]



potom zjavne matica inverzna bude

_guu—i_gusgrs —1 gusgsq
g? = ~1 0 0 |, (1.6)

Gusg"? 0 g™

kde p, ¢ znadia riadok a stlpec a s je s¢itaci index s € {2... D —1}. Z tejto matice
okamzite vidime

gt =0, g?=0. (1.7)

Takato konstrukcia je abstraktnd a na prvy pohlad sa zda byt tazko predsta-
vitelnd. Preto sa dalej pozrime na ilustracie tejto konstrukcie v plochom Minko-
wského priestorocase s dvomi réznymi nulovymi folidciami.

e Buduce svetelné kuzele

Minkowského D-rozmerny priestorocas ma diagonalny metricky tenzor
ds® = 1y dz®da® = diag(—1,1,1, ..., 1) dada®. (1.8)

Jedna z prirodzenych volieb foliacie je folidcia svetelnymi kuzelmi orientovanymi
do buducnosti. Pre jednoduchost predpokladajme, ze pozorovatel sedi v pociatku
priestorovych suradnic. Funkcia popisujica svetelné kuzele je

g(a°a%) = —(x° = d)? + Y (a')? = 0, (1.9)

i=1

kde d ¢isluje dané nadplochy. Orientaciu kuzela vyjadruje podmienka z° —d > 0.
Vyjadrenim parametra d z rovnice ([1.9) dostavame funkciu

D—1
u(z®) =2 — | > (21)* = d = konst . (1.10)
i=1
Zlozky formy v pdvodnych siradniciach st z definicie (|1.1])
—1 a=0,

Ko = T a#0

20— u(a?)
A 7z definicie Minkowského metriky plynie
1 a=0,
K = v a#0

20 — u(a?)

Takto zostrojené vektory spolu s nulovymi nadplochami st vyznacené na obrazku [L1l
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Obr. 1.1: Folidcia Minkowského ¢asopriestoru budiicimi svetelnymi kuzelmi. Sipky
znazornuju vektorové pole k.

o Swvetelné roviny

Dalsi prirodzeny spdsob folidcie Minkowského ¢asopriestoru je folidcia svetelnymi
rovinami. Svetelné nadplochy st popisané implicitne

1 D—-1 ]
u(z?®) = ﬁxo + Y na' = d =konst, (1.11)
=1

kde plati, Ze 3" n? = 1/2. Zlozky formy vypocitané z ([1.11)) podla definicie (1.1]) s

1
—— a=0,
ko = V2
—Ng a#0
a k nim prislusné vektory st
1
— a=0,
EC =< V2
—ng, a#0.

Svetelné roviny s vyznacenym vektorovym polom k st na obrazku [L.2

7



Obr. 1.2: Folidcia Minkovského casopriestoru svetelnymi rovinami, kde Sipky
predstavuju vektorové pole k.

1.2 Optické skalary

V D dimenzionalnom priestorocase uvazujme pole bazovych vektorov (frame)
(k, 1, mg;)), ktoré splina normalizacné vztahy

gabkalb )
GabTpy i) = %,

gabk kb = Yab lalb - 0

gabk“ml(’i) = gablaml(’i) =0.
Pretoze pole bazovych vektorov indukuje pole bazovych foriem, je mozné met-
riku g, prepisat pomocou ¢lenov kg, l,, m%) ako ich linedrnu kombinéciu. T4 je
podmienkami (1.12)) az (1.15) plne uréend. Vyscitanim g,,k%k® = 0 sa ukdze,
7e metrika nezdvisi od ¢lenu l,l, a analogicky z (1.15) plynie g,[%l°® = 0, Ze
nezavisi od kyk,. Podobne plynie nepritomnost c¢lenov k;aml(f) a lam,(f) zZ .

Teda metrika musi maf vSeobecny tvar

GJab = a(kalb + lak}b) + Bijmgi)ml(,j) y (116)

kde ostava urcit clen a a maticu B;;. Z normalizacnej podmienky na k a [ (|1.12))
plynie @ = —1 a podmienka na my; (1.13)) déva

51j - gabm(z)m(J Bklm k)mgl)m(z)m@ Bkl(s 5l B (117)

8



Vysledny tvar metriky je

Gab = —kaly — loky + 5ljmt(zl)ml(7]) : (118)
Dalsim cielom je néjst a zadefinovat optickd maticu, pozri [¥]. Na to potrebu-

jeme rozlozit do bazy (k, I, m;) kovariantni derivaciu vektoru k
ka;b = K11k}akb+K10kﬁalb+K1ik}aml()i)—f—Kilm((li)kb+Ki0mgi)lb+Kijm((li)ml()j) . (119)

Inverzné vyjadrenie ¢lenov K, ndjdeme podobnym postupom ako pri hladani
tvaru metriky vyssie, teda vynasobenim vhodnym vektorom a vyscitanim ¢lenov
K4, pomocou kovariantnej derivacie. Takymto sposobom dostaneme podmienku
na éleny KU
b
KZ] = ka;bm?i)m(j) . (120)

Ak pozadujeme, aby vektorové pole k generovalo afinne parametrizované geode-
tiky (tzn. k.pk® = 0), dostdvame podmienku na ¢leny — Kok, — Kiom! = 0.
Vyscitanim tejto rovnosti s [* dostavame podmienku K9 = 0 a vyscitanim s mf;,
ze musi platit K;g = 0.

Geometrické vlastnosti integralnych kriviek vektorového pola k st dané ¢lenmi
K;;, ktoré reprezentuju takzvani optickt maticu. Tie st ndzorné pri rozklade na
stopu danej matice, bezstopi symetricku cast a antisymetricka cast, teda

Kij = ©di; + 045+ Aij (1.21)
kde
TrK;; TrK;;
0= D— ;’ 0ij = Kj) — D— - 52]7 Aij = Ky, (1.22)

pricom © ma vyznam expanzie geodetickej kongruencie, o;; je shearovd matica a
A;; reprezentuje twist. Prislusné invarianty moézeme deﬁnovatﬂ

o = o0 A? = A AT, (1.23)
ktoré spolu s © tvoria klasické optické skalary. Tie je mozné vyjadrif pomocou
kovariantnych derivacii vektorového pola k. Pre expanziu © sa rozpisanim clenu
K, naslednym dosadenim metriky z (1.18) a postupnymi Gpravami dostane

TI'KI" Rl a 1
@:D_; _Qka,me(Z _D bgcazm 1)—
P, @) b 1 ) N~ g2, b
= ﬁkc pOpam 2 ey () = D — ch;bépqmcp ZZ; oimy =
1 1
( )m S A
D_Qk ,m (p) D—Qk;b' (1.24)

Vyznam expanzie je znadzorneny na obrazku [1.3]

2Definicia je zavedend podla [S]. Niekedy sa zvykni optické skalary definovat ako o = oijoij
aw? = A;j A%, potom sa ako twist oznacuje w? = — A2

9
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(a) Priestorovy pohlad. (b) Celny podlad.

Obr. 1.3: Cisto expandujica geodetickd kongruencia.

Podobnym postupom sa daji ukazat rovnosti pre shear priamo z defini-
cie ([1.23)
0'2 = O'Z'jO'ji == (K(U) — @6ZJ)(K(U) - @(5”)
= K K" — 06, KW — 059K ;) + (D — 2)©?
= KK — (D —2)©?

= Z(ka;bm‘&)ml(’j) + k:a;bm‘(lj)ml(’i))(kc’dm((f)m((f) + kc’dmgj)mé)) — (D —2)©?
1 . .
= i(ka;bkc*dégég + kapk?050°) (D — 2)0?
= knk™ — (D - 2)0?, (1.25)

kde sa pri odvoden{ vyuzila vlastnost 6;; K = §YK,; = TrK;;, ¢o podla
déva (D — 2)©. Shear mé geometricky vyznam istej deformdacie geodetickej kon-
gruencid’] T4 je zndzornend na obrazku

Analogickym vypoctom ako v pripade shearu sa da ukéazat vztah pre twist

i 1 a d(5),, (i d (i), (
A? = A A" = 2 (kagmiymiy) — Kapm{pymiy) (kmPmy) — k5 mOmi)

1 o o o
B _§(k50;dk . Kach 7d) = —Kank v (1.26)

Ako napoveda nazov, twist vyjadruje rotaciu geodetickej kongruencie. Priklad
twistu je vykresleny na obrazku [I.5

V texte sme sa vyslovene nezaoberali odvadzanim geometrickych interpre-
tacii optickych skalarov. Tie mozno chapat ako analégiu tenzorovych c¢lenov v
Raychaudhuriho rovnici, ktoré su typicky znacené rovnakymi symbolmi ako zod-
povedajtce optické skalary. Podrobnu diskusiu Raychaudhuriho rovnice mozno
néjst v klasickej knihe [9].

37 angli¢tiny. Preklad4 sa ako strihat alebo noznice.

10
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(a) Priestorovy pohlad. (b) Celny pohlad.
Obr. 1.4: Geodeticka kongruencia obshaujtca len shear o.
Specidlne mézeme dopoditat optické skalary pre vektorové pole k® definované

v predchadzajicej kapitole [I.1 Postupne vyuzijeme rozpis kovariantnej derivécie,
vlastnost k% = 07,

1
(D — 2)@ = ka;a == k‘a’a + Faabk?b — §gad (gda,r + 9rd,a — gar,d) . (1‘27)

Poslednym krokom je pouzit explicitny tvar metrickych funkcii ((1.3) a nepritom-
nost Clenov g"* a ¢g*? z ([1.7)), ¢im dostaneme

1 .
= — K 7.7 - 12

Dalej dopoéitame skalar A2%. Pri jeho vyséitani sa vyuzije symetria kovariantnej
derivacie v indexoch. T4 plynie zo symetrie Christoffelovych symbolov,

ka;b — ka’b - Fcabkc —_ — ;l)ib_ — _Fcbakc — kb;(l) (129)
z ¢oho plynie, ze ki, = 0, a teda (pozri (|1.26))
A% =0, (1.30)

¢o navyse zodpoveda, ze vSetky zlozky matic A;; st nulové. Podobne to plati aj
so shearom, teda z 02 = 0 hned vieme, zZe vSetky cleny o;; = 0.

Toto je dolezity vysledok, pretoze sme prave overili, ze kongruencia svetelnych
kriviek generovand z nasej nulovej folidcie je nutne netwistujica. V skutocnosti
plati aj opacnd implikdcia vdaka Frobéniovej vete [5].

Ako zaujimavé cvicenie sa oplati prepisat aj shear (twist je identicky rovny 0)
v adaptovanych sturadniciach po vzore (|1.28)). Tento vysledok totiz pouzijeme pri
prepise metriky v rozloZenom tvare g;; = p~27;;, kde detv;; = 1. Vdaka symetrii
kovariantnej derivacie v dolnych indexoch a adaptovanym sturadniciam
(ko = —uq = —06%, k* = 4 = §2) prezije iba ¢len I

o + (D —2)0% = g"T°,, 00T, 05 = g"T", T,

a

1bd ue

= Zg g (gea,b + Gve,a — gab,e)gaf<gfd,r + grfd — gdr,f)
1 . oy
= Zgbdgab,rg fgfd,r = 19 kg]lgij,rgkl,r. (1.31)
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w

(a) Priestorovy pohlad. b) Celny pohlad.

Obr. 1.5: Cisto twistujiice geodetické kongruencie.

Spominany rozklad metriky g;; = p~27;; sa da urobit vzdy bez straty obec-

nosti, ale rozklad je zavisly od volby bazy. Potom nenulové optické skalary nado-
budnti separovany tvar

©=—(Inp),, (1.32)

|
o’ = ZVszﬂ%j,r%l,r- (1-33)

1.3 Robinsonova—Trautmanova trieda geometrii

V minulej kapitole sme sa venovali klasifikacii priestorocasov na zaklade optic-
kych skaldrov. Robinsonova—Trautmanova trieda geometrii zahinia mnoho fyzi-
kalne zaujimavych pripadov ako napriklad Schwarzschildovu alebo Reissneovu-

Nordsrémovu ¢iernu dieru alebo urychlené cierne diery (C-metrika) [10], ¢i expan-
dujtce gravitacné viny.

Robinsonove-Truatmanove priestorocasy patria do kategorie netwistujicich

geometrii, v ktorych nedochadza k shearu, ale expanzia kongruencie svetelnych
geodetik je povolena. To zodpoveda

Kij = ©d;j = Ogpgmiymi;) (1.34)

kde sme vyuzili fakt, Ze normalizaénii podmienku ([1.13|) v adaptovanych strad-

niciach staci s¢itat cez priestorové indexy, pretoze metrika (1.18)) v priestorovych
indexoch nadobuda tvar

GpgM (M) = i - (1.35)
Na druhej strane pouzijeme vyjadrenie K;; z rozkladu do bazy (|1.20))
kp;qmz(gi)m((]j) = @gpqmz(ji)m((lj) ) (1.36)

12



kde opéf staci scitat cez priestorové indexy z dovodu prechodu do adaptovanych
stradnic. To je vidiet z prepisu k,,, pomocou (|1.19)) v adaptovanych siradniciach

ko = Kyymm{), (1.37)
a pouzitim normalizacnej podmienky (|1.35))
Ky = kypgm{ymy;, . (1.38)

Vztah (|1.36)) ale plati pre lubovolni ortonormélnu bazu v euklidovskom (D — 2)
rozmernom priestore, a teda dostavame

Kpig = Obpq - (1.39)

Rozpisom kovariantnej derivéacie a rozpisom Christoffelovych symbolov pomocou
metriky postupne dostaneme

a 1 a
kpg=kpg—T qua = kpg — 59 b(gqu + Gop.q — Gpab)Ka- (1.40)

Pracujeme v adaptovanych stiradniciach, a teda k, = —0* podla (1.1). Z expli-
citného tvaru metrickych funkcii (1.3)) a podmienok na ¢leny ¢** a ¢"P v ({1.7))
dostaneme vztah

1
§gpq’r = Ogy, - (1.41)
Preznacenim
O(ru,a?) =R, /R (1.42)

a riesenim sustavy diferencidlnych rovnic (1.41)) dostaneme vyjadrenie metriky
[11]

Gpg = R2(ru,@%) hyg (u,2®) (1.43)
kde funkcie h,, vysli ako integrac¢né faktory z rieSenia sustavy diferencidlnych
rovnic. Explicitné vyjadrenie funkcie R(r,u,x®) vyplyva z jej zavedenia (|1.42)

R = el Orwat)dr. (1.44)

Tato priestorova cast metriky teda zavisi od suradnice r len skrz skalarny faktor
priamo urceny expanziou nulovej kongruencie.

1.4 Kundtova trieda geometrii

Tato trieda geometrii je Specidlnym pripadom Robinsonovych—Trautmanovych
geometrii, kedy vymizne expanzia, © = 0. Dosadenim do rovnice
dostaneme podmienku, Ze priestorova cast metriky g,, nezavisi od sdiradnice r, a
teda priecna metrika ma tvar

Gpg = hpg(u,2®) . (1.45)

Pre dalsie vypocty bude klicova prave Kundtova trieda geometrii, preto bu-
deme potrebovat objekty charakterizujice krivost. Napocitané komponenty Chris-
toffelovych symbolov pre takyto priestorocas preberieme z ¢lanku [I1] a polozime
O =0,
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T
I".,=0,
_ _1 1
Frru = 759uur + §grngun,r )
o 1
F rp T _§gup77“ )

I = [ - grrguu,r - guu,u + grn(qun,u - guu,ﬂ)} )

(

(

(

w =3 (

Iy = 5| = 97 Gupr = Guup + 97 2Guin ) + Gop)| (

I = —Guille) + 3 9pas (

e, =%, =%, =0, (
T = 5 9uur s (1.53

(

(

(

(

(

(

(

(

u 1
F up qup,r )

r, =0, 1.55
rm =0, 1.56
I = 59" Gunr 1.57
rm =0, 1.58
[ = %[ — " Guur + 9" (2Gunu — guu,n)} : 1.59
I =3 [ = 9" Gupr + 97" (29unp) + gnp,u)} , 1.60
[y = T 1.61

Z Christoffelovych symbolov bol v ¢lanku [11] napoc¢itany Riemannov tenzor

Ryprg =0, (1.62)
Repru = —3Gupar » (1.63)
Rypmq =0, (1.64)
Rewru = — 2 Guurr + 20" Gumr Gunr » (1.65)
Rypuq = 59uprlle + 5 9up.r Guar » (1.66)
Rpypg = Gulp,ql,r > (1.67)
Rinpng = ° Rinpng » (1.68)
Ryuup = 5(Guurp = Gupira) + 197" GunaGupr — 59™" Guma Lo (1.69)
Rupmg = Gpim.ullg) T Gulgmlllp T EpimTalur (1.70)
Rupug = =5(9u) plla + Gutpyulle) = 39pasun + 197 GuprGuq,r

~39uur€pq + 39unpI0ur — 9" EnwIayur + 9" EnpEng (1.71)

a uZenim Riemannovho tenzora vznika Ricciho tenzor

R, =0, (1.72)
Ry = —3Gupr (1.73)
R, = —%guu,rr + %g’""gun,rr + %gmn (gumJ’Hn + gum,rgun,r) ) (1'74)
qu — Squ _ qu’ (175)
Rup = =59 Guprr = 3Guurp + 39upru + 97" Gulnplr = 39" (Guprlin + Gun,rGup,r)
""gmn(%gum,rgun\lp + Imipulin] + Julm.plln — %em”g“p”) (L.76)

14



Ruu = _%grrguu,rr - ngguu,rn - %gmnemnguu,r + grngun,ru - 59 gmn uUw
+gmn(gum,u||n - %guuHmHn) + %(grrgmn - grmgrn>gum,rgun,r
+29mnngg“mvrgu[nvp} + %gmngum,rguu,n + gmngpqumEqn 3 (177)

a Ricciho skalar
R = SR + Guu,rr — QQTngun,rr - 2gmngum,r\|n - %gmngummgunﬁ : (178)

Z tychto vztahov sa daji dopocitat zlozky Weylovho tenzoru, pozri [11],

Chprg = 0, (1.79)
Crpru = =3 5= Guprr (1.80)
Crpmg = — 3 IplmIafu,rr (1.81)
— D-3]|1 1 S
Crury = ~—D-1 |:29uu,mﬂ + D=2)(D=3) R
_i%g gum rgun r + (g gunﬂ‘r + gmngum7r|n):| 5 (182)

Crpuq = ﬁ {Squ B ﬁ 9pq "R+ %(D 2)9u[p rllg T 3 (D 4>qu

D— — ™n
+§ D— ?gpqguu T %guz)guq,rr - §ﬁgpqg Gun,rr
_%%gpqg gum rQun,r — %%gpqgmngum,rﬂn ) (183)
Crupq = Yulp,gl,r — ﬁgu[pgq]u,rr 5 (184)

Conpng = Crnpng + m (gmn ®Rpg 4 9pg > Rnn. = Gmaq ° Ry — Gpm Squ>
+553 <gmnqu + GpgSmn — GmgSpn — 9pnfmq>
+ o w2 (9mnIpg — Gmadpm) {guu,m« — 29" Gus,m
—20% fos = $9° Guor Gusr — T DT SR} , (1.85)
L(guu o = Gupre) F 2R G G — S22 G Gy B

Cruup 2
[ "emlpGnjur + 9" (gm[p ul[n] = Gulm.p] unﬂ
Pl

1
2D

1 n n

29 gungup rr = G " Guln,pl,r + 59 gup,an}
(D 1)(D Q)gup [ SR (D 3)guu rr + 35 (D 4)9 gum rgun r

+§(D — 5) (grngun,rr + gmngum,r\\n)} ) (186)

Cupma = Gpfmalla)  Guiganlllp + €ptmatur + 575 ( *Rotmalu — FolmJa)
+ﬁ |:(guu - grngun)gp[mgq]u,w = Guu,r[gIm]p + 9p[mIqlu,ru

+g™" (gmeU[n,q],T — GpqGuln,m] ,r) - grngun,rgp[mgq]u,r - gmgp[mgq]u,rnn
+gnsgun,rgus||[qgm]p + gns (gpmgn[q,uﬂs] - gpqgn[m,uHs])

+9" (GpmGuin.gllls — IpgGuln,mllls) — g”sensgp[mng}

2 S rn 3 ns
_m gp[mgq]u |: R + guu,rr - 29 gun,rr - 59 gun,rgus,r
_2gnsgun,r||s ) (187)
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_ 1 1 1 1 0s
Cvupuq - _§guu||p||q - Egpq,uu + Gu(pyullg) — quu,repq + §guu7(pgq)u,r + g EopEsq
1 mn 1 1
—D—3 9pqd ( — 3 9uu|lm|ln — 39mn,uu + Gum,ul|n

_%guu,remn + %guu,mgzm,r + gOSEomEsn)

+m (guugpq - gupguq) ( SR + Guu,rr — 2nggun,rr

_%gmngum,rgun,r - 29mngum,r||n)

_m Guupq (guu,rr - gm”gumyrgunﬂ — ﬁ Guu Squ

1(D—4 n 1 n
2 (mguu —4g gun).gup,rguq,r + D—2 guugu(p,rﬂq) —4g En(pgq)u,r

+ 55 9pad"" [%gmgm,w + Guurn — Gun,ru
— 3900 (9 Gus.rGun — 9" Gun.r — 49 Gupn.5))|
+ 555 [ (Gun — 97 Gun) GutaTpyrr — Guur Iy + GutaTpyura
9" Gun.rl|9aye = 29" JuaIpyu,riin — g””gun,rgu(qu)u,r}
+p g™ [Qum,rgunmpgq)u — EmnGu(gIp)ur + Ju@Ipymulln — Jmn,ul|(pYq)u
+3 (GuaGumiilin + GupGumilalin) = GutaTpyulimiin) - (1.88)

Pri vyjadreni zloziek tenzorov sa pouZilo zjednodusené znacenie. Cleny [, st
— 1 _mn

Christoffelove symboly v prie¢nom priestore, teda ¥ e = 59" (29n(p.0) = Ypam)- S
ich pomocou je zavedeny symbol || oznacujtci kovariantni derivaciu vzhladom na
gpg- Analogicky vieme na prietnom priestore zaviest Riemannov tenzor ° R,
Weylov tenzor © Chnpng, Ricciho tenzor o R, a Ricciho skalar S R. Pouzité znacenie
v ¢lanku [I1] je zhrnuté v tychto vztahoch

Gupllg = Gup,q — Jum SFTZq ; ( )
Gupirlla = Gupirq — Gumg "Ly (1.90)
Gulp.rlla) = Gulplig)r (1.91)
Gobmoulla = Gotmalw + 5T 0 Gngw = T Gm) » (1.92)
Gulgmlllp = Gularmlp = g Gulm] = T Gulan) (1.93)
(Gu)liplla = Guupg — Guun "Ly (1.94)
Gupullg = Gupug — Gumu SF"Zq ’ ( )
€pq = Gu(plle) — %gp%U7 ( )

Epg = Guppg) T %gpq,u ) ( )

fra = Guipsrile) + %gupwgw,r ) ( )

kde prirodzene plati gup.q = Gup|q-
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1.5 Algebraicka struktara Weylovho tenzoru

Na zédklade Weylovho tenzoru je mozné invariantna algebraicka klasifikdcia
priestorocasu v lubovolnej dimenzii (D > 4) [8]. Ako sa ukéze v kapitole [2.2]
klasifikacia je nezavisla od konformnej transformécie, ¢o bude kltucové pre dalsie
vypocty. Klasifikicia bola navrhnutd pévodne Petrovom [12] a Penrosom [13], a
to v 4-rozmernom formalizme. Neskor bolo potrebné rozsirit tato klasifikaciu do
Tubovolnej dimenzie (D > 4), pre tplny prehlad pozri [§]. To je mozné urobit
premietnutim Weylovho tenzoru na vhodny nulovy frame. Pouzitie takej kla-
sifikadcie bolo explicitne spoc¢itané pre Robinsonove-Trautmanove priestorocasy
(netwistujice, bez shearu) a Specidlne pre © = 0 pre Kundtove priestorocasy
(neexpandujice), pozri [11].

Metrika vseobecného Robinsonovho—Trautmanovho priestorocasu v adaptova-
nych stradniciach je dana spolu s (1.43). Prirodzend volba prvého nulového

vektoru frameu k je stotoznenie s nulovym vektorom adaptovanych siradnic k

k=k=9,. (1.99)

Volba dalsieho vektoru je dand normalizacnymi vztahmi (1.12) az (1.15). Kon-
krétne prva podmienka da normalizaciu k-1 = —1

—1 = gupl®l° = gpl® = —1". (1.100)

A z normalizacnej podmienky 1-1= 0 plynie
0= gapl®l® = =20"I" + guul“1* = =21 + guu, (1.101)

kde ¢leny [P nie st presne urcené, tak sme ich polozili rovné nule, [P = 0. Zlozky
vektorov my;) potom plyni z podmienok uz jednoznacne (|1.15))

0 = gavm{yk® = gram{y = —mf;), (1.102)
0= gabm?i)lb = garm?fi)lr + gaum@)l“ = —m’(;) + gpum’é) . (1103)

Teda s tymito vysledkami mame podmienky na frame, ktory sa da zapisat v
tvare (porovnaj [11])
1
k=k=20,, 1= §guu3r +0,, m;) = mfi)(gupar +0,). (1.104)
Tento frame samozrejme nie je jednoznacne urceny a je mozné vykonavat
rozne Lorentzove transformacie s polom bazovych vektorov. Konkrétne nulové
rotacie s fixnym vektorovym polom k pripadne 1, boosty v rovine k-1 a rotéacie
v priestore napnutom na vektoroch my; [14]. Pre klasifikiciu Weylovho tenzoru
vsak vyuzijeme boost, ktory transformuje vektory nasledovne

k — Xk, 1 — )\_11, mg;) — my) . (1.105)

Zjavne takato transformdcia zachovava normalizacné vztahy (1.12)) az (L.15]).
Pri takejto transformécii budeme skimat transformaciu veli¢in. Ak sa Tubovolna
veli¢ina q transformuje nasledovne

q— \’q, (1.106)
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tak hovorime, Ze veli¢ina ma boostovi vahu w [15].

Takto vybaveny uz mozeme robif priemety Weylovho tenzoru Cy;.4 na nulovy
frame (k,1;m; ). Priemety zoradime podla boostovej vdhy w a budeme znacit v
anal6gii s povodnymi pracami Petrovova a Penrosa W, 9, pozri [14] pre znacenie
D >4,

\IJOU = C1abccl ke mlgl) ke m?ﬂ) >

Uik = Caped k* mIZi) mij) mflk) ; Uirs = Capea k1" k° m((ji)

Woisnt = Capea M) ml()j) M m‘(jZ) ;o Wog = Cupea K119k,

Wsis = Capea k*1° me ml(ij) ; Worii = Caped k* ml()i) r* m?j) ’

Usisk = Capea 1* mz&) m; mflk) ; Wypi = Capea 1" K16 m?i) )

Wyii = Capea I“ ml(’i) I m?j) . (1-107)

Znalenie a klasifikicia bola prevzaté z [I1] respektive [14]. Pravy stipec nepred-
stavuje nezavislé priemety, ale je mozné ich dosiahnut kontrakciami v Iavom stipei,
teda Wipi = Wyeki, Wog = Worik, Uoris = $Wous*, Uopis = SWais, Uapi = Waiks,

Pre tplnu invariantnu klasifikdciu je nuntné zaviest irreducibilné zlozky We-
ylovych skalarov W [8] [I1]

\i’w‘k = Wik — ﬁ(@j‘l’wk - 5z’kz‘1’1TJ') ) (1.108)
Uoran = Wopin — 550 Vas (1.109)
Wit = Woijm — ﬁ(@k‘izﬂm + 03V — 0 Waron — 5jk\i!2T<u))
—(D_Q)Qm((sikfsjl — 5il5jk)‘112s ) (1.110)
Wy = Wyin — 55 (65 Uarn — 0 Wary ) - (1.111)

Potom prislusné Weylove skalary su

(Xpmq - DL—S gp[qu) ’
Wy = mfm? (qu - ﬁ gqu) ’

o =0, (1.112)
Uy = mf B3 | (—39upr + Ogup)r + 0] (1.113)
Uyje =0, (1.114)
Upg =82 P, (1.115)
Wopin = mim? 555 (Qpg — 55 90 Q) (1.116)
Woiju = mImPmgmd *Crpng , (1.117)
Woij = mimj Fpq (1.118)

(1.119)

(1.120)

(1.121)

kde jednotlivé symboly oznacuju
_ (1 1 S 1D—-4 mn
P = (§guu,r - @guu) - + m R — 14 D—2 9" Gum,rGun,r
+ﬁ<grngun,rr + gmngum,rﬂn) ) g gun@,r - 2@,u - ﬁ grn@,n
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~0%B=1 4" Gun + O (B8 ¢ Gunr — 55 9" Gumin) (1.122)
Qo = “Byq + (D =[5 (fou + GusGopure) = (O = %) Guptua

~20u:0.9) = O (Gutrila) + 29utpTayur) | (1.123)
Foy = Guipalr — GulpTaurr + 20 (GupGaur — Guipa) (1.124)

_ 1|1 1 _rn
V;) ) [gguugup,rr - guu,rp + gup,Tu - 59 gun,rgup,r

+gmngum7rEnp - gup (guu,rr - %gmngum,rgun,r)}
+ﬁ [%grngungupvrr + gmnem[ngp]u,r - grngu[n,p] e + %grn (gu[p,run} + fpn)

—g™" (gm[p,uun] + gu[m,p]nn) ~ 39up (gmgun,w +9™f mn)}
+59up9uu® s + Gup© . + 59O
-0 [  Guuupr — Guup + Gupw — 9" GuinGplur + 9" Erp — GupGuur
+ 5539 GuinGplur — 39" Guing) = 5Gupd™" Gmn,u + %gmgnp,u)} . (1.125)
Xpmq = Ypimoulla) T Gulgmlllp T JupGulmIalu,rr + EpfmJqlu,r
—GulqImlurllp — JupJulmrlla) — 39ulaImlurJupr
0 (3guloImlur Gup + GulaFnlpas + GulaFmlullp — JupllinFalu — 2ulamiIup)
(1.126)

1 1 1 1
Whq = =5 9uulplle = 39pauu + Gupaulle) = 39uurepg T 5 Guu(payusr = Juu,r(pYa)u
+%guugu(p,r||q) + %guugu(qu)u,rr - %guu,rrgupguq + gu(qu)u,ru

1 _mn

+Zg (gumgungup,rguq,r + gum,rgun,rgupguq) - %gmngumgun,rgu(qu)u,r
+gmn (EmpEnq + gum,rEn(pgq)u - gumEn(pgq)u,r)

+@(gupgquuu,r + guu,(pgq)u - guugu(pgq)u,r - 2gu(pgq)u,u - %guugpq,u) 5

(1.127)

a ich kontrakcie st definované @ = ¢?Q,,, W = ¢??"W,, and X, = ¢"" X, -

Kedze plati Wyi; = 0, tak vieme, ze k = 8, je privilegovany nulovy smer.

Ten v pripade algebraického typu N, jeho konkrétnu realizaciu v R—T triede

budeme skiimat v tretej kapitole, musi byt Stvornasobne degenerovany. To efek-

tivne prindsa podmienky na nulovost aj ostatnych projekcii ¥ s vynimkou W ,j,

ktoré jediné ostava nenulové a fyzikalne nesie informaciu o gravitacnom sireni.

Toto prirodzene vedie k obmedzeni tvaru Kundtovej metriky, ¢o v tretej kapitole
vyuzijeme.
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2. Konformna transformacia

V tejto kapitole zhrnieme vlastnosti konformnej transformécie na lorentzov-
skych varietach. Konformné transformécie st vyznamnym nastrojom vseobecnej
teorie relativity. Poméahaju ukézat vela dolezitych vlastnosti ukrytych v pévodne;j
metrike vdaka tomu, Ze su za istych podmienok napriklad schopné zobrazit neko-
necny priestorocas na kompaktni mnozinu. V tejto kapitole si ukazeme dolezité
vlastnosti konformnych transformacii, vplyv na kauzalnu struktiru, geodetiky,
Riemannov a Weylov tenzor. Zakladné vlastnosti konformnej transformécie st
spracované podla referenénej knihy vSeobecnej relativity [16].

2.1 Vlastnosti konformnej transformacie

Uvazujeme kladnt hladkd funkciu Q (konformny faktor) a metriku gq, na
lorentzovskej varieteE] dimenzie D, potom

Gab = V2 gap (2.1)

je tiez metrika, ktora vznikla pomocou konformnej transformécie z metriky gqp.
Metrika vygenerovana konformnou transforméciou zachovava na lorentzovskej
variete kauzalnu struktiru pévodnej metriky. To znamend, ze ak Iubovolny vek-
tor v je ¢asupodobny, svetelny alebo priestorupodobny vzhladom na gu, tak sa
charakter vektoru zachova aj vzhladom na §,;, teda ak

gapv™v* 0, (2.2)

tak potom
gabvavb = Q2gabvavb ; 0. (23)

Toto tvrdenie plati aj naopak. Ak mame na lorentzovskej variete dve metriky,
ktoré maju rovnaku kauzalnu struktaru, tak nutne metriky musia byt previazané
konformnou transformaciou. Tato implikdcia sa d4 nahliadnuf intuitivne. Ak v
kazdom bode variety platia tieto vztahy zaroven

Gapv0® ; 0, Gapv™0° ; 0, (2.4)

tak v kazdom bode si musia byt metriky timerné kladnou konstantou, ale tato
konstanta méze byt v kazdom bode variety rozna, ¢o déva vztah (2.1)).
Inverzny tvar metriky §*° plynie z poZiadavky 62 = §%g. = Q2G%gy., a teda

g = Q% (25)
a je vidiet, Ze §° nevznikd zdvihanim indexov pomocou ¢g®

gacgbdgcd — QZQacgbdgcd — QQQab 7& gab ) (26)

'Konformn4 transformécia sa dé zaviest na varietdch Iubovolnej signatiry, ale v relativite
skimame vplyv transformécie prave na lorentzovské variety, preto od zaciatku predpokladdme
transformécie na lorentzovskych varietach.
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Kedze na variete mame zavedené dve metriky, moézu nastat nejasnosti, voci ktorej
metrike sa vztahuje kovariantna derivacia, preto budeme pisat operator V, pre
metriku g, a V., pre metriku gup.

Dalsim cielom je ukézat, aky je vztah medzi geodetikami vo&i gup a §ap. Na
to potrebujeme odvodit, ako p6sobi deriviacia V, na gq, a vzajomny vztah medzi
kovariantymi derivaciami. Vieme, Ze metriky sice s kompatibilné so svojimi ko-
variantnymi derivaciami V,gp. = 0 a @agbc = 0, to uz ale neplati pre kovariantnu
derivaciu a k nej konformne previazani metriku, teda

Vadse = Va(Q%g5e) = 2965V 2. (2.7)

Vztah medzi kovariantnymi derivaciami plynie z volnosti vo volbe kovariantnej
derivacie. T4 je v relativite eliminovana volbou Levi-Civitovej konexie, ale jej
volba je dand konkrétnou metrikou a z vysledku (2.7) vidime, ze skutoc¢ne ide o
dve rozne derivacie, teda musia byt previazané konexiou I',, = V,,, — V. Afinng
konexia je pseudoderivacia, to znamena, Ze je plne ur¢ena akciou na vektoroch

Vo’ = Voo + T, 0°, (2.8)

a pre formy tak plynie

Vawp = Vawy — I e . (2.9)

7 podmienky Vags. = 0 ziskame explicitné vyjadrenie afinnej konexie pomocou
derivacii metriky ako

0= ?agbc = Vagbc - Fdabgdc - Fdacgbd . (210)
Z coho sa vyjadri derivacia metriky

Vadbe = T Gae + T Gba - (2.11)

Cyklickym vysé¢itanim (s netrividlnym minusom pred tretim ¢lenom) dostaneme
vyjadrenie afinnej konexie pomocou derivacii metriky,

3 (VaGba + Vogaa — Vadan)

N | —

G D™ G + T™ 1Gm + T Gma + T aGom — L™ Gmb — L™ Gom)

N — DN —

(Fcab + 1—‘Cba) = Fcab ) (212)

kde sa v prvej rovnosti vyuzil vztah a v druhej rovnosti sa vyuzila symetria
metriky a symetria afinnej konexie v dolnych indexoch. Dosadenim a
do dostaneme vztah pre afinni konexiu vyjadrenii pomocou pdvodnej
metriky gqp, napriklad [16],

T = Q0 (96aVa + 9ua Ve — g VaQ) = 200,V In Q — Gabrg“?V4In Q) .
(2.13)
Este dodajme, zZe pre niektoré rovnosti nizsie sa oplati zaviest kompaktnejsi zapis,

T, =V,InQ, T = ¢V, InQ. (2.14)
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Vyjadrenie nam pomodze porovnat geodetiky vodi derivacii V, a V..
Uvazujme afinne parametrizované geodetiky pre V,. Z postupu v rovnici
vyplyva ekvivalentnd podmienka afinnej parametrizacie v*V,0* = 0. Dalej ski-
mame vztah voéi @a

vV 0" = vV 00 + v“Fbacvc = 20%°Y, — (gacv“vC)Tb . (2.15)

Tvar neafinne parametrizovanych kriviek sa da najst zo substiticie afinného pa-
rametra p na q(p)

e b= Py detdat P (dp)T datdp o, detdat (dp)°
0 d¢?2  “dg dg dp? \dg dp dg? = ““dp dp \dgq
da? 42
= df)dqz = av’. (2.16)

Porovnanim rovnice a zistime, Ze vo vSeobecnosti konformny faktor
nezachoviva geodetiky, ale v pripade, Ze plati guv®0® = 0, teda geodetiky st
nulové, tak geodetiky voci V, prejdi na neafinne parametrizované geodetiky s
parametrom « danym podmienkou o = 2v°Y ...

2.2 Konformna transformacia Weylovho tenzora

Dolezitou vlastnostou konformnych transformacii je, ze zachovavaju Weylov
tenzor (pri Specifickom usporiadani indexov). To ukazeme z toho, ako konformné
transformacie posobia na Riemannov tenzor. Vyjdeme z vlastnosti pdsobenia
Riemannovho tenzoru s nulovou torziou na formy a vyuZijeme vlastnost

Rabcdwd = @a@bwc — @b@awc
=V, (wac - de,;wd) ~- Vs (Vawc - Fdacwd)
= VoViwe — ViVowe — T Ve + T, Vnwe — VoI wa + VT wq
=R, wq — VI wi+ VT wqg + T T4 g +T™ T wy

— I wa — T30,
= Ryptwq — 2V (I wq + 217, T wa - (2.17)

Do tohto vysledku dosadime explicitné vyjadrenie I, z (2.13))

Ry = Ry + (—00V.Vy + 02V V, — 6]V, V. + 02V, V. ) nQ
+ (gbcgdmvavm - gacgdmvbvm) In Q2 + QFHZ[ade}m : (218)

Vdaka nulovej torzii si druhé kovariantné derivacie na funkciu zamenné, a teda
sa od¢itaju. V ostatnych clenoch sa pouzije kompaktny zapis pomocou antisy-
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metrickych zatvoriek a ostdva rozpisat ¢len I'?, ktory obsahuje daldich 18 ¢lenov,

20y Iy, =
+ 6708 (Vo In Q) (Vi In Q) + 670¢ (Vo In Q) (VyIn Q) + 676 (V. In Q) (V,, In Q)
+6m5% (VeIn Q) (VyIn Q) — 6™6% (VyIn Q) (V,, In Q) — 6™6% (VyIn Q) (V4 In Q)
— 604 (V. InQ) (V,, nQ) — 6762 (V.In Q) (V,InQ)

- 5Z”gbmgd" (VolnQ) (V,InQ) — 5;”gbmgd” (Veln Q) (V, InQ)

— 039cag™ (Vi I0 Q) (V,, In Q) = 67, 9cag™ (V5 In Q) (V,, In Q)

4+ 6" Gamg™ (Vi In Q) (V, In Q) + 6" Gamg™ (Ve In Q) (V,, In Q)

4+ 6%949™ (Vi In Q) (V,, In Q) 4 6% g9™" (Vo In Q) (V,, In Q)

+ GeaGomd™" g™ (V, In Q) (V, 10 Q) — ggumg™ 9" (V, In Q) (V,InQ) , (2.19)

kde je vidiet vyhoda kompaktného zapisu (2.14)), pretoze vypocet sa redukuje na

20" Dy =
+ 670 Lo + 6700 T Ty + 0 64 L Ly + 6700 Ty
— 0TI, Y — SO Ly — 600y — O T,
= 07 Gom La T = 07 G T X! = 87 9ea T T = 673,9ea To L™ + 67" G Ty T
+ 07 Gam L X!+ 0290 L Y™ + 049 Lo L™ + GeaGom L™ Y = GetGam L™ T
= =200y Y + 29" oo Ty T + 200, 901 Tt T (2.20)

¢o spolu s (2.18) da

Ry = Ry + 260,V T e = 290 Vi T = 260, Ty Yo + 2901 Ty Y + 26,950 L T .

abe abe
(2.21)
Pre vypocet Weylovho tenzoru potrebujeme este Ricciho tenzor
Rae = Rae — (D = 2)Vo Yo = goc VX" + (D — 2)T, Yo — (D — 2)goc Ty Y’ (2.22)
a Ricciho skalar
Q’R = %Ry = R—2(D — 1)V, T% — (D — 1)(D — 2)Y,Y?, (2.23)

ktoré vznikni uzenim Riemannovho tenzoru. Pri vypocte sme vyuzili prepis
metriky g% podla vztahu (2.5). S tymito vysledkami sme uZ schopni dosadit
do definicie Weylovho tenzoru

2
(D _ 1)(D _ 2) Rga[cgd]b . (

2
Cabed = Raved — = (GajeBap — GojeLlaja) + 2.24)

D -2
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Podla tejto definicie rozpiseme tenzor C’abcd

Qi2éabcd = C1abcd + 2gd[avb}Tc - QQC[avb]Td - di[aTb}Tc + 290[aTb}Td + 2gd[agb]chTm

1
=294 = VaTo = 55900V T + T T — 9 T T™)
1
+294e( = Va Yo = 55900V X" + TaTo = 94T T")
4
- 7 aYalc vam_zac Tme
D— 29 [c9d]b Ga[cYd)b
2
= Cabcd - m (gb[cgd}a + ga[cgd]b> vam
= Labed -

Specidlne v tvare s jednym zdvihnutym indexom nadobida Weylov tenzor tvar
nezmeneny konformnou transformaciou
C

abc

i=c,?. (2.25)
Preto je aj algebraicka klasifikacia priestorocasov zalozena na Weylovom tenzore
invariantnom vzhladom na konformné transformécie.

Naskyta sa otazka, ¢i okrem Weylovho tenzoru existuju aj iné konformne
invariantné veli¢iny a ukazuje sa, Zze mnoho rovnic pola ma konformne invarianté
riesenie. Konformne invariantné riesenie (s konformnou vahou pola s € R) Tubo-
volnych rovnic pola ¥ s metrikou gq, znamend, ze ¢ = Q% riedi tieto rovnice s
transformovanou metrikou g,p, pozri opat [16].

2.3 Konformny vztah medzi R—T a Kundtovymi
geometriami

Kundtov priestorocas patri medzi vyznamnu triedu analyticky riesitelnych
geometrii, ¢i uz v Einsteinovej tedrii gravitacie, ale aj v teérii kvadratickej gra-
vitacie. Dokonca zastupcovia Kundtovej triedy geometrie patria medzi takzvané
univerzalne priestorocasy [17]. Jeho vyznam je o to vicsi, Ze s mnohymi dalsimi
presnymi rieSeniami je previazanym konformnym faktorom, pozri [18].

ds® = Q% (ru,x)dsk g - (2.26)

Z predchadzajicej kapitoly vieme, ze Weylov tenzor konformna transformécia
zachovava, pripadne je imerny mocnine konformného faktoru. To znamena, ze
Weylov typ priestorocasu sa podla kapitoly zachovava.

Blizsie sa pozrieme, aké triedy geometrii sa daji pomocou konformného fak-
toru z Kundtovej geometrie nagenerovat. Pre klasifikdciu nového priestorocasu
potrebujeme vediet transformované optické skalary. Tie napocitame Specidlne
v suradniciach adaptovanych na nulova folidciu. Je potreba rozhodnut, ktora
Struktru na variete berieme ako primarnu. Teda ¢ zachovdme vektory k* = k*
a s nimi stotoznime formy pomocou konformne transformovanej metriky &, =
Gapk? = Gupk®. Alebo zachovame formy k, = k, a k nim vektory k* = §%k;, = §°k;.
Naskytd sa moznost urcit expanziu © z rovnice , kde explicitne ¢leny k,,
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k* nevystupuji, ale po prvé, po transformacii ¢len mf]"j Gijr UZ nemusi mat
vyznam expanzie, pretoze sme pri odvadzani danej rovnice vyuzili fakt, ze ¢leny
Jre SU konstanty nezavislé od suradnice r, ¢o ale pre transformovanu suradnicu
Jrq neplati. Po druhé, z postupu v vyplyva, ze sme ako primarnu Struktiru
zvolili vektory. Avsak budeme postupovat opacne a k formam budeme konformnou
transformaciou hladat vektory, pretoze touto volbou dostaneme optické skalary
nezavislé od dimenzie priestoru, v ktorom pracujeme. Expanzia je podla

dana vztahom
(D —2)0 = V,k* = Vi (§%k.) = Q 2"V, k.. (2.27)

Vyuzili sme kompatibilitu metriky s kovariantnou derivaciou a nasledny prepis
konformne transformovanej metriky pomocou povodnej . Dalej pomocou
afinnej konexie podla prejdeme od transformovanej kovariantnej derivacie k
povodnej derivacii

(D —2)2%6 = ¢"Vyk. — ¢"T k., (2.28)

kde zlozky affinej konexie st dané pomocou konformného faktoru (2.13)), ktory v
adaptovanych stradniciach k, = —u, = =4} ma tvalﬂ

o ko= —Q NV + 5V — 69" V) . (2.29)

Dosadenim tohto vztahu do (2.28) a vyuzitim metricky (|1.5)), (1.6) dostaneme

1

Q,

0’6 =
6=6+ 9

Takato konformnéa transformécia zachovava afinnti parametrizaciu
Valkeke) = Q72g%V o (keks) (2.31)
kde ¢len V,(kcky) sa dé rozpisat pomocou (2.9)
Valkeks) = Vo(keky) — T kaky — T, kokq . (2.32)
Afinna konexia je dand pomocou ([2.13))

QI kaky(09V Q2 4 69V o Q — Gaeg®V ) kaky =
= §L0MV L+ 0108V o Q 4 gacdi V2, (2.33)

kde sme vyuzili adaptované stradnice k, = —u, = —d¥ a tvar metriky ((1.5)),
(1.6). Dosadenim tohto vztahu do (2.31)) dostaneme

PV o (kek®) = QgPV o (keky) — g (020 Q2 + 610%V o + Gac0iV, Q)
— g(SE0IV L + 610V o Q — Gacbi V)
= 0"V, Q — 0"V, Q + 0"V, Q — 6V, Q =0, (2.34)

teda podla podmienky (1.2]) st geodetiky afinne parametrizované.

2Mozno ukézat, ze volbou k% = k%, ko = Gapk® by sme dostali expanziu zévisld od dimenzie
A D
©=0+ 557,
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Podobnym postupom ako v pripade expanzie © najdeme vztah pre konformne
transformovany shear 6. V definicii shearu (1.25) potrebujeme transformovat clen
(V(oka)) (V°Ek®) v adaptovanych stradniciach, teda

(Vioka)) (VPE") = Q746" g" (V ki) ) (V oK)
= Q7" (Vyka + Q7 (Ve + 62V Q + 4,V Q)
(Veka + Q1 (05V4Q + 64V Q + 9.4V, Q))
= Q7 (Vka)) (VPE) + Q7 (garag“ 'V a + 912 g" Ve + Garr g™ V1)
+ (D —2)Q275(V,0)?%, (2.35)

kde sme vyuzili symetriu kovariantnej derivacie vektoru V,k, = V,ky, ktora je

ukazana v 1’ a explicitny prepis Vik, = %gab’r (1.41), z ktorého je tiez vidiet
symetria v indexoch a a b. Navyse z tvaru metriky ((1.5) a z (1.41)) plynie

1

" 1
§gab,rg b e §gpq,7‘gpq = @gpquq — (D - 2)@ . (236)

Potom vyuzitim tohto vztahu, konformne transformovany shear je

5 = (Voka)(VR") — (D — 2)6?

gt -y(e-F) —w-e =g e

Pri vypocte twistu nemdzeme pouzit adaptované sturadnice, pretoze v nich je
twist identicky nulovy A = 0, respektive nemozno popisat twistujicu geometriu
suradnicami adaptovanymi na nulovi folidciu. O to jednoduchsie bude odvodenie
konformne transformovaného twistu, staci si uvedomit, ze zlozky afinnej konexie
st v dolnych indexoch symetrické. Potom

A2 = —(Vpka) (VPE®) = = (Vpka) — Tk g7 9" (Veka — T4 k)
AQ
- br.a - cr.dle
= —Q N (Vpka) (VPE*) + QIVEEIT, K, = i (2.38)

Z tychto rovnic (2.30), (2.37) a (2.38]) (porovnaj s [18])

~ Q) Q, 9 o o A2

@:§+§, U:@, A:@a (239)
plynie, ze z Kundtovej geometrie pomocou konformnej transforméacie nagene-
rujeme len Robinsonovu—Trautmanovu triedu priestorocasov v pripade, Ze kon-
formny faktor 2 je funkciou siradnice r a zostavame v Kundtovej triede, ak
konformny faktor nie je funkciou siradnic Q = Q(u,z).
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3. Rovnice gravitacného pola

V tejto kapitole sa zameriame na geometrie Weylovho typu N. Nasim cielom je
vyjst zo Specidlneho Kundtovho tvaru metriky typu N, néjst veli¢iny popisujice
krivost (Ricciho tenzor a Ricciho skaldr) a konformne ich transformovat. Potom
takto nagenerovany priestor budeme skimat v roznych tedridch gravitacie, ¢i v
Einsteinovej alebo kvadratickej.

3.1 Naivny pokus o R-T riesenie typu N v Eins-
teinovej gravitacii

V tejto podkapitole vyjdeme naivnym spésobom z najjednoduchsich Kund-
tovych geometrii typu N a pozrieme sa, ¢i generuji R-T riesenie v Einsteinovej
teorii.

pp-viny

Uvazujme Specidlny pripad kundtovskej geometrie, a to takzvané pp-viny bez
gyratonovych clenov (t.j. gy, = 0)

ds? = §;; da'dz? — 2 dudr + gy, (u,z®) du®. (3.1)

To znamend, ze metrika a k nej inverznd metrika je dand maticou (porovnaj s

(.3 a [L6)

0 -1 0 —Guu(u,x®) =1 0
9 = |—1 guu(u,x®) 0| | g% = -1 0O 0. (3.2)
0 0 6y 0 0 6,

V kapitole[l.4]{sme si uviedli komponenty Ricciho tenzoru a skalaru pre vSeobecny
Kundtov priestorocas. My vyuzijeme tieto vysledky a dosadime do nich metriku
pp-vin . \Y% kapitole sa uvazuje aj vSeobecny (nenulovy) ¢len g,, s moznym
rozkladom gy, (r,u,a?) = e,(u,z?) + f,(u,z?)r, my vzhladom na nasu metriku,
polozime tieto ¢leny rovné nule

e, =0, fr=0. (3.3)

Z toho plynie, Ze sa zjednodusia ¢leny obsahujuice e, a f,, a to ey, a f,q, ktoré st
tvorené kombindaciou e, f, a gpeu podla (1.96) a (1.98)), teda st tiez nulové

epg =0, fpg =0. (3.4)
Pri zjednoduseni budeme potrebovat este Christoffelove symboly na prie¢cnom
priestore °T?

1
SFpmn = igpq<29q(m,n) - gmn,q) ) (35)

¢o je ale vzhladom na metriku (3.2)) rovné nula, T? == 0, ¢o nie je prekvapivy
vysledok, kedze metrika je v priestorovych indexoch euklidovska, ¢o automaticky
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implikuje *R,, = 0 a R = 0. V rovniciach sa vyskytuji aj kovariantné derivécie
metriky podla priestorovych indexov. Prepisom gyujm|» podla (1.94)) sa da potom
ukazat, ze kovariantna priecna derivacia metriky prejde na parcidlne derivovanie

Guu|im|ln = Guu,mn — Guu,p SFpmn = Guu,mn - (36)

Dalsi zavedeny ¢len je E,, podla lD ktory je vzhladom na metriku pp-vin

(3.2)) tiez nulovy,
1
Epm = Gulp,m] + §gpm7u =0. (37)
Posledny clen, ktory je potrebny vyjadrif, je gmpum, ten sa podla (1.92) da
prepisat

1
Gontpadin) = Ginfpas + 5 (“Tmpanae = “TnGapar) =0, (3.8)

kde nepritomnost ¢lenov °T' priamo plynie z (3.5)) a tvaru metriky . Metrika
je v priestorovych indexoch jednotkova matica a jej derivacia da prirodzene nulu.

S tymito vysledkami, az , sme schopni dopoc¢itat komponenty Ric-
ciho tenzoru az (|1.77))

Ry Re Ry, 0 0 0
Ry = |Rur Ruw Rug| =0 —30™Guumn 0] . (3.9)
Ry Ry Ry 0 0 0

Vseobecny Ricciho skaldr je napocitany podla (1.78) a s vyssie odvodenymi
vztahmi okamzite dostavame

R=0. (3.10)
To sa da ale ukdzat aj priamo z definicie vdaka (3.9))

—Guu(u,x®) =1 0] [0 0 0
R=R"=g"Ry =Tr -1 0 0|0 —26™guumn O
0 0 Jy O 0 0
0 0™ Gyumn O
=Tr |0 0 0] =0. (3.11)
0 0 0

Teraz sa pokusime konformne transformovat geometriu pp-vin a najst pod-
mienky na konformny faktor €2 tak, aby vysledny priestorocas bol riesenim Eins-
teinovych rovnic pola. V kapitole o konformnych transformaciach sme si odvodili
konformne transformovany Ricciho tenzor . Spolu s metrikou to da

Ry, = (D =2)(=V, T, + T, 7,), (3.12)
Ry = (D —2)(=V, Ty + T, T, + T, + V, Y7, (3.13)
R,, = (D —=2)(=V, Y, + T,T,), (3.14)
R = 20" Guugin (D = -V, Tut LT, — g TT") — V01", (3.15)
Ry = (D —2)(=V, T, +T.Y,), (3.16)
Ry = (D —2)(=V, Ty + LTy — 0, Lo YY) — 6,, VY0 (3.17)
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A 7z toho transformovany Ricciho skalar

D—-1
02

(D—1)(D—-2)

R=-2 o

VYl —

T,Y°. (3.18)

Dosadenim zloziek Ricciho tenzoru (3.13) az (3.17) a Ricciho skalaru (3.18))
do Einsteinovych rovnic pre vakuum, teda

1
Rab - iRgab + Agab = 07 (319)

dostaneme sustavu diferencidlnych rovnic

(D - 2)(_vrTr + TrTr) =0, (320)
(D —2)(=V, Ty + T, Ty + 1Y) + Vv, Y°
1D—1 (D —1)(D —2)
-5 V, Yl + 0 T,YP— A =0, (3.21)
(D —-2)(-V,T,+7,7,)=0, (3.22)
(D —2)(=V, T, +T,Y,) =0, (3.23)
(D - 2)(_vaq + Tqu - 5qubTb) - 5pqvbTb
1, D-1 D—1)(D -2
—5(2=% VY — ( 32(2 )Tbrb)apq +Abpy=0. (3.24)

Rovnica pre indexy wu tu nie je explicitne vyjadrena. Po prvé preto, zZe jej vyjad-
renie je komplikované a po druhé, ani ho (ako sa neskor ukaze) nepotrebujeme.

Vidime, zZe rovnice (3.20)), (3.22)) a (3.23]) sa na seba podobaju. Pre ich riesenie
potrebujeme rozpisat ¢len V, T,

1
V. T, = Tb,a - FcbaTc = (1H Q),ab - *QCd(gad,b + 9dba — gba,d)(hl Q),c

2
1
== (ln Q),ab - i[gru(gau,b + gub,a - gba,u)(ln Q),r - gpnga,q(ln Q),p]
1 0 0 0
- (111 Q),ab - E O _guu,uQ,r - 6mnguu,mQ,n _guu,qQ,r . (325)
0 — Guup$lr 0

e Rovnica pre cleny rr

Predpokladéame, ze priestor, v ktorom pracujeme, je aspon 4-rozmerny, D > 4,
a teda clen D — 2 z rovnic vykratime. Pouzitymi tpravami vyssie sme dostali
diferencidlnu rovnicu druhého radu

(In ), = ((InQ),)>. (3.26)
Preznacenim
(InQ), =n (3.27)
dostaneme diferencialnu rovnicu prvého radu, ktorej rieSenim je

1

n(ru,z®) = _T(u,:vs)’

(3.28)
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a preintegrovanim rovnice dostaneme
InQ = —In(r —ro(u,z®)) + C(u,z®). (3.29)

Teda radidlna zavislost Q jd[|

¢(u,z?)

r— TO(U’aIS) .

Q(ryu,z®) = (3.30)

e Rownica pre cleny rp

Rozpisanim rovnice (3.22)) v ¢lenoch T pomocou (3.25) a dosadenim riesenia
(3.30) dostaneme

(InQ?),p = (InQ),(In ) ,,,
Ny =n(ropn +2), (3.31)

kde z zna¢i (In(),. Pre rieSenie pouzijeme substiticiu = £ a ndslednym
prenasobenim rovnice &2 sa z kvadratickej diferencidlnej rovnice stane linedrna
diferencialna rovnica s pravou stranou rg ,

Ep(ru,a®) = z(u,a®)€ +ro p(u,x) . (3.32)

Taktto rovnicu riesime variaciou konstanty, teda najpv vyrieSime homogénny tvar
rovnice (3.32))

g,p D __ S D __ D __ S s
/gdx = /z(u,x )da? = /(lnC),p dz? = In((u,2®) + In F(ru,z®), (3.33)

kde In F(r,u,z®) je variovana konstanta. Potom zjavne riesenie homogénnej rov-
nice je
E(ryu,x®) = F(ru,x®)((u,x®) . (3.34)

Dosadime do nehomogénnej diferencidlnej rovnice (3.27))
Folras)Ca®) + Flrana?)Gy(usr®) = 2F(rana’)C +rop(ua®), (339

teda

F(ru,x®) = /Tz’p da? . (3.36)

Tento vysledok porovname s rovnicou ((3.28)), ¢o by ndm malo dat podmienky na
¢leny ¢ a rg

11
- ro CfTOT’p 7
ro,C —(r—10)Cp  Top
¢? o
o T0rlT) Gy oy (3.37)

r —ro(u,z®) ¢

INeuvazujeme trivialne riesenie Q = Q(u,r*), ktoré je tiez rieSenfm diferencidlnej rovnice
(13.26)), ale takyto konformny faktor vedie na Kundtov priestorocas a my sa primarne zaujimame
o R-T riesenie.
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Lava strana rovnice zavisi od suradnice r, zatial ¢o prava strana nie, a to vedie k
sporu, pretoze kandidatom na riesenie je

(r —ro(u,z*))? = C(u,x®), (3.38)

ale takito rovnost nie je mozné splnit vzhladom na to, Ze ani rg, ani ( nezavisi
od suradnice r. To znamena, ze jediny sposob, ako splnif diferencidlnu rovnicu
je, ze ro a ¢ nezavisi ani od priestorovych siradnic, teda ani konformny
faktor nezavisi od priestorovych suradnic

¢(u)

Qru) = W.

(3.39)

o Rovnica pre cleny up

Konformny faktor nezavisi od priestorovych sturadnic xP, a teda sa diferencidlna

rovnica (3.16)) redukuje na
V.Y, =0, (3.40)

kde vyuzijeme prepis kovariantnej derivacia pomocou parcidlnej derivacia a met-
riky (3.25)) a zdmennost parcidlnych derivacii. Takto dostavame

guu,pQ,r =0. (341)

Tu nardzame na spor, pretoze zavislost Q0 = Q(r) je dana diferencidlnou rovnicou
pre cleny rr, ktorej riesenie sme nasli . Z toho teda plynie, Ze gy, = 0,
ale to je podmienka na samotny pévodny priestorocas, ktory je typu N, a ten
predpokladé Tubovolnti priestorovi zavislost metriky v guu = Guu(u,2?).

Ostatné diferencidlne rovnice uz netreba brat do ivahy, pretoze zjavne nie je
mozné konformne previazat kundtovskii geometriu pp-vin s netrividlnym Robinsonovym-—
Trautmanovym priestorocasom v Einsteinovej tedrii gravitacie. Mozeme sa poki-
sit o komplikovanejsiu geometriu, ked pripustime zavislost ¢lenu metriky g, aj
od radialnej suradnice.

VSI priestorocas

V tomto pripade pripustime zavislost od suradnice r v ¢lene g,

ds? = 6 da'dz? — 2 dudr + gy (ru,2®) du?, (3.42)
kde gy (r,u,x) = re(u,z®) + d(u,z®). Metrika a inverznd metrika nadobudne tvar
0 -1 0 —Guu(ryu,z®) —1 0
gab = | =1 Guu(ru,z®) 0 g* = —1 0 0. (343

0 0 S 0 0 Gy

Opét potrebujeme napocitat Ricciho tenzor a Ricciho skalar. Ricciho tenzor sa od
predchadzajiceho pripadu lisi tym, Ze v metrike nam pribudla linedrna zavislost
od radidlnej suradnice v ¢lene gy, (r,u,z®) = re(u,z®) + d(u,z®). Vdaka linearite
vymizni cleny gy, ale ostani pritomné ¢leny guu.p, = c(u,z®),, teda Ricciho
tenzor nadobuda tvar

Ry R Ry 0 0 0
Ry = |Rur Ruu Rug| = |0 —30™"Guumn —3Cq| - (3.44)
Rpr Rpu qu 0 _%c,p
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Ricciho skalar stale ostava nulovy
R=0. (3.45)

Dosadenim do Einsteinovych rovnic pola dostaneme podobne ako v predchadzaji-
com pripade podmienky na konformny faktor 2. Vidime, ze metrika si zachovala
nenulové c¢leny a do Ricciho tenzoru pribudol nenulovy ¢len R,,, teda az na
rovnicu pre up dopadli diferencidlne rovnice rovnako ako v pripade pp-vin,

(D—2)(~V, T, +7T,7,) =0, (3.46)
(D —2)(=V, Ty + T, Ty + 1Y) + Vv, Y°
1D—1 D—1)(D -2
-5 VY + ( 22(2 )’rbrb ~A=0, (3.47)
(D —2)(=V, Y, +Y,Y,) =0, (3.48)
Rup— (D —2)(=V, X, + T, Y,) =0, (3.49)
(D —2)(=V, Ty + LYy — 0 Lo X?) — 6,,V, Y
1, _D-1 D—1)(D -2
- 5(=2= Vv, — ( 3;2 )Tbrb)apq +Abpy=0. (3.50)

Pri rieseni rovnic vyuzijeme rozpis ¢lenu V, Y, analogicky (3.25)),

1
VoY ="po =19, Tc=InQ) 0 — 590d(gad,b + Yaba — Gba,a)(I0 Q) .

1 0 ), 0
= (hl Q),ab + 20) CQ,T guu,uQ,r + CgCTQ,c + 5mnguu,m9,n guu,qQ,r
0 guu,pQ,r 0

(3.51)

Mézeme si vSimnut, Ze polozenim ¢lenu ¢ = 0 sa ndam vztah (3.51) skutocne

redukuje na pripad pp-vin. Rovnice 1) a 1) nam z D davaju rovnaké

diferencialne rovnice ako v pripade pp-vin, teda budi mat rovnaké riesenie 1}

¢(u)

r—ro(u)

Qru) = (3.52)

Rozdiel nastane az v dalsej diferencidlnej rovnici.
e Rovnica pre cleny up

Redukovanim kovariantnej derivacie V,, T, podla (3.51)), vyuzitim zdmennosti par-
cidlnych derivacii a tvaru konformného faktoru z predchadzajucich diferencialnych
rovnic (3.52) dostévame diferencidlnu rovnicu
1 Q,
5%~ (D — 2)E(rc7p +d,)=0. (3.53)
Této rovnica zlyhdva podobne ako v pripade pp-vin, pretoze ddva podmienku
na rg, ktorda sa da splnit len v pripade D = 3 alebo s trividlnym konformnym
faktorom €, # 0,
d
ro=—r(D—-3)— -2(D-2). (3.54)
Cp
A navyse tato rovnica kladie podmienky na c(u,z®) a d(u,z®), pretoze 1o je
nezavislé od priestorovych siradnic.
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3.2 Vseobecné riesenie typu N v Einsteinovej
tedrii gravitacie

V D-dimenzionalnom priestore s Einsteinovymi rovnicami pola sa ndm nepo-
darilo z Kundtovho priestorocasu vygenerovat ¢asopriestor s expanziou, ktory by
spltial polné rovnice. Mozeme sa viak pokusit o opadny pristup, a to pozriet sa
na metriku zndmeho Robinsonovho-Truatmanovho rieSenia typu N v D = 4 a
transformaciami najst konformny faktor, ktory by po vykrateni zanechal metriku
Kundtovho priestorocasiP]

Vseobecné Robinsonove-Trautmanove riesenie typu N ma tvar [6]

1
3% = —2 dudi — (6 —27(In P) , — 3Af2> du? + 27 dcde, (3.55)
kde P chépeme ako funkciu P = P(u,(,C), ktord spliia 2P*(In P) ; = e, kde
e = —1,0,1. VSeobecnym rieSenim tejto rovnice je
1 —
P= (1 + 2eFF) (FcFe) ', (3.56)

kde F' = F(u, () je lubovolnd, v ( holomorfné, funkcia. Teraz sa pokisime o prepis
metriky do tvaru (2.26]), v ktorom priestorové cast metriky nebude zavisiet od
radidlnej siradnice r

2 € 2 1
2 2 <
ds* =7 (— = dudr — <7’2 — ;(ln P). 3/\) du® + dCdC> (3.57)
Transformaciou 7 = —r~! dostaneme
L1 , 1 1
ds® = 7*72 — 2dudr — (67’ -+ 27”(1H P)m — SA) du? + =) dCdC dsKundt

(3.58)
7 tohto tvaru metriky sa pokusime najst podmienky na Kundtov priestoro-
cas, z ktorého sa da vygenerovat pomocou konformnej transformacie netrivialny
Robinsonov—Trautmanov priestorocas. Rozpisanim komplexnej siradnice

1 .
5+ ) (3.59)

zistime, ze metrika je v priestorovych indexoch diagonalna

(=

d¢d¢ = ;(dx +idy) (dr — idy) = ;(de + dy?). (3.60)

Dalsie podmienky st kladené na ¢len g,, z rovnice - kde e = —1,0,1.

Specidlne mozeme diskutovat podmienku (|3 v prlpade generovania R-T
priestorocasu v kapitole |3.1} Porovnanim metrlky . s metrikou (
vidime, Ze e = 0 a P2 = 1. Z toho uz plynie, ze gy, = A ¢o sme v oboch pripa-
doch zamietli (3.41]), pretoze sme podla explicitného tvaru Weylovych skalarov v
kapitole [1.5| ocakavali vSeobecnejsiu zévislost gy, (u,z%).

2Bolo uk4zané v [19], Ze R-T vakuové riesenia typu N v D > 4 neexistujt.
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3.3 R-T priestorocasy v kvadratickej gravitacii

Podobne ako v Einsteinovej gravitécii, tak aj v kvadratickej gravitacii sa da
vyjst z principu najmensej akcie. T4 je ale od Einsteinovej bohatsia (ako uz
nazov napoveda) o kvadratické invarianty krivosti. K dispozicii méme kvadrat
Ricciho skaldru R?, kvadréat Ricciho tenzoru Rq,R™ a kvadrat Riemannovho ten-
zoru Rapeq R, vdaka Gaussovmu-Bonnetovmu ¢lenu nie st ale v 4-dimenzidch
vSetky nezavislé, pozri napriklad [I§]. Z toho plynie, Ze vseobecnd akcia kvadra-
tickej gravitacie v 4 dimenzidch ma tvar,

S = /d4:v V=9 |7 (R=2A) + BR* — o Cpea C***!) . (3.61)

Variaciou akcie .5 = 0 dostaneme rovnice gravitacného pola kvadratickej gravi-
tacie v tvare

g (Rab — R ga + Agab> —4a By
+26 (R~ {R g + g0 = ViVa) R=0, (362)
kde By, je Bachov tenzor definovany
Bay = (VY + 5 R) Cucra. (3.63)

Z tejto definicie vidime, ze Bachov tenzor prebera niektoré vlastnosti Weylovho
tenzora. Konkrétne, Bachov tenzor je bezstopy, symetricky a s nulovou divergen-
ciou
9By =0, Buy = B, V'B, =0. (3.64)
Dalej sa budeme zaoberat priestoro¢asmi s konstantnou skaldarnou krivostou
R = konst. Dosadenim tejto podmienky do rovnic pola dostavame

R =4A. (3.65)
S touto podmienkou tak rovnice pola (3.62) nadobudnu tvar

«

v+ 88A°

Vratime sa spaf k Bachovmu tenzoru, tak z vysledkov z kapitoly sa da
ukazat, ze pri konformnej transformdcii metriky §u, = 9%g. sa Bachov tenzor
transformuje nasledovne

Rab - Agab =4k Bab s kde k= (366)

Bab - Q_ZBaba (367)

preto moze byt vhodné hladat R-T riesenia kvadratickej gravitacie prave v kon-
formnom tvare, kde zdkladny priestorocas patri do jednoduchsej Kundtovej triedy.
Motivovani tvarom R—T metriky v Einsteinovej teorii sa teraz pokisime
najst zodpovedajice riesenie ¢i jeho zovsSeobecnenie v kvadratickej gravitacii.
Uvazujeme teda metriku tvaru
ds? = Q(ru,z,y)? ( — 2dudr — (ar2 + br — c) du® + ;2 (da? + dy2)> , (3.68)

kde koeficienty a, b a ¢ si funkcie siradnice u a priestorovych suradnic z, v,

a = a(u,z,y), b=b(u,z,y), c = clu,z,y). (3.69)
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Pomocou programu Maple sme z tohto tvaru metriky napocitali Christoffelove
symboly, Ricciho tenzor, Ricciho skalar a Bachov tenzor. Z tychto veli¢in sme
zostavili rovnice pola kvadratickej gravitacie .

Rovnice pre cleny s indexmi rr, rx a ry, pre ktoré prislusSné komponenty
Bachovho tenzoru vymizni, dopadni podobne ako v pripade pp-vin alebo VSI
priestorocasov, teda jediny netrividlny konformny faktor musi mat tvar

1
Q=-.
T

(3.70)

Cleny iimerné sSpecifickym mocnindm stradnice r v zlozke ru rovnic pola dalej
vedl na podmienky na ¢leny b a ¢, teda

2P, 1
—— c=-A. (3.71)

h—
P’ 3

Pracujeme v priestore s konstantnou skalarnou krivosfou, ktora je fixovana
rovnicami pola ako , zaroven ale mame krivost urc¢enti metrikou , co
nam kladie podmienku na koeficient a, ktory sa da vyjadrif pomocou derivacii
funkcie P,

a=—(Puy+ Py)P+ P2+ P2 (3.72)

S pouzitim doteraz odvodenych obmedzeni zistime, ze komponenta ru Ba-
chovho tenzoru musi vymiznut identicky. Tato podmienka vsSak tiez vedie k
nulovosti celého Bachovho tenzoru. Ziskané rieSenie tak zodpoveda metrike Eins-
teinovej tedrie relativity. Zda sa, ze kvadratickd gravitacia nepripusta rieSenie
zobecnené za ramec Einsteinovej tedrie relativity ako je to v pripade pp-vin [20].
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Zaver

V prehladovej ¢asti prace sme sa venovali konstrukecii sturadnic adaptovanych
na nulovi folidciu priestorocasu. Zaviedli sme optické skalary — expanziu, shear
a twist. S ich pouzitim sme ukéazali, ze v geometriach vybavenych nulovou folia-
ciou je twist Specifickej geodetickej nulovej afinne paramterizovanej kongurencie
identicky nulovy. Dalej sme sa venovali Robinsonovym-Trautmanovym priestoro-
casom, v ktorych je nulovy aj shear a Specialne Kundtovym priestorocasom, kde
je nulova aj expanzia. V skonstruovanych adaptovanych siradniciach skimame
vlastnosti Robinsonovej-Trautmanovej a Kundtovej metriky a vztah k expanzii.
Specidlne pre Kundtovu triedu geometrie uviddzame Christoffelove symboly a z
nich plyntce veli¢iny krivosti ako Riemannov tenzor, Ricciho tenzor a Ricciho
skalar. Pre uplnost je uvedeny aj Weylov tenzor a jeho projekcie, na zaklade
ktorych je zavedena klasifikacia takychto priestorocasov v ITubovolnej dimenzii.

V dalSej casti prace sumarizujeme poznatky o konformnych transforméciach
od ich zavedenia, cez zdkladné vlastnosti, az po explicitné transforméacie vyznam-
nych tenzorovych veli¢in na variete. Ako priamy dosledok z tychto vysledkov
plynie invariantnost klasifikdcie priestorocasov na zaklade Weylovho tenzoru.
Dalej sa venujeme konformnej transformécii optickych skaldrov. Overili sme, Ze
Kundtove a Robinsonove-Trautmanove geometrie si konformne previazané, ale
ze sa neda prejst dalej do geometrie so shearom, pripadne twistom.

Z doterajsich znalosti teda plynie, ze z Trautmanovej geometrie mozno kon-
formnou transforméciou vytvorit Robinsonovu—Trautmanovu (¢i Kundtovu) geomet-
riu, a to rovhakého Weylovho typu. Dalej sa $pecializujeme na algebraicky typ
N — fyzikdlne interpretovany ako gravitacné viny. Skimame tvar konformného
faktoru, aby z jednoduchsieho Kundtovho vzoru vygenerovand R-T geometria
spliiala rovnice pola.

Najprv sme sa venovali Einsteinovej teorii v.D > 4. V prvom pripade Kund-
tovej geometrie sa venujeme najjednoduchsej triede priestorocasu typu N, a to
pp-vlnam. Zistili sme, Ze Einsteinove rovnice pola obmedzuju ako aj konformny
faktor, tak kladli podmienky aj na samotni vzorovi Kundtovu geometriu. Tieto
podmienky neslubne viedli k opusteniu typu N. Ukéazali sme teda, ze pp-viny nie
st vhodnym generatorom R-T Zziarivych priestorocasov. Dalej sme pokracovali
s komplikovanejsou geometriou, v ktorej sme povolili vSeobecnejsiu stradnicovi
zavislost metriky, ale kvalitativne vysledky boli podobné, preto sme dalej skiimali,
aky Kundtov priestorocas treba pouzit, aby sme dostali znamy Robinsonov—
Trautamnov priestorocas, a to prave v.D = 4. Skimali sme teda vsSeobecné
Robinsonove-Trautmanove riesenie typu N v Einsteinovej teorii a identifikovali
sme v nom konformny faktor tak, aby po jeho vykrateni ostala metrika Kundtova.
7 tejto Kundtovej metriky uz plynuli podmienky na pévodny priestorocas.

V kvadratickej gravitacii sme od zaciatku predpokladali 4-rozmerny priestoro-
cas a ansatz metriky veduce k algebraickému typu N. Ukazalo sa vSak, Ze rovnice
gravitacného pola si v tomto pripade natolko restriktivne, Ze ich riesenia musia
zodpovedaf len rieseniam Einsteinovej gravitacie.

V budicnosti je mozné pozriet sa na previazanost R—T a Kundtovych pries-
torocasov vo viacrozmernej teorii kvadratickej gravitacie, ¢i studovat vplyv mi-
modiagonalnych metrickych clenov, ktoré sme neuvazovali.
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