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Uvod

Solovay-Strassenov test prvociselnosti je algoritmus vytvoreny Robertom M.
Solovayom a Volkerom Strassenom v roku 1977 ako pravdepodobnostny test
na urcenie, ¢i je testované cislo prvocislo alebo nie. Kapitola 1 je venovana prave
tomuto testu. Vychadzali sme v nej z textu amerického matematika Keitha Con-

rada s ndzvom ,The Solovay-Strassen test* (Conrad, kapitola 1, 2 a 3). Testo-

vaci algoritmus je zalozeny na vypocte Jacobiho symbolu (9> pre rozne a € 7

n
na jednej strane, ten porovnavame s hodnotou a»~Y/2 modulo skiimané ¢slo n
na strane druhej. Pre prvocislo n tato rovnost vzdy plati, pre zlozené ¢islo, ako
uvidime v prvej kapitole, je celych &sel a, ktoré nespliiaji tito rovnost, znaény
pocet. Vdaka zakonu kvadratickej reciprocity je Jacobiho symbol mozné spocitat
bez znalosti prvociselného rozkladu cisla n.

V rovnakom texte, ale v odlisnej ¢asti (Conrad, ¢ast Appendix) je spracovany
aj vypocet pravdepodobnosti, ze skimané cislo je prvocislo, ak ho test oznacil
za prvocislo. Nasim cielom je vypocet pravdepodobnosti vylepsit, a to v kapitole
2 tejto prace.

Vypocet z textu (Conrad) ukazuje odhad, ze n je prvoéislo, za podmienky, ze
test ho takto oznacil a nepredpoklada znalost dalsich vlastnosti ¢isla n. V skutoc-
nosti je vSak velmi jednoduché zistit, ¢i skiimané ¢islo n nie je delitelné malymi
prvocislami, napriklad 2, 3, 5, a podobne. Do nasho vypoctu pravdepodobnosti
teda zahrnieme aj tento fakt. Tym sa odhad pravdepodobnosti, ze n je prvocislo,
ZVACSI.

V kapitole 3 sa poktusime skonstruovat test obdobny Solovay-Strassenovmu,
zalozeny na vypocte kvartického symbolu, pricom vopred uvedieme potrebni teé-
riu tykajicu sa kvartickych symbolov. Ako hlavny zdroj pri budovani zakladov
v teorii kvartickych symbolov ndm posluzila kniha autorov Kenneth Ireland a Mi-
chael Rosen s nazvom ,Introduction to Modern Number Theory“ (Ireland a Ro-
sen, 2013, kapitola 9). V sekcii 3.3.2 sformulujeme a dokazeme vlastné tvrdenia,
ku ktorym nas inspirovali Solovay-Strassenove vety, sformulované a dokazané v pr-
vej kapitole.



1. Solovay-Strassenov test
prvociselnosti

1.1 Opakovanie

V nasledujucej kratkej sekcii zhrnieme definicie a tvrdenia, ktoré si zname
z predmetu Teoria ¢isel a RSA a budeme sa na nich odvolavat bez dokazu. Vsetky
sa v trochu pozmenenej podobe nachadzaju v skriptach (Drépal). Na zaciatok
uvedieme niekolko poznamok k znaceniu:

Znacenie. Nech R je gaussovsky obor. Pre a,b € R oznacime a || b, ak a | b (a
deli b), a stasne b | a (b deli a). V préci sa stretneme najmia s R = Z a R = Z]i].
Znacenie. Aby sme sa vyhli nezrovnalostiam, v celej praci budeme pre kongru-
encie vyuzivat nasledujtice znacenie: Pre a,b,n € Z a = b mod nZ znamena, ze
nl|(a—0b)vZ Prea,p,v€Zi| « = mod yZ[i] & v | o — B v Z]i].

Znacenie. Znacenim Z/nZ rozumieme faktorokruh okruhu Z podla idedlu (n) =

nZ. 7 algebry vieme, ze Z/nZ ~ Z,. V nasledujicom texte budeme tieto okruhy
stotoznovat.

Definicia 1. Nech n € Z. Povieme, Ze n je bezstvorcové, ak sa v jeho prvocisel-
nom rozklade nevyskytuje Ziadne prvocislo vo vyssej ako prvej mocnine.

1.1.1 Legendrov symbol a jeho vlastnosti

Definicia 2. Nech p je nepdrne prvocislo, a € 7. Povieme, Ze a je kvadraticky
zvysok modulo p, ak existuje celé Cislo x také, Ze v* = a mod pZ. V  opacnom
pripade sa a nazyva kvadraticky nezvysok.

Definicia 3. Pre nepdrne prvocislo p definujeme Legendrov symbol

ak a je kvadratickym zvyskom mod pZ a pta

1
a
()— 0 akpla
p

—1  inak

Tvrdenie 4. Nech p je nepdrne prvocislo, a € Z. Pre Legendrov symbol plati:

(CL) = 4" mod pZ
p

Tvrdenie 5. Presne polovica nenulovich cisel modulo prvocislo p siu Stvorce, ek-
vivalentne (%) =1 pre (p —1)/2 cisel a € Z/pZ. Ostatné nenulové cisla modulo
prvocislo p nie si Stvorce, ekvivalentne (%) = —1 pre zvysnygch (p — 1)/2 nenu-

lovych éisel o’ € Z/pZ.

Tvrdenie 6. Ak je p nepdrne prvocislo, potom (%) = 1 prave vtedy, ked je

p =1 mod 4, inymi slovami —1 je kvadraticky zvysok modulo p prave vtedy, ked
p =1 mod 4.



1.1.2 Jacobiho symbol a jeho vlastnosti
Zovseobecnenim Legendrovho symbolu je Jacobiho symbol:

Definicia 7. Pre nepdarne prirodzené c¢islo n a celé c¢islo a definujeme Jacobiho

symbol:
k1 Ky
GE <a> <a>
n Y4 Pr ’

kde n || p§* - - pkr je proociselny rozklad cisla n.

Tvrdenie 8 (Tvrdenia pre vypocet Jacobiho symbolu). Nech a, b € Z a n je
nepdrne prirodzené cislo.

L(2)=)0)

2. (2) — (_1)(n2—1)/8

n

Veta 9 (Zakon kvadratickej reciprocity). Nech si m,n € N nesudelitelné cisla.
Potom plati:
m n—1m-—1 n
) =(=1)"7 = )
(5) ===

1.1.3 Fermatov test
Fermatov test prvociselnosti je jednoduchy test zalozeny na nasledujicej vete.

Veta 10 (Mala Fermatova). Nech p je prvocislo. Potom pre kazdé a € 7 také, Ze
(a,p) =1 plati
a* ' =1 mod pZ.

Ak chceme otestovat, ¢i je zadané ¢islo n prvocislo, pre rozne hodnoty a €
{1,2,...n — 1} overime, ¢i plati a"' = 1 mod nZ. Problémom st vsak tzv. Car-
michaelove ¢ésla, u ktorych jediné hodnoty a, pre ktoré neplati a"~! = 1 mod nZ,
st sudelitelné s n a tych mdze byt minimalne mnozstvo (uvidime nazorny priklad

v sekeii 3.3.1.

Definicia 11. Carmichaelovo cislo je zloZené cislo n také, Ze pre vsetky a € 7Z
také, Ze (a,n) = 1 plati
"' =1 mod nZ.

1.2 Solovay-Strassenove vety

V tejto sekcii sme vychadzali z ¢lanku (Conrad). Solovay-Strassenovu vetu
aj dosledok s dokazmi sme s malymi tpravami cerpali prave z tohto zdroja.

Solovay-Strassenov test je algoritmus, ktory na vstupe dostane neparne celé
¢islo n a ma za tlohu otestovat, ¢i ide o prvocislo. Test je zalozeny na fakte,
ze pre prvocislo n podla tvrdenia 4 plati (%) = ¢"7 mod nZ pre Ya € Z, ale
pre zlozené n to tak nie je.

Ako uvidime v nasledujuicich tvrdeniach tejto kapitoly, plati dokonca, ze ¢isel
a € {l,2, ..., n— 1} ktoré tito kongruenciu nespiﬁajﬁ, je viac ako polovica.

Na lavej strane kongruencie (%) znaci Jacobiho symbol (pre prvoéislo n je Jaco-

biho symbol zjavne rovny Legendrovmu symbolu).
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Definicia 12. Nech n je neparne prirodzené cislo, Eulerovym svedkom pre n
nazveme celé cislo a € {1,...,n} také, Ze

(an)=1& (CL) £ a"T mod nZ
n

Predtym, ako sformulujeme samotny testovaci algoritmus, dokazeme doleziti
vetu a jej dosledok, a to, ze pre kazdé zlozené cislo n existuje Eulerov svedok, a ze
mnozina Eulerovych svedkov pre n ma znatelné zastipenie v mnozine {1, ... ,n}.

Veta 13 (Solovay-Strassen). Pre kaZdé n zloZené nepdrne prirodzené ¢islo existuje
celé cislo a také, Ze (a,n) =1 a

a ne

() e a"T mod nZ

n

Dékaz. Rozlisime 2 pripady: n je bezstvorcové zlozené ¢islo. Nech n || p1 -+ py,

kde py, ..., p, st neparne prvocisla. Kedze je n zlozené, r > 1 a n je bezstvorcové,

Gize p; # p; pre i # j. Podla tvrdenia 5 existuje b € Z,b # 0 také, ze (pi) =

—1. Cisla p; a py - - - p, st nestdelitelné. Z ¢inskej vety o zvyskoch (ndjdeme ju
sformulovani aj dokdzant napriklad v skriptdch Pocitacovej algebry, (Stanovsky
a Barto, 2017, Véta 6.1)), teda existuje a € {1,2,...,pip2- - p, — 1} také, Ze

a = b mod p17Z, a sucasne a =1 mod ps - - - p,Z.

Kedze b # 0 mod pyZ, mame (a,p;) = 1. Plati tiez (a,p2---p,) = 1. Z toho
vyplyva, ze aj (a,n) = 1. RozpiSeme:

0-()-)

Z kongruencie a = b mod p;Z mame (p%) = (p%) = —1 a z kongruencie a =
1 mod ps - - - p,Z zase plynie (1%) = (ﬁ) = 1 pre i > 1. Po dosadeni do (1.1)
dostavame (9) = (“) =—1

n 1

Pre spor predpokladajme, 7ze a2z = (%) = —1 mod nZ. Vyuzijeme, Ze
py deli n a prevedieme tuto kongruenciu na kongruenciu modulo poZ. Kedze
a = 1 mod pyoZ, dostavame 1 = —1 mod poZ, ¢o jle spor, pretoze py je neparne

Teraz predpokladajme, zZe n obsahuje faktor p aspon v druhej mocnine, tj. n

je tvaru n = pFm, kde p je neparne prvocislo, k > 2 a (p,m) = 1. Podla ¢&inskej
vety o zvyskoch existuje a € Z splnajuce

prvocislo a ps 1 2. TakZe sme ukazali, Ze (9) Z*a 2 .

a =1+ p mod p°Z, a stcasne a = 1 mod mZ.

Kedze pta a (a,m) = 1, plati aj (a,n) = 1. Predpokladajme pre spor, ze ' =
%) mod nZ. Umocnenim oboch stran na druht ziskavame ¢! = 1 mod nZ.

a

KedZe p* | n plati aj ' = (E) mod p?Z. Celkovo dostédvame

n—1 -1 o

l=ad"'=1+p)" ' =) (n _ )1"‘1_119Z =1+ (n—1)p mod p°Z.
i=0 ¢

Odpoditanim jednotky dostdvame (n —1)p = 0 mod p?Z, ¢ize p | n — 1. To je ale

O

n—1

spor, pretoze p | n, nemoze delit aj n — 1. Opéat sme ukézali, ze ( ) Zza 2z .

a
n
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Désledok 14. Nech n > 1 je celé nepdrne cislo.

1. Ak je n prvocislo, potom

n—1

|{1§a§n—1:(a,n):1aa25(a> mod nZ} |=n — 1.
n

2. Ak je n zloZené cislo, potom

- -1
|[{1<a<n—-1:(an)=1 aa'T = (a) moan}\<nT

n
Poznamka. Vo formulacii dosledku sme v bode I napisali, ze berieme hodnoty
1 <a<n-—1:(an)=1.Preprvocislo n je podmienka (a,n) = 1 zjavne splnena
pre kazdu volbu 1 < a < n — 1. Uviedli sme to vsak kvoli zdérazneniu paralely
s bodom 2.

Doékaz.
1. Vyplyva z tvrdenia 4.
2. Polozme mnoziny

A = {1§a§n—1:(a,n):1aan§1£<a mod nZ},
n

B = {1<a<n—1:(a,n):1aan21§é<z> mod nZ},

C = {1<a<n-1:(an)>1}.

Mnoziny A, B, C' su disjunktné a ich zjednotenie A U B U C ={1, ..., n—1}.
Plati teda |A| + |B| + |C| =n — 1.

Vieme, ze mnozina A je neprazdna, pretoze 1 € A. Tiez vieme, ze C' nie je
prazdna, pretoze n je zlozené, teda |C'| > 1. Mnozina B je neprazdna vdaka vete
13.

Ak ukdzeme, ze |A| < |B|, dostaneme n—1 = |A|+|B|+|C| > |A|+|A|+1 >
2|A] a tym aj pozadovany odhad |A| < %5

Aby sme ukéazali |[A| < |B|, skonstruujeme si pomocni mnozinu rovnakej
velkosti ako A, ktora bude podmnozinou B. Vezmime prvok mnoziny B, nech
to je by. Oznacme Aby = {aby mod nZ : a € A}. Velkost |A| = |Aby|, pretoze
abg = a’by mod nZ < a = a’ mod nZ, tj, a = d’, lebo v A lezia prvky z mnoziny
{1,...,n—1}. Staci teda ukazat, ze Aby C B. Kazdé aby € Aby a n st nestudelitelné
a plati:

(abg) = D/2 = (= D/2pln=1/2 = (Z)b(()nl)ﬂ mod nZ.

Kedze (abg,n) = 1, kazdé aby mod nZ patri bud do mnoziny A alebo do mnoziny
B. Predpokladajme, ze aby mod nZ € A, cize

(abe) " D/2 = (anbo) = <Z> <§§> mod nZ.

Spolu s predchadzajicim vyjadrenim tak dostavame

<0l)b(()n1)/2 = (a> <b0> mod nZ.
n n/\n
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Kedze (a,n) = 1, plati (%) = =1, takZe mozeme kongruenciu vykratit a ob-

drzime (%0 = b(()"fl)/2 mod nZ, ¢o je spor s by € B. Dokazali sme teda, ze kazdé
aby mod nZ € B, teda Aby C B.

Celkovo dostévame |A| = |Abg| > |B|. Takze n — 1 = |A| + |B| + |C| >
|A] + |A] + 1 > 2|A|, a teda |A] < %L O

Dosledok 14 nam hovori, Ze zastipenie Eulerovych svedkov pre n v mnozine
{1,...,n} je 0 % pre prvocislo n a ponad 50 % pre zlozené ¢islo n.

Tento fakt poskytuje dobry dévod pre vytvorenie Solovay-Strassenovho testu,
ktory slizi na overovanie, ¢i je neparne ¢islo n > 1 prvocislo.

1.3 Solovay-Strassenov test

TEST 1.
Vstup: n € N, neparne ¢islo.

1. Zafixujeme celé ¢islo t > 1 ako pocet pokusov pre test.
2. Vezmeme nahodné ¢islo a € {1,...,n — 1}.

3. Overime, ¢i plati (a,n) = 1. Ak odhalime (a,n) > 1, test ukoncime s pre-
hlasenim, ze ,n je zlozené“. V opac¢nom pripade pokracujeme.

n_]‘ v/ 7’ é v . v 7/
4. Ak (%) Z a2 mod nZ, test ukon¢ime s vyhlasenim, ze ,n je zlozené*.

5. Ak (%) = "7 mod nZ, pokracujeme krokom 2.

6. Ked test prebehne t-krat bez najdenia Eulerovho svedka pre n, vyhlasime,
ze ,n je pravdepodobne prvocislo.

Poznamka. V trefom kroku testovacieho algoritmu zistujeme najvacsieho spoloc-
ného delitela Cisel a a n, na ¢o mdézeme vyuzit Eukleidov algoritmus. Niekedy
sa nam v t pokusoch podari odhalit (a,n) > 1, rozhodne to ale nenastane vzdy.
Zastupenie sudelitelnych ¢isel s n v mnozine {1,...,n — 1} mdze byt totiz mini-
malne.

Pozndmka. V Solovay-Strassenovom teste pocitame Jacobiho symbol, ktory sa
vdaka zdkonu kvadratickej reciprocity (veta 9) dé spocitat bez znalosti prvocisel-
ného rozkladu ¢isla n, a to nasledujticim algoritmom.

1.3.1 Algoritmus pre vypocet Jacobiho symbolu

Vstup: a, n € Z, n neparne cislo.
Vystup: (%)

1. Overime, ¢i su cisla sudelitelné, ak ano, rovno vysleme na vystup hodnotu

0.

2. Zredukujeme ¢islo a modulo nZ.



3. RozpiSeme a = 28m, kde m je nestidelitelné s 2 a vyuzijeme multiplikativitu
Jacobiho symbolu (bod 1 tvrdenia 8). Podla bodu 2 v tvrdeni 8 potom

k
spoc¢itame A := (%) . Dostaneme tak (%) = A(%)
4. Ak je m rovné 1, vratime na vystup (%) = A. V opa¢nom pripade pokra-
cujeme.
5. Vdaka zakonu kvadratickej reciprocity (Veta 9) plati nasledujtca rovnost:
(m) = (—1)nT_lm2_ : (%) Rekurzivne teda spustime algoritmus pre hodnoty

n

n a m. Vyslednd hodnota jacobiho symbolu (%) bude potom rovna (%) =

A(m).



2. Vypocet pravdepodobnosti

V kroku 6 vo formulécii Solovay-Strassenovho testu v sekcii 1.3 sa vyhlasenie,
ze n je ,pravdepodobne” prvocislo, spaja s pravdepodobnostou, ze skimané ¢islo
n je prvocislo za podmienky, ze Solovay-Strassenov test prebehol t-krat bez naj-
denia Eulerovho svedka. Vypocet tejto pravdepodobnosti sa nachadza v ¢lanku
(Conrad, Appendix). Nasou tlohou je v nasledujicej sekcii odhad pravdepodob-
nosti z ¢lanku vylepsit. Sposob, akym to mézeme dosiahnut, je heuristicky odhad-
nut pravdepodobnost, Ze ¢islo n je prvocislo, ak Solovay-Strassenov test prebehol
bez prerusenia, pricom vieme, ze n nie je delitelné danymi malymi prvocislami.

2.1 Zhrnutie faktov pre vypocet pravdepodob-
nosti

Znacenie. Nech () je neprazdna mnozina a & znad¢i systém podmnozin 2. Pripo-
menme nasledujice pojmy z predmetu Pravdépodobnost a statistika, podrob-
nejsie vysvetlenie ndjdeme v texte k predmetu (Hlubinka).

o Zobrazenie P : ¥ — (0,1) sa nazyva pravdepodobnost.
o Prvok w € () sa nazyva elementdrny jav.
o A € $ sa nazyva nahodny jav.

V celej kapitole pre 2 ndhodné javy A a B znac¢ime P(A | B) podmieneni
pravdepodobnost javu A za podmienky, ze nastal jav B, s definiciou
P(ANB)

PA|B) = =5

Oznacenim A’ rozumieme doplnkovy jav k javu A, teda jav, pre ktory plati, Ze
P(A)+ P(A) =1.
Veta 15 (Bayesova veta).

P(B|A)P(A)
(B[ A)P(A) + P(B | A)P(A)’

P(A|B) =

kde A,B si ndhodné javy a P(B) # 0
Doékaz.
P(ANB)

P(B)
P(B | A)P(A)

P(B)
P(B | A)P(A)

P(B|A)P(A)+ P(B| A)P(A")’

P(A|B) =




kde poslednti rovnost ziskame pouzitim:
P(B) = P((BNnA)U(BNA))
= P(BNA)+PBNA)
= P(B|A)PA)+P(B|A)PA)

]
Veta 16 (Prvociselna veta). Plati:
lim ") g,
Tr—0o00 —2
log z
kde m(z) je pocet prvocisel mensich alebo rovngjch x.
Dékaz. Dokaz najdeme v clanku (Zagier, 1997) . O

2.2 Zakladny vypocet

Najskor uvedieme vypocet pravdepodobnosti, ze n je prvocislo, ak Solovay-

Strassenov test prebehol t-krat bez prerusenia, ktory je v trochu odlisnej podobe
uvedeny aj v (Conrad, Appendix).
Znacenie. Symbolom =~ budeme oznacovat heuristické odhady, napriklad ak X
jejavam € (0,1): P(X) &~ m znamend, ze P(X) zhruba odpoveda m. Rovnako
pre nerovnosti, ktoré nedostaneme priamo, ale pomocou heuristickych odhadov
zavedieme oznacenie >>.

Znacenie. V celej tejto kapitole budeme oznacovat javy:
e X: n je prvocislo
o X': n nie je prvocislo
o Y;: Solovay-Strassenov test prebehol t-krat bez najdenia Eulerovho svedka

Pozndmka. Mali by sme pisat X,,, X/ a Y, ; kvoli zdorazneniu zavislosti na n, ale
pre zjednodusSenie zapisu budeme index zavislosti na n vynechavat.

Pozrime sa na to z nasledujiceho pohladu: predstavme si, Ze mame mnozinu
¢isel {1,2,..., M}, M € N, vyberme z nej ndhodné ¢islo n. Na toto n budeme
aplikovat Solovay-Strassenov test a skiimaft, aka je pravdepodobnost, ze n je sku-
tocne prvocislo, ak to prehlasil test. Ak test vyhlasil, Ze n je zlozené, s istotou je
n zlozenym c¢islom. Zlozitejsie je odhadnit pravdepodobnost pre pripad, ze n je
prvocislo, znac¢ime P(X).

Vypocet P(X) a P(X')

X a X' st zjavne doplnkové javy. Teda stcet pravdepodobnosti P(X) +
P(X') = 1. Potrebujeme odhadnut P(X), ¢ize pravdepodobnost, ze n je prvo-
¢islo. P(X') potom spocitame ako 1—P(X). Vyuzijeme prvoéiselni vetu (veta 16)
a heuristicky odhadneme P(X) ako pomer poc¢tu prvocisel z mnoziny {1,2,...n}
lomeno pocet vsetkych ¢isel tejto mnoziny (takato je pravdepodobnost, ze ¢islo
vybraté z tejto mnoziny je prvocislo, rovnako to plati pre vyber ¢isla n), ¢ize

n/logn 1

P(X) =~

n  logn’
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Poznamka. Ide len o heuristicky odhad, v skutoc¢nosti by sme ho mohli podla
prvociselnej vety (veta 16) prepisat do preciznych nerovnosti nasledujicim spo-
sobom.

Ozna¢me 7(z) pocet prvocisel mensich alebo rovnych x. Z definicie limity
potom pre Ve > 0 dxg také, ze pre Vo > x( plati

(1—¢)

Na odhad pomocou dvoch nerovnosti by sme heuristicky odhad mohli previest
takto: zvolme pevné ¢, napriklad z intervalu (0,1). V zavislosti na e dostaneme
hodnotu xy. Potom pre ¢isla z > zy méame odhad poctu prvocisel, ktoré si mensie
nez x, znaceny m(x), dany vztahom (2.1). Pre dostato¢ne velké M > xy potom
mame skutocné nerovnosti ohranic¢ujtice pocet prvocisel v mnozine {1,2,..., M},
¢o vyuzijeme pre vypocet pravdepodobnosti, ze n vybraté z tejto mnoziny je
prvocislo.

Do tychto preciznych nerovnosti problém prevadzat nebudeme, heuristické
odhady dostatocne ilustruji nasu situaciu.

Pozndmka k javu Y; a vypocet P(Y; | X) a P(Y; | X')

Skutocnost, ze Solovay-Strassenov test prebehol ¢-krat bez nédjdenia Eulerovho
svedka, Cize nastal jav Y;, znamend, ze sa nam t-krat pri vybere ndhodného prvku
zmnoziny {1,2,...,n—1} podarilo vybrat ¢islo a, ktoré nie je Eulerovym svedkom
pre n. V pripade, Ze n je prvocislo, jav nastane vzdy, lebo ziaden Eulerov svedok
pre prvocislo n neexistuje. V pripade, ze n je zlozené cislo, je pocet Cisel, ktoré
nie si Eulerovymi svedkami, v mnozine {1,2,...,n—1} podla dosledku 14 mensi
ako polovica. Takze pravdepodobnost, ze Solovay-Strassenov test prebehol t-krat
bez néjdenia svedka za podmienky, Ze n je prvocislo, je rovnd P(Y; | X) =1' =1
a za podmienky, Ze n je zlozené ¢islo, P(Y; | X') < (1/2)! =1/2".

<7(x) < (l+e) (2.1)

log = logx’

2.2.1 Pravdepodobnost a tispesnost Solovay-Strassenovho
testu

Chceme spocitat pravdepodobnost, Ze ¢islo n je prvocislo, ak to prehlésil
Solovay-Strassenov test. Pravdepodobnost, ktora nés zaujima, je v skutocnosti
P(X |Y;). Odhadli sme P(Y; | X') < (1/2)" = 1/2, tito informédciu modzeme zi-
zitkovat vdaka Bayesovej vete (veta 15). Podla Bayesovej vety si teda rozpiseme:

P(Y | X) P(X) 1. P(X)
VIX)P(X) + POLXYP(XY) ~ 1-P(X) + L P(X)’

kde sme vyuzili odhad P(Y;|X’) < 5 a tiez sme dosadili P(Y; | X) = 1. Mo-

zeme do (2.2) dosadit aj hodnoty P(X), P(X’), ktoré sme heuristicky odhadli.
Dostavame

P(X | = (2.2)

1-1/logn B 1
1-1/logn+ 5(1—1/logn) 1+ (logn —1)/2¢"

P(X V) >

1
VyuZijeme zndmy odhad s >1—x pre 0 < z < 1. Takze ak (logn —1)/2" €
x
(0,1), inymi slovami ¢ > log,(logn — 1), dostavame:

P(X |Y)>1—(logn—1)/2".
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Pozndmka. Poziadavka t > log,((logn)/2—1) je v skuto¢nosti nenaroc¢na, pretoze
log,((logn)/2—1) je pomaly rastiica funkcia. Napriklad pre 101-ciferné ¢islo 101%°
je logy((logn)/2 — 1) =~ 7.84276.

Sformulujeme opét Solovay-Strassenov test, teraz uz rozsireny o vypocet prav-
depodobnosti.

TEST 2.
Vstup: n € N, neparne cislo.

1. Zafixujeme celé ¢islo ¢t > 1 ako pocet pokusov pre test, t > log,(logn — 1)
2. Vezmeme nahodné ¢islo a € {1,...,n}.

3. Overime, ¢i plati (a,n) = 1. Ak odhalime (a,n) > 1, test ukonéime s vyhlé-
senim, ze ,n je zlozené“. V opacnom pripade pokracujeme.

77471 v/ 7’ ’ v . v /7
4. Ak (%) % a2z mod n, test ukonc¢ime s vyhlasenim, ze ,n je zlozené*“.

5. Ak (%) = ¢"7 mod n, pokracujeme krokom 2.

6. Ked test prebehne t-krat bez najdenia Eulerovho svedka pre n, vyhlasime,
ze ,n je prvocislo s pravdepodobnostou vacsou ako 1 — (logn — 1) /2%

2.3 Nedelitenost n prvocéislom p

Teraz sa pokusime o vylepsenie odhadu pravdepodobnosti z ¢lanku (Conrad,
Appendix), s tym, Ze budeme prihliadat na skuto¢nost, ze v realite nie je tazké
zistit, ¢i ¢islo n, na ktoré budeme aplikovat Solovay-Strassenov test, nie je delitelné
nejakymi konkrétnymi, voci n relativne malymi, prvocislami. Vylepsenie odhadu
bude spocivat vo vylepSeni heuristického odhadu P(X) a tym padom aj P(X') =
1 — P(X). ZvysSnymi pravdepodobnostami, konkrétne P(Y; | X), P(Y; | X'),
nebudeme hybat.

Znacenie. Pre urcenie pravdepodobnosti, Ze n je prvocislo, vediac, ze nie je delitel-
né prvocislom ¢, zavedieme oznacenie P,(X), obdobne P,(X') a tiez P, (X | Yy).
Tymto znacenim deklarujeme, ze mnozina ¢isel, pomocou ktorej heuristicky od-
hadneme pravdepodobnost, Ze n je prvocislo, su ¢isla mensie alebo rovné n, ktoré
st nesudelitelné s . Obdobne pre lubovolné ¢islo m € N (aj zlozené) P,,(X) bude
znacit pravdepodobnost, Ze ¢islo n je prvocislo za predpokladu, Ze vieme, Ze nie
je sudelitelné s m.

Budeme brat do uvahy, ze o cisle, na ktoré aplikujeme Solovay-Strassenov
test, vieme, ze nie je delitelné prvocislom ¢. Pocet prvocisel mensich ako n nesi-
delitelnych s g ostava priblizne (n/logn) — 1 ~ n/logn, ale pocet vsetkych ¢isel
mensich ako n, ktoré nie su delitelné ¢, je zhruba n/q.

Pre ¢ = 2 sa teda pravdepodobnost, Ze n je prvocislo, zvacsi na

n/logn 2

P(X) =~ = .
(X) n/2 logn
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Z toho dostavame aj Py(X') = 1 — Po(X) ~ 1 —2/logn. Dosadime tieto hodnoty
do (2.2) uz so zohladnenim faktu, Ze n je neparne.
1-2/logn 1

P > T Mogn + Z(1 —2/logn) 14 ((ogn)/2 — 1)/2

Ako v predchadzajicej sekcii, vyuzijeme znamy odhad ﬁ >1l—xprel<x<
1. Takze ak ((logn)/2 — 1)/2" € (0,1), inymi slovami ¢ > log,((logn)/2 — 1),
dostavame:

P(X | V) > 1= ((logn)/2 - 1)/2".

Teraz uvazujme, ze o danom ¢isle n vieme, ze nie je delitelné ¢islom 3 (pracu-
jeme s mnozinou {1,2,4,5,7.8, ..., n}, dostdvame obdobnym vypoctom ako pre ¢islo
nedelitelné 2 odhad (pre t > log,((2logn)/3 — 1))

PA(X | V2) 31— ((2logn)/3 — 1)/2"
Analogicky pri vyliceni delitelnosti ¢isla n piatimi(pre ¢t > log,((4logn)/5 —

1))
Ps(X |Y) > 1—((4logn)/5—1)/2".

Obdobne by sme pravdepodobnost spocitali pre lubovolné prvocislo ¢. Tieto
vypocty zuzitkujeme a zovseobecnime v nasledujicej sekcii.

2.4 Vseobecna mnozina prvocisel

V dalsom odstavci si rozmyslime, ako sa zmeni pravdepodobnost, ze skimané
¢islo n je prvocislo po prejdeni Solovay-Strassenovym testom bez prerusenia, ak
budeme vediet, ze n nie je delitelné dvomi a viacerymi réznymi prvocislami. Naj-
skor uvedieme priklad, ako sa situdcia zmeni pre dve konkrétne prvocisla.
Znacenie. Pripomenime, ze pre lubovolné ¢islo m € N (aj zlozené) P,,(X) znaci
pravdepodobnost, 7ze ¢islo n je prvocislo za predpokladu, Ze vieme, zZe nie je si-
delitelné s m.

2.4.1 Nazorny priklad

Priklad. Predpokladajme, ze n nie je delitelné 2 ani 3. Najskor chceme spocitat
pravdepodobnost, ze n je prvocislo, v nasom znaceni teda Ps(X). Na zaciatok,
mame mnozinu ¢isel {1,2,...,n}. Teraz odtialto vyli¢ime ¢isla stdelitelné s 2
a tiez sudelitelné s 3. Rovnaky efekt dosiahneme, ak vyhodime ¢isla sudelitelné
s ¢islom 6. Zostane ndm teda mnozina A = {1,5,7,11,...,n}.

V kazdej Sestici po sebe iducich ¢isel v mnozine {1,2...,n} je nesidelitelnych
¢isel so 6 prave p(6) (vyplyva z modularnej aritmetiky modulo 6 a definicie Eule-
rovej funkcie). Celkovy pocet ¢isel nesidelitelnych so 6 v mnozine {1,2,...,n}
je potom rovny |%]@(6) + 2, kde z je pocet nestdelitelnych ¢cisel s 6 v mnozine
{o(6) 5] +1,0(6) 5] +2,...,n}, ktorej velkost je mensia ako 6. Hodnota z bude
zjavne mensia alebo rovna ¢(6).

Pravdepodobnost Ps(X), Ze n je prvocislo s vyuzitim faktu, Ze je nestudelitelné
so 6, budeme takto moct spocitat ako

n/logn — 2
[§)(6) + 2
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Pre zjednodusenie vypoctov odhadneme

_ n/logn 3
N OGEG T
Odchylky st v porovnani s velkostou n malé, mdézeme ich zanedbat, vo vypocte
pravdepodobnosti sa neprejavia.
Tiez mézeme tuto pravdepodobnost podobne ako vo vypoctoch v predchéa-

dzajucej sekcii dosadit do nerovnosti 2.2 a dostavame:

3
Po(X | Y;) > ogn 1L (len
0 ' YA 26\ 3 ’
logn 2t logn

1
pricom v druhej nerovnosti sme pouzili odhad o2 >1—zprel <z <1, teda
x

1
odhad je platny pre ¢ > log, ( Oin - 1> .

2.4.2 Vseobecny pripad

Pokrac¢ujme teraz vseobecnym pripadom. Zvolime si mnozinu po dvoch roz-
nych prvocisel {p1,ps,...,p.}, ktoré st oproti skimanému n relativne malé, tak,
aby ich stc¢in bol zna¢ne mensi nez n. Overime, Ze ani jedno z nich nedeli n. Oznac-
me S := []; p;- To, ze ¢islo a € Z nie je delitelné ani jednym z ¢isel py, ps, ... py, je
ekvivalentné s faktom, ze a nie je studelitelné s ich stic¢inom S. Mnozinu, s ktorou
budeme pri vypocte pravdepodobnosti pracovat, ziskame vylac¢enim ¢isel sudeli-
telnych s S z pévodnej mnoziny {1,2,...,n}. Pravdepodobnost, ze ¢islo vybraté
z tejto mnoziny, a teda aj n, je prvocislo, mozeme heuristicky vyjadrit

n/logn —r

Po(X)~ o o

[51e(S) + =
kde z je pocet nestdelitelnych cisel s S v mmnozine {¢(S)|5| + 1,0(S)[5] +
2,...,n}, ktorej velkost je mensia ako S.

Pre zjednodusenie vypoctov odhadneme

n/logn S
(n/S)e(S)  (5)logn

Vzhladom k tomu, Ze zanedbavané hodnoty su v pomere k n malé, na vyslednom
vypocte pravdepodobnosti sa to neprejavi.

Dosadme tito hodnotu do nerovnosti 2.2 a dostavame:

S
1. =
1.— =2 ]
©(S)logn * 2t ( () logn>
1
~ L L (e(S)logn
FEYEEI
1 (p(S)logn
> 1 2t< S 1],



1
pricom medzi druhym a tretim riadkom sme pouzili odhad 17z >1—xpre0 <
x

©(S)logn
S
V tejto chvili mame vsetky vypocty hotové a mozeme sformulovat test s pres-
nejsie spocitanou pravdepodobnostou.

TEST 3.
Vstup: n € N, neparne cislo.

x < 1, takze odhad je platny pre t > log, < 1

1. Pre Tubovolné r € N si zvolime mnozinu r malych réznych prvocisel (ma-
Iych vzhladom k n takych, Ze ich siéin je tiez mensi nez n) {p1,p2,...,pr}
a overime, ze ani jedno z nich nedeli n. Ak najdeme delitela, ukonc¢ime test
s vyhlasenim, ze ,n je zlozené®.

2. Spocitame S = []; p; a Eulerovu funkciu ¢(S) = [1;(p; — 1).

S)1
3. Zafixujeme ¢islo t € N, t > log, (SO()SOgn — 1), ako pocet pokusov
pre test.
4. Vezmeme ndhodné ¢islo a € {1,...,n}.

5. Overime, ¢i plati (a,n) = 1. Ak odhalime (a,n) > 1, test ukoncime s pre-
hlasenim, ze ,n je zlozené“. V opac¢nom pripade pokracujeme.

77471 N4 7z 7z v . v 7
6. Ak (%) % a2z mod n, test ukonc¢ime s prehlasenim, ze ,,n je zlozené“.

7. Ak (%) = "7 mod n, pokracujeme krokom 4.

8. Ked test prebehne t-krat bez najdenia Eulerovho svedka pre n, vyhlasime, ze

N je prvocislo s pravdepodobnostou vacsou ako 1 — 211; <g0(S)5}ogn — 1) .
Poznamka. Vo formulacii testu sme pouzili odhad pravdepodobnosti s malou od-
chylkou. Vdaka tomu ndm nevznikla dolnd celd cast || a konstanta z ako pocet
¢isel v mnozine {| 5|, 5] +1,...,n} nestidelitelnych s S, ale dostali sme jediné
¢islo n/S.

V teste 3 sme zanedbali tito skutocnost a nerozlisovali sme dolnt celt cast

| 5] a konstantu z . Vyuzili sme jednoducho klasické delenie v redlnych cislach.
Odchylka nie je velka a na vyslednej pravdepodobnosti sa neprejavi.

Sformulujeme vypocty tejto kapitoly do nasledujiicej vety.

Veta 17. Nech je n nepdrne celé cislo a py,...,p, su prvocisla. Oznacme S si-
cin prvocisel py - - - p.. Predpokladajme, Ze n nie je delitelné prvocislami py, ..., p,
a S < n. Ak prebehne Solovay-Strassenov test pre n t-krdt bez ndjdenia Eulerovho
svedka a plati, Ze t > log, ((¢p(S)logn)/S — 1), potom ¢islo n je (heuristicky)

1 S)1
s pravdepodobnostou vicsou ako 1 — o <p()Sogn - 1> prvocislo a s pravdepo-
1 S)1
dobnostou mensou ako o (W — 1) zloZené cislo.
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Pre ilustraciu prave sformulovanej vety uvedieme niekolko ukazkovych hodnot.
Porovname, ako sa pravdepodobnost, ze n je prvocislo, ak nie je delitelné danymi
prvocislami a Solovay-Strassenov test ho vyhlasil za prvocislo, oproti pévodnému
vypoctu pravdepodobnosti z ¢lanku (Conrad, Appendix), zmenila.

Podla (Conrad, Appendix) sa pravdepodobnost, ze n je prvodcislo, za pod-
mienky, Ze Solovay-Strassenov test prebehol t-krat bez najdenia svedka, odhadne
pre t > logy(logn — 1) ako P(X | Y;) > 1 — (logn — 1)/2". My sme spoci-
tali, ze ak ¢islo n nie je delitelné prvocislami pq, po,...p,, Cize je nesudelitelné
s ich su¢inom S, dostaneme odhad Ps(X | Y;) > 1 — (p(S)logn/S — 1)/2

1

S
Priklad.

Mame n = 3659009. Zvolme pocet pokusov pre test ¢ = 7, mame dostatocnu
rezervu, pretoze ma platit ¢ > log,(logn — 1) a t > log, ((p(S)logn)/S —1).
Vsimnime si, Ze log,(logn—1) > log, ((¢(S)logn)/S — 1) pre hodnoty S uvedené
v tabulke.

Overime, zZe n nie je delitelné prvocislami v tabulke a aplikujeme na n Solovay-
Strassenov test, ktorym prejde 7-krat bez prerusenia. Spocitame spodny odhad
pravdepodobnosti, Zze n je prvocislo, zaokruhleny na 6 desatinnych miest.

1) . Pomocou tychto nerovnosti spocitame:

(Conrad) P(X |Y;)> S jerovné (nas vypocet) Ps(X | Y;) >
0,889745 2 0,9487785

0,889745 2-3-5 0,976328

0,889745 2-3-5-11-13  0,981392
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3. Kvarticky symbol a
konstrukcia testov prvociselnosti

3.1 Prehlad zadkladnych tvrdeni pre obor Z [i]

Pre potreby kvartického symbolu, ktory je zavedeny nad oborom Zli], pripo-
menieme a zhrnieme niekolko poznatkov, tykajucich sa tohto oboru.

Tvrdenie 18. Z[i] je eukleidovsky obor a zobrazenie

a+ bi v a* + b
je eukleidovskd norma na obore ZJi] .

Dékaz. Dékaz najdeme v skriptach Zaklady algebry (Stanovsky, 2010, tvrzeni
8.2). 0

Poznamka. 7 algebry vieme, ze ak je nejaky obor R eukleidovsky, potom je
R gaussovskym oborom, (Stanovsky, 2010, kapitola Eukleidovské obory). Cize
pre kazdy neinvertibilny prvok n € R existuje rozklad n || pi*p52 - - - p%, kde p; je
ireducibilny prvok a a; > 1 pre kazdé i € {1,...,r}. Tento rozklad je jednoznaény
az na asociovanost.

V gaussovskom obore tiez plati, ze prvok p € R je ireducibilny prave vtedy,
ked p je prvoéinitel, (Stanovsky, 2010, kapitola Gaussovské obory).

Budeme teda vyuzivat, ze Z[i] je gaussovsky obor, existuji v iom jednoznacné
rozklady na stc¢in prvocinitelov a pojmy ireducibilny prvok a prvocinitel budeme
ekvivalentne zamienat.

Lema 19. Pre a,b,n € Z plati a = b mod nZ < a = b mod nZ]i].

Dékaz. ,=* 7 definicie kongruencie a = bmod nZ < n | (a —b) v Z, teda
existuje ¢ € Z, také, ze (a —b)c = n. Kedze Z C Z][i], aj ¢ € Z][i], a teda n | (a —b)
aj v Z[i], ekvivalentne a = b mod nZli].

»<=" Ak plati, Ze priamo a = b, platnost tvrdenia je zjavna, vzdy n | (a—b) = 0
v Z. Takze predpokladajme a # b. Teraz vychddzame z a = b mod nZli|, ¢ize
existuje v € Z[i] takd, ze (a — b)y = n. v je prvok tvaru v = ¢ + di pre ¢,d € 7Z,
takZe po rozndsobeni (a — b)(c + di) dostdvame n = (a — b)c + (a — b)di, kde
(a—b)c € Z aj (a—b)d € Z. Ale n je celé ¢islo, takze koeficient u i je nulovy, teda
(a—b)d = 0. Predpokladdme a # b, takze v obore musi byt d = 0. Prvok v = ¢+04,
¢ize 7 = ¢ € Z, takze plati (a — b)c = n, ekvivalentne a = b mod nZ. O

Tvrdenie 20. Nech o € Z[i|. Ak plati, Ze N(«) je prvocislo, potom « je prvoci-
nitel.

Dékaz. Nech o = v pre 3,y € Z[i]. Vezmeme normy oboch stran a dostaneme:
N(a) = N(B)N(7). Kedze N(«) je prvocislo, N(5) = 1 alebo N(y) = 1. Potom
je B alebo v invertibilny prvok. Teda rozklad v je nevlastny a « je ireducibilny
prvok. O
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Tvrdenie 21. Ak je p = 3 mod 47 prvocislom v Z, potom je p prvocinitel aj
v obore Z[i.

Dékaz. Ak by p nebolo ireducibilné, nasli by sme rozklad p = af pre a,5 € Z[i]
také, Ze N(a) > 1 aj N(8) > 1. Prechodom k normam ziskame: p* = N(a)N ().
Z tohto plynie,ze p = N(«). Kedze prvok « je tvaru o« = a+bi, potom p = N(a) =
a® + b%, ¢o je spor, pretoZe stcet dvoch druhych mocnin v Z je kongruentny 0
alebo 1 modulo 47, ale p = 3 mod 4Z. O

Tvrdenie 22. Vsetky prvocinitele v Z[i] (aZ na asociovanost) si:
e prvocisla p € N, pre ktoré plati p = 3 mod 47
e proky tvaru a £ bi také, Ze a®> + b* = p, kde p je prvocislo, p = 1 mod 47
e 141

Dékaz. Dokaz najdeme v skriptach k predmetu Teéria ¢isel a RSA (Drapal, ka-
pitola 3.1). O

3.2 Zavedenie pojmu kvartického symbolu

V tejto sekcii vychadzame z knihy (Ireland a Rosen, 2013, kapitola 9).

Legendrov symbol rozdeluje nenulové ¢isla na tie, ktoré s stvorcami a tie,
ktoré nie si stvorcami v telese Z/pZ. Presnejsie, pre neparne prvocislo p a a € Z,
také, Ze p 1 a, je Legendrov symbol (%) = 1, prave vtedy, ked mé rovnica x? =
a mod pZ v Z koren.

Kvarticky symbol je motivovany riesitelnostou rovnic stvrtého stupna. Aby
sme mohli zaviest pojem kvartického symbolu, potrebujeme sa pohybovat v obore
Z[i]. Ako uvidime v tvrdeni 29 v bode 4, pre prvky a,m € Z[i], kde 7 }f (1 + 7)
je prvocinitel a 7 1 a, mame kvarticky symbol (%)4 rovny 1, prave vtedy, ked ma
rovnica z* = o mod 7Z[i] v Z[i] koreii.

Sformulujeme a dokidZeme niekolko tvrdeni, ktoré ndm umoznia definovat
kvarticky symbol.

3.2.1 Tvrdenia potrebné pre definiciu kvartického sym-
bolu

Lema 23. Nech m € Z[i] je prvocinitel taky, Ze w }f (1 +14). Potom: 0,1,i, —1, —i
nie st po dvoch kongruentné mod wZl[i].

Dékaz. Najskor vyriesime pripad, ze 0 # a mod 7Z[i] pre a € {1, — 1,7, —i}. Ak
by a = 0 mod 7Zli], z definicie kongruencie by platilo, ze 7w | a v Z[i], toto ale
nastat nemoze, pretoze a € {1,—1,4, —i} je invertibilny prvok a 7 je prvocinitel,
7 )t a.

Teraz ukézeme, ze nenulové prvky 1,4, — 1, — ¢ nie st po dvoch kongruentné.
Pre kazdu dvojicu ukazeme, ze ak by boli tieto 2 prvky kongruentné, potom
7| (1 +1), ¢o vedie ku sporu s predpokladom 7 }f (1 + ), ako nizsie ukézeme.

e Pre spor nech 1 = —i mod #Z[i|. Tento zapis je ekvivalentny 7 | (1 + 7)
v Z[i].
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o Teraz nech 1 =i mod #Z[i], to je ekvivalentné = | (1 — i) = —i(1 4 7), ale
7 je prvocinitel, preto m | —i alebo 7 | (1 4 ). Z definicie je ireducibilny
prvok neinvertibilny, ¢ize 71 —i, a preto 7 | (1 + 7).

o Ak uvazujeme 1 = —1 mod 7Z[i], potom 7 | 2 = (1+14)(1—1) = (1+1)%(—i)
a podobny argument ako v predchadzajicom bode nam da, ze prvocinitel
7 musi delit (1 4 7).

e i =—1mod 7Z[i| & 7 | (1+1).
e i=—imod nZli| & 7 | 2i = (1 +1)?, opét 7 | (1 +1).
e —1=—imod 7Z[i| & n|(i—1)=1i1+1i), zase 7| (1 +1).

Kedze (1+17) je podla tvrdenia 22 ireducibilny prvok a = je tiez ireducibilny v Z[i],
skuto¢nost 7 | (1+14) ndm hovori, ze 7 || (14 1), ¢o predpoklad tvrdenia vylucuje,
tym dostavame vo vSetkych pripadoch spor. O

Nasledujuca veta ndm poskytne zaklady pre dalsiu tedériu a jej dosledok umo-
zni jednoznacne definovat kvarticky symbol. V knihe (Ireland a Rosen, 2013) bol
dokaz nasledujicej vety ponechany na citatela s upozornenim, ze prebieha po-
dobnym sposobom ako dokaz tvrdenia: Z[w]/7Z|w] je teleso s N(m) prvkami pre
w = (—=14+/=3)/2 a 7 ireducibilny prvok v Z[w]. My sme pre tiplnost dokaz pre
obor Z[i] doplnili:

Veta 24. Nech m je prvocinitel v Z[i]. Potom Z[i|/7Z][i] je teleso s N(m) prokami.

Dékaz. Najskor ukdzeme, ze Z[i|/7Z][i] je teleso. Vezmime « € Z[i]/7Z]i], o #
0 mod wZ[i]. Potom plati (7, ) = 1, pouzijeme rozsireny Eukleidov algoritmus
v eukleidovskom obore Z[i] a pomocou Bézoutovej rovnosti dostaneme a5 + 7y =
1 pre 8,7 € Z[i]. Potom plati, ze af = 1 mod 7Z[i], ¢ize « je invertibilny prvok.

Dalej overime, ze Z[i] /7w Z[i] ma N (r) prvkov. Podla popisu prvoéinitelov v tvr-
deni 22 rozoberieme jednotlivé pripady.

(a) 7 =p, kde p =3 mod 47Z je prvodcislo v Z a zaroven prvocinitel v Z[i].
Oznaéme M = {a+bi | 0 < a,b < p}. Ukdzeme, ze M je mnozZina prvkov, ktorymi
mozZeme reprezentovat vSetky rozkladové triedy Z[i]/7Z][i] a kazda z nich prave
raz. Potom z toho vyplynie velkost |Z[i]/7Z[i]| = |M| = p* = N(p).

Zoberme lubovolny prvok u = m+ ni € Z[i|, kde m,n € Z. Kazdé z ¢isel m,n
mozeme vyuzitim delenia so zvyskom napisat v tvare m = pky+2z; an = pka+ 29,
kde kq, ko, 21,22 € Z a 0 < 21,29 < p. Potom je p = 21 + 125 mod pZli], pricom
21+ 129 € M.

Teraz ukézeme, Ze ziadne dva prvky M nie st kongruentné modulo pZ[i], pokial
nenastane rovnost. Cize chceme ukazat, ze ziadne dva rozne prvky mnoziny M
nelezia v rovnakej rozkladovej triede Z[i|/pZ]i].

Vezmeme z; + iz, w1 + twy € M také, Ze z; + izg = wy + iwe mod pZli].
Upravou dostaneme (z; — wy) + (22 — ws) = 0 mod pZ[i]. To je ekvivalentné s
faktom, ze p | (21 — wy) + i(22 — w2), a to nastéva prave vtedy, ked p deli redlnu
aj imaginarnu cast, teda p | (23 —wy) a tiez p | (20 — we) v Z. To znamend, ze
z1 = wy mod pZ a z5 = wy mod p. Ale 0 < zy,wq,29,w9 < p, takze kongruencie st
uz priamo rovnostami.
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(b) 7 je prvocinitel taky, ze N(w) = m71 = p, kde p = 1 mod 4Z je prvocislo
v Z. V tomto pripade oznacme M := {0,1,...,p — 1}. Ukazeme, Ze prvky
M mbzeme zvolit za reprezentantov rozkladovych tried Z[i]/7Z][i] a ziadne dva
z tychto prvkov nelezia v rovnakej rozkladovej triede. Z tohto potom vyplynie, Ze
Z[i|/7Z[i] m& N () = p prvkov.

Prvok 7 je tvaru m = a + bi, kde a,b € Z. Podla tvrdenia 22 je norma
N(m) = p = a® + b%. Z toho plynie, ze p > |b|, a teda p { b. Kedze (p,b) = 1,
mozeme pouzit Eukleidov algoritmus v Z a pomocou Bézoutovej rovnosti dosta-
neme u1b + usp = 1 pre nejaké uy, uy € Z. Takze plati u;0 = 1 mod pZ.

Zoberme lubovolny prvok p = m + ni € Z[i], kde m,n € Z. Prendsobme kon-
gruenciu u;b = 1 mod pZ ¢islom n. Dostaneme, ze b-uin = n mod pZ. Oznac¢me
celé ¢islo ¢ := uyn mod pZ, potom plati pre 0 < ¢ < p: c¢b =n mod pZ. Vezmeme
rozdiel p— emr = m+ni — c(a+ bi) = m — ca mod pZ, dalej m — ca = z mod pZ,
kde z € Z a 0 < z < p. Vdaka leme 19 mame teda pre y — cm,z € Z, zZe
p—cm = z mod pZli], ale vieme, ze 7 | p v Z[i], potom tiez p—cm = z mod wZ][i]
a po tprave pu = z mod 7Z[i]. Ukéazali sme, ze Iubovolné p € Z[i] je kongruentné
celému ¢islu z € M modulo 7Z][i].

Ukazeme teraz, ze ziadne dva prvky mq, ms € M nie si kongruentné modulo
nZ[i], pokial si nie st rovné. Nech teda m; = my mod 7Z[i] < my — my = my
pre nejaky prvok v € Z[i]. Vezmeme normy (m; —ms)* = pN (7). V Z je p prvo-
Cinitel, a teda p v Z deli (m; — my), ale 0 < my, my < p, takze nutne m; = ms.

(¢) m =141V tomto pripade sa da postupovat podobne ako v dékaze pre pr-
voéinitel tvaru a 4 bi, kde N(a + bi) = p, kde p = 1 mod 4Z je prvocislo v Z.

N(141) = 2. Ukazeme, ze {0, 1} je mnozina reprezentantov rozkladovych tried
Z[i) /(1 + ) Z]].

Ak mame Iubovolny prvok v = m + ni € Z[i] a vezmeme rozdiel v — n(1 + 1),
dostaneme celé ¢islo m — n, ¢o je modulo 2Z kongruentné jednej z hodnot {0, 1},
ozna¢me ju z. Podla lemy 19 je teda v —n(1 +i) = m —n = z mod 2Z[i]. Kedze
(14 1) je delitel dvojky v Z[i], dostdvame:

v=v—n(l+i)=m—n=zmod (1+1)Z[i.

Lubovolné v € Z[i] je kongruentné z, ktoré je rovné 0 alebo 1 a plati 0 #
1 mod (1 +4)Z[i]. Takze 0,1 st reprezentanti roznych rozkladovych tried telesa
Z[i]/(1 +4)Z]i] a kazdé v € Z][i] lezi v jednej z nich. O

Pozndmka. V slovencine sa niekedy zvykne Struktira vo vete 24 oznacovana ako
teleso nazyvat polom.

Tvrdenie 25. Ak je T konecné teleso, potom je T cyklickd grupa.

Dékaz. Dokaz najdeme v skriptach z algebry (Stanovsky, 2010, kapitola Cyklické
grupy). O

Désledok 26. Nech 7 je prvocinitel v Z[i|, a € Z[i]. Ak 71 o, potom o™ (™~ =
1 mod 7Z[i].

Dékaz. Uvazujme grupu invertibilnych prvkov telesa (Z[i]/7Z[i])* (vSetky prvky

okrem 0) s ndsobenim pre prvocinitel = € Z[i]. Rad grupy je N(7) — 1 a vieme,
ze rad kazdého prvku grupy deli rad grupy. Z tohto plynie tvrdenie. O
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Tvrdenie 27. Nech 7 je prvocinitel v Z[i], o € Z[i]. Ak mt o a (w) # (1 + 1),
potom existuje prave jedno nezdporné celé cislo 7, 0 < j < 3, také, Ze

oW ™=/ = i mod 77Z[4].

Dékaz. Moznosti, ktoré mozeme dostat na pravej strane kongruencie: i = 1 ,i! =

i 42 = —1 ai® = —i. Podla lemy 23 nie st 1,4, — 1, — i po dvoch kongruentné

modulo /7Z[i]. St to teda rézne korene x* = 1 mod 7Z[i]. Podla dosledku 26
je aj aN(™M=D/4 koretiom 2? = 1 mod 7Z[i]. Polyném stupiia 4 ma maximalne
4 rozne korene v telese Z[i]/77Z[i]. Z toho plynie, ze aN™=D/1 = i mod 7Z]i]
pre prave jedno j. O

3.2.2 Definicia kvartického symbolu a jeho vlastnosti

Definicia 28. Nech m je ireducibilng prvok v Z[i], N(7) # 2 a « € Z[i]. Definu-
jeme kvarticky symbol (%)4 ako prvok mnoziny {0,+1, £i} taky, Ze:

(a) B {a(N(”)l)/4 mod 7Z[i] ak 7t a
4

T 0 ak T | «

Poznamka. Uvazujme o, 7 ako v definicii. Podla tvrdenia 27 vieme, Ze pre 7 1 «
plati aN(M=D/4 = i mod 7Z[i] pre prave jedno j, 0 < j < 3, ¢ize <%)4 je
rovny prave jednému z prvkov {1, +i}, ak 7 f a a (%)4 = 0 prave vtedy, ked
7| a.
Znacenie. V knihe, z ktorej vychaddzame (Ireland a Rosen, 2013), je pre kvarticky
symbol pouzité znacenie x,(«) namiesto (%)4.

V nasledujiucom tvrdeni zhrnieme vlastnosti kvartického symbolu, vybrali sme
ich z knihy (Ireland a Rosen, 2013, Proposition 9.8.3), pricom ddkazy sme obme-
nili alebo doplnili o tvahy, ktoré zjednodusuju ich citatelnost.

Tvrdenie 29 (Vlastnosti kvartického symbolu). Nech «,5,m,\ € Z[i] a m,\ si
ireducibilné proky také, Ze N(m), N(«) # 2 Potom platia nasledujice tvrdenia:

1. Ak je o = 8 mod wZ][i], potom (%)4 = (ﬁ)4.

2 (%),=2),06),
3. Ak || A, potom (2) = (%),

4. Ak Tt «, potom:

(a> =1 2* = a mod 7Z[i] md riesenie v Z][i]
T/ 4

Dokaz.

1. Plynie priamo z definicie kvartického symbolu: ak plati « = 8 mod 7Z[i],
potom 7 | a & 7 | B, Cize (%)4 =0< (2)4 = 0. Dalej a = 3 mod 7Z[i] imp-
likuje oN@-1/1 = gINM=D/4 mod 7Z[i], takZe rovnost kvartickych symbolov
dostéavame aj v pripade, ze w1 a,f.
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2. Opét vychddzame z definicie. Najskor 7 | a5. Potom (O‘—f)4 = 0. Pre prvo-

¢initel 7 plati, ze m | af, prave vtedy, ked 7 deli aspon jeden z prvkov a a f,
B

™

«

¢ize aspon jeden z kvartickych symbolov (;)4,( )4 je nulovy. Na lavej aj pravej
strane mame nulu, rovnost teda plati.

Teraz pripad af a 7 st nestdelitelné. Podla tvrdenia 27 (af)N@m=D/1 je
modulo 7Z[i] kongruentné jednému z prvkov {£1, +i}, takto dostaneme (%’8)4.
Na pravej strane rovnosti mame sucin dvoch prvkov mnoziny {+1, i}, ten tiez
lezi v tejto mnozine. Kedze plati (o) N ™=/ = oN(m=1/1g(N(m=D/1 yod 77]i]
a podla lemy 23 ziadne dva prvky tejto mnoziny nie st navzajom kongruentné
modulo 7Z[i], dostdvame, ze na oboch stranach kongruencie musi byt rovnaky
prvok mnoziny {£1, +i}, a teda dokazovana rovnost plati.

3. To, ze st prvky A a 7 asociované v Z[i], moZeme vyjadrit, ze A = v pre v
invertibilny prvok. Vezmeme normy oboch stran, pricom norma invertibilného
prvku je 1. Takze N(\) = N(vy)N(w) = N(7) a mame rovnost noriem A a .
Dalej (%)4 = oWm=D/4 mod 7Zi] & 7 | (%)4 — oW ™=/ ale aj A | (%) -

4
aN™=D/4 "ebo \ | 7. Takze

(0‘> aNm@-1/4 = (N)-1)/4 — (0‘) mod AZ[].
T/ 4 )\

4
Z asociovanosti aj 7 | A, ¢ize (%)4 = (X)4 mod 7Z[i]. Teda kvartické symboly sa

rovnaju podla lemy 23.

4. Ukazeme postupne platnost oboch implikacii a tym dostaneme ekvivalenciu.
,<*“ Predpokladdme, 7e existuje prvok 3 € Z[i] taky, Ze $* = a mod 7Z][i].
Spocitame kvarticky symbol

%)

T/ 4
pricom poslednd rovnost plynie z dosledku 26, ktory plati pre g € Z[i] také, ze
71 8. Ak by vSak 7 | 3, potom by 7 | «, ale tito moznost v predpoklade vety

vylucujeme.
,=" Teraz predpokladdme, ze plati (%)4 = 1. Vdaka tvrdeniu 25 vieme, ze

oWNm=D/4 = (gh(Nm-1/4 = gN™-1) = | 1od 77Z[i],

F* := (Z[i]/7Z]i])" je cyklickd grupa. Oznacme [w] jej generdtor. w € Z[i] je
reprezentant rozkladovej triedy [w]. Potom a = w' mod 7Z[i] pre nejaké t € Ny.
Takto dostavame
1= <O‘> = oN@-D/1 = (HNE@-D/A = EN@-1 1od 774].

T/ 4
Ukazeme teraz, ze & € Z. Réd w je rovny N(m)—1. Ale wi®™m-1) =1 mod 7Z]i],
takze rad prvku w musi delit £(N(7) — 1) v Z. Zo skutocnosti, ze (N () — 1) |
L(N(m) — 1) v Z, plynie, Ze existuje ¢ €4Z taky, ze ¢- (N(m) —1) = £(N(7w) — 1),
odkial vidime, Ze £ je celé éislo. (wﬁ) = w' = a mod 7Z[i]. Nasli sme teda
rie§enie w1 € Z[i] kongruencie 2! = o mod 7 Z[i]. O

Vytvorime a dokazeme obdobu k tvrdeniu 5.

Definicia 30. Nech m € Z[i| je prvocinitel, = }t (1 +i). Povieme, Ze o € Z]i]
je kvarticky zvySok modulo wZl[i], ak ezistuje prvok [ € Zli| taky, Ze B* =
a mod 7Z[i].
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Tvrdenie 31. Nech m € Zl[i] je prvocinitel, © }f (1 + i). Oznacme teleso F :=
Z[i| /7 Z[i]. Polozme pre k = 0,1,2,3 mnoziny Ay = {a € F* | (%)4 = i*}. Potom
pre Vk € {0,1,2,3} plati |Ay| = § |F*|.

Dékaz. V tvrdeni 22 sme popisali, ako vyzerajii prvoéinitele v Z[i]. Dalej vo vete
24 sme si ukazali, ze Z[i]/7Z[i] je teleso s N(m) prvkami. RozliSime 2 pripady
prvocinitelov, treti pripad (1 + ) sme vylucili v predpoklade vety.

Pripad 1. 7 je priamo prvocislo v Z, ¢ize m = p = 3 mod 4Z. Potom teleso

F =Z[i|/7Z]i] ~ (Z/pZ)[i] ~ F.

Takze F* je cyklickd grupa radu p*> —1 = N(7w) — 1. KedZe pre prvocislo p =
3 mod 4Z, je p* = 1 mod 47, ¢islo N(7) — 1 je delitelné 4.
Pripad 2. 7 je prvok tvaru a+bi a a®+b* = ¢, kde ¢ je prvocislo, ¢ = 1 mod 4Z.
V tomto pripade je
F = Z[i|/7Z[i| ~ Z]qZ ~ F,.

Takze F* je cyklickd grupa rddu ¢ — 1 = N(7) — 1. KedZe ¢ = 1 mod 4Z, ¢islo
N(m) — 1 je aj v tomto pripade delitelné 4.

Nasledujica uvaha plati pre oba pripady. Vieme, ze F* je cyklicka grupa (tvr-
denie 25). Ozna¢me w jej generator. Vdaka bodu 2 v tvrdeni 29 potom kvarticky
symbol TubovoIného prvku grupy F* spocitame pomocou kvartického symbolu

(%)4, konkrétne, ak o = w', potom (%)4 - (ﬂ)t

Ly
Pozorovanie. <£> =4 alebo (ﬂ> = —1.
T)4 )4

Dokaz pozorovania. Oznacme e := W. Vezmime prvok a € F*. Ak je «

kvarticky zvysok, inymi slovami, ak existuje 3 € F takd, 7e 3* = a v F, potom
vdaka tvrdeniu 26 je

N(Tr) 1 ) —
af = (8% = N1 =
Cize o je koren polynému x¢ — 1 nad F. Polyném z¢ — 1 mé nad telesom F
maximélne e korenov. My ale vieme, ze ak s € {0,1, ..., (N(m) —1)/4}, potom

45 je koretiom ¢ — 1. Tychto prvkov je e, ¢o je (|F*|) St to teda presne vsetky

korene x¢ —1.
t

Ak by (%)4 = 1, potom by pre lubovolny prvok o = w’, bolo (%)4 = (%)4 = 1.
Kazda a € F by bola korenom z¢—1. To nejde, pretoze x®—1 ma presne e korenov,
co je 1 |F*].

Dalej ak by (ﬂ) = —1, potom by (9)2 =1 (£>3 = —1 atd. Cize koretiov

)4 ? s z{ P\ /)y :

2 — 1 by muselo byt % |F*|, to ale neplati. Cize (9)4 =1 alebo (%)4 = —i. Tym

™
sme dokoncili dokaz pozorovania.

O

U K

KedZe plati (%)4 = 44, dostdvame (9)4 = <£)i = (+i)*. Z tohto vidime:

(%) =1 & (+i)! = 1, a to nastdva prave vtedy, ked 4 | ¢, ekvivalentne
t

« Rovnako (%)4 = —1 & (£4)" = —1, a to nastane pre t = 2 mod 4Z.
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+ Dalej (%)4 = —i & (+4)" = —i. Musime rozlisit hodnoty kvartického sym-

bolu (ﬂ) =—7a (9
m)4 ™) 4
a v druhom pripade i' = —i & t = 3 mod 4Z.

= 4. V prvom pripade (—i)! = —i & t = 1 mod 47

o Nakoniec tplne analogicky vyriesime pripad (%)4 = 4. Opat rozlisime pri-
pady podla hodnoty (%)4. Takze (—i)! =i & t = 3 mod 4Z a v druhom
pripade ' =i < t = 1 mod 4Z.

Roztriedili sme teda prvky a € F* do Styroch rovnako velkych skupin, v kazdej
z nich je hodnota kvartického symbolu pre kazdy jej prvok (%)4 rovna jednej

z hodnoét % pre k = 0,1,2,3. O

3.2.3 Zovseobecneny kvarticky symbol a zakon bikvadra-
tickej reciprocity

Definicia 32. Prvok o € Z[i] nazveme primarnym, ak plati:
a=1mod (1+i)°Z[i].

Definicia 33. Nech 5 € Z[i] , B || TI; \i je rozklad na sucin ireducibilnijch prvkov,
(1419) 18 a o € Z[i]. ZovSeobecneny kvarticky symbol definujeme

(5),-1(3).

Poznamka.

o Zovseobecneny kvarticky symbol je dobre definovany (vdaka bodu 3 tvrde-
nia 29).

« Vsimnime si, ze zovseobecneny kvarticky symbol je rovny nule prave vtedy,

ked (a, B) > 1.

o Pre ireducibilny prvok 5 € Zl[i] je zovseobecneny kvarticky symbol rovny
kvartickému symbolu.

e V dalSom texte budeme ako pre kvarticky symbol, tak aj pre zovSeobecneny
kvarticky symbol pouzivat rovnaké pomenovanie kvarticky symbol.

Zakon bikvadratickej reciprocity je najdolezitejSou vetou teodrie kvartic-
kych symbolov. Tato veta umoznuje spocitat hodnotu kvartického symbolu (%)4
pre Tubovolné a, f € Z[i| také, ze (1 + i) 1 3, bez znalosti rozkladu 5 na stacin
prvocinitelov. Algoritmus pre vypocet kvartického symbolu uvidime v sekcii 3.3.3.

Dékaz vety je mimoriadne zdlhavy a nebudeme sa mu venovat, nachddza sa
v knihe (Ireland a Rosen, 2013, Chapter 9, Paragraph 9). V rovnakom zdroji

najdeme aj dokaz lemy 34.

Lema 34. Nech je o € Z[i] neinvertibilng prvok a (1 + i) 1 a. Potom existuje
prdve jeden invertibilng prvok u € {1, —1,4i, —i} taky, Ze ua je primdrny prvok.
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Veta 35 (Zakon bikvadratickej reciprocity). Nech st «, 8 € Z[i] primdrne proky.

Potom: 5
o} N(a)=1 N(H)-1
(5),~ (=),

Tvrdenie 36 (Pravidld pre vypocet kvartického symbolu). Ak je a = a + bi
primdarny prvok, plati:

. La—b—1—b2
1. (m)4 =3 2z .

«

Predchadzajice tvrdenie pouzijeme pri vypocte kvartického symbolu na konci
tejto prace. Ddkaz jednotlivych bodov poskytuje napriklad ¢ldnok (Williams,
1976).

3.3 Konstrukcia testov prvociselnosti

V tejto sekcii sa pokusime zostrojit prvociselny test zalozeny na kvartickom
symbole, ktory bude istou obdobou Solovay-Strassenovho testu, ktorému sme sa
venovali v sekcii 1.3. Vyuzijeme pritom teoériu, ktortt sme v predchadzajicich
sekciach vybudovali.

V Solovay-Strassenovom teste sme overili pre ¢ réznych hodnét a € Z/nZ,
¢i plati kongruencia (%) = "7 mod nZ. V pripade, ze sme nasli protipriklad,
pre ktory to neplati, teda Eulerovho svedka, s istotou sme oznacili ¢islo n za zlo-
zené. Ak test prebehol t-krat a medzitym sme neodhalili, Ze ¢islo n je zlozené,
vyhlasili sme, ze ide pravdepodobne o prvocislo. Cely c¢as sme sa pohybovali
v okruhu Z/nZ.

Nasim zamerom je vytvorif test, kde na jednej strane bude stat hodnota kvar-
tického symbolu, ktori budeme porovnavat s nejakou inou hodnotou na dru-
hej strane, tak ako to je v pripade Solovay-Strassenovho testu. Kedze kvarticky
symbol mame definovany v obore Z[i], pri testovani potrebujeme skimat ¢isla
a € Zi]/nZ]i].

Z tvrdenia 6 vyplyva, Ze existuje b € Z/pZ také, ze b*> = —1 mod pZ, prave
vtedy, ked p = 1 mod 47Z. To znamena, Ze prvok i, pre ktory plati 2 = —1, uz
v okruhu Z/pZ lezi pre p = 1 mod 47Z. Tento prvok ¢ budeme niekedy oznacovat
i = v/—1. Je jednozna¢ne uréeny az na znamienko. Pre prvocislo p = 3 mod 47Z
naopak prvok ¢ € Z/pZ.

Teraz uvazujme n € 7Z zlozené ¢islo, n = 3 mod 47Z.

Lema 37. Ak mdme n € Z zloZené cislo, n = 3 mod 47, potom prvok i taky, Ze
i = —1, nelezi v Z/nZ.

Dokaz. Na dokaz vyuzijeme nasledujice pozorovanie:
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Pozorovanie. Nech n || pi*---p% je prvodiselny rozklad n v obore Z. Ak plati
n = 3 mod 4Z, potom existuje j € {1,...,r} také, ze p; = 3 mod 4Z a exponent
a; je neparny.
Dokaz pozorovania. Ak by bolo kazdé p; = 1 mod 47, potom by z vlastnosti
moduldrnej aritmetiky vyplyvalo, ze aj n || pi*---p% = 1 mod 47Z. Oznacme j
index, pre ktory p; # 1 mod 4Z, ide o prvocislo, ¢ize p; = 3 mod 4Z. Druha
cast: ak by bol exponent a; parny, ¢islo p; = 3 mod 4Z by po umocneni dévalo
vysledok p?j = 1 mod 4Z, takze opéit z vlastnosti modularnej aritmetiky plynie,
ze a; je neparne ¢islo. Tym sme dokoncili dokaz pozorovania.
O

Oznaéme prvociselny rozklad n ako v pozorovani. Cinska veta o zvyskoch

(Stanovsky a Barto, 2017, Disledek 6.6) ndm dava izomorfizmus okruhov:

ZInl ~TL|pJ 7 x - X L/ p>Z

a— (a mod p'Z, ..., a mod pyZ).

Vsimneme si, 7e /—1 € Z/nZ < /—1 € Z/p¥Z pre kazdé i € {1,2,...,r}. Dalej
ak /=1 € Z/p}'7Z, potom \/—1 € Z/p;Z. Podla pozorovania existuje j € N také,
ze p; = 3 mod 4. Ako sme vyssie uviedli, z teérie cisel vieme, ze p; = 3 mod 4 je
ekvivalentné tomu, ze /—1 & Z/p,;Z. Prvok v/—1 nelezi v Z/p;Z, potom nelezi
ani v Z/p;’ Z, takze /=1 nelezi v Z/nZ. O

Rozsirit okruh Z/nZ o prvok i je rozumné v pripade, Ze i v pévodnom okruhu
este nelezi. Obmedzime sa preto pri vytvarani testu iba na testovanie cisel n € 7Z
takych, ze n = 3 mod 47Z.

3.3.1 Slabsi test

Nasou tlohou je o ¢isle n = 3 mod 47 rozhodnuf, ¢i ide o prvocislo, alebo je n
zlozené. Najjednoduchsie by sa mohlo zdat vytvorit test na zaklade nasledujiceho
tvrdenia, kde by sme porovnavali pre rozne hodnoty a € Z, ¢i je hodnota kvar-
tického symbolu a™=D/4 = 1 mod nZ. Ide o tvrdenie z knihy (Ireland a Rosen,
2013, Proposition 9.8.4), v dokaze sme doplnili niektoré medzikroky pre lepsiu
citatelnost.

Tvrdenie 38. Nech q je prvocislo € 7, ¢ = 3 mod 4Z. Potom (%)4 = 1 pre vsetky
a€Z,q1a.

Dokaz. Pretoze N(q) = ¢* dostavame:

a

() = " ~V/* mod ¢Z[i].
9/ 4

Kedze a@®~Y/4 je celé &slo, mozeme uvazovat, ¢omu je kongruentné modulo ¢Z.
al=V/4 = (g0~ 1)@tD/4 = 1 mod ¢Z podla malej Fermatovej vety (veta 10).
Podla lemy 19 plati

a” D/ =1 mod ¢Z < aCD/* = 1 mod ¢Z]i].

Podla tvrdenia 27 je a(@~Y/4 mod qZli] pre q 1 a kongruentné prave jednému
z prvkov {£1, +i}, takze dostavame (%)4 = 1. ]
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Testovaci algoritmus by vyzeral takto:

TEST 4.
Vstup: n € Z také, ze (14 1) { n.

1. Zafixujeme celé ¢islo ¢t > 1 ako pocet pokusov pre test.
2. Vezmeme ndhodné celé ¢islo a € {1,...,n — 1}.

3. Overime, ¢i plati (a,n) = 1. Ak odhalime (a,n) > 1, test ukonéime s pre-
hlasenim, ze ,n je zlozené®.

4. Ak q*-1/4 % 1 mod nZ, test ukoncime s prehldsenim, ze ,n je zlozené“.
5. Ak a™~Y/4 =1 mod nZ, pokracujeme krokom 2.

6. Ked test prebehne t-krat bez prerusenia, vyhlasime, ze ,n je pravdepodobne
prvocislo®.

Vzhladom k tomu, ze v dokaze tvrdenia 38 vyuzivame mali Fermatovu vetu,
jednoducho sa overi, ze takto skonStruovany test bude vyhlasovat chybné vysledky
pre Carmichaelove ¢isla. Pre Carmichaelovo ¢islo s jediné protipriklady na kon-
gruenciu @' = 1 mod nZ &isla a také, Ze (a,n) > 1. Zasttpenie sudelitelnych
¢sel v mnozine a € {1,...,n — 1} mdze byt minimédlne. Casto moze nastat si-
tuacia, ze test prejde t-krat bez prerusenia, hoci ¢islo je zlozené.

Priklad. n = 8911 je najmensie Carmichaelovo cislo také, ze n = 3 mod 4. Jeho
rozklad na sucin prvocisel je 8911 = 7-19-67. Spocitajme pocet sudelitelnych cisel
sn vmnozine {1,2,...,n}. Eulerova funkcia ¢(n) ndm dava pocet nesudelitelnych
¢isel s n v tejto mnozine. Pocet studelitelnych teda dostaneme ako n — ¢(n).

n— @(8911) = n — o(7)p(19)p(67) =n — 6- 18 - 66 = 8911 — 7128 = 1783

Takze sidelitelnych ¢isel s 8911 v mnozine {1,2,...,8911} je 1783, ¢o tvori len
priblizne 20 %.
Carmichaelove ¢isla nie st pre nas testovaci algoritmus jediné problematické
¢isla. Pre kazdé celé ¢islo a € {1,...,n}, (a,n) = 1 budeme dostévat a*=1/4 =
2
1 mod nZ, hoci n je zlozené, aj v pripade, ze ¢(n) | 2= (vyuzitie Eulerovej
vety). Toto kritérium je splnené napriklad pre ¢islo 15.

Priklad. n = 15. Spo¢itame hodnotu ¢(15) = ¢(3) - p(5) =2-4 = 8.

21 152-1
n - — 56
1 1

TLQ—

Plati p(n) = 8| 56 =
¢islo a € {1,2,4,7,8,11,13,14} dostaneme ¢°® = 1 mod nZ.

. Pre kazdé ¢islo nesudelitelné s 15, teda pre kazdé

Vidime, Ze nés test 4 je vlastne oslabenim Fermatovho testu, ktory sme popi-
sovali v odstavci 1.1.3; a teda jednoduché tvrdenie 38 nie je vhodnym zdkladom
pre vytvorenie testu.

27



3.3.2 Test zalozeny na vypocte kvartického symbolu

Poktsime sa teraz zostrojit test zalozeny na rovnosti modulo n, kde na jednej
strane spo¢itame hodnotu kvartického symbolu (%)4 a na druhej strane /(" ~1/4,
Kedze prvocislo p = 3 mod 4 je prvoéinitelom v Z[i], budi sa tieto hodnoty
modulo p rovnat, a to priamo z definicie kvartického symbolu pre prvocinitel.
Pokisime sa ukazat, obdobne ako v Solovay-Strassenovych vetach, ze pre zlozené
¢islo n = 3 mod 4 existuja svedkovia a odhadneme ich pocet.

V tejto kapitole budeme vytvarat a dokazovat tvrdenia analogické k tym,
ktoré platia pre Jacobiho symbol. My ich preformulujeme pre kvarticky symbol
a dokazy pre Jacobiho symbol prerobime na dokazy pre tvrdenia tykajice sa
kvartického symbolu.

Definicia 39. Nechn € Z[i],n = 3 mod 4 a a € Z[i]. Povieme, Ze a je kvarticky
svedok, ak plati

o n?-1 .

(an)=1a <> Z a © mod nZli]
n/a

Veta 40 (Existencia kvartickych svedkov). Pre kazdé prirodzené zloZené cislo

také, Ze n = 3 mod 47Z, k € Z, ezistuje cislo a € Z[i] také, Ze (a,n) =1 a

<z>4 = a# mod nZli]

Pozndmka. Kvarticky symbol je definovany iba pre n také, ze (144) { n. VSimnime
si, ze predpoklad sme vo vete mohli vynechat, pretoze n = 3 mod 47 implikuje,
ze (1+1i)1n.

Dokaz. Rozlisime 2 pripady:
v rozklade n sa ziaden prvocinitel nevyskytuje vo vyssej ako prvej mocnine.
Nech n || 1 - - - 7m,, n je zlozené, teda r > 1 a m; Jf w; pre i # j. Podla tvrdenia
31 existuje B € Z[i], B # 0 také, 7e (ﬂ%)4 = —1. Kedze plati (m,mo---m,) = 1,
mozeme pouzit ¢insku vetu o zvyskoch pre eukleidovské obory. Presnt formuléaciu
aj s dokazom najdeme v skriptach Pocitacovej algebry, (Stanovsky a Barto, 2017,
kapitola 6. Zobecnén4 ¢inska véta o zbytcich). T4 ndm hovort, Ze existuje a € Z][i]
také, ze

a = f mod mZ[i],a sicasne o = 1 mod my - - - 7, Z][i].

Kedze f # 0 mod mZ[i], mame (a,m;) = 1. Plati tiez (a,ma---m,) = 1. Z toho
vyplyva, ze aj (a,n) = 1. RozpiSeme:

(3,2,

Z kongruencie a =  mod mZ[i] mame vdaka tvrdeniu 1 (%)4 = (7%)4 = -1

a z kongruencie &« = 1 mod 7y - - - 7, Z][i] zase plati (2)4 = (i)4 =1prei>1.

Ur U

Po dosadeni do (3.1) dostédvame (%)4 = (£>4 =—1.

1

Pre spor predpokladajme, ze Q" T = (%)4 = —1 mod nZli]. VyuZijeme, zZe
7o deli n, a teda plati tato kongruencia aj modulo my. Kedze o« = 1 mod moZ[i],

dostavame 1 = —1 mod meZ[i], ¢o je ekvivalentné my | 2.
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Potom 7y | —i(1+14)% = 2. Ale 7, je prvocinitel, z toho plynie, Ze my || (1 +1).
7o je delitel n, ale (1 +4)  n, ako sme si rozmysleli v poznamke za formulaciou

n2—
vety, takze dostavame spor, ¢im sme ukazali T * (%)4 mod nZli].

Teraz predpokladajme, Ze n obsahuje faktor m aspon v druhej mocnine, tj. n
je tvaru n = 7*3, kde k > 2, 3 € Z[i] a (m,3) = 1. Podla ¢inskej vety o zvyskoch
pre eukleidovské obory existuje o € Z[i] spliajiica

a =1+ 7 mod 7°Z[i], a sti¢asne a = 1 mod BZ][i].

n2—
Kedze 7t a a (a,3) = 1, mame (a,n) = 1. Predpokladajme pre spor, zZe T

(%)4 mod $Z[i]. Umocnenim oboch stran na Stvrti mame o/~ = 1 mod nZli.

Kedze 72 | n, plati aj @™ ~! = 1 mod n2Z][i]. Celkovo obdrzime
2 1 2 1 TL2—1 n2 - 1 2 1—i 4 2 2 .
l=a"'T=1+m)" =) 1 =1 4 (n® — 1) mod w2Z[i).
i=0 t
Odpocitanim jednotky ziskame (n? — 1)m = 0 mod 7°Z[i], po vykrateni kongru-
encie prvkom 7 dostavame (n?—1) = 0 mod 7Z[i| < 7 | (n?—1) = (n—1)(n+1).
Kedze 7 je prvocinitel, 7 | n — 1 alebo 7 | n + 1.

Najskor predpokladajme, ze 7 | n—1. Zaroven je 7 v rozklade n na ireducibilné
prvky, 7 | n. Kedze 7 | na m | n — 1, potom 7 | 1, ¢o je spor s faktom, ze 7 je
ireducibilny prvok v Z[i]. Rovnako dostaneme spor aj v pripade 7 | n + 1.

nZ—
Opat sme ukazali, ze o = (9)4 mod SZ[i]. ]

n

Désledok 41 (Velkost mnoziny kvartickych svedkov). Nech n je zloZené celé
cislo také, Ze n = 3 mod 47Z. Oznacme

M:={a=a+bieZli],0<ab<n:(an)=1aa™ V4= <a> mod nZ[i|}
n/4
1. Ak je n prvocislo, potom |M| = n? — 1.

n2-1
5 -

2. Ak je n zloZené cislo, potom |M| <

Dokaz. 1. Vyplyva priamo z definicie kvartického symbolu pre ireducibilny prvok
a z faktu, ze prvocislo p = 3 mod 4 je ireducibilny prvok v Z[i]. Pre ITubovolny
prvok a € Z[i] taky, ze p t « je kvarticky symbol (%)4 definovany ako prave jeden
prvok mnoziny {#+1, &4}, ktory je kongruentny oN®=D/4 Plati N(p) = p?.

Takze pre vsetky prvky a = a + bi € Z[i],0 < a,b < p , okrem prvku 0 + 04,
ktory ale nepatri do M, plati, Ze p { «, takZe (%)4 = @ =1/4 mod pZ[i].

2. Za reprezentantov faktorokruhu Z[i|/nZ[i| mdzeme zvolit prvky tvaru {a -+
bi, 0 < a,b < n}, ukdzalo by sa to obdobne ako ¢ast dokazu vety 24, konkrétne
cast, v ktorej ukazujeme, akymi prvkami mozeme vSetky rozkladové triedy repre-
zentovat a Ze ziadne dva nereprezentuji rovnaku rozkladovi triedu. Takze velkost
mnoziny |Z[i|/nZ|i]| = n?. PoloZme mnoziny

A={a=a+bieZli,0<ab<n:(an)=1aa™ V= (a) mod nZl[i]},
n/a

B={a=a+bieZli],0<ab<n:(an)=1aa™ D" (g) mod nZli]},
4

C={a=a+bie€Z}i],0<ab<n, a#0: (an)>1}.
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Mnoziny A, B, C' st disjunktné a ich zjednotenie
A U B U C=(Z[i]/nZ]i]) \ {0}.

Plati teda |A| + |B| + |C| = n? — 1. Vieme, Ze mnozina A je neprazdna, pretoze
1 € A. Tiez vieme, ze C' nie je prazdna, pretoze n je zlozené, teda |C| > 1.
Mnozina B je neprazdna vdaka vete 40.

Ak ukdzeme, ze |A| < |B|, dostaneme n?—1 = |A|+|B|+|C| > |A|+|A|+1 >
2|A| a tym aj pozadovany odhad |A| < ”22_1.

Vezmime prvok mnoziny B, nech to je 5. Oznac¢me AfSy = {afy mod nZli] :
a € A}. Velkost |A| = |AByl, vidime to z nasledujiceho: kedze fy € B, mame
(Bo,n) = 1 a mdzeme teda pomocou kratenia [y z kongruencie odstranit afy =
o/ By mod nZli] & a = o mod nZli], tj, a« = o/, lebo v A nie st ziadne dva prvky
navzajom kongruentné modulo nZ/i|.

Staci teda ukézat, ze ABy C B. Kazdé affy € ABy a n st nesudelitelné a plati
preii:

(ozﬁo)(”kl)/4 = 04("2*1)/45((?271)/4 = <3)4ﬁén21)/4 mod nZli].

Kedze (afy,n) = 1, kazdé afy mod nZl[i] patri bud do mnoziny A alebo
do mnoziny B. Predpokladajme, ze a5y mod nZ[i] € A, ¢ize

() "D/ = (Ofo>4 = <z>4<i0>4 mod nZli].

Spolu s predchadzajicim vyjadrenim tak dostavame

<Z>4ﬁén2_1)/4 — (Z)4(io>4 mod nZl[i].

Kedze (a,n) = 1, potom (%)4 # (0 a mozeme kongruenciu vykratit. Dostavame

n

(50> = ﬁénz_l)M mod nZli],
4

¢o je spor s By € B. Dokézali sme teda, ze kazdé afy mod nZli] € B, teda

Apy C B.
Celkovo dostavame |A| = |ABy| > |B|. Takze n®* — 1 = |A| + |B| + |C| >
|A| + |A] + 1> 2|A], a teda |A] < 221, O

2

Tvrdenia, ktoré sme vyssie dokézali, nds nabadaju sformulovat test, ktory
bude zalozeny na vypocte zovseobecneného kvartického symbolu. Predpokladame,
ze n € Z, n = 3 mod 47Z, ¢o implikuje, Ze nie je delitelné (1 + 7).

TEST 5.
1. Zafixujeme celé ¢islo t > 1 ako pocet pokusov pre test.
2. Vezmeme ndhodné ¢islo o = a + bi € Z[i], kde a,b € {1,2,...,n — 1}.

3. Overime, ¢i plati (a,n) = 1. Ak odhalime (a,n) > 1, test ukon¢ime s pre-
hlasenim, ze ,n je zlozené®.
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4. Ak a*=D/4 £ (%)4 mod nZli], test ukonéime s prehlasenim, ze ,n je zlo-

zené”.
5. Ak o™ ~V/4 =1 mod nZl[i], pokradujeme krokom 2.

6. Ked test prebehne t-krat bez prerusenia, vyhlasime, ze ,n je pravdepodobne
prvocislo®.

Pozndmka. Pravdepodobnost, Zze n je prvocislo, ak test prebehol t-krat bez naj-
denia kvartického svedka by sa spocitala podobnym sposobom ako v kapitole 2.
Potrebovali by sme poznat pocty prvocinitelov v Z[i]/nZ[i]. Na to by bolo mozné
pouzit zndmu verziu prvociselnej vety pre Z[i], ktort by sme mohli odvodit zhruba
takto: podla tvrdenia 22 st prvocinitele jedného z troch tvarov. Takze pocty pr-
vocinitelov tvaru {a + bi | a,b € Z/nZ} by sa dali odhadnit pomocou poctov
prvocisel kongruentnych 3 modulo 4Z v mnozine {1,2,... n}, tie zostavaju pr-
vocinitelmi aj v Zl[i], dalej pomocou poctu prvocisel kongruentnych 1 modulo 47
v mnozine {1,2,...,2n?}, tie sa rozkladaji v Z[i] na stcin 2 prvocinitelov a prvo-
¢initel (1+4). Tym padom by sme mohli previest problém hladania prvocinitelov
tvaru {a + bi | a,b € Z/nZ} na problém hladania prvocisel v Z. Tento problém
sa javi menej naro¢nym, ale viaze sa k nemu mnozstvo vypoctov a odhadovania
poc¢tu prvocisel kongruentnych 3 modulo 4Z a 1 modulo 4Z, nebudeme sa im
v tejto praci venovaf.

Pozndmka. V krokoch 4 a 5 symbol (%)4 znaci zovseobecneny kvarticky symbol,
ktory vdaka zakonu bikvadratickej reciprocity spocitame bez znalosti rozkladu n
na sucin prvocinitelov, konkrétne na to vyuzijeme nasledujici algoritmus.

3.3.3 Vypocet zovseobecneného kvartického symbolu

Algoritmus
Na vstupe dostaneme prvky «, 8 € Zli], pricom (1 + i) § a ( je neinverti-

bilny. Na vystup vydame hodnotu zovseobecneného kvartického symbolu (5)4

Jednotlivé kroky algoritmu:

0. Overime, ¢i (o, f) = 1. Ak odhalime, ze (a, ) > 1, ukon¢ime algoritmus

s vystupom (%)4 = 0. V opac¢nom pripade pokrac¢ujeme.

1. Zredukujeme hodnotu a modulo SZ[i] (vyuzivame bod 1 v tvrdeni 29).

2. Prendsobime  vhodnym z prvkov {1, —1,4, —i} tak, aby bol prvok g pri-
marnym prvkom v Z[i] (vdaka leme 34 je takyto prvok jednoznaéne urceny).
Hodnota kvartického symbolu zostane nezmenend, (%)4 = (%)4, lebo 5 || B’
(vid bod 3 v tvrdeni 29).

3. Rozlozime a na sicin (1+1)%-a&, kde (1+1i) f & a k > 0. VyuZijeme vlastnost
1 tvrdenia 36 a aplikovanim tvrdenia o multiplikativite kvartického symbolu

N\ k ~
(bod 2 tvrdenia 29) spocitame A := (1;’)4. Ostéva A(%)Ll.

4. Ak je hodnota & z mnoziny {£1,+i}, spocitame @ = (%)4 pomocou

tvrdenia 36 - bod 2. Vystupom v tomto pripade bude AQ). V opac¢nom
pripade pokracujeme.
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5. Prendsobime & vhodnym prvkom ~ € {#1,+i}, aby sme dostali primarny
prvok o (jednoznacnost vdaka leme 34). Hodnota kvartického symbolu

(%)4 = (%)4(%—:)4. Hodnotu B := (%)4 spocitame pomocou bodu 2 tvr-

denia 36. Ostava AB(E—CL.

6. Oba prvky o' aj # st primarne a preto mézeme pouzit zakon bikvadratickej
. . [ o N(@)-1 N@B)-1 /g .
reciprocity (veta 35). Dostavame (@)4 =(=1)" 1 T (5)4. Oznacme
C:=(-1)

N(o/)-1 N(g)-1
4 4

7. Rekurzivne spustime algoritmus, (od kroku 1) tentokrat pre hodnoty /',a/,
aby sme spocitali () = (%)4. Konecnym vystupom bude hodnota ABC(Q).
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Zaver

V kapitole 1 sme poniikli prehladné zhrnutie algoritmu Solovay-Strassenovho
testu spolocne s tedriou, ktord sa s nim spaja.

V kapitole 2 sme sa venovali pravdepodobnosti, s akou je ¢islo n prvocislo, ak
to o nom prehlasil Solovay-Strassenov test. Vychadzali sme z ¢lanku (Conrad),
v ktorom bola tato pravdepodobnost spoc¢itana. My sme ju vylepsili, s prihliadnu-
tim na fakt, Ze pre ¢islo n je jednoduché skontrolovat, Ze nie je delitelné konkrét-
nym prvocislom p. Ako sme videli na konci kapitoly 2, v porovnani s pévodnym
vypoctom z (Conrad) sa pravdepodobnost znatelne zvacsila uz aj pre nizky pocet
prvocisel nedeliacich n.

Kapitola 3 pojednévala o kvartickom symbole a obdobe Solovay-Strassenovho
testu, ktori sme v nej konstruovali. Nepokusili sme sa skonstruovat validny test
pre Tubovolné neparne cislo n, vytvorili sme test iba pre n = 3 mod 4Z. Dévod
je popisany v sekcii 3.3.

Moznosti pre rozsirenie prace sa ponuka hned niekolko. Zaujimavy by mohol
byt vypocet pravdepodobnosti pre nas skonstruovany test, obdobny tomu, ktory
sme uviedli v kapitole 2 a porovnat ho s povodnym Solovay-Strassenovym testom.
DalSou tlohou by mohol byt pokus rozsirit test z tretej kapitoly pre &isla n =
1 mod 4Z.
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