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Abstrakt: Tato praca sa zaobera sStatistickymi testami v stratifikovanych stvor-
polnych tabulkach. Je v nej odvodenych viacero testov podmienenej nezavislosti.
Opisany je aj test homogénnej asociacie. Najprv su zavedené kontingencné ta-
bulky Iubovolnych rozmerov a multinomické rozdelenie. Dalej pokracujeme opi-
som Stvorpolnych tabuliek a ich binomickou reprezenticiou. V dalsSej casti sa
zaoberame pomerom Sanci a jeho asymptotickym rozdelenim. Potom nasleduje
formalne zavedenie stratifikdcie a suvisiacich pojmov. V dalsej kapitole sa na-
chadza odvodenie testovych statistik pre testy podmienenej nezavislosti vratane
znameho Cochran-Mantel-Haenszelovho testu zalozeného na hypergeometrickom
rozdeleni. Kapitola tiez obsahuje popis Breslowovho-Dayovho testu homogénnej
asociacie. Na zaver je prevedend numerickd simuldcia vybranych testov.
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Abstract: This paper deals with statistical tests in stratified fourfold tables. Se-
veral tests of conditional independence are derived in it. A test of homogeneous
association is also described. At first, contingency tables with arbitrary dimensi-
ons and multinomial distribution are defined. Then we continue with a description
of fourfold tables and their binomial representation. In the next section we deal
with an odds ratio and its asymptotic distribution. Formal definition of stratifica-
tion and relevant terms follows afterwards. In the next chapter a derivation of test
statistics for conditional independence tests including the well-known Cochran-
Mantel-Haenszel test based on a hypergeometric distribution can be found. This
chapter also includes a description of Breslow-Day test of homogeneous associa-
tion. A numerical simulation of chosen tests is performed eventually.
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x? rozdelenie s k stupiiami volnosti

(1 — a)-kvantil x? rozdelenia s k stupfiami volnosti



Uvod

Pri pozorovaniach v praxi sa castokrat stava, ze moézeme ziskané data zatriedit
do niekolkych kategorii. Takyto popis je prakticky, pretoze nan potrebujeme iba
konecné mnozstvo kategérii a schopnost popisat prislusnost sledovaného objektu
do jednej z nich. To je dovod, preco sa s nimi stretneme pri roznych odvetviach
[udskej ¢innosti.

Problém nastava, ked sa rozhodujeme, aké vsetky parametre potrebujeme pri
meraniach brat do ivahy. Na namerané hodnoty totizto moze mat vplyv parame-
ter, od ktorého by sme to necakali. To ndm dava priestor na to, aby sme klasické
testy prevadzané na dvoch kategorialnych veli¢inach obohatili o to, ze namerané
hodnoty rozdelime do niekolko vhodne vybranych kategorii a prislusnost do kate-
gorie zahrnieme pri testovani. Takyto postup nazveme stratifikacia. V tejto praci
budeme skumaft stratifikované testovanie na stvorpolnych tabulkach, co su ta-
bulky zachytavajice vztah dvoch kategoridlnych veli¢in, ktoré nadobudaju prave
2 hodnoty (v praxi su to napriklad odpovede ano/nie, pripadne vysledky vylie-
¢il/nevylieéil a pod.). Pocet kategérii, na ktoré pozorovania rozdelime méoze byt
[ubovolny — niekedy len 2 (pozorovania od zien a muzov), pokojne ale aj viac
(pozorovania podla krajov republiky).

V praci sa budeme venovat hlavne testovaniu toho, ¢i st dve sledované veli-
¢iny nezavislé pre vsSetky trovne stratifikdcie. Tejto vlastnosti sa hovori podmie-
nena nezavislost. Kratku cast venujeme aj testu, ktory skima, ¢i vplyv tychto
dvoch veli¢in na seba (ak takyto vplyv existuje) je rovnaky pre kazdu trover.
Takato vlastnost sa nazyva homogénna asocidcia. Vyskum v oblasti stratifika-
cie pri pozorovaniach je z velkej ¢asti sposobeny medicinskymi pozorovaniami.
Ked sa napriklad nejaka vlastnost objavi u jednej populécie, je prirodzené, Ze sa
bude skiimaf aj u ostatnych. Preto vicsina prikladov v tejto praci aj v stuvisiacej
literattire pochadza prave z medicinskeho prostredia.

V prvej kapitole si zavedieme kontingencéné tabulky a predstavime si ich zvy-
¢ajnu reprezentaciu pomocou multinomického rozdelenia. Potom si situaciu tro-
cha zjednodusime tak, Ze zacneme uvazovat iba stvorpolné tabulky. Na zaver
kapitoly si ukdzeme dalsiu — binomickt reprezentaciu stvorpolnych tabuliek.

V druhej kapitole sa budeme venovat vyznamnému spoésobu, ako opisat vza-
jomny vzfah sledovania dvoch veli¢in nadobudajicich prave dve hodnoty — po-
meru Sanci. Odvodime si takisto jeho asymptotické rozdelenie.

V tretej kapitole sformalizujeme tento tivod a presne si zavedieme stratifikaciu.

Vo stvrtej kapitole si odvodime najvyznamnejsi test pouzivany na stratifi-
kované tabulky — Cochranov-Mantelov-Haenszelov test. Pozrieme sa trocha aj
na historiu tohto testu. Takisto si odvodime test zaloZeny na rozdeleni pomeru
sanci, ktoré sme ukazali v druhej kapitole. Nacrtneme si aj Breslowov-Dayov test
homogénnej asociacie.

V piatej kapitole prevedieme simulaciu v programe R. Budeme sa tym snazit
porovnaf z numerického hladiska testy odvodené vo Stvrtej kapitole.



1. Kontingencné tabulky

V tejto kapitole uvedieme zakladnt tedériu kontingenénych tabuliek. Ako je
uvedené v knihe autorov Fleiss, Levin a Paikl (2003)), kontingen¢né tabulky boli
a pravdepodobne stale st najcastejsie pouzivanym spésobom prezentovania Statis-
tickej evidencie. Po zadefinovani sa pozrieme na test nezavislosti v kontingenénych
tabulkach zalozeny na asymptotickom rozdeleni.

1.1 Zavedenie

Oznaéme X a Y dve diskrétne rozdelené nahodné veli¢iny odpovedajice ka-
tegoridlnej odozve. X ma [ kategérii, Y ma J kategérii, I,J € N (teda X €
{1,... .1}, Y €{1,...,J}). Ozna¢me

J i
(1.1)

Uvazujme ndhodny vyber (X1,Y1)",...,(X,,Y,)" s (pevnym) rozsahom n
z tohto rozdelenia. Oznacme n;; = >3 Lyx,—;y,—j) pocet tych pripadov, ked
sa vo vybere vyskytla dvojica (7,7). Analogicky ako v pripade (1.1)) oznac¢ime

n; = Znija n; = Z“U (1-2)
7 7

V zmysle definovaného znacenia teda plati

I J
YD m=n, Y > piy=1
i=1j i=1j=1

=1 j5=1
Takto mame pripravené vsetko na definiciu kontingencnej tabulky.

Definicia 1. Matica (n;)icqi,.. 1}, je{1,..., J} spliajica podmienky z predchddzaji-
ceho odseku sa nazyva kontingencénd tabulka[T

Ndhodnd velicina n;; sa nazyva pozorovana pocetnost pre kombindciu katego-
rii i a j. Cisla n; a n; sa nazjvaji margindlne podetnosti, hodnoty p;. a p; si
marginalne pravdepodobnosti.

Podobne ako kontingenéni tabulku (n;;) moézeme zostavit tabulku pravdepo-
dobnosti (p;;), ktord popisuje zdruZené rozdelenie vektoru (X,Y)" aj marginalne
rozdelenie veli¢in X a Y. Prikladom na obidva druhy je Tabulka [1.1]

Teraz sa pozrieme na rozdelenie ndhodného vektoru pozorovanych pocetnosti.
Na to si najprv zadefinujeme multinomické rozdelenie a potom sa pozrieme na
jeho vyuzitie pri testovani nezavislosti v kontingenc¢nych tabulkéch.

Multinomické rozdelenie si mozeme predstavit na nazornom priklade uvede-
nom v knihe |Andél (2011). Mdme urnu a v nej guldécky k& > 2 farieb. Nech
pravdepodobnost vytiahnutia gulocky s i-tou farbou je p;; plati 3% | p; = 1. Ne-
zavisle na sebe n-krat vyberieme po jednej gulocke, ktort hned vratime. Oznacme
X; pocet guliciek i-tej farby, ktoré sme takto vybrali. Multinomické rozdelenie je
potom zdruzené rozdelenie veli¢cin X1, ..., X,,.

*

anglicky contingency table



X r - J by X 1 - J x
I nun - my n L pn - pu pL
I np o Npg N I bnn -+ Py Pr
X ng - ongoon ¥ p1 o opyo 1
(a) kontingen¢éna (b) pravdepodobnosti
Tabulka 1.1

Definicia 2 (Multinomické rozdelenie). Nech k > 2 an si prirodzené c¢isla a p =
(p1,...,pe)" je vektor konstant spliajici p; € (0,1) pre vietky i € {1,...,n}
k _
a2 pi=1
Povieme, Ze ndhodny vektor X = (X1,...,Xx)" md multinomické rozdelenie
s parametrami n a p (znacime X ~ Mult,(n,p)) prdve vtedy, ked jeho hustota
k sticinovej pocitacej miere na ZF je

n! T1,.T2 Tk Zle Ty =N,
P(Xy=x,..., X =a5) = nla L P2 Pr r; € Ng Vi€ {l,...,n}
0 inak

1.2 Test nezavislosti

Ako uvadza |Andél (2011]), najcastejsou tlohou pri rozbore dvojrozmernych
kontingenc¢nych tabuliek je prevedenie testu hypotézy, ze veliciny X a Y st na
sebe nezavislé. K testu si najprv pripravime pomocné lemma.

Lemma 1. Veliciny X a 'Y st nezdvislé vtedy a len vtedy, ked plati

pij = Dpipj pre vsetky dvojice (i,j) (1<i<I,1<j<J). (1.3)

Doékaz. Dve veliciny X a Y su podla definicie nezavislé, ak
PYeAZeB)=PYeAPZeB) AcC{l,...,I},BC{l,....J} (14)

Ak zvolime za A a B jednobodové mnoziny, dostavame z (|1.4]) priamo ({1.3)),
teda sme dokazali nutnost podmienky (|1.3)).
Postacitelnost tejto podmienky dostaneme tak, Ze za jej platnosti vezmeme

mnoziny A a B ako A = {i1,...,i.}, B ={j1,...,jv}, kde iy, ..., i, st rozne ¢isla
z mnoziny {1,...,1}, éisla ji,..., 7, su rozne z mnoziny {1,...,J}. Za tychto
predpokladov mame

a b a b

s=1t=1 s=1 t=1

7Z tychto vzorcov za platnosti vyplyva [[.4]
]

Teraz si uvedieme tvrdenie o asymptotickom rozdeleni testovej statistiky,
ktora sa pouziva pri teste nezavislosti.



Tvrdenie 2. Nech n,n;j, n; ,n; zodpovedaji znaceniu zavedenému v definicii kon-
tingencnej tabulky. Potom velicina

1 (ny - w)z
X =220 (1.5)
i=1 j—1 n

ma asymptoticky rozdelenie X%I—l)(J—l)'

Dékaz. (Vid Andel, 1985, Sekcia XII.1.).
O
Hypotézu Hy o nezévislosti velicin X a Y teda zamietame, ked vyjde x? >
X%I—l)(J—l)(l — «). Ako je uvedené v (Andél, 2011), obyvkle sa vyzaduje, aby
vsetky teoretické pocetnosti n; n_j/n boli vacsie, nez 5. Ak tato podmienka nie je
splnena, zvycajne sa spajaju niektoré riadky alebo stlpce.

1.3 Stvorpolné tabulky

Vo vécsine prace sa budeme zaoberat Stvorpolnymi tabulkami, ¢o si kontin-
gencné tabulky zachytavajuce vzfah kategorialnych veli¢in nadobudajucich prave
2 hodnoty.

Definicia 3. Stvorpolnd tabul’k je kontingencnd tabulka s [ = J = 2.

Stvorpolna tabulka sleduje pritomnost dvoch charakteristik na nejakej popu-
lacii. Pripajam modelovi stvorpolnu tabulku [1.2] ako ju uvadzaju Fleiss a kol.
(2003).

Charakteristika B

Charakteristika A Pritomna Nepritomna Spolu

Pritomna ni1 N1 ni.
Nepritomna No1 N2 ng,
Spolu n n .2 n

Tabulka 1.2: Modelova stvorpolna tabulka
Vzorec (1.5 sa da v pripade stvorpolnej tabulky podstatne zjednodusit (po-
stup uvadza |Andell (1985))).
Tvrdenie 3. V stvorpolnej tabulke plati

_ 2
XQ _ n(nnnzz n12N21) ' (1.6)

ninanNin2

Velicina x* tu md asymptoticky rozdelenie x3.

Dokaz.  Dostaneme podrobnym rozpisanim vztahov pre marginalne pocetnosti
a celkovi pocetnost a naslednou tpravou.

[]

Teraz uvediem konkrétny priklad na y2-test nezdvislosti v §tvorpolnej tabulke.

T anglicky fourfold table



Priklad. Bol prevedeny experiment, pri ktorom sa testuju mechanické vlastnosti
skrutiek. Testovalo sa 100 skrutiek, z ktorych 50 bolo vyrobenych z ocele bez
tepelnej upravy a 50 z tepelne upravenej (kalenej) ocele pri zafixovani ostatnych
parametrov. Pri experimente sa skrutky testovali tahom. Niektoré z nich sa pritom
mechanicky poskodili, iné nie. Udaje z experimentu su zapisané v tabulke .
Ulohou je zistit, ¢ mechanickd odolnost skrutky zévisi na tom, ¢ bola vyrobend
z tepelne upravenej ocele.

Poskodena Neposkodena Celkom

Tepelne upravena ocel 8 42 50
Ocel bez tepelnej tpravy 21 29 50
Celkom 29 71 100

Tabulka 1.3: Udaje o skrutkéch

Podla tvrdenia [3| napocitame testovi Statistiku x?, ktora vyjde 8,208. Pretoze
X2 > x? > x3(0,95) = 3,84, zamietame hypotézu, Ze material skrutky nema vplyv
na mechanicki odolnost. A

Nakoniec si ukdzeme trocha odlisnu reprezentaciu stvorpolnych tabuliek. Do-
teraz sme uvazovali prvky tabulky generované multinomickym rozdelenim. Za
predpokladu pevnych marginalnych pocetnosti (napr. riadkovych) mozeme déta
v tabulke reprezentovat ako realizaciu dvoch alternativnych vyberov. Potom na-
priklad ak marginalna pocetnost v prvom riadku bude n,, tak data v prvom
riadku reprezentuju vyber z rozdelenia Bi(ny,p;),p1 € (0,1). Délezité je uvedo-
mit si, ze neplati p; = p1.. Z nasledujiceho tvaru stvorpolnej tabulky je takato
reprezentacia dvoma nezavislymi vybermi z binomického rozdelenia pekne vidi-
telna.

B=1 B=0 Spolu
A=1 X1 ’TL—Xl n
AZO X2 m—X2 m

Spolu X+ Xy n+m—X; — X n+m

Pre niektoré ucely sa nam viac hodi prave takato reprezentacia tabulky.



2. Pomer sanci

V druhej kapitole sa zameriame na dolezitti mieru asociacie dvoch vyberov
z alternativneho rozdelenia — pomer Sanci a jeho asymptotické vlastnosti.

2.1 Miery asociacie

Nech teda Yy, ..., Y1, je ndhodny vyber z alternativneho rozdelenia Alt(p;)
a Ya1,...,Ys, ndhodny vyber z Alt(ps) (v zmysle binomickej reprezentacie po-
pisanej na konci prvej kapitoly). Oznacme X; = Y0, Yy, a Xy = Y7, Yo Po-
rovnavame teda nezdvislé binomické veliciny X; ~ Bi(n,p;) a Xy ~ Bi(m,p,).
Zistujeme ¢i a ako sa lisia pravdepodobnosti p; a ps.

Pravdepodobnosti p; a ps mdézeme konzistentne odhadntt relativnymi pocet-
nostami p; = X /n, ps = Xs/m. Pravdepodobnosti p; a ps spravidla porovnavame
jednym z tychto sposobov: mozeme pouzit rozdiel pravdepodobnosti dx = p; — pa,
pripadne podiel pravdepodobnosti rx = pi/ps. Pre nas najzaujimavejsi je ale po-
mer Sanci.

Definicia 4 (Pomer sanci). Pre pravdepodobnost tispechu p definujeme éanc

ako
p

1—p
Na porovnanie pravdepodobnosti py a py (definovanich ako v predchddzajicich
odsekoch) pouZivame pomer éanciﬂ definovany ako

p1

T—p1 _ p1(1 —p2)

Ox — .
= pAl—p1)

Vyuzitim odhadu relativnymsi pocetnostami p, a po odhadujeme ox empirickym
pomerom Sanci]
]31(1 —]52) . Xl(m - X2)
]52(1 —131) B Xz(n - Xl) '
Znacenim pouzivanym pri kontingencnych tabulkdch dostavame
_ 101117227 5— '
P12P21 N12M21
Motivacia pouzitia pomeru Sanci z hladiska stvorpolnych tabuliek méze byt
ilustrovana na tomto priklade.

0=

niin22

O0x

Priklad. Tsty muz ochorel na ista chorobu. Vie, ze zatial na ti chorobu ochorelo
40 muzov. Niektori z nich sa na nu liecili, ini nie; niektori prezili, ini zomreli.
Udaje st v tabulke

Tento clovek by mohol uvazovat takto: ak sa bude lie¢it, Sanca na prezitie sa
da odhadnuf na 2:3, ak sa liec¢it nebude, potom Sanca na prezitie bude zhruba
3:7. Vydelenim zisti, ¢o je vyhodnejsie. Takto dostane pomer

2:3 2.7 14
3:7 3.3 9

vacsi, nez 1, a teda moéze usudif, ze vyhodnejsie je dat sa liecit. A

*

anglicky odds T anglicky odds ratio % anglicky sample odds ratio
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Prezili Neprezili  Celkom

Lieceni 12 18 30
Nelieceni 3 7 10
Celkom 15 25 40

Tabulka 2.1: Udaje o chorych muZoch

Jednou z vyhod pomeru Sanci je, ze je z neho lahko poznat nezavislost pozo-
rovanych veli¢in, ¢o dokazuje nasledujice tvrdenie.
Tvrdenie 4. V stvorpolnej tabulke plati ox = 1 prdve vtedy, ak je p;j = p; pj pre
kazdi dvojicu (i, 7).

Pri binomickej reprezentdacii ak uvazZujeme i-ty riadok ako vyber z rozdelenia
Bi(n;, pi),i € {1,2}, tak si veliciny nezavislé prave vtedy, ked p; = ps.

Dékaz. Ak plati p;; = p;p; pre kazdu dvojicu (7, ), potom dosadenim ihned
dostavame ox = 1.
Nech naopak ox = 1. Ak oznac¢ime pi1/p12 = A, potom z toho, ze ox = 1 tiez
plynie, Ze ps1/pa2 = A. Z toho
P11 = Ap12, P21 = Apaz.

Prislusna tabulka pravdepodobnosti ma teda tvar

Api2 iz | (A + Dprg

Ap2a Doz | (A + 1)pag

‘ (A+1)po

Vieme teda, ze musi platit (A + 1)po = 1, z toho A + 1 = 1/p,. Pretoze
(A+1)p1z = p1. a (A + 1)pa = pa., tak plati p1o = p1.p2 a pro = pa.p2. Nakoniec

dostavame
pi=p1. —pi2 =p1. —prp2 = pr.(l —p2) = prp1,
P21 = P2. — P22 = Pa2. — P2.p2 = pa.(1 — p2) = papa1.
Nezavislost veli¢in potom plati pouzitim lemmy [T}
Toto vyuzijeme pri Casti o binomickej reprezentacii. To, Zze pomer Sanci ma
byt rovny 1 si vieme prepisat ako
pi(l = p2) =p2(1 = p1),

¢o je ekvivalentné s tym, ze p; = pso.
O

Uvedomme si, ze takto definovany pomer sanci 6 méze nadobudat hodnoty
0 < 6 < 00, dokonca mo6ze byt nedefinovany (tento pripad rovnako ako aj rovnosti
na krajoch intervalu by boli spésobené nulovymi prvkami v tabulke). Podla /Andél
(2011)) préave nesymetria hodnot 6 okolo bodu 1 viedla k tomu, ze sa takmer
vyhradne zacal pouzivat logaritmicky pomer sanci d a teoreticky logaritmicksy
pomer sanci § definované ako

d = log o, 0 =logox.



2.2 Asymptotické rozdelenie

V tejto sekcii sa pozrieme na asymptotické vlastnosti pomeru Sanci, resp. jeho
logaritmu. Totizto, logaritmicka transformacia ma aj v tomto pripade navrch; ako
uvadza Agresti| (2002), tdto transformécia konverguje k normélnemu rozdeleniu
rychlejsSie, nez klasicky pomer Sanci. Asymptotické rozdelenie popisuje nasledu-
juca veta; dokazujeme ho pre multinomickt reprezentaciu.

Veta 5. Velicina

d—9
RN S S
nii + ni2 _|_ n21 _|_ n22

ma asymptoticky normdlne rozdelenie N(0,1).
Pred dokazom tejto vety si najprv dokazeme jedno pomocné lemma.

Lemma 6. Nech X, ..., Xy je vgber z multinomického rozdelenia Multy(n,p),
kde p = (p;)%_,. Nech g(p) je diferencovatelnd funkcia p s napozorovanou hodno-
tou g(p). Oznacime

P = , 1=1, ...,k
¢ Op; !

Potom pre n — oo

k k 2
\/ﬁ[g(ﬁ) - g(p)} ~5 N (07 ZP@? - <sz¢i> ) .

i=1 i=1
Dékaz. Na dokaz pouzijeme A-metddu (Veta . Predpokladajme, ze vektor
pozorovanych pocetnosti (n, ...,n;)" ma multinomické rozdelenie s prislusnymi
pravdepodobnostami p = (p1, ...,pr)". Oznaéme n = n; + ... + ng a vektor
p=(p1,...,Px)" relativnych pocetnosti (teda p; = n;/n).

Vektorom Y; = (Yjy, ..., Yi)" popiseme i-te pozorovanie (i € {1, ...,n}) tak,

ze Y;; = 1, ak i-te pozorovanie padlo do kategérie j € {1, ..., k}, inak Y;; = 0.
Napriklad, ak vektor Y3 = (0,1,0, ...,0)", tak vieme, Ze tretie pozorovanie padlo
do druhej skupiny. Kedze kazdé pozorovanie padne do prave jednej skupiny, tak
vieme, ze Z?Zl Yiij=1aY;Y,;=0,j#L Dalej p;=21Yii/na

E(Y;;)) =P(Y; =1)=E(Y), E(YyYa)=0,j#1.

k

Z toho dostaneme, ze E(Y;) = p a kovariancnd matica ¥ = (ajk) I kde
]7 -

2
055 = var(Yy;) = E(V;2) — [E(Y)| = p;i(1 = py),
oj = cov (Y, Yie) = E(Y;;Yie) — E(Yy) E(Ya) = —pjpi, § # L.

Maticovo
3 = diag (p) —pp',

kde diag (p) znaci diagondlnu maticu, ktord s prvkami vektoru p na hlavnej
diagonale.
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Kedze p je vyberovy priemer n nezavislych pozorovani (ﬁ = (X, Y) /n),
tak plati

R dia, —pp'
cov(p) = g(p?)1 pp

Pouzitim mnohorozmernej centrélnej limitnej vety (Veta ??) dostdvame

Va(p—p) -4 N (0, diag (p) — ppT)-

Nech dalej g(t1, ..., tx) je diferencovatelna funkcia. Oznac¢ime
i — = 3, - i )i=1> S 1,...7k.
=gt =g| =G el

Pouzitim A-metédy (Veta|A.4]) dostdvame

Vnlg(®) — g(p)] - N(0, ¢ (diag (p) — pp' o).
Asymptoticky rozptyl je po uprave rovny

k
& ding & — zm (Zm)
=1

2

]

Dokaz Vety 6. Vyjdeme z lemmatu [6] kde asymptoticky rozptyl ozna&ime o2
Tento zévisi na p;. Co ak by sme ale pouzili jeho odhad 62 zaloZeny na rela—
tivnych pocetnostiach p;? Relativne pocetnosti konverguji v pravdepodobnosti
k pravdepodobnostiam p; vdaka zakonu velkych cisel. Takto bude ¢ spojita fun-
kcia vyberovych pocetnosti, a teda konverguje v pravdepodobnosti k o vdaka
vete o spojitej transformacii (Veta ; z toho mame, Ze o /& konverguje v prav-
depodobnosti k 1. Teda

N

Jad®) —9p) _ —a(P) ~gp)o

o) o o

Prva cast clenu na pravej strane konverguje v distribucii k normovanému nor-

méalnemu rozdeleniu, zvysok (o/5) konverguje v pravdepodobnosti k 1. Pouzitim

Cramérovej-Sluckého vety (Veta teda dostavame, ze cely sucin konverguje

v distribtcii k N(0,1).

Teraz pouzijeme A-metdédu (Veta s g(p) = logox = logp11 + log pas —

log p12 — log po1. Spocitame parcidlne derivacie

01 1 1 1 1
%) :$:77 Gr2=——, Qo =——, (Pa=—.
P11 P11 P12 P21 D22
Dalej
2 2 2 2 2 2
2D pidi; = ZZPW ZZ*M :*:ZZ :
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1P i=1 j=1 "WPij

Pouzitim np;; = n,;; dostavame tvar asymptotického rozptylu zo znenia vety.
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3. Stratifikované tabulky

Dolezitou sucastou mnohych vyskumov je spravna volba parametrov, ktoré
sa pozoruju. Ked sledujeme vplyv jednej veli¢iny na druht (napr. vplyv X na
Y'), mali by sme sa snazit obmedzit (alebo aspon kontrolovat) vplyv inych para-
metrov, ktoré by mohli ovplyviiovat vztah medzi veli¢cinami. Inak riskujeme to,
ze napozorovany vplyv X na Y moéze v skutocnosti ukazovat vplyv tychto inych
parametrov na X a Y.

Na vysvetlenie uvediem priklad prevzaty z knihy (Agresti, 2002)). Predstavme
si studiu sledujicu pasivne fajéenie. Sledujeme efekty spoluzitia s faj¢iarom na
nefajciara. To by sme mohli spravit porovnanim vyskytu ochoreni dychacieho
traktu medzi nefajc¢iarmi, ktori ziju s fajéiarom a tymi, ktori zija s nefajc¢iarom.
Pri takejto studii by sme ale mali takisto sledovat vek, socioekonomicky stav,
pripadne iné faktory, ktoré by mohli mat vplyv na fajcenie partnera alebo na
vyskyt ochoreni. Bez tohto nemusia byt vysledky velmi pouzitelné. Napriklad
ak by boli pozorovani partneri nefajciarov mladsi, nez partneri fajciarov, tak
napozorovanie toho, ze medzi partnermi nefajé¢iarov je mensi vyskyt ochoreni by
mohlo byf sposobené tym, Ze st mladsi a faktom, ze u mladsich Tudi je mensi
vyskyt ochoreni dychacieho traktu.

My teda analyzu vztahu medzi kategorickymi velicinami X a Y doplnime
kontrolou pre diskrétnu, potencialne métuacu veli¢inu Z.

3.1 Zakladné pojmy

Kontrolu Z moézeme zabezpecit tak, ze budeme vzfah X a Y sledovat pre
pevné Z. Mozeme si to predstavit tak, ze veliciny X a Y sledujeme na niekolkych
vrstvach — stratach. To vysvetluje nazov stratifikovand tabulka. Predstava toho,
ze si jednotlivé tabulky navrstvime ,za seba‘ zas vysvetluje pouzitie pojmu troj-
rozmernd tabulkd] ktory napriklad pouziva aj Praskovd) (1985). Alternativne pre
X, Y kategoridlne veli¢iny nadobudajtce (postupne) I, J hodnot a K strat (teda
hodnét velic¢iny Z) ju mézeme nazvat kontingencnd tabulka typu I x J x K.

My sa v praci zaoberame stratifikovanymi stvorpolnymi tabulkamsi, teda ta-
bulkami typu 2 x 2 x K. Nasledujtica definicia zhrnuje stuvisiace pojmy.

Definicia 5. Sledujeme vztah X a 'Y na oddelenyjch hodnotdch Z.

Jednotlivé kontingencné tabulky sledujice vztah medzi X a 'Y na pevnej hla-
dine veliciny Z nazveme ¢iastkové tabufkylﬂ. Tieto tabulky obsahuji napozorované
pocetnosti, teda si tvaru

( k)5 eq1, 2 kel oy K}

Tabulku, ktord vznikne scitanim prokov z ciastocnych tabuliek na prislusnich
miestach nazveme marginalnou tabulkow]. Tdto tabulka md tvar

K
(nz‘j-)i,je{l,z}’ e i, = ;mjk? haeti

Margindlna tabulka neobsahuje Ziadnu informdciu o velicine Z.

*

anglicky three-way contingency table T anglicky partial tables ¥ anglicky marginal table
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Analogicky predchadzajicemu znacCeniu by sme mohli definovat marginalne
pocetnosti

2 K 2 2 K
n;. — ZZnUk,Z S {1,2} a n.. :ZZZnUk
j=1k=1 =1 j

a k nim analogické n; i, n jz, n;,n ;. Samozrejme plati n_ = n, kde n je pocet
vsetkych pozorovani.

Rovnako k tabulkam zavedieme podmienené pomery §anczﬁ| OxyE pre pevné
k e {1,...,K} a margindlny pomer Sanci oxy. Ak oznacime p,;; ocakdvané
pocetnosti na pozicii n;j;, tak

_ Miigf22k M1 p22.
OXYk = — oxy = .
K12k 21k H12. 21,

Rovnako by sme zaviedli vyberové alternativy oxyr a O0xy zaloZzené na napozo-
rovanych pocetnostiach.

Na koniec tejto sekcie si uvedieme priklad toho, Ze niekedy nam informacie
ziskané z ciastocnych tabuliek mézu dat zdanlivo iny vysledok, nez informacia
z marginalnej tabulky. Priklad je rozsirenim prikladu zo sekcie [2.1
Priklad. V tabulke sa nachadzaju tdaje o chorych muzoch. My si k nim

pridame eSte podobnu tabulku 0 40 chorych Zendch a data potom sc¢itame
do marginalnej tabulky.

ZENY  Prezili Neprezili Celkom > Prezili Neprezili Celkom
Lie¢ené 8 2 10 20 20 40
NelieCené 21 9 30 24 16 40
Celkom 29 11 40 44 36 80
(a) Udaje o chorych Zenéch (b) Marginalna tabulka
Tabulka 3.1

Rovnako ako v sekcii 2.1] spo¢itame odhady pomeru Sanci na prezitie. Pre
zeny dostaneme 12/7, pre muzov sme spocitali 14/9. Usidili by sme teda, ze pre
obidve pohlavia je vyhodnejsie liec¢it sa. Ked vsak napocitame pomer Sanci na
prezitie pre margindlnu tabulku, dostaneme 2/3 < 1. Spolo¢né data by sme teda
mali interpretovat tak, ze je vyhodnejsie neliecit sa.

Tento paradox sa nazyva Simpsonov paradox. Dobre ilustruje to, preco casto-
krat potrebujeme zaviest stratifikaciu. A

3.2 Nezavislost v trojrozmernych tabulkach

Kvoli pridani kategdrii musime trocha rozsirit aj pojem nezavislosti.

Definicia 6. Veliciny X a Y nazveme podmienene nezavislé pri danom Z, ak
st nezavislé pre vsetky kategorie. Presnejsie, ak je splneny vztah pre vsetky
ke{l,.... K}, I=J=2.

§ anglicky conditional odds ratios
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Marginalna nezavislost je potom nezavislost plyntca z dat z marginalnej ta-
bulky. Nasledujuci priklad ukazuje, ze podmienena nezavislost pre vsetky kate-
gorie neznamend marginalnu nezavislost.

Priklad. Nasledujica tabulka zachytava vysledky zalozené na pozorovani z 2 kli-
nik (to si pre nés kategérie). Na obidvoch boli pacientom s istym typom choroby
podavané dva typy liecby (pre kazdého prave jedna) - A a B. Tabulka zachytéva od-
hady pravdepodobnosti ispechu liecby zalozené na pozorovanych pocetnostiach.

Vysledok

Klinika Liecba Uspech Netispech
1 A 0.36 0.24

B 0.24 0.16
2 A 0.04 0.16

B 0.16 0.64
Spolu A 0.2 0.2

B 0.2 0.4

Tabulka 3.2: Udaje o pacientoch

Pre charakterizaciu nezavislosti pouzijeme Vetu [d Pre jednotlivé kliniky do-
staneme odhady pomerov Sanci oxy; = (0.36 - 0.16)/(0.24 - 0.24) = 1 a Oxy2 =
(0.04:0.64)/(0.16-0.16) = 1. Pouzita liecba a dosiahnuty vysledok su teda podmie-
nene nezavislé velic¢iny. Avsak ak napoc¢itame odhad pomeru Sanci z marginédlne;j
tabulky, dostaneme 6xy = (0.2-0.4)/(0.2-0.2) = 2. Veli¢iny teda nie st margi-
nalne nezavislé. A

Nakoniec este rozsirime pojem nezavislosti aj medzi jednotlivé kategorie. Na
to sa zavadza pojem homogénnej asociacie.

Definicia 7. Veliciny X a'Y z tabulky 2 x 2 x K spliaji homogénnu asociciu,
ak

O0xy1 = O0xy2 = ... = OXYK-

Homogénna asociacia znamena, ze vplyv X na Y je rovnaky pre kazdu ka-
tegériu zo Z. Podmienena nezavislost je Specidlny pripad homogénnej asociacie
s oxyr = 1 pre vSetky k € {1, ... K}.

14



4. Testy v stratifikovanych
stvorpolnych tabulkach

V tejto kapitole sa pozrieme na testy podmienenych asociacii, ktoré sme si
predstavili v tretej kapitole. Zameriame sa na test podmienenej nezavislosti za-
loZeny na asymptotickom rozdeleni logaritmu pomeru sanci, dalej na Cochran-
Mantel-Haenszelov test a na test homogénnej asociacie (tzv. Breslow-Dayov test).

4.1 Test zalozeny na rozdeleni pomeru sanci

Vo vete |5[ sme odvodili asymptotické rozdelenie logaritmu pomeru sanci. Na
zaklade neho by sme mohli testovat hypotézu podmienenej nezavislosti.
Mame teda hypotézu a alternativu
HO : Oxyl1 = 0xyg2 = ... =O0OXYK = 1, (41)
Hy: oxy1=oxy2=...=oxyk # L.

Teraz uré¢ime vhodnu testovi statistiku a jej rozdelenie.

Veta 7. Nech plati Hy. Potom ak n;, — 0o, n j, — oo pre vsetky k € {1, ..., K}
ai,j€{1,2} plati

x ) 9
kzl log Oxy#
= d
= Ko 1 1 1 s
kzzzl (nllk T N12k T n21k T n22k)

Dékaz. 7 vety ol mame, ze pre vsetky k € {1, ..., K} plati
1 1 1 1
+—+ ) .

N1k N2k N21k N2k

log oxyr < N (log OXYk,

V nasej situdcii mame K nezavislych vyberov a z nich K pomerov sanci. Z neza-

vislosti a vlastnosti normalneho rozdelenia potom mame

Ko 1 1 1
+—t—+ .

K K
> logoxyy © N (Zlogoxm, >

k=1 =1 =1 N1k N2k Na1k Nook

Za hypotézy je ale 31 logoxyr = 0, a teda po klasickej tiprave na Standardné
normalne rozdelenie mame pre n; — 00,1 jp — 00

iy log Oxyr
N

n12k n21k n22k

25 N(0,1).

7Z vlastnosti rozdelenia x? teda pozndme aj rozdelenie druhej mocniny vyrazu
nalavo od &ipky, ¢o je testova Statistika x?2.
O
Hypotézu teda zamietame, ak x? > x3(1 — «).
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4.2 Cochranov-Mantelov-Haenszelov test

Teraz sa pozrieme na test, ktory v roku 1959 navrhli Nathan Mantel a William
Haenszel. Opéf testuje podmienent nezavislost v tabulkach 2 x 2 x K.

Mantel a Haenszel zvolili trocha iny pristup. Predmetom ich zaujmu bola
spatnd studia idajov o chorobach (ndzov publikacie je ,Statistical aspects of the
analysis of data from retrospective studies of disease®). Preto pri svojej préci uva-
Zujt pevné stlpcové marginalne stucty (tie v tomto pripade zodpovedaji vysledku
liecby; pre porovnanie vid tabulku . Ich analyza je teda zalozend na margi-
nalnych siactoch n 1, nok, 1k, Nog v jednotlivych ¢iastkovych tabulkach. Potom
staci studovat pocetnost v lTavom hornom rohu nqq;, ostatné sa daji dopocitat
z tejto a marginalnych pocetnosti, ¢o je vidief z nasledujicej tabulky.

x\Y 1 0 Spolu
1 N1k N1k — N1k nik
0 Nak — Nk Mok — Nk + Nk Nok
Spolu N1k n ok n.k

V takomto pripade ma za hypotézy podmienenej nezavislosti veli¢ina nqqy
hypergeometrické rozdelenie. Toto si teraz zadefinujeme.

Definicia 8. Pravdepodobnostné rozdelenie definované pravdepodobnostou

K N—-—K
GIC) o max(0,n + K — N) < k < min(K,n)
0 nak

sa nazyva hypergeometrické rozdelenie.

Toto rozdelenie popisuje pravdepodobnost k ispechov pri n vyberoch bez vra-
cania z balika velkosti N, ktory obsahuje presne K objektov, ktorych vytiahnutie
povazZujeme za uspech.

Bez dbokazu si teraz uvedieme tvrdenie o strednej hodnote a rozptylu hyper-
geometrického rozdelenia.

Tvrdenie 8. Nech ndhodnd velicina X ma hypergeometrické rozdelenie ako v de-
finicii|8. Potom plati

K
EX:nN, varX =n———

Dékaz. (Vid napr. [Fleiss a kol., |2003|, Sekcia 6.4).

V nasom pripade N =n_,n =ny;, K =n ;.
Chceme testovat podmieneni nezavislost, teda opaf mame hypotézu (4.1).
Zadefinujeme si teda testovu statistiku a urcime jej asymptotické rozdelenie.
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Veta 9. Nech plati hypotéza . Potom pre n_j — 00 a lim, o (nix/n k) =
p € (0,1) plati

K . 2
kE (n11p — "Lk k’““)
CMH = M= RN
E nlAk2n2AknA1k'nA2k

Dokaz. Porovnavame pozorované pocetnosti v lavom hornom rohu s ocakavanymi
pocetnostami. Za hypotézy ma ale pocetnost hypergeometrické rozdelenie, a teda
pozname ocakavani pocetnost zalozeni na strednej hodnote tohto rozlozenia.

Podstatou dokazu je ukézat, ze hypergeometrické rozdelenie mézeme (vhodne)
aproximovat normalnym rozdelenim. To ukazeme tak, ze ho aproximujeme vhod-
nym binomickym rozdelenim, pre ktoré uz centralnu limitni vetu (a jeho nor-
méalnu aproximéciu pozname).

Prepiseme pravdepodobnost dani hypergeometrickym rozdelenim.

O IC BE ¢ (N — K)! - (N —n)!
™) TR (K—k)l(n—k)!-(N—n—(K—-k) N!
n\ K!/(K - k) (N = K)l- (N —n)!

:<k>'N!/(N—k)! (N—k)!-(N—K —(n—k))!

_(n\ KY(K-k)! (N—K!/(N-K-(n-k))

B (k) "NI/(N =k (N—=n+(n—k)/(N—n)

_(n ﬁK—k+m ’ﬁkN—K—(n—k)+m
- \k N—-k+m N—-—n+m

m=1 m=1

Vezmeme limitu tohto ¢lena pre N — oo s limy_,o K/N = p a pevné n a k.

K—-—k+m
Ngan—k+m:Nl£9>oN:p
lim N—K—(n—k)—l—m: lim u:1—10.
N—o0 N—n—|—m N—oco N

Takto sme ukazali, Ze je opravnené nahradif hypergeometrické rozdelenie limit-
nym rozdelenim Bi(n, K/N).

Ak by sme boli neopatrni, pouzili by sme teraz priamo vetu[A.5 avSak dostali
by sme mierne odlisny tvar. Problémom by bolo to, Ze na rozdiel od situacie vety
st nase ndhodné veli¢iny sice rovnako rozdelené, ale nie nezavislé. Pri vypocte
celkového rozptylu teda nesmieme zabudnut na kovarianciu.

Rozptyl jedného pokusu je teda %(1 — %) Kovarianciu urc¢ime pomocou toho,
ze si vieme vyjadrit pravdepodobnost vytiahnutia dvoch ,spravnych“ objektov
v prvych dvoch tahoch vdaka tomu, Ze ide o vyberanie s vracanim, ako K/N -
(K —1)/(N —1). Potom kovariancia je

cov (X1, Xo) =E(X1, Xp) —EX1EXy =P(X; = X, =1) - [P(X; = 1))?
K(K-1) (K)2 _KN(E-1)-K*(N-1) K(K-N)

T NKN-1) \N

N2(N — 1) N2(N — 1)
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Celkovy rozptyl je potom sicet n jednotlivych rozptylov a n(n — 1) kovariancii
pre ostatné dvojice. Z toho mame

var (Z Xz-) = ZvarXi + Zcov (Xi, X;)
i=1

i—1 i#j
KN-K K(K — N)
=Ny +n(n_1)7N2(N—1)
_ K(N—K) <1_ n—l):nK(N—K)N—n
N? N -1 N? N—-1’

Dostavame vysledok ako v tvrdeni[8 ZvySok dékazu normality je uz obdobny
dokazu vety [AJ5 Z toho mame, Ze ak ndhodnd veli¢ina X mé hypergeometrické
rozdelenie s parametrami N, K, n (ako sme ho zaviedli), tak plati

X—nﬁ X N(0,n—

K ( KN—KN—n)
N N N-1/

Dalej mame K nezavisljch vyberov. Parametre hypergeometrického rozdele-
nia nahradime prislusnymi prvkami kontingencnej tabulky, teda N = n_j,n =
nig, K = ny a X je uvazovana ndhodna veli¢ina, teda lavy horny roh njg.
Vdaka nezavislosti a vlastnostiam normaéalneho rozdelenia dostédvame rovnako ako
vo vete [7], Ze

K n
> k=1 (nllk - nl.kr'l;:)

K [ nixnae(m.e—nae)(n.e—nix)
Pozname teda aj limitné rozdelenie druhej mocniny, ¢o je testova statistika CM H..
Limitnym rozdelenim je x?.

“N(0,1).

]

Hypotézu zamietame, ak CMH > x?(1 — «).

Pét rokov pred ¢lankom autorov Mantela a Haenszela, teda v roku 1954 sa
problematikou kombinovania vysledkov z niekolkych kontingen¢nych tabuliek za-
oberal aj William Cochran v ¢lanku ,,Some Methods for Strengthening the Com-
mon 2 Tests®. Zvolil iny pristup, a to Ze pocetnosti v jednotlivych riadkoch
povazoval za nezavislé vybery z binomickych rozdeleni. Tento pristup sme opisali
na konci prvej kapitoly. Odvodime si testovi statistiku, ktort dostal.

Veta 10. Nech plati hypotéza . Potom pre nqyp — 00 a noy — o0 plati

K 2
Z (nllk _ N21kM1.k ))
d 2

(k:l ng
CMHB = 7 — X1-
Z n1.kM1kMN.2k
k=1 n. . kN2.k

Doékaz. Riadky zodpovedaju dvom nezavislym vyberom z binomickych rozdeleni
Bi(n1.4, p1x), Bi(no, par). Vdaka vete [d] vieme, Ze za platnosti hypotézy plati py, =
par- Pre prvky v prvom stlpci tabulky teda mézeme pisat

nik ~ Bi(nig, pr) a  nog ~ Bi(nok, pr)-
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Podla vety o normalnej aproximacii binomického rozdelenia a vlastnosti nor-
malneho rozdelenia si napiseme, ¢o potom plati pre ni1x a naix.

N1k — NEDE ~ N(O, n1epr(l — pk))
Notk — NokPr ~ N<0, noxPr(1 — Pk))

Vyrazy na lavej strane vydelime postupne n; ; a nsx a vyuzijeme to, aké rozdelenie
ma normalne rozdelena ndhodna veli¢ina po vynésobeni konstantou. Dostavame

as. 1 -
N1k — N (07 nl.kpk( Pk))

N1k ”%k
N2k D as; N (0 nz.kpk(l _Pk)>
N2k ’ ”%k

Vyrazy na lavej strane od seba odcitame a vyuzijeme to, ako vyzera rozdelenie
rozdielu dvoch nezavislych normélne rozdelenych ndhodnych veli¢in. Dostavame
tak

+
nik no.k nik no.k

as 1— 1—
Mk _ 21k a5 <07 Pe(l—pi) | P pk)) _
Ak nahradime p; konzistentnym odhadom py, tak podla Cramérovej-Sluckého
vety (Veta|A.3) bude asymptotické rozdelenie stale platit. Pouzijeme odhad py, =

n.1k/n. x a vlastnosti normalneho rozdelenia a dostavame

as. No1kN1k o MAKN.2K N1gk + N2k
nik ~ N

n
» U1k 2
UDN” n- ny1kN2k

a z toho

as; N N21kMN1.k N1.ET 1T 2k
N1k ~ ) .
Na i U UIR

Zavedenie strat ako K nezavislych vyberov a nasledna uprava podla vlastnosti
normalneho rozdelenia je pre nas uz rutina. Vzniknuty vyraz umocnime na druhq,
¢im dostavame vyraz

2
K _ M21gNik
(Ekzl(nuk - )
ZK N1 EN1EN 2k ’
k=1"n_gng

¢o je testova Statistika C'M Hpg o ktorej sme takto dokazali, ze jej limitnym roz-
delenim je x3.
O

Pre podobny pristup autorov a rozsirené pouzitie testu v praxi sa celému
vysledku dalo meno Cochranov-Mantelov-Haenszelov test. Ako uvadza |Agresti
(2002)), hypergeometricky pristup Mantela a Haenszela je vSeobecnejsi, pretoze
nie vSetky praktické pozorovania sa daju reprezentovat ako dva nezavislé vybery
z binomického rozdelenia. Pre zaujimavost eSte spomeniem, ze Mantel a Haenszel
povodne navrhli testovu statistiku s korekciou spojitosti, tej sa ale v tejto praci
nebudeme venovat. Vyhodou Cochran-Mantel-Haenszelovho testu je, ze existuje
rozsirenie pre tabulky typu I x J x K. To napriklad neplati pre Breslowov-Dayov
test, ktory si teraz predstavime.
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4.3 Breslowov-Dayov test

Na zaver este popiseme test homogénnej asociacie, teda test hypotézy

Hoi oxy1 = ... = 0XYk

znamy ako Breslowov-Dayov test. Tento test navrhli Breslow a Day| (1980). Opét
pri nom uvazujeme pevné marginalne sucty a analyzujeme Iavé horné policko nyq.
Ak neplati Hy, tak existuje nejaka kategoria, pre ktort je podmieneny pomer sanci
vyrazne vacsi alebo mensi, nez ostatné pomery sanci. V takomto pripade bude
pozorovana pocetnost nqq, vicsia alebo mensia, nez ocakavana hodnota zalozena
na odhadnutom spolo¢nom pomere Sanci.

Prvym navrhom bol y? test, ktory by poéital testovi statistiku ako

i (nllk - ,Ullk)2.
=1 var nqg

11k znacime ocakavani pocetnost na pozicii (1,1). Za predpokladu dostatoéného
poctu pozorovani a hypotézy by tato Statistika mala rozdelenie x% ;.

Autori vsak uvadzaju, ze takyto test nie je velmi uzitocny, pretoze pre velky
pocet kategérii nemusi rozdelenie testovej Statistiky aproximovat rozdelenie y?
ani za hypotézy. Preto navrhuju alternativny postup.

V 1niom si K kategorii rozdelime do H skupin I, h € {1, ..., H} takych, ze
podmienené pomery sanci su rovnaké vramci skupin, nie vsak medzi nimi. Testova
statistika je potom

2
i (Zke]h Nk — ,Unk)
h—1 Zke]h var niig

Tato mé za hypotézy rozdelenie % _, a podla autorov m4 test zaloZeny na tejto
testovej statistike vacsiu silu, nez vyssie navrhnutd varianta.

Otézkou este ostdava aky spolo¢ny pomer Sanci pouzit pri vypocte 1. Autori
navrhuju bud odhad zalozeny na maximalnej vierohodnosti, alebo odhad 6y/g
navrhnuty Mantelom a Haenszelom

ZK n11kN22k

ZK n12kN21k ’
k=1 n. .k

OMH =

¢o je vazeny priemer vsetkych k pomerov sanci.
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5. Simulacia

V poslednej kapitole sa pozrieme na vlastnosti testov odvodenych v stvrtej
kapitole z numerického hladiska. Budeme pracovat s kone¢nym vyberom. Najprv
si ukazeme, ako testové statistiky dodrziavaju stanovenu hladinu pre rézne roz-
sahy vyberov a parametre rozdelenia, z ktorého vyberame. Potom porovname
empirické distribu¢né funkcie nasich testovych statistik s distribu¢nou funkciou
rozdelenia x?.

(X,Y)T je teda opit dvojrozmerny diskrétne rozdeleny ndhodny vektor s hod-
notami v mnozine {0,1}%; my mame niekolko (K) ndhodnych vyberov (X;,Y;)7,
.., (X2,,Y5,) " z rozdelenia tohto vektoru (preco je posledny index prave 2n bude
jasné z popisu simulécie). Test zaloZeny na rozdeleni pomeru Sanci aj Cochranov-
Mantelov-Haenszelov test, ktoré sme si odvodili v kapitole [4] testuju hypotézu
podmienenej nezavislosti.

Pre simulaciu budeme uvazovat stvorpolnu tabulku reprezentovani dvoma
nezavislymi vybermi z binomického rozdelenia. Vezmeme si pevné marginalne
riadkové pocetnosti nq a noy, tieto budeme uvazovat rovnaké a oznacime ich n.
Pre celi simulaciu budeme uvazovat pevny pocet strat, a to K = 5. Pre kazdua
z 5 tabuliek nagenerujeme pomocou softvéru prvky v prvom stlpci nq; a no
z binomickych rozdeleni Bi(n, p1x) a Bi(n, pa) (postupne). Pocetnosti v druhom
stlpci uréime tak, aby bol margindlny stcet v riadku rovny n. Celkovo takto
mame 5 vyberov o rozsahu 2n.

Vdaka tvrdeniu {4 vieme, Ze za platnosti hypotézy podmienenej nezavislosti
musi (pri binomickej reprezentécii) platit pix = por pre vsetky k € {1,..., K}.
My budeme pri simulécii uvazovat tieto pravdepodobnosti rovnaké pre vsetky k,
tuto pravdepodobnost oznacime p.

Zvolime hladinu a = 0.05. Budeme postupne uvazovat rozsahy vyberov uréené
n = 10,20, 50, 100, 50, 500 a pravdepodobnosti p = 0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5. Pre
kazdia kombinaciu n a p nagenerujeme 100000 sad piatich tabuliek a pre kazdua
sadu spocitame testové Statistiky (y? aj C M H). V nasledujucich dvoch tabulkéch
st zhrnuté dosiahnuté hladiny testov pre vsetky kombinacie n a p. Tato hladinu
sme urcili ako podiel poctu pripadov, kedy test zamietol platnid hypotézu a poctu
vSetkych pripadov (teda 100 000).

p
n 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

10 0.0456 0.0505 0.0495 0.0496 0.0524 0.0554
20 0.048 0.0506 0.0495 0.0493 0.0518 0.0562
20 0.0493 0.0502 0.0520 0.0491 0.0498 0.0542
100 0.0496 0.0488 0.0499 0.0499 0.0491 0.0497
500 0.0515 0.0510 0.0509 0.0501 0.0498 0.0494

Tabulka 5.1: Dosiahnuté hladina Cochran-Mantel-Haenszelovho testu

Vidime, Ze test ani pre malé hodnoty p a n nie je test prilis konzervativny.
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V nasledujucej tabulke si uvedené dosiahnuté hladiny pre test zaloZeny na
logaritme pomeru Sanci.

p
n 0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10 0 0 0.0038 0.0256 0.0464 0.0544
20 0 0.0023 0.0365 0.0522 0.0550 0.0577

50 0.0059 0.0419 0.0546 0.0514 0.0521 0.0545
100 0.0409 0.0518 0.0516 0.0510 0.0505 0.0534
200 0.0503 0.0507 0.0512 0.0502 0.0495 0.0494

Tabulka 5.2: Dosiahnutéd hladina testu zalozeného na log oxy

Mozeme vidiet, ze tento test je pre malé hodnoty n a p nepouzitelny. Problé-
mom je, ze pre tieto hodnoty sa Casto stane, ze pocetnost v niektorom poli tabulky
je rovné 0, Co nesmie nastat, ak uvazujeme pomer sanci (resp. jeho logaritmus).
Testovu statistiku potom nevieme vyjadrit ako ¢islo a zdanlivo dostaneme prilis
konzervativny test. To je sposobené tym, zZe pri porovnavani s kvantilom rozde-

?

lenia x? ndm nase porovnanie (NaN > x?(1 — «)) v takomto pripade nepovie, Ze
by sme mali hypotézu zamietnut. Pre dostatoc¢né velké hodnoty p a n sa dosia-
hnutd hladina blizi k pozadovanej hladine, podobne ako aj pri Cochran-Mantel-
Haenszelovom teste.

Na zaver sa pozrieme na konvergenciu testovych statistik k asymptotickému
rozdeleniu x?. To spravime tak, Ze na niekolkych grafoch zobrazime pre vybrané
kombinécie n a p empirické distribuéné funkcie (e.d.f.) nasich testovych statistik
a distribu¢ni funkciu (d.f.) rozdelenia 3. Distribu¢na funkcia rozdelenia x? je
v kazdom grafe znazornena cervenou krivkou. Vsetky tdaje vznikli z nagenero-
vania 100000 sad piatich tabuliek.

Najprv si ukazeme, porovnanie obidvoch testov. Dostaneme podobny vysle-
dok, ako pri hladine testu, a to ze pre malé n je e.d.f. testovej Statistiky y? vzdia-
lenejsia od d.f. rozdelenia x? nez e.d.f. Statistiky CM H. Pre dostatoc¢ne velké n
tento rozdiel uz nie je badatelny. Obrazok zobrazuje empirické distribucné
funkcie testovych statistik pre p = 0.2 a n najprv 10 (Obr. a potom 100
(Obr. [5.1D)).

Na obrazku porovnavame konvergenciu e.d.f. oboch statistik pre mala
velkost vyberu (n = 10). Vidime, Ze e.d.f. testu s testovou Statistikou x? je pre
malé p velmi rozdielna od d.f. rozdelenia y?. CMH test zvldda dobre aj tiito
situaciu.

Obrazok zobrazuje opacnu situdciu, a to ze mame malé p = 0.05 a sledu-
jeme vplyv zmeny velkosti vyberu. CMH test opat situaciu zvldda aj pre malé
vybery. Test s testovou Statistikou y? v tomto dopadol este horsie, ako v pred-
chadzajicej casti, pretoze okrem pripadu n = 500 je rozdiel distribu¢nych funkcii
velky.

Uplne nakoniec ndm obrazok ukazuje, ze pre dostatocne velké p (v tomto
pripade 0.3) konverguju e.d.f. testovych Statistik ku d.f. rozdelenia x? spolahlivo
aj pre malé velkosti vyberu.
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(a) p=0.2,n=10

I I I I I
0 5 10 15 20

(b) p=0.2,n =100

Obr. 5.1: Porovnanie konvergencie e.d.f. obidvoch testovych Statistik pre rozne
velkosti vyberov
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(b) x*n =10

Obr. 5.2: Porovnanie konvergencie e.d.f. testovych statistik pre malé n a rozne p
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n=10
n=20
n=>50
n=>500

I T T T I I

0 2 4 6 8 10

(a) CMH,p=0.05
S — E - - - ___

I I I I I I T
—0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(b) X%, p = 0.05

Obr. 5.3: Porovnanie konvergencie e.d.f. testovych statistik pre malé p a rozne n
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Obr. 5.4: Porovnanie konvergencie e.d.f. statistik pre pevné p a rozne n
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Zaver

V préaci sme sa zaoberali testami stratifikovanych kategoridlnych dat. Pre po-
riadok bolo ddlezité to, ze sme si precizne zaviedli znacenie a pojmy, na ktorych
sme potom odvodzovali prislusné testy.

Dolezitou castou bolo zozndmenie sa s pomerom Sanci, ktory ndm jednak
zjednodusil skiimanie vztahu medzi sledovanymi veli¢inami, ale takisto sme na
zaklade jeho asymptotického rozdelenia odvodili jeden z testov.

V celej praci sme sa postupne stretli s troma reprezentaciami stvorpolnych
tabuliek — najprv s multinomickou, ktord je dolezitd pre kontingencné tabulky
Iubovolnych rozmerov, dalej s binomickou s pevnymi riadkovymi pocetnostami,
ktora nam pomohla pri odvodeni testovej statistiky, s akou pracoval Cochran
a s hypergeometrickou, ktort pouzili Mantel a Haenszel pre odvodenie dodnes
najpouzivanejsieho testu na podmienent nezavislost v kontingencénych tabulkéch.

Najdolezitejsou castou prace su teda vety [0 a [I0}, kde sme dokézali asympto-
tické rozdelenie testovych statistik. V tejto kapitole sme vychadzali predovsetkym
z literatury autorov |Agresti| (2002)) a Fleiss a kol.| (2003).

V poslednej casti sme pomocou simulacie ukazali, ze odvodené testy nie sa
nespravne a funguju spolahlivo. Takisto sme ukézali, ze Cochranov-Mantelov-
Haenszelov test funguje na malé pocetnosti lepsie, nez nami odvodeny test zalo-
zeny na rozdeleni pomeru Sanci (napriek tomu, ze v literatire sa nachadzaji rozne
odporicania aké pocetnosti musime mat na to, aby bolo pouzitie testu oprave-
nené). So zvicsujucim sa rozsahom vyberu sme pre obidva testy dosiahli dobré
vysledky. Konvergencia testovych statistik je jasne viditelna z grafického porov-
nania ich empirickych distribu¢nych funkcii s distribuénou funkciou rozdelenia

Xi-
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Prehlad pouzivanych viet

V tejto kapitole uvedieme zakladné vety, ktoré pouzivame pri praci, aj s od-
kazom na literatiru, kde su vety dokazané.

Veta A.1 (Veta o spojitej transformécii). Ak je g spojitd redlna funkcia a X, N
X, potom g(X,) = g(X).

Dékaz. (Vid Andél, 2011} Veta B.9).
]

Veta A.2 (Lindebergova CLV). Nech X1,Xo, ... st nezdvislé rovnako rozdelené
ndhodné veliciny so strednou hodnotou p a s konecnym rozptylom 2. Potom pre

n — oo plati
X1+'”+Xn_nui>N(002)
vn s

Dékaz. (Vid|Andel, 1985 Veta X.6).

]

Veta A.3 (Cramérova-Sluckého). Nech X1,Xs, ... je postupnost ndhodnych veli-
cin s distribucnymi funkciami Fy,Fs,.... Nech F' je distribucnd funkcia a ¢ kon-

§tanta. Nech F,, konverguji v distribicii k F (F, , F). Nech Y1,Ys, ... je takd
postupnost ndhodnych velicin, Ze Y, P Definujme

X
Rn:Xn+Yn7 Sn :XnYna Tn: ?

Nech FEFS o FT si (v tomto poradi) distribucné funkcie velicin R,,S, a Ty,.
Potom FE(x) konverguji slabo k F(x — c). Ak je ¢ > 0, potom F?(z) konverguji
v distribucii k F (%) a FX(z) konverguji v distribicii k F(cx).

Dékaz. (Vid |Andel, 2011, Veta B.10).

Veta A.4 (A-metéda). Nech postupnost ndhodngch vektorov {T,}22, spliia
V(T = ) =5 Ng(0,%)

pre nejaky vektor konstint p € R* a maticu X. Nech g : R¥ — RP je funkcia,

ktord je spojite diferencovatelnd v nejakom okoli bodu . Oznacme D(x) = 99(@)

Potom plati o
Vi (g(T,) — g(p)) 5 N,y(0,D(p)SD(p) ).

Dékaz. (Vid |Agresti, 2002, 14.1.5).
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Veta A.5 (CLV pre binomické rozdelenie). Nech X, ..., X, je postupnost nezd-
vislych rovnako rozdelenych nahodnijch veli¢in z binomického rozdelenia Bi(n,p),
p € (0,1). Potom pre n — oo plati

X —
_An "M 4, N(0,1).

np(l —p)

Dékaz. (Vid Andel, 2011, Veta B.12).
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