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2016
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Abstrakt

Tato práce zkoumá univerzum konstruktivńıch množin L, jak ho de-
finoval Gödel. Práce srovnává dva zp̊usoby konstrukce L: jeden přes
formalizaci relace splňováńı, a druhý pomoćı konečně mnoha tzv. ru-
dimentárńıch funkćı, které L generuj́ı. Práce dále povede k ověřeńı
implikace Con(ZF ) → Con(ZFC + CH). Práce má podat ucelený
pohled na konstrukci L a ověřeńı relativńı konzistence CH

Kĺıčová slova: Konstruktivńı univerzum L, vnitřńı modely

Abstract

The theme explores the universe of constructive set L as it was defi-
ned by Gödel. The work compares two methods of construction L set:
one through the formalization of satisfaction relationand the other
one with several (finitely many) called rudimentary functions that
generate L. The work continues with verification of the implications
Con(ZF ) → Con(ZFC + CH). The goal is to give a comprehensive
view of the construction L and verification of ’s relative consistency
CH.

Key words: Constructive universe L, inner models
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1. Úvod

1 Úvod

Na počátku 20.stolet́ı D. Hilbert vytvořil seznam nejd̊uležitěǰśıch matema-
tických problémů. Na prvńı mı́sto seznamu zařadil otázku, zda-li existuje
množina reálných č́ısel, která neńı ani spočetná a ani nemá mohutnost jako
celá množina reálných č́ısel. Hypotéza, že taková množina neexistuje, se
nazývá hypotéza kontinua (CH z contiuum hypothesis). Tuto otázku potažmo
odpověd jde zobecnit pro každé ℵα, pak se tento problém nazývá zobecněná
hypotéza kontinua (GCH z general contiuum hypothesis).

Daľśım problémem, co vrtal matematik̊um hlavou, byla dokazatelnost axi-
omu výběru (AC z axiom of choice) z axiomů teorie množin. Tyto problémy
nebyl schopen nikdo z matematik̊u vyřešit. Až v roce 1940 Kurt Gödel ukázal,
že pokud předpokládáme bezespornost axiomů teorie množin, tak z axiomů
nejde dokázat ani negace axiomu výběru ani negaci zobecněné hypotézy kon-
tinua, nebo-li že axiom výběru i zobecněnou hypotézu kontinua jde beze-
sporně přidat k axiomům teorie množin. Gödel pro tyto účely vytvořil kon-
struktivńı universum L. Toto universum se ukázalo jako d̊uležité ve zkoumáńı
vlastnostńı v teorii množin a proto si tato bakalářská práce dala za ćıl popsat
vlastnosti L .

Práce je rozdělena na tři sekce. Prvńı sekce se věnuje př́ıstup̊um ke kon-
strukci univerza L. Druhou sekci jsem věnoval univerzu L a jeho vlastnostem.
Třet́ı část je věnována d̊ukazu bezezpornosti přidáńı AC a GCH k ZF , právě
pomoćı L.

V prvńı podsekci prvńı sekce se tato práce věnuje konstrukci universa za
pomoćı formalizace relace splňováńı. Celá tato podsekce je motivovaná kni-
hou K.Kunen, Set theory: An introduction to independence proofs. V druhé
podsekci prvńı sekce vytvář́ıme L pomoćı uzávěru na rudimentárńı funkce.
Tato kapitola čerpá primárně z knihy T. Jech, Set theory, až na definici
uzávěru, která je motivována definićı z knihy B.Balcar a P. Štěpánek, Teorie
množin, ale upravena na jiné Gödelovy operace.

V prvńı podsekci druhé sekce se práce věnuje vlastnostem univerza L a
připravuje prostor pro d̊ukaz, že L je model ZF , kterému se věnuje pod-
sekce následuj́ıćı. Tato sekce čerpám zejména z K.Kunen, Set theory: An
introduction to independence proofs. Ve třet́ı podsekci se věnujeme axiomu
konstruovatelnosti převážně podle K.Kunen, Set theory: An introduction to
independence proofs.

Posledńı sekce se zabývá nezávislými hypotézami vzhledem k axiomům
ZF . Pr̊uběhu d̊ukaz̊u dokážeme mimojiné, že L je vnitřńı model ZF.
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1. Úvod

Po celou tuto práci poč́ıtejme pro zjednodušeńı, že:

1. Použité logické symboly jsou pouze konjunce ∧, negace ¬ a existenčńı
kvantifikátor ∃.

2. Formule neobsahuje predikát rovnosti =.

3. Výskyt predikátu náležeńı ∈ je pouze ve formuĺıch tvaru ui ∈ uj, kde
i 6= j.

4. Výskyt omezeného existenčńıho kvantifikátoru ∃ je pouze ve formuli
tvaru ∃um+1 ∈ ui ψ(u1, ..um+1), kde i ≤ m.

Ted’ ke každému bodu komentář, proč takové omezeńı můžem přijmout.

1. Si můžeme dovolit d́ıky tomu, protože ostatńı spojky a kvantifikátory
se daj́ı vyjádřit pomoćı ∧,¬,∃.

2. Si můžeme dovolit d́ıky axiomu extenzionality, protože ten nám dává,
že formuli x=y můžeme nahradit ekvivalentńı formuĺı

((∀u ∈ x)(u ∈ y)) ∧ ((∀u ∈ y)(u ∈ x)).

3. To je v pořádku, protože formuli x ∈ x můžeme nahradit ekvivalentńı
formuĺı

(∃u ∈ x)(u = x).

4. Můžeme, protože můžeme všechny proměnné přejmenovat tak, že vázaná
proměnná bude mı́t nejvyšš́ı index.
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2. Konstrukce univerza

2 Konstrukce univerza

2.1 Formalizace relace splňováńı

V této podsekci se budeme věnovat konstrukci univerza L uvnitř teorie
množin. Konstruktivńı universum zde bude vytvořeno pomoćı formalizace
logiky uvnitř teorie množin.

Nejdř́ıve si nadefinujme ohodnoceńı, které použijeme v daľśı definici.

Definice 2.1 Ohodnoceńı
Pro každé n a pro každou n-tici 〈x0, .., xn−1〉 definujme s jako funkci s de-
finičńım oborem n a hodnotami

s(i) = xi.

Definujme si ted’ množiny n-tic, které splňuj́ı atomické formule a množinu
uzávěru existenčńıho kvantifikátoru.

Definice 2.2
Necht’ pro n ∈ ω a i,j < n definujme:

• Proj(A,R, n) = {s ∈ An : ∃t ∈ R(t � n = s)},

• Diag∈(A, n, i, j) = {s ∈ An : s(i) ∈ s(j)},

• Diag=(A, n, i, j) = {s ∈ An : s(i) = s(j)}.

Pomoćı těchto definićı začnem rekurzivně uzav́ırat n-tice na pr̊unik a doplněk
a projekci a pak pomoćı těchto množin nadefinujeme Df .

Definice 2.3
Rekurźı přes k ∈ ω definujeme Df+(k,A, n) :

1.
Df+(0, A, n) = {Diag∈(A, n, i, j) : i, j < n}∪

∪{Diag=(A, n, i, j) : i, j < n}

2.

Df+(k + 1, A, n) = Df+(k,A, n) ∪ {An −R : R ∈ Df+(k,A, n)}∪

∪{R ∩ S : R, S ∈ Df+(k,A, n)}∪

∪{Proj(A,R, n) : R ∈ Df+(k,A, n+ 1)}
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Pomoćı Df+(k,A, n) pak definujme Df které je uzávěrem na pr̊unik,
doplněk a projekci.

Definice 2.4

Df(A, n) =
⋃
{Df+(k,A, n) : k ∈ ω}

Následuj́ıćı lemma je d̊ukaz o tom, že Df je opravdu uzavřeno na pr̊unik,
doplněk a projekci.

Lemma 2.5
Pro relace R, S, množinu A a č́ıslo n definujme:

a
R, S ∈ Df(A, n)⇒ R ∩ S ∈ Df(A, n)

b
R ∈ Df(A, n)⇒ An −R ∈ Df(A, n)

c
R ∈ Df(A, n+ 1)⇒ Proj(A,R, n) ∈ Df(A, n)

D̊ukaz.

R ∩ S
Necht’ tedy mějme nějaké přirozené č́ıslo n, nějakou množinu A a nějaké
relace R, S takové, že

R, S ∈ Df(A, n).

Z definice Df(A, n) plyne, že existuje k1 a k2, tak že

R ∈ Df+(k1, A, n)

S ∈ Df+(k2, A, n).

Necht’ tedy zvolme y tak, že

y = max{k1, k2}.

Použit́ım definice Df+(x,A, n) dostaneme

R ∩ S ∈ Df ∗(y + 1, A, n).

Z toho tedy pak podle definice Df(A, n) dostaneme

R ∩ S ∈ Df(A, n).
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

RC

Necht’ tedy mějme nějaké přirozené č́ıslo n, nějakou množinu A a relaci
R takovou, že

R ∈ Df(A, n).

Z definice Df(A, n) plyne, že existuje k takové, že

R ∈ Df+(k,A, n).

Použit́ım definice Df+(x,A, n) dostáváme

An −R ∈ Df+(k + 1, A, n).

Pak podle definice Df(A, n)

An −R ∈ Df(A, n).

Projekce
Necht’ tedy mějme nějaké přirozené č́ıslo n, nějakou množinu A a relaci
R takovou, že

R ∈ Df(A, n).

Z definice Df+(A, n+ 1) plyne, že existuje k takové, že

R ∈ Df+(k,A, n+ 1).

Použit́ım definice Df+(x,A, n) dostáváme

Proj(A,R, n) ∈ Df ∗(k + 1, A, n).

Z toho pak podle definice Df(A, n)

Proj(A,R, n) ∈ Df(A, n).

2
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Nyńı si nadefinujeme relativizaci formuĺı ve tř́ıdě M , která odpov́ıdá
platnosti formuĺı v M.

Definice 2.6 Relativizace
Necht’ M je tř́ıda, pak pro φ definujme indukćı podle složitosti formule φM

jako relativizaci φ v M

1. (x = y)M jako x = y,

2. (x ∈ y)M jako x ∈ y,

3. (ψ ∧ λ)M jako ψM ∧ λM,

4. (¬ψ)M jako ¬(ψ)M

5. (∃ψ)M jako ∃x(x ∈M∧ (ψ)M),

Ted’ si ukážeme že, v Df(A, n) je každá n-tice plat́ıćı v A.

Lemma 2.7
Necht’ φ(x0, .., xn−1) je formule s volnými proměný x0, ..., xn−1, pak

∀A[{s ∈ An : φA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

D̊ukaz.
Indukćı podle složitosti formule s fixovaným A.

xi ∈ xj
Necht’ φ je atomická formule xi ∈ xj pak z definice Df(A, n)

Diag∈(A, n, i, j) ∈ Df(A, n),

z čehož plyne

[{s ∈ An : φA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Stejně tak pro xi = xj z

Diag=(A, n, i, j) ∈ Df(A, n)

plyne
[{s ∈ An : φA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Necht’ φ je ψ ∧ χ a v́ıme z indukčńıho předpokladu, že plat́ı

[{s ∈ An : ψA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)],
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

[{s ∈ An : χA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)],

podle předchoźıho lemma plat́ı

[{s ∈ An : χA(s(0), .., s(n− 1)}∩

∩{s ∈ An : ψA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)],

což je přesně

[{s ∈ An : (χ ∧ ψ)A(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Necht’ φ je ¬ψ a v́ıme z indukčńıho předpokladu, že plat́ı

[{s ∈ An : ψA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Podle předchoźıho lemma tedy plat́ı

[A− {s ∈ An : ψA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)],

což je přesně

[{s ∈ An : (¬ψ)A(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Konečně necht’ φ je ∃y ψ.
Necht’ y neńı ani jedna z proměnných x0, .., xn−1.
Z indukčńıho předpokladu

{t ∈ An−1 : ψA(t(0), ...t(n))} ∈ Df(A, n+ 1).

Tedy podle předchoźıho lemma plat́ı

Proj(A, {t ∈ An−1 : ψA(t(0), ...t(n))}, n) ∈ Df(A, n),

což je přesně

{s ∈ An : (∃y ψ)A(s(0), .., s(n− 1)}.

2
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Ted’ si nadefinujeme kódováńı En(m,A, n), které v budoucnu využijeme
a proto si pro něj dokážeme i pár vlastnost́ı.

Definice 2.8
Rekurźı přes m ∈ ω.
En(m,A, n) je definována nasleduj́ıćımi klauzulemi.:

• Když m = 2i ∗ 3j a i, j < n, tak En(m,A, n) = Diag∈(A, n, i, j) .

• Když m = 2i ∗ 3j ∗ 5 a i, j < n, tak En(m,A, n) = Diag=(A, n, i, j) .

• Když m = 2i ∗ 3j ∗ 52, tak En(m,A, n) = An − En(i, A, n) .

• Když m = 2i ∗ 3j ∗ 53, tak En(m,A, n) = E(i, A, n) ∩ E(j, A, n) .

• Když m = 2i ∗ 3j ∗ 54, tak En(m,A, n) = Proj(A,E(i, A, n+ 1), n) .

• Když m neńı dělitelné 6 nebo je dělitenlné 55, tak En(m,A, n) = ∅ .

Ukážeme si, že pro každý prvek Df(A, n) máme kodováńı En(m,A, n).

Lemma 2.9
Pro libovolné n a A,

Df(A, n) = {En(m,A, n) : m ∈ ω}.

D̊ukaz.
Mějme A a n fixované. Budeme dokazovat

∀m(En(m,A, n) ∈ Df(A, n)).

Použijeme faktorizaci č́ısla m.

m = 2i ∗ 3j a i, j < n:
Z definice En(m,A, n)

En(m,A, n) = Diag∈(A, n, i, j).

Z definice Df(A, n) plyne

Diag∈(A, n, i, j) ∈ Df(A, n).

Z čehož dostaneme

En(m,A, n) ∈ Df(A, n).
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

m = 2i ∗ 3j a i, j < n:
Z definice En(m,A, n) plyne

En(m,A, n) = Diag=(A, n, i, j).

Z definice Df(A, n) máme

Diag=(A, n, i, j) ∈ Df(A, n).

Z čehož máme
En(m,A, n) ∈ Df(A, n).

Necht’ máme tyto indukčńı předpoklady

En(i, A, n) ∈ Df(A, n),

En(j, A, n) ∈ Df(A, n),

En(i, A, n+ 1) ∈ Df(A, n+ 1).

m = 2i ∗ 3j ∗ 52:
Z definice En(m,A, n)

En(m,A, n) = An − En(i, A, n).

Z indukčńıho předpokladu a lemma 2.5 pro komplement dostaneme

En(m,A, n) ∈ Df(A, n).

m = 2i ∗ 3j ∗ 53:
Z definice En(m,A, n) dostaneme

En(m,A, n) = E(i, A, n) ∩ E(j, A, n).

Z indukčńıho předpokladu a lemma 2.5 pro pr̊unik

En(m,A, n) ∈ Df(A, n).

m = 2i ∗ 3j ∗ 54 :
Z definice En(m,A, n)

En(m,A, n) = Proj(A,E(i, A, n+ 1), n).

Z indukčńıho předpokladu a lemma 2.5 pro projekci

En(m,A, n) ∈ Df(A, n).
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Pokud je m je jiné než předchoźı, tak

En(m,A, n) = ∅.

Z indukčńıho předpokladu a lemma 2.5 pro komplement a pr̊unik

En(m,A, n) ∈ Df(A, n).

Druhý směr
Df(A, n) ⊂ {En(m,A, n) : m ∈ ω}.

Necht’ tedy
x ∈ Df(A, n).

Dále předpokládejme, že neexistuje m tak že

x = En(m,A, n).

Z definice Df(A, n) dostaneme, že existuje nějaké k takže

x ∈ Df+(k,A, n).

Vezměme takové k nejmenš́ı.

k = 0
Když

x ∈ Df+(0, A, n),

tak
x = Diag∈(A, n, i, j),

nebo
x = Diag=(A, n, i, j).

Z definice 2.8 tedy existuje m, tak že

x = En(m,A, n).

k 6= 0
Když

x ∈ Df+(k,A, n),

tak x je doplněk, pr̊unik nebo projekce nějaké množiny y tak, že

y ∈ Df+(k − 1, A, n),

ale pro tyto všechny x podle definice 2.8 existuje m, tak že

x = En(m,A, n).

2
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2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Nyńı si dokážeme, že každá definovatelná n-tice má sv̊uj kód En(m,A, n).

Lemma 2.10 Necht’ φ(x0, ..., xn−1) je formule s volnými proměnnými mezi
x0, ..., xn−1, pak existuje nějaké m, takové že

∀A[{s ∈ An : φA(s(0), ..., s(n− 1))} = En(m,A, n)]

D̊ukaz.
Necht’ máme nějaké n,A a nějakou formuli φ(x0, ..., xn−1).
Z lemma 2.7 v́ıme, že

∀A[{s ∈ An : φA(s(0), .., s(n− 1)} ∈ Df(A, n)].

Z lemma 2.9 v́ıme

∀x(x ∈ Df(A, n)→ ∃m(x = En(m,A, n))).

Což nám dohromady dá

∀A[{s ∈ An : φA(s(0), ..., s(n− 1))} = En(m,A, n)],

jako př́ımý d̊usledek dvou předchoźıch lemmat. 2

Zde budeme definovat konkatenaci dvou funkćı.

Definice 2.11
Necht’ s a t jsou funkce takové, že

dom(s) = α,

dom(t) = β,

pak definujme funkci sˆt, takže:

dom(sˆt) = α + β

sˆt � (α) = s

sˆt(α + ε) = t(ε) pro všechny ε < β

Nyńı konečné definujme množinu definovalných podmnožin A pomoćı for-
malizované relace splňováńı.

Definice 2.12

DP(A) = {X ⊂ A : (∃n ∈ ω)(∃s ∈ An)(∃R ∈ Df(A, n+ 1)

X = {x ∈ A : sˆ〈x〉 ∈ R}}

14



2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Dokažme si ted’, že v DP(A) jsou všechny definovatelné podmnožiny A.

Lemma 2.13
Necht’ φ(x0, .., xm−1, y) je formule s volnými proměný x0, ..., xm−1, y, pak

∀A∀x0, .., xm−1[{y ∈ A : φA(x0, .., xm−1, y)} ∈ DP(A)].

D̊ukaz.
Necht’ tedy mějme A,m, x0, .., xm−1 a φ.
Pak máme

n = m,

s = (x0, .., xm−1).

Z lemma 2.7 v́ıme, že pro každou φA(x0, .., xm−1, y) existuje R, takže

R ∈ Df(A,m+ 1).

Z definice 2.12 máme
X ∈ DP(A),

takže
X = {y ∈ A : φA(x0, .., xm−1, y)}.

2

Nyńı si dokážeme pár vlastnost́ı DP. Začneme s t́ım, že dokážeme, že DP
je vždy podmnožinou potenčńı množiny.

Lemma 2.14
DP(A) ⊂ P (A)

D̊ukaz.
Plyne př́ımo z definice.
Necht’ tedy

x ∈ DP(A),

z definice DP(A) plyne
x ⊂ A,

a z definice P (A) plyne
x ∈ P (A).

2

15



2.1 Formalizace relace splňováńı 2. Konstrukce univerza

Dokažme si ted’, že pokud M je transitivńı množina, tak každý prvek
množiny M je prvek v DP(A).

Lemma 2.15
Necht’ M je transitivńı množina, pak

M ⊂ DP(M).

D̊ukaz.
Použijeme lemma 2.13 na formuli y ∈ x

∀x ∈M({y ∈M : y ∈ x} ∈ DP(M)).

Vzhledem k tomu, že M je transitivńı, tak

(∀x ∈M)(y ∈ x→ y ∈M).

Z toho plyne že
{y ∈M : y ∈ x} = x,

z čehož dostaneme
∀x ∈M(x ∈ DP(M)).

2
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2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

2.2 Funkce

Nejdř́ıve si definujme Gödelovy operace. Operace ale mohou být použity
jiné. V této práci bylo čerpáno z knihy T. Jech, Set theory. Jinou definici
Gödelových operaćı můžeme naj́ıt třeba v knize B.Balcar a P. Štěpánek,
Teorie množin.

Definice 2.16 Gödelovy operace

G1(X, Y ) = {X, Y }

G2(X, Y ) = X × Y

G3(X, Y ) = ε(X, Y ) = {〈u, v〉 : u ∈ X ∧ v ∈ Y ∧ u ∈ v}

G4(X, Y ) = X − Y

G5(X, Y ) = X ∩ Y

G6(X) =
⋃

X

G7(X) = dom(X)

G8(X) = {〈u, v〉 : 〈v, u〉 ∈ X}

G9(X) = {〈u, v, w〉 : 〈u,w, v〉 ∈ X}

G10(X) = {〈u, v, w〉 : 〈v, w, u〉 ∈ X}

Ted’ si zadefinujme pojem z teorie vyč́ıslitelnosti, který využijeme také ve
větě o vlastnostech Gödelových operaćı.

Definice 2.17
Formule ϕ(x0, .., xn−1) je ∆0-formule teorie množin, pokud:

• je atomická formule,

• když ϕ je φ ∧ ψ a ψ a φ jsou ∆0-formule,

• když ϕ je ¬φ a φ je ∆0-formule,

• když ϕ je (∃x ∈ y)φ a φ je ∆0-formule.
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2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

Ukažme si lemma, které využijeme ve větě o vlastnostech Gödelových
operaćı.

Lemma 2.18
Označme u = (u0, .., un−1), X = X0 × .. × Xn−1 a ui ∈ Xi pro všechna i.

Tak pro všechny u ∈ X plat́ı

ϕ(u)⇔ (∃x ∈ ui)ψ(u, x)

⇔ ∃x(x ∈ ui ∧ ψ(u, x) ∧ x ∈
⋃

Xi)

⇔ u ∈ dom{(u, x) ∈ X ×
⋃

Xi : π(u, x)}.

Dokažme si větu, že ke každé ∆0-formuli existuje složeńı Gödelových operaćı,
které definuje stejné množiny.

Věta 2.19
Necht’ ϕ(x0, .., xn−1) je ∆0-formule, tak tu je G složené z Gödelových operaćı,

takže pro všechny X0, ..., Xn−1

G(X0, ..., Xn−1) = {(u0, ..un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ϕ(x0, .., xn−1)}.

D̊ukaz.
Větu dokážeme pomoćı indukce podle složitosti ∆0-formule.
Nejdř́ıve začneme s d̊ukazem pro atomické formule.
Necht’ ϕ(x0, .., xn−1) je atomická formule tvaru ui ∈ uj, kde i 6= j.
Provedeme d̊ukaz indukćı podle velikosti n.

n = 1 :
Začneme d̊ukazem pro uspořádanou dvojici (u0, u1).
ϕ může mı́t dva tvary u0 ∈ u1, nebo u1 ∈ u0.
Začněme tvarem u0 ∈ u1. Pak hledáme G, takové že

{(u0, u1) : u0 ∈ X0 ∧ u1 ∈ X1 ∧ u0 ∈ u1}.

Když nahlédneme do seznamu Gödelových operaćı, tak to odpov́ıdá
funkci

G3(X, Y ) = ε(X, Y ),

konkrétně tedy v druhém př́ıpadě, pro formuli tvaru u1 ∈ u0, hledáme
G pro

{(u1, u2) : u1 ∈ X1 ∧ u2 ∈ X2 ∧ u2 ∈ u1}.
Mezi Gödelovými operacemi je funkce

G8(X) = {(u, v) : (v, u) ∈ X}.

18



2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

Můžeme tedy množinu definovat takto

{(u0, u1) : u0 ∈ X0 ∧ u1 ∈ X1 ∧ u1 ∈ u0} = G8(ε(X0, X1)).

n > 1 ∧ i 6= n− 1 ∧ j 6= n− 1:
Z indukčńıho předpokladu máme

{(u0, ..., un−2) : u0 ∈ X0, ..., un−2 ∈ Xn−2 ∧ ui ∈ uj} = G(X0, ...Xn−2).

Lze nahlédnout, že

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ui ∈ uj} =
= G(X0, ...Xn−2)×Xn−1,

což odpov́ıdá
G2(X, Y ) = X × Y.

Konrétně tedy máme

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ui ∈ uj}} =
= G2(G(X0, ...Xn−2), Xn−1).

n > 1 ∧ i 6= n− 2 ∧ j 6= n− 2:
Většina př́ıpad̊u byla vyřešena v předchoźı podmı́nce. Ty nevyřešené
se daj́ı převést na tento př́ıpad.
Z indukčńıho předpokladu mějme

{(u0, ..., un−3, un−1, un−2) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ui ∈ uj} =
= G(X1, ...Xn)

Uzávorkujeme

(u0, ..., un−3, un−1, un−2) = ((u0, ..., un−3), un−1, un−2).

Nyńı lze nahlédnout, že

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ui ∈ uj} =
= G9((u0, ..., un−3), un−1, un−2).

Konkrétně tedy máme

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ui ∈ uj} =
= G9(G(X0, ...Xn−1)).
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n > 1 ∧ i = n− 2 ∧ j = n− 1 :
Z indukčńıho předpokladu mějme

{(u0, ..., un−3) : u0 ∈ X0, ..., un−3 ∈ Xn−3} = G(X0, .., Xn−3)
{(un−2, un−1) : un−2 ∈ Xn−2 ∧ un−1 ∈ Xn−1 ∧ un−2 ∈ un−1} =

= ε(Xn−2, Xn−1)

Naš́ı hledanou (u0, ..., un−1) tedy dostaneme jako

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ un−2 ∈ un−1} =
= G2(G(X0, .., Xn−3), ε(Xn−2, Xn−1))

n > 1 ∧ i = n− 1 ∧ j = n− 2 :
Z indukčńıho předpokladu mějme

{(u0, ..., un−3) : u0 ∈ X0, ..., un−3 ∈ Xn−3} = G(X0, .., Xn−3)
{(un−2, un−1) : un−2 ∈ Xn−2 ∧ un−1 ∈ Xn−1 ∧ un−1 ∈ un−2} =

= G8(ε(Xn−2, Xn−1))

Naš́ı hledanou (u0, ..., un−1) tedy dostaneme jako

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ un−1 ∈ un−2} =
= G2(G(X0, .., Xn−3), G8(ε(Xn−2, Xn−1))).

Máme tedy dokázáno pro atomické formule a proto mějme tedy indukčńı
předpoklady pro φ(x0, .., xn−1) a ψ(x0, .., xn−1).

ϕ(x0, .., xn−1)↔ ¬ψ(x0, .., xn−1):
Z indukčńıho předpokladu máme

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1} = G(X0, .., Xn−1),
{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ψ(x0, .., xn−1)} =

= G
′
(X0, .., Xn−1).

Pomoćı toho si vyjádř́ıme ϕ(x0, .., xn−1) jako

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ϕ(x0, .., xn−1)} =
= G(X0, .., Xn−1)−G

′
(X0, .., Xn−1) =

= G4(G(X0, .., Xn−1), G
′
(X0, .., Xn−1))

20



2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

ϕ(x0, .., xn−1)↔ ψ(x0, .., xn−1) ∧ φ(x0, .., xn−1):
Z indukčńıho předpokladu máme

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ φ(x0, .., xn−1)} =
= G(X0, .., Xn−1),

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ψ(x0, .., xn−1)} =
= G

′
(X0, ..., Xn−1).

Pomoćı toho si vyjádř́ıme ϕ(x0, .., xn−1)

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ϕ(x0, .., xn−1)} =
= G(X0, .., Xn−1) ∩G

′
(X0, .., Xn−1) =

G5(G(X0, .., Xn−1), G
′
(X0, .., Xn−1)).

ϕ(x0, .., xn−1)↔ (∃un ∈ ui)ψ(x0, .., xn): .
Pak vezměme formuli φ(x0, .., xn) ve tvaru ψ(x0, .., xn) ∧ un ∈ ui.
Podle indukčńı předpokladu existuje G tak, že

{(u0, ..., un) : u0 ∈ X0, ..., un ∈ Xn ∧ φ(x0, ..., xn)} = G(X0, ..., Xn)

pro všechny X0, ..., Xn. Využit́ım lemma 2.18 dostaneme

{(u0, ..., un−1) : u0 ∈ X0, ..., un−1 ∈ Xn−1 ∧ ψ(x0, ..., xn−1)} =
= G7(G(X0, .., Xn−1, G6(Xi)))

2

Ukažme si, že všechny Gödelovy operace jsou ∆0-formule. V tomto lemma
použijeme pro ulehčeńı všechny tři základńı spojky a oba uzavřené kvanti-
fikátory. Samozřejme bychom mohli použ́ıt jen předpokládanou sadu, ale
zesložilo by to zápis.

Lemma 2.20
Gödelovy operace jsou ∆0-formule.

D̊ukaz.
Důkazy provedeme, tak že najdeme ekvivalentńı ∆0-formule.

G1(X, Y ) = Z:

(Z = {X, Y })⇔ (X ∈ Z ∧ Y ∈ Z ∧ (∀a ∈ Z)(a = X ∨ a = Y ))
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G2(X, Y ) = Z:
Nejdř́ıve si dokážeme, že formule A = 〈B,C〉 je ∆0-formule

A = 〈B,C〉)⇔ (((∀a ∈ A)(a = {B} ∨ a = {B,C}))∧

∧((∃a ∈ A)(∃d ∈ A)(a = {B} ∧ d = {B,C}).

Ted’ přejdem k d̊ukazu samotného Z = X × Y .

(Z = X × Y )⇔ (((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )z = 〈x, y〉)∧

∧((∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(∃z ∈ Z)z = 〈x, y〉))

G3(X, Y ) = Z:

(Z = ε(X, Y ))⇔ (((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)(∃y ∈ Y )(z = 〈x, y〉 ∧ x ∈ y))∧

∧((∀x ∈ X)(∀y ∈ Y )(∃z ∈ Z)(x ∈ y → z = 〈x, y〉)))

G4(X, Y ) = Z:
(Z = X − Y )⇔

⇔ (((∀z ∈ Z)(z ∈ X ∧ z /∈ Y )) ∧ ((∀x ∈ X)(x /∈ Y → x ∈ Z)))

G5(X, Y ) = Z:
(Z = X ∩ Y )⇔

⇔ (((∀z ∈ Z)(z ∈ X ∧ z ∈ Y )) ∧ ((∀x ∈ X)(x ∈ Y → x ∈ Z)))

G6(X) = Z:

(Z =
⋃

X)⇔

⇔ (((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)z ∈ x) ∧ ((∀x ∈ X)(∀z ∈ x)(z ∈ Z)))

G7(X) = Z:
Nejdř́ıve si dokážeme, že formule z ∈ dom(X) je ∆0-formule

(z ∈ dom(X))⇔ ((∃x ∈ X)(∃u ∈ x)(∃y ∈ u)〈z, y〉 = x).

Pokračujme, pokud φ je ∆0-formule pak i ((∀y ∈ dom(X))φ) bude
∆0-formule tvaru

(∀z ∈ dom(X)φ)⇔ ((∀x ∈ X)(∀Y ∈ x)(∀z, y ∈ Y )(〈z, y〉 = x→ φ)).

Ted’ si konečně dokážeme Z = dom(X) takto

(Z = dom(X))⇔ (((∀z ∈ Z)z ∈ dom(X)) ∧ ((∀z ∈ dom(X))z ∈ Z)).
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G8(X) = Z:
(Z = {〈u, v〉 : 〈v, u〉 ∈ X})⇔

⇔ ((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)(z = 〈u, v〉 → x = 〈v, u〉)∧

∧(∀x ∈ X)(∃z ∈ Z)(x = 〈u, v〉 → z = 〈v, u〉))

G9(X) = Z:
Nejdř́ıve si dokážeme, že formule a ∈ 〈x, y, z〉 je ∆0 formule

(a ∈ 〈x, y, z〉)⇔ (a = {x, 〈z, y〉} ∨ a = {x})

To použijeme k d̊ukazu, že A = 〈x, y, z〉 je ∆0 formule

(A = 〈x, y, z〉)⇔ ((∀a ∈ A)(a ∈ 〈x, y, z〉) ∧ {x, 〈y, z〉} ∈ A ∧ {x} ∈ A)

což použijem k d̊ukazu, že 〈x, y, z〉 ∈ A je ∆0 formule.

(〈x, y, z〉 ∈ A)⇔ ((∃a ∈ A)a = 〈x, y, z〉)

a konečně pomoćı toho dokážeme,že (Z = {〈u, v, w〉 : 〈u,w, v〉 ∈ X})

(Z = {〈u, v, w〉 : 〈v, w, u〉 ∈ X})⇔

⇔ (((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)(z = 〈u, v, w〉 → x = 〈v, w, u〉))∧

∧((∀x ∈ X)(∃z ∈ Z)(x = 〈v, w, u〉 → z = 〈u, v, w〉))).

G10(X) = Z:
(Z = {〈u, v, w〉 : 〈u,w, v〉 ∈ X})⇔

⇔ (((∀z ∈ Z)(∃x ∈ X)(z = 〈u, v, w〉 → x = 〈u,w, v〉))∧

∧((∀x ∈ X)(∃z ∈ Z)(x = 〈u,w, v〉 → z = 〈u, v, w〉))).

2

Definice 2.21
Řı́kame, že tř́ıda T je uzavřená na operaci F :
když F(x1, ..., xn) ∈ T kdykoliv když x1, ..., xn ∈ T
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2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

Ted’ si definujme uzávěr na Gödelovy operace D(A) množiny A .

Definice 2.22
Rekurźı přes n < ω definujme:

X0 = A,

X∗n = {x : (∃y, z ∈ Xn)(x = G1(z, y) ∨ .. ∨ x = G10(z))},

Xn+1 = Xn ∪X∗n,

pak definujme uzávěr D(A) takto

D(A) =
⋃
j<ω

Xj.

Dokažme si, že ke každé množině z uzávěru existuje ∆0-formule, která ji
definuje.

Lemma 2.23
Metamatematickou indukćı sestroj́ıme ∆0-formule pro Xn:
Definujme pro n = 0

(X0 = Y )⇔ ((∀y ∈ Y )(y ∈ X0) ∧ (∀y ∈ X0)(y ∈ Y )).

Necht’ tedy máme ∆0-formuli pro y ∈ Xn z toho pak pro následńıka definujme

(x ∈ X∗n)⇔ ((∃y ∈ Xn)(∃z ∈ Xn)(x = G1(z, y) ∨ .. ∨ x = G10(z)),

x ∈ (Xn+1)⇔ ((∃y ∈ Xn)y = x) ∨ ((∃y ∈ X∗n)x = y)).

Lemma 2.24
Necht’ A je transitivńı množina a mějme formuli φ, pak každá relativizace
formule φA je ∆0-formule.

D̊ukaz.
Jediný tvar formule, kdy φ(x0, ..xn−1) neńı ∆0-formule, je když nějaká pod-
formule je tvaru ∃yϕ. Relativizace formule φ(x0, ..xn−1) na φA(x0, ..xn−1) zna-
mená přepsáńı podformule na (∃y ∈ A)ϕ a tedy se stane také ∆0-formuĺı.
Ostatńı tvary formule jsou ∆0-formule podle definice. 2
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Definujme si pojem absolutńı formule a dokážeme si lemma o jejich vlast-
nostech v transitivńım modelu.

Definice 2.25
Formule splňuj́ıćı následuj́ıćı lemma se nazývá absolutńı v̊uči tranzitivńımu
modelu M.

V lemma si dokážeme, že každá relativizovaná formule v transitivńı tř́ıdě je
∆0-formule.

Lemma 2.26
Když M je tranzitivńı tř́ıda a φ je ∆0 formule, tak pro všechny x0, ..., xn−1:

(ψM(x0, .., xn−1))⇔ (ψ(x0, .., xn−1))

D̊ukaz.
Indukćı podle složitosti formule:

x = y:
Podle definice 2.6 je

(x = y)M ⇔ x = y.

x ∈ y :
Podle definice 2.6 je

(x ∈ y)M ⇔ x ∈ y.

Necht’ tedy máme indukčńı předpoklad

φM ⇔ φ

πM ⇔ π

φ ∧ π :
Podle definice 2.6 je

(φ ∧ π)M ⇔ φM ∧ πM ,

a z indukčńıho předpokladu dostáváme

φM ∧ πM ⇔ (φ ∧ π).

Dohromady tedy
(φ ∧ π)M ⇔ (φ ∧ π).
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¬φ :
Podle definice 2.6 je

(¬φ)M ⇔ ¬(φM)

a z indukčńıho předpokladu dostaneme

¬(φM)⇔ ¬φ.

Dohromady tedy
(¬φ)M ⇔ (¬φ).

(∃u ∈ x)φ(u, x, ...) :
Podle definice 2.6 je

(∃u(u ∈ x ∧ φ))M ⇔ ((∃u ∈M)(u ∈ x ∧ φM))

a z indukčńıho předpokladu a transitivity M

(∃u ∈M)(u ∈ x ∧ φM))⇔ (∃u ∈ x) ∧ φ)).

2

Ted’ když se kouknem na předchoźı lemmata máme materiál pro toho,
abychom zapsali každý prvek uzávěru jako ∆0-formuli.

Ted’ už máme dostatek materiálu proto abychom srovnali oba přistupy
tvorby DP

Věta 2.27
Necht́ A je tranzitivńı množina

DP(A) = D(A ∪ {A}) ∩ P (A)

D̊ukaz.
Necht’ máme nějaké

x ∈ D(A ∪ {A}) ∩ P (A).

Podle lemma 2.23 máme z

x ∈ D(A ∪ {A})

∆0-formuli tvaru
x = G(X0, .., Xn−1).

Podle lemma 2.20 je to ∆0-formule

φ(y0, .., ym, z),
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která definuje prvky x. Podle lemma 2.26 máme

φA(y0, .., ym, z)

a podle lemma 2.13 a předpokladu x ∈ P (A) máme množinu

x = {z ∈ A : φA(y0, .., ym, z)} ∈ DP(A).

T́ım jsme dokázali

D(A ∪ {A}) ∩ P (A) ⊂ DP(A).

Ted si dokážeme druhou inkluzi. Necht’ máme nějaké

x ∈ DP(A).

Z definice 2.12 v́ıme, že
x ∈ P (A).

Ted’ si muśıme dokázat už jen

x ∈ D(A ∪ {A}).
Necht’ tedy máme nějaké

x ∈ DP(A),

takové že
x = {z ∈ A : φA(y0, .., ym, z)}.

Podle lemma 2.24 je φA ∆0-formule, což podle věty 2.19 znamená, že existuje
G(A, y0, .., ym) takové, že

G(A, y0, .., ym) = x.

Z čehož plyne, že existuje Xn takové, že

x ∈ Xn.

Z definice D(A ∪ {A}) pak plyne

x ∈ D(A ∪ {A}).
T́ımto jsme dokázali

D(A ∪ {A}) = DP(A).

2

V této kapitole jsme tedy d́ıky větě 2.27 dokázali, že oba př́ıpady konstrukce
univerza L budou aspoň z pohledu výsledku stejné. Č́ım se tyto konstrukce
lǐśı, je př́ıstup ke konstrukci L. Prvńı př́ıstup vyžaduje prostředky matema-
tické logiky a na L nahĺıž́ıme metamatematicky jako na model teorie množin.
Využili jsme k tomu formalizace relace splňováńı. Druhý př́ıstup studuje L
matematicky jako speciálńı tř́ıdu definovatelnou v teorii množin. Využ́ıváme
takzvané schéma ∆0-vyděleńı, které odpov́ıdá schéma vyděleńı aplikovaného
na ∆0-formule.
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3. Universum L

3 Universum L

3.1 Základńı vlasnosti L
Dı́ky větě 2.27 tedy můžem definice ztotožnit. Nejdř́ıve si tedy použit́ım
transfinitńı indukce zkonstruujeme samotné universum L.

Definice 3.1
Transfinitńı indukćı definujme

α = ∅:
Lα = ∅,

α = β + 1:
Lα = DP(Lβ),

α je limitńı ordinál:

Lα =
⋃
β<α

Lβ.

Tı́mto jsme zkonstruovali Lα pro každé α ∈ On.
Ted’ pomoćı Lα zkonstruujeme L

L =
⋃
α∈On

Lα.

Dokažme si, že L je podmnožinou WF.

Lemma 3.2
L ⊂WF

D̊ukaz.
Nejdř́ıve indukćı pro každé α ∈ On dokážeme, že plat́ı

Lα ⊂ Rα

α = ∅:
Z definice Lα dostaneme

Lα = ∅.

Z definice Rα dostaneme
Rα = ∅.

Což nám tedy dává
Rα = Lα.
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α = β + 1:
Z definice Lα dostaneme

Lα = DP(Lβ).

Z definice Rα dostaneme

Rα = P (Lβ).

Podle lemma 2.14 máme pro každé α = β + 1

Lα ⊂ Rα.

α je limitńı ordinál:
Necht’ tedy mějme

x ∈ Lα.

Z definice Lα plyne, že existuje ordinál β < α takový, že

x ∈ Lβ.

Z indukčńıho předpokladu dostaneme

x ∈ Rβ.

Z definice Rα dostáváme
x ∈ Rα.

Takže i pro limitńı ordinál α dostáváme také

Lα ⊂ Rα.

Důkaz pro L a WF je prakticky identický jako d̊ukaz pro limitńı ordinál
Necht’ tedy

x ∈ L.

Z definice L plyne, že existuje ordinál β takový, že

x ∈ Lβ.

Z indukčńıho předpokladu dostaneme

x ∈ Rβ.

Z definice WF dostáváme
x ∈WF.
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T́ım jsme tedy dokázali
L ⊂WF.

2

V následuj́ıćım lemma si dokážeme, že každé Lα je transitivńı.

Lemma 3.3

(∀α ∈ On)(∀x ∈ Lα)(y ∈ x→ y ∈ Lα)

D̊ukaz.
Dokazujme indukćı přes α ∈ On.

α = ∅:
Lα neobsahuje žádný prvek, tedy formule je triviálně splněna.

α = β + 1:
Necht’ tedy máme lemma dokázáno pro ∀γ(γ < α) a α = β + 1 pak

Lα = DP(Lβ).

Necht’ tedy mějme
x ∈ Lα.

Z definice DP(Lβ) dostaneme

x ⊂ Lβ.

Lβ je transitivńı množina z indukčńıho předpokladu a podle lemma
2.15 máme

Lβ ⊂ Lα.

Kombinaci těchto dvou tvrzeńı dostáváme

x ⊂ Lα.

α limitńı ordinál:
Necht’ tedy máme lemma dokázáno pro ∀γ(γ < α) a necht’

x ∈ Lα.

Z definice Lα plyne,že existuje γ < α, tak že

x ∈ Lγ.
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Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že Lγ je transitivńı tedy

x ⊂ Lγ.

Což opětovným použit́ım definice Lα dává

x ⊂ Lα.

2

Nadefinujme si několik vlastnost́ı relaćı.

Definice 3.4 Úzká relace
Relaci R nazveme úzkou právě tehdy když {x : xRy} je množina pro každé y.

Definice 3.5
Když x ∈ A, a R je úzká relace na A, tak definujme

pred(A,x,R) = {y ∈ A : yRx}.

Definice 3.6
Relaci R nazveme extenzionálńı na A, právě tehdy když

∀x, y ∈ A(∀z ∈ A(zRx↔ zRy)⇒ x = y).

Následuj́ıćı lemma použijeme k d̊ukazu extenzionality relace R.

Lemma 3.7

(pred(A,x,R) = pred(A,y,R))⇔ (∀z ∈ A(zRx↔ zRy))

D̊ukaz.
Necht’ tedy plat́ı

pred(A,x,R) = pred(A,y,R).

Zvolme libovolné z ∈ A, tak že zRx.
Z rovnosti

pred(A,x,R) = pred(A,y,R),

dostaneme zRy.
Ted’ zvolme libovolné z ∈ A, tak že ¬zRx.
Z rovnosti

pred(A,x,R) = pred(A,y,R),

31
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dostaneme ¬zRy.
Ted’ dokážem druhou část implikace.
Necht’ tedy plat́ı

∀z ∈ A(zRx↔ zRy).

Vezmeme libovolné a ∈ pred(A,x,R). Z definice pred(A,x,R) v́ıme

a ∈ A ∧ aRx.

Z předpokladu
∀z ∈ A(zRx↔ zRy)

tedy máme
a ∈ A ∧ aRy.

Pak tedy z definice pred(A,y,R) dostaneme

a ∈ pred(A,y,R).

Opačná inkluze se dokáže obdobně. 2

Dokažme si daľśı lemma o vlastnostech transitivńıch množin.

Lemma 3.8
Necht’ M je transitivńı, tak

pred(M, x ,∈) = x.

D̊ukaz.
Necht’ tedy pro nějaké x ∈ M máme

y ∈ x.

Podle definice 3.5 je

y ∈ M→ y ∈ pred(M, x ,∈).

Z transitivity M plyne pro každé x ∈ M

y ∈ x→ y ∈ M.

Z transitivity implikace tedy plyne

y ∈ x→ y ∈ pred(M, x ,∈).

Tedy z toho dostaneme
x ⊂ pred(M, x ,∈).
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Dokazujme opačnou inkluzi.
Necht’ tedy pro nějaké x ∈ M je

y ∈ pred(M, x ,∈).

Podle definice 3.5 tedy plat́ı
y ∈ x.

A tedy dostáváme
pred(M, x ,∈) ⊂ x.

2

Ted’ si dokážeme lemma o extenzionalitě relace.

Lemma 3.9
Když 〈M,∈〉 je transitivńı model, tak relace ∈ je extenzionálńı na M

D̊ukaz.
Použit́ım lemma 3.7 na definici 3.5 dostaneme

∀x, y ∈ A((pred(A,x,R) = pred(A,y,R))⇒ x = y).

Pokud aplikujeme lemma 3.8 dostáváme pro transitivńı množiny podmı́nku

∀x, y ∈ A(x = y → x = y).

2

Dokážme si lemma o fundovanosti relace.

Lemma 3.10
Když M ⊂WF pak M splňuje axiom fundovanosti.

D̊ukaz.
Pro každé x ∈WF plat́ı axiom fundovanosti. Pokud

M ⊂WF,

pak pro libolné x ∈M plat́ı axiom fundovanosti. 2

Definujme pojem podmnožinově uzavřeného seznamu formuĺı.

Definice 3.11
Nazveme seznam formuĺı φ0, ..., φn−1 podmnožinově uzavřený, právě tehdy
když každá podformule libovolé formule φi je v seznamu a žádná formule
neobsahuje universálńı kvantifikátor.
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Dokažme si lemma o uzavřenosti na existenčńı kvantifikátor.

Lemma 3.12
Necht’ φ0, ..., φn−1 je podmnožinově uzavřený seznam formuĺı a
A,B jsou neprázdné tř́ıdy tak, že A ⊂ B, tak nasledujićı je ekvivaletńı:
Pro každou φi(x0, ..., xi) ze seznamu plat́ı:

(∀x0, ..., xt ∈ A)((φA
t (x0, ..xt)↔ φB

t (x0, ..xt)))(1)

Pro každou existenčńı formuli φi(x0, ..., xi) tvaru ∃a(φj(x0, ..., xi, a)) ze se-
znamu plat́ı:

(∀x0, ..., xi ∈ A)((∃a ∈ B)(φB
i (x0, ..xi)→ (∃a ∈ A)φB

j (x0, ..xi, a)))(2)

D̊ukaz.
Necht’ tedy máme nějaké x0, ..., xi ∈ A a necht’ plat́ı předpoklad

(∀x0, ..., xt ∈ A)((φA
t (x0, ..xt)↔ φB

t (x0, ..xt))).

Předpokládejme
φB
i (x0, ..xi),

z předpokladu pro φi plat́ı
φA
i (x0, ..xi).

To je podle definice a relativizace

(∃a ∈ A)(φA
j (x0, ..xj, a)).

Z předpokladu pro φj plat́ı

(∃a ∈ A)(φB
j (x1, ..xn, a)).

Druhou implikaci dokážeme indukćı podle složitosti formule.
Pro všechny formule ψi bez kvantifikátoru plat́ı (1) z lemma 2.26.
Necht’ tedy ψi je ∃a ψj(x0, ..xj, a) fixujme x0, ..., xi ∈ A.
Z definice relativizace dostaneme

(φA
i (x0, ..xi))⇔ ((∃a ∈ A)(φA

j (x0, ..xi, a))).

Z indukčńıho předpokladu dostaneme

((∃a ∈ A)(φA
j (x0, ..xi, a)))⇔ ((∃a ∈ A)(φB

j (x0, ..xi, a))).

Z A ⊂ B plyne

((∃a ∈ A)(φB
j (x0, ..xi, a)))⇒ ((∃a ∈ B)(φB

j (x0, ..xi, a))).

34
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A z předpokladu věty

((∃a ∈ A)(φB
j (x0, ..xi, a)))⇐ ((∃a ∈ B)(φB

j (x0, ..xi, a))).

Z definice relativizace dostaneme

((∃a ∈ B)(φB
j (x0, ..xi, a)))⇔ (φB

i (x0, ..xi)).

2

Dokažme si větu, která je jedna z verźı Principu reflexe.

Věta 3.13 Princip reflexe
Necht’ φ0, ..., φn−1 je seznam formuĺı, máme neprázdnou tř́ıdu T, pro každé
α ∈ On je Tα množina a pro libovolné α, β, γ ∈ On plat́ı:

•
α < β → Tα ⊂ Tβ

• pro limitńı ζ

Tζ =
⋃
ρ<ζ

Tρ

•
T =

⋃
ρ∈On

Tρ

pak ∀α(∃β > α) takže pro něj plat́ı

• β je limitńı ordinál

• ∧
i<n

(φ
Tβ
i ⇔ φT

i )

D̊ukaz.
Necht’ seznam formuĺı φ0, ..., φn−1 je podmnožinově uzavřený, pokud neńı tak
ho rozš́ı̌ŕıme, tak aby byl.
Pro každé i = 0, 1, .., n− 1, tak že φi je ∃xφj(x, y1, .., yl) definujme Gi takto:

Gi : Tn → On.

Když (¬∃x ∈ T)(φT
j (x, y1, .., yl)), pak

Gi(y1, .., yl) = 0.
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Pro (∃x ∈ T)(φT
j (x, y1, .., yl)) definujme

Gi(y1, .., yl) = α

tak, že α je nejmenš́ı takové α, že

(∃x ∈ Tα)(φT
j (x, y1, .., yl)).

Ted’ definujme
Fi : On→ On

Když φi neńı ∃xφj(x, y1, .., yl), tak

Fi(α) = 0.

Jinak když φi je ∃xφj(x, y1, .., yl)

Fi(α) = sup{Gi(y1, .., yl) : y1, .., yl ∈ Tα}.

Z toho ted’ definujme

K(α) = max({Fi(α) : i < n} ∪ {α + 1}).

Necht’ tedy máme α dané. Ukážeme si jak zkonstruovat β > α, tak že:

• Tβ 6= ∅,

• splňuje lemma 3.12 pro Tβ a T .

Tak necht’ γ0 je nejmenš́ı γ > α, tak že Tγ 6= ∅ .
Rekurźı pak zkonstruujeme

γn+1 = K(γn).

Z konstrukce plyne
β < γ0 < γ1 < ......

Definujme
β = sup{γk : k ∈ ω}.

Máme tedy β limitńı ordinál pro který plat́ı∧
i<n

(φ
Tβ
i ⇔ φT

i ).

2
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Dokážeme si lemma, o tom že DP(Lα) obsahuje jako prvek Lα .

Lemma 3.14
Lα ∈ Lα+1

D̊ukaz.
Lα = {x ∈ Lα : (x = x)Lα},

což podle lemma 2.13 znamená

Lα ∈ DP(Lα) = Lα+1.

2

Definujme si ρ(x) jako L-rank.

Definice 3.15
Když x ∈ L, ρ(x) je L-rank roven nejmenš́ımu β tak, že x ∈ Lβ+1.

Dokažme si lemma pro platnost schéma nahrazeńı.

Lemma 3.16
Pro libovolnou formuli φ(x, y, A, a1, .., an) a libovolné A, a1, .., an ∈M , kde A
je dom(φ) a M je transtivńı.
Když plat́ı

((∀x ∈ A)(∃!y ∈M)φM(x, y, A, a1, .., an))⇒
⇒ ((∃Y ∈M)({y : (∃x ∈ A)φM(x, y, A, a1, .., an)} ⊂ Y )

tak schéma nahrazeńı plat́ı v M.

D̊ukaz.
Nejdř́ıve si dokážeme

(∀x, y, z ∈M)(F (x, y) ∧ F (x, z)→ z = y)⇒

⇒ ((∀x ∈ A)(∃!y ∈M)φM(x, y, A, a1, .., an)).

Formule φM(x, y, A, a1, .., an) definuje funkci tak, že

A = dom(F ).

Pak z definice dom(F) pro libovolné x ∈ A existuje y tvaru

y = F (x)

a z předpokladu může existovat právě jedno y.
Ted’ dokážeme

((∃Y ∈M)({y : (∃x ∈ A)φM(x, y, A, a1, .., an)} ⊂ Y )⇒

⇒ (∃W ∈M)(∀y ∈M)(y ∈ W ↔ ∃x(x ∈ A ∧ F (x, y)).

Z předpokladu φM(x, y, A, a1, .., an) definujme funkci F , takže W = Rng(F ).
2
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Ukážeme si, že daľśı vlastnost je ∆0-formule.

Lemma 3.17
x je ordinál je ∆0 formule.

D̊ukaz.
Ordinál je definovaný takto

x je ordinál⇔ ((x je transitivńı množina) ∧ (x je totálně uspořádaná ∈)).

Ted’ si ukážeme, že levá i pravá část konjunkce jsou ∆0 formule a tedy i
formule je podle definice ∆0 formule.
Definujme takto transitivńı množinu

(x je transitivńı množina)⇔ ((∀v ∈ x)(∀z ∈ v)(z ∈ x)).

Definujme si, že x je totálńı uspořádaná relaćı ∈ jako

(x je totálně uspořádaná ∈)⇔ ((∀y ∈ x)(∀z ∈ x)(y ∈ z ∨ y = z ∨ z ∈ y))

2

Dokažme si lemma, o tom že pro každé α plat́ı (α ∈ Lα+1).

Lemma 3.18
(∀α ∈ On)(α ∈ Lα+1)

D̊ukaz.
Vzhledem k tomu že Lα je transitivńı množina, tak formule x je ordinál je
absolutńı a tedy definujme

α = Lα ∩On = {x ∈ Lα : (x ∈ On)Lα}.

Což podle lemma 2.12 je
α ∈ Lα+1,

pokud pro α plat́ı
α ⊂ Lα.

Tak si to tedy dokážeme transfinitńı indukćı.

α = ∅:
Prázdná množina je podmnožina, každé množiny, specialně tedy plat́ı

∅ ⊂ L∅.
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α = β + 1:
Necht’ tedy pro všechny β < α plat́ı

β ⊂ Lβ.

Vezměme tedy
x ∈ α.

Z α = β + 1 dostaneme že

x = β ∨ x ∈ β.

Pro oba př́ıpady provedeme d̊ukaz.

x = β
Podle předpokladu plat́ı

β ∈ Lβ.

Z lemma 2.15 dostaneme

Lβ ⊂ Lα.

Z toho pak tedy dostaneme

β ∈ Lα.

Takže pro tento př́ıpad máme

α ⊂ Lα.

x ∈ β
Z indukčńıho předpokladu

x ∈ Lβ.

Z lemma 2.15 máme
Lβ ⊂ Lα.

A pak tedy
β ∈ Lα.

Takže i pro tento př́ıpad dostaneme

α ⊂ Lα.
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α limitńı ordinál:
Necht’ tedy máme dokázáno pro ∀γ(γ < α) a necht’

x ∈ α.

Z definice α plyne, že existuje γ < α, tak že

x ∈ γ.

Z indukčńıho předpokladu v́ıme, že

γ ⊂ Lγ.

Z čehož tedy dostaneme
x ∈ Lγ.

Opětovným použit́ım definice Lα máme

x ∈ Lα.

Takže i pro tento př́ıpad dostaneme

α ⊂ Lα.

2
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3.2 L je model ZF

Věta 3.19 L splňuje axiomy ZF

D̊ukaz.

Axiom extenzionality
Podle lemma 3.3 je L transitivńı a tedy podle lemma 3.9 v L plat́ı
axiom extenzionality.

Schéma nahrazeńı
Podle lemma 3.16 stač́ı ověřit

((∀x ∈ A)(∃!y ∈ L)φL(x, y, A, a1, .., an))⇒

⇒ ((∃Y ∈ L)({y : (∃x ∈ A)φL(x, y, A, a1, .., an)} ⊂ Y ).

Budeme tedy předpokládat

((∀x ∈ A)(∃!y ∈ L)φL(x, y, A, a1, .., an)).

Ted’ definujme

α = sup{ρ(y) + 1 : (∃x ∈ A)φL(x, y, A, a1, .., an)},

z toho dostaneme naše hledané Y jako

Y = Lα.

O Lα v́ıme podle lemma 3.14, že

Y ∈ Lα+1.

Což pak nám z definice L dává

Y ∈ L.

Schéma vyděleńı
Necht’ je daná formule φ(x, z), tak pro ni muśıme dokázat

∀y({x ∈ y : φL(x, z)} ∈ L.

Podle věty 3.13 máme pro φ ordinál α takový, že

Y = {x ∈ y : φL(x, y)} = {x ∈ Lα : φLα(x, y) ∧ x ∈ y}.

Z lemma 3.14 v́ıme, že

Y = {x ∈ Lα : φLα(x, y) ∧ x ∈ y} ∈ Lα+1.

Konečně tedy z definice L dostaneme

Y ∈ L.
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Axiom dvojice
Máme dokázat formuli

(∀a ∈ L)(∀b ∈ L)(∃c ∈ L)(∀x ∈ L)(x ∈ c⇔ (x = a ∨ x = b)).

Necht’ tedy máme dané
a ∈ Lα,

b ∈ Lβ.

Tak definujme
γ = max{β, α}.

Je zřejmé,že
a, b ∈ Lγ.

Z definice uzávěru na Gödelovy operace dostaneme

{a, b} ∈ Lγ+1.

A nakonec tedy z definice L

{a, b} ∈ L.

Axiom sumy
Dokazujeme formuli

(∀a ∈ L)(∃c ∈ L)(∀x ∈ L)(x ∈ c⇔ ∃y ∈ L(x ∈ y ∧ y ∈ a)).

Necht’ tedy máme dané
a ∈ L.

Z definice L dostaneme
a ∈ Lα.

Z definice uzávěru na Gödelovy operace dostaneme⋃
a ∈ Lα+1.

Pak tedy z definice L dostaneme⋃
a ∈ L.
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Axiom potence
Ač se to zdá neintuivńı dokážeme, že

(∀a ∈ L)(∃c ∈ L)(∀x ∈ L)(x ∈ c⇔ x ⊂ a)).

Na to si ale nejdř́ıve dokážeme, že x ⊂ a je ∆0-formule

(x ⊂ a)⇔ ((∀y ∈ x)(y ∈ a)).

Necht’ tedy máme dané
a ∈ L.

Z definice L dostaneme
a ∈ Lα.

Ted’ definujme množinu

{y ∈ Lα : y ⊂ a)},

pro kterou podle lemma 2.13 plat́ı

{y ∈ Lα : y ⊂ a)} ∈ Lα+1.

A pak použit́ım definice L dostaneme

{y ∈ Lα : y ⊂ a)} ∈ L.

Axiom nekonečna
Ted’ dokazujme

∃a ∈ L(∅ ∈ a ∧ (x ∈ a⇒ x ∪ {x} ∈ a)).

Takové a je pro které formule plat́ı je evidentně ω, pro kterou podle
lemma 3.18 plat́ı

ω ∈ Lω+1.

Z čehož podle definice L dostaneme

ω ∈ L.

Axiom fundovanosti
A konečně dokážeme

(∀a ∈ L)(a 6= ∅ ⇒ (∃b ∈ L)(b ∈ a ∧ b ∩ a = ∅)).

Podle lemma 3.2 je
L ⊂WF

a podle lemma 3.3 je L transitivńı. Můžeme tedy použ́ıt lemma 3.10,
t́ım dostáváme, že plat́ı axiom fundovanosti.

2
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3.3 Axiom konstruovatelnosti

Definice 3.20 Axiom konstruovatelnosti

L = V

nebo-li
∀x∃α(x ∈ Lα)

Lemma 3.21
Lα je absolutńı

D̊ukaz.
Podle lemma 2.23 D je absolutńı funkce a podle lemma 3.3 je Lα transitivńı.
Transfinitńı indukćı:

α = ∅
Prázdná množina je absolutńı, protože

∅ = {x : x 6= x}

a b 6= b je ∆0 formule.

α = β + 1
Necht’ tedy Lβ je absolutńı a tedy Lβ+1 je absolutńı z definice,

Lβ+1 = D(Lβ),

protože D je absolutńı funkce a tedy kdyby

Lβ+1 6= LL
β+1,

tak by to bylo ve sporu s t́ım, že D je absolutńı funkce.

α je limitńı ordinál
Necht’ tedy pro všechny β < α

Lβ = LL
β .

Budem postupovat sporem. Necht’ at’ plat́ı

Lα 6= LL
α.

Z definice Lα muśı existovat γ < α tak, že

Lγ 6= LL
γ ,

což je spor s předpokladem.

2

44



3.3 Axiom konstruovatelnosti 3. Universum L

Věta 3.22
L je model ZF + L = V

D̊ukaz.
Podle věty 3.19 ZF plat́ı v L, tedy stač́ı dokázat, že

(∀x ∈ L)(∃α ∈ L)(x ∈ Lα)L.

Necht’ tedy fixujeme
x ∈ L.

Z definice L máme
x ∈ Lα.

Podle lemma 3.18 je α ∈ L a podle lemma 3.21 je x ∈ Lα absolutńı. 2
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4 Con(ZF )→ Con(ZFC + GCH)

4.1 Axiom výběru

Věta 4.1
WO ⇒ AC

Nebo-li že princip dobrého uspořádáńı implikuje axiom výběru.

D̊ukaz.
Necht’ máme množinu A a definujme množinu

B =
⋃
a∈A

a.

Z předpokladu máme možnost B dobře uspořádat. Což znamená, že každá
neprázdná množina má nejmenš́ı prvek. Označme ho mina, kde a je množina,
kde je mina je minimálńı prvek. Ted’ pomoćı toho definujme výběrovou fuknci
z A jako

F : A→
⋃
a∈A

,

F (a) = mina.

Takže máme výběrovou funkci F z libovolného A, tedy plat́ı axiom výběru.
2

V daľśı části provedeme d̊ukaz, že axiom konstruovatelnosti implikuje axiom
výběru. Využijeme předchoźı větu a d̊ukaz povedeme tak, že L jde dobře
uspořádat. K uspořádáńı využijeme dvě definice a to definici 2.8 a definici
3.15. Budememe postupovat tak, že nejdř́ıve seřad́ıme Lα pro každé α a pak
podle α seřad́ıme Lα.

Definice 4.2
Necht’ tedy rekurźı přes α definujme uspořádáńı Cα=C (α) pro Lα

α = ∅
Lα = ∅

α = β + 1
Z indukčńıho předpokladu mějme uspořádańı Cβ, definujme indukćı
podle n lexikografické uspořádáńı Cnβ na Lnβ jako

a Cnβ b↔ ((∃k < n)(a � k = b � k ∧ a(k) Cβ b(k)).
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Ted’ definujme pro každé a ∈ Lα na tak, že to je nejmenš́ı n, takže plat́ı

(∃s ∈ Lnβ)(∃R ∈ Df(Lβ, n+ 1))(X = {x ∈ Lβ : sˆ〈x〉 ∈ R}}).

Ted’ definujme sa jako nejmenš́ı s ∈ Lnaβ vzhledem k uspořádańım Cnaβ
pro které plat́ı

(∃R ∈ Df(Lβ, na + 1))(X = {x ∈ Lβ : sˆ〈x〉 ∈ R}}).

Konečně definujme ma jako nejmenš́ı m ∈ ω takové, že plat́ı

X = {x ∈ Lβ : saˆ〈x〉 ∈ En(m,Lβ, na)}.

A ted’ konečně pro každé X, Y ∈ Lα definujme X Cα Y , když plat́ı
jedna z následuj́ıćıch třech podmı́nek:

1.
X ∈ Lβ ∧ Y ∈ Lβ ∧X Cβ Y

2.
X ∈ Lβ ∧ Y /∈ Lβ

3.

X /∈ Lβ ∧ Y /∈ Lα ∧ [(nx < ny) ∨ (nx = ny ∧ sx Cnxβ sy)∨

∨nx = ny ∧ sx = sy ∧mx < my]

α je limitńı ordinál
Cα=

= {(x, y) ∈ Lα×Lα : ρ(x) < ρ(y)∨(ρ(x) = ρ(y)∧(x, y) ∈C (ρ(x)+1))}

Tak ted’ máme uspořádané Lα pomoćı uspořádańı C pro každé α a pomoćı
toho definujme uspořádańı pomoćı <L

Definice 4.3
x <L y ↔

↔ (y ∈ L ∧ y ∈ L ∧ (ρ(x) < ρ(y) ∨ (ρ(x) = ρ(y) ∧ (x, y) ∈C (ρ(x) + 1))))
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Věta 4.4
L lze dobře uspořádat.

D̊ukaz.
Použijeme uspořádáńı z definice 4.3 a definice 4.2 pro každé x ∈ L, pak
existuje α tak, že x ⊂ Lα a x je tedy dobře uspořádáno uspořádáńım Cα 2

Věta 4.5

Axiom konstruovatelnosti → axiom výběru.

D̊ukaz.
Axiom konstruovatelnosti nám ř́ıká, že L je celé universum a věta 4.4 nám
ř́ıká, že každou množinu z L lze dobře uspořádat a tedy plat́ı WO. Pomoćı
věty 4.1 dostaneme, že plat́ı axiom výběru. 2
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4.2 Zobecněná hypotéza kontinua

Definice 4.6
Definujme

|A| ≤ |B| ⇔ existuje prostá funkce f f : A→ B,

|A| = |B| ⇔ existuje bijekce f f : A→ B.

Lemma 4.7
Předpokládejme platnost axiom výběru:

Když máme funkci f z A na B, tak

|B| ≤ |A|.

D̊ukaz.
Z axiom výběru máme, že A je dobře uspořádaná nějakou relaćı R.
Definujme funkci g

g : B → A

tak, že g(y) je R-nejmenš́ı prvek f−1({y}).
Kdyby g nebyla prostá, tak existuje x, y pro které plat́ı

x 6= y ∧ g(x) = g(y),

což by z definice g znamenalo, že existuje c takové, že f(c) = y ∧ f(c) = x,
což použit́ım transitivnosti relace rovnosti dostaneme x = y, což je spor s
předpokladem. 2

Toto ted’ použijeme spolu s poznatkem z lemma 2.9 k daľśımu d̊ukazu.

Lemma 4.8
Předpokládejme platnost axiom výběru:

|Df(A, n)| ≤ ω

D̊ukaz.
Definujme funkci H

H : ω → Df(A, n),

H(m) = En(m,A, n).
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Funkce H bude na, protože v lemma 2.9 jsme si mimojiné dokázali, že pro
každé x plat́ı

x ∈ Df(A, n)→ (∃m ∈ ω)x = En(m,A, n).

Dı́ky předpokladu platnosti axiom výběru použijeme lemma 4.7 a dostaneme

|Df(A, n)| ≤ ω.

2

Lemma 4.9
Předpokládejme platnost axiom výběru:

|A| ≥ ω → |DP(A)| = |A|

D̊ukaz.
Mějme tedy axiom výběru a |A| ≥ ω :
Pro každé m ∈ ω plat́ı

|Am| = |A|.

Z definice DP(A) v́ıme, že

|DP(A)| ≤ ω × |Am| × |Df(A, n)|.

Pak pomoćı lemma 4.8 dostaneme

|DP(A)| ≤ ω × |A| × ω.

Což nám s předpokladem
|A| ≥ ω

dává
|DP(A)| ≤ |A|.

Z lemma 2.15 dostaneme
A ⊂ DP(A).

Definujme ted’ funkci H
H : A→ DP(A),

H(a) = a.

Tato funkce H je identita na A, která je prostá protože pro každé a, b ∈ A

H(a) = H(b)→ a = b,
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plat́ı z definice funkce H.
Pak tedy

|A| ≤ |DP(A)|.
Č́ımž jsme dokázali

|A| = |DP(A)|.
2

Lemma 4.10
Předpokládejme platnost axiom výběru, pak

|Lω| = ω.

D̊ukaz.
Vı́me, že

Lω =
⋃
α<ω

Lα.

Pro (∀α < ω) plat́ı
|Lα| ≤ ω.

Z toho dostaneme, že plat́ı

|Lω| ≤ ω × ω.

Z definice kardinálńıho součinu dostaneme

|Lω| ≤ ω.

V lemma 3.18 jsme dokázali, že

ω ⊂ Lω.

Definujme funkci H
H : ω → Lω,
H(a) = a.

Tato funkce H je identita na A, která je prostá, protože pro každé a, b ∈ A
plat́ı

H(a) = H(b)→ a = b

z definice funkce H. Z toho tedy použit́ım definice 4.6 dostaneme

ω ≤ |Lω|.

T́ımto jsme dokázali
|Lω| = ω.

2

51
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Lemma 4.11
Předpokládejme platnost axiomu výběru:
Pak pro každé α ≥ ω

|Lα| = α.

D̊ukaz.
Transfinitńı indukćı pro α ≥ ω :

α = ω
Jsme dokázali v lemma 4.10.

α = β + 1
Necht’ tedy pro všechny ω ≤ γ < α

|Lγ| = |γ|.

Tedy
Lα = DP(Lβ)

Z lemma 4.9 máme
|DP(Lβ)| = |Lβ|.

Z kardinálńı aritmetiky v́ıme

|α| = |β|.

A konečně z toho tedy
|Lα| = α.

α je limitńı ordinál r̊uzný od ω
Necht’ tedy pro všechny ω ≤ β < α

|Lβ| = |β|.

Vı́me, že

Lα =
⋃
β<α

Lβ.

Z indukčńıho předpokladu pro (∀β < α) máme

|Lβ| ≤ |α|.

Tedy z toho dostaneme, že plat́ı

|Lα| ≤ |α| × |α|.
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Z definice kardinálńıho součinu dostaneme

|Lα| ≤ α.

V lemma 3.18 jsme dokázali, že pro každé α plat́ı

α ⊂ Lα.

Definujme funkci H předpisem

H : α→ Lα,

H(a) = a.

Tato funkce je identita na α, která je prostá, protože pro každé a, b ∈ A
plat́ı

H(a) = H(b)→ a = b

z definice funkce H. Z toho tedy použit́ım definice 4.6 dostaneme

α ≤ |Lα|.

T́ım jsme dokázali
|Lα| = α.

2

Definice 4.12
o(M) = M ∩On

Věta 4.13
Je tady konečná konjunkce ς axiom̊u ZF − P + V = L, tak že

∀M(M je transitivńı ∧ ςM → (Lo(M) = M)).

D̊ukaz.
Necht’ ς obsahuje axiomy dokazuj́ıćı, že tu neńı největš́ı ordinál.
Mějme transitivńı M a necht’ plat́ı ςM , pak o(M) je limitńı ordinál, protože
kdyby o(M) byl následńık β, tak β je největš́ı ordinál. o(M) = ∅ nemůže
být, protože z axiomů ZF muśı obsahovat ordinál ∅.
Tedy z toho, že o(M) je limitńı ordinál dostaneme

Lo(M) =
⋃
α∈M

Lα.

53
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Mějme
LM = {x ∈M : (∃α(x ∈ Lα))M}.

Z absolutnosti Lα dostaneme

{x ∈M : (∃α(x ∈ Lα))M} =
⋃
α∈M

Lα.

Dohromady nám to dává
Lo(M) = LM .

Z definice {x ∈M : (∃α(x ∈ Lα))M} dostáváme, že plat́ı

Lo(M) ⊂M.

Z axiomu konstruovatelnosti relativizovaném v M dostaneme

(∀x(x ∈ L))M ,

z čehož dostáváme, že plat́ı
M ⊂ Lo(M).

Z toho tedy pak dostaneme
M = Lo(M).

2

Definice 4.14 Mostowského kolapsuj́ıćı zobrazeńı
Necht’ R je úzká fundovaná relace na A. Definujme Mostowského kolapsuj́ıćı
zobrazeńı G z A,R takto:

G(x) = {G(y) : y ∈ A ∧ yRx}.

Mostowského kolaps M je pak množina

M = {G(y) : y ∈ A}.

Věta 4.15
Mějme Mostowského kolapsuj́ıćı zobrazeńı. Pokud R na A je extenzionalńı,
tak G je jednoznačný izomorfimus na M . M je jednoznačně určená transti-
tivńı tř́ıda.

D̊ukaz.
Funkce G je určitě na, protože M definováno jako obor hodnot funkce G.
Ted’ budeme pokračovat d̊ukazem,že G je prostá. Dǔkaz povedeme sporem.
Necht’ máme x jako R-nejmenš́ı prvek pro který plat́ı:

{x ∈ A : (∃y ∈ A)(x 6= y ∧G(y) = G(X))}.
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Vzhledem k extenzionalitě relace R můžou nastat tyto dva př́ıpady:

1. Mějme nějaké z ∈ A takové, že zRx a ¬zRy:
Z definice funkce G dostaneme

G(z) ∈ G(x).

Z předpokladu máme
G(x) = G(y).

Z toho plyne, že existuje nějaké w ∈ A, takové že wRy.
Z toho dostaneme, že w 6= z.
Což znamená, z je R-nejmenš́ı prvek, což je spor s předpokladem.

2. Druhy př́ıpad je, že máme a ∈ A takové, že aRy a ¬aRx:
Z definice funkce G dostaneme

G(a) ∈ G(y).

Z předpokladu máme
G(x) = G(y).

Z toho plyne, že existuje nějaké b ∈ A, takové že bRx.
Z toho dostaneme, že b 6= a.
Což znamená, b je R-nejmenš́ı prvek, což je spor s předpokladem.

Ted’ si ověř́ıme vzájemnost relaćı nebo-li:

(∀x, y ∈ A)(xRy ↔ G(x) ∈ G(y)).

Tato ekvivalence plyne př́ımo z definice G.
Ověřme jednoznačnost G. Mějme tedy G′ splňuj́ıćı podmı́nky.
Máme tedy

(∀x, y ∈ A)(xRy ↔ G(x) ∈ G(y)),

(∀x, y ∈ A)(xRy ↔ G′(x) ∈ G′(y)).

Z toho dostaneme

(∀x, y ∈ A)(G(x) ∈ G(y)↔ G′(x) ∈ G′(y)).

Takže z toho máme
G = G′.

Nakonec mějme tedy M ′ splňuj́ıćı podmı́nky. Z jednoznačnosti G dostaneme

M = M ′.
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Nakonec mějme
x ∈M.

Z definice M pro nějaké
y ∈ A

dostaneme
G(y) ∈M.

Mějme ted’

w ∈ G(y).

Z definice G pro nějaké
c ∈ A

dostaneme
G(c) = w.

Z definice M tedy
w ∈M.

M je tedy transitivńı. 2

Věta 4.16
Mějme formule φ0, ..., φn, tak

(∀X ⊂ L)(∃A)[X ⊂ A ⊂ L ∧ (φ0, ..., φn jsou absolutńı pro A,L)∧

∧|A| ≤ max(ω, |X|)].

D̊ukaz.
Mějme φ0, ..., φn podmnožinově uzavřený seznam formuĺı.
Najděme ted’ α tak, že X ⊂ Lα a podle věty 3.13 existuje β > α tak,
že φ0, ..., φn je absolutńı pro Lβ,L. Lβ je podle věty 4.4 dobře uspořádaná
uspořádańım C. Když φi má di volných formuĺı y1, ..., ydi definujme funkci
Hi

Hi : Lβ
di → Lβ.

Necht’ tedy φi je formule tvaru (∃x)(φj(x, y1, ..., ydi)), pak Hi(y1, ..., ydi) je
C-nejmenš́ı takové x, že pro něj plat́ı

(∃x ∈ Lβ)(φj(x, y1, ..., ydi)).

Pokud pro nějaké x plat́ı

¬(∃x ∈ Lβ)(φj(x, y1, ..., ydi)),
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pak Hi(y1, ..., ydi) je C-nejmenš́ı prvek Lβ.
Pokud φi neńı existenčńı formule, pak Hi(y1, ..., ydi) je C-nejmenš́ı prvek Lβ.
Pro konstantu definujme H jako nějaký prvek Lβ.
Definujme A jako uzávěr X na funkce H0, ..., Hn.
Podle lemma 3.12 jsou φ0, ..., φn absolutńı pro A,L.
Pak z definice A vid́ıme

|A| ≤ ω × |X|.

Z čehož plyne
|A| ≤ max(ω, |X|).

2

Lemma 4.17
Necht’ G je bijekce z A na M s izomorfismem pro relaci ∈, tak pro libovolnou
formuli φ(x0, ..., xn)

∀x0, ..., xn ∈ A[φ(x0, ..., xn)A ↔ φ(G(x0), ..., G(xn))M ].

D̊ukaz. Indukćı podle složitosti formule:

x = y:
Podle definice G a z definice relativizace dostaneme

G(y) = G(x)↔ y = x.

x ∈ y :
Z izomorfismu pro relaci ∈ a z definice relativizace máne

(x ∈ y)↔ G(x) ∈ G(y).

Necht’ tedy máme indukčńı předpoklady

φ(x0, ..., xn)A ↔ φ(G(x0), ..., G(xn))M ,

π(x0, ..., xn)A ↔ π(G(x0), ..., G(xn))M .

φ ∧ π :
Podle definice 2.6 je

(φ(x0, ..., xn ∧ π(x0, ..., xn))A ↔ (φ(x0, ..., xn)A ∧ π(x0, ..., xn)A).
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Z indukčńıho předpokladu dostáváme

(φ(x0, ..., xn)A ∧ π(x0, ..., xn)A)↔
↔ (φ(G(x0), ..., G(xn))M ∧ π(G(x0), ..., G(xn))M),

což podle definice 2.6 je

(φ(G(x0), ..., G(xn)) ∧ π(G(x0), ..., G(xn)))M .

¬φ :
Podle definice 2.6 je

(¬φ(x0, ..., xn)A ↔ (¬φ(x0, ..., xn)A).

Z indukčńıho předpokladu dostáváme

(¬φ(x0, ..., xn)A)↔ (¬φ(G(x0), ..., G(xn))M),

což podle definice 2.6 je

(¬φ(G(x0), ..., G(xn)))M .

(∃u ∈ x)φ(u, x, ...) :
Podle definice 2.6 je

(∃u(u ∈ x ∧ ϕ(x0, ..., xn)))A ↔ ((∃u ∈ A)(u ∈ x ∧ ϕ(x0, ..., xn))A).

Z indukčńıho předpokladu a definice G

((∃u ∈ A)(u ∈ x ∧ ϕ(x0, ..., xn))A)↔
↔ (((∃G(u) ∈M)(G(u) ∈ G(x) ∧ ϕ(G(x0), ..., G(xn)))M).

2

Věta 4.18 Necht’ φ0, ..., φn−1 jsou sentence tak

(∀X ⊂ L)[X je transitivńı→ ∃M [X ⊂M ∧
∧
i<n(φi

M ↔ φi
L)∧

∧M je transitivńı ∧ |M | ≤ max(ω, |X|)]]

D̊ukaz.
Bez újmy na obecnosti necht’ φn−1 je axiom extenzionality.
V L plat́ı axiom extenzionality, takže podle věty 4.16 máme A pro které plat́ı∧

i<n

(φi
A ↔ φi

L).
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V A plat́ı axiom extenzionality.
Máme tedy A,∈ tak, že ∈ je extenzionálńı, úzká, fundovaná relace na A.
Podle věty 4.15 máme M , které je transitivńı.
Z bijekce G pro M plat́ı

|M | = |A|.
Z toho tedy

|M | ≤ max(ω, |X|).
Z lemma 4.17 dostaneme ∧

i<n

(φi
M ↔ φi

L).

Nakonec si dokažme X ⊂M :
Mějme pro libovolné x ∈ X

G(x) = {G(y) : y ∈ X ∧ y ∈ x},

z transitivity X dostaneme, že pro každé y ∈ x plat́ı

y ∈ X.

To nám dává, že pro libovolné x ∈ X můžem G(x) definovat ekvivalentně
jako

G(x) = {G(y) : y ∈ x}.
Z čehož ∈-indukćı přes x plyne, že pro každé x ∈ X plat́ı

G(x) = x.

Z definice M tedy dostaneme
x ∈M.

2

Lemma 4.19
Pro libovolné α plat́ı

(∀β ≤ α)(Lβ ⊂ Lα).

D̊ukaz.
Indukćı podle α:

α = ∅
Jediná možnost zde je, že β může jen ∅, protože pak máme

L∅ ⊂ L∅,

což je splněno triviálně.
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α = γ + 1
Necht’ lemma plat́ı pro všechna β ≤ γ.
Z lemma 3.3 pro Lγ v́ıme že Lγ je transitivńı.
Použijeme lemma 2.15 a dostaneme

Lγ ⊂ Lα.

Pro β < γ máme
Lβ ⊂ Lα

z tranzitivity podmnožin.

α je limitńı ordinál
Plyne př́ımo z definice Lα.

2

Věta 4.20

V = L→ ((∀α ∈ On)((α ≥ ω)→ P (Lα) ⊂ Lα+)

D̊ukaz.
Necht’ ς je konečná konjunkce axiomů z věty 4.13, pak vezměme formuli
χ↔ ς ∧ V = L .
Necht’ tedy plat́ı V = L a necht’ mějme nějaké x tak, že

x ∈ P (Lα).

Položme
X = Lα ∪ {x}.

Z lemma 4.11 a pravidel kardinalńı aritmetiky dostaneme

|X| = |α|.

Z věty 4.5 v́ıme, že plat́ı axiom výběru.
Pak podle věty 4.18 dostaneme transitivńı M , v kterém plat́ı χM .
Podle věty 4.13 dostaneme, že

M = Lo(M).

Z věty 4.18 dále v́ıme, že
|M | = |α|.

Z toho dostáváme, že
|o(M)| < |α+|,
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4.2 Zobecněná hypotéza kontinua 4. Con(ZF )→ Con(ZFC +GCH)

jinak by o(M) bylo v rozporu s lemma 4.11.
Podle lemma 4.19 dostáváme

Lo(M) ⊂ Lα+ .

Z věty 4.18 dále v́ıme, že
X ⊂M.

Což nám dohromady dá
x ∈ Lα+ .

T́ım jsme dokázali
P (Lα) ⊂ La+ .

2

Věta 4.21
V = L→ (∀α ≥ ω(2ℵα = ℵα+))

D̊ukaz.
Necht’ plat́ı V = L a mějme dané κ ≥ ω.
Podle věty 4.20

P (Lκ) ⊂ Lκ+ .

Z monotonie potence množin a z

κ ⊂ Lκ,

což jsme dokázali v pr̊uběhu d̊ukazu 3.18, dostaneme

P (κ) ⊂ P (Lκ).

Z transitivity podmnožin dostaneme

P (κ) ⊂ L+
κ .

Podle toho existuje f , takže

f : P (κ)→ L+
κ ,

f(x) = x.

Funkce f je prostá Z toho tedy použit́ım definice 4.6 dostaneme

2κ ≤ κ+.

Druhá nerovnost je d̊usledek Cantorovy věty. A tedy dostáváme

2κ = κ+.

2
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