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Abstrakt

Tato prace zkoumad univerzum konstruktivnich mnozin L, jak ho de-
finoval Godel. Préce srovnavéa dva zpusoby konstrukce LL: jeden pies
formalizaci relace spliiovani, a druhy pomoci konetné mnoha tzv. ru-
dimentdrnich funkci, které I generuji. Prdace dédle povede k ovéfeni
implikace Con(ZF) — Con(ZFC + CH). Prace ma podat uceleny
pohled na konstrukei IL a ovéfeni relativni konzistence CH

Klicova slova: Konstruktivni univerzum L, vnitini modely

Abstract

The theme explores the universe of constructive set L as it was defi-
ned by Goédel. The work compares two methods of construction L set:
one through the formalization of satisfaction relationand the other
one with several (finitely many) called rudimentary functions that
generate L. The work continues with verification of the implications
Con(ZF) — Con(ZFC + CH). The goal is to give a comprehensive
view of the construction IL and verification of ’s relative consistency

CH.

Key words: Constructive universe L, inner models
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1. Uvod

1 Uvod

vvvvvv

tickych problému. Na prvni misto seznamu zaradil otazku, zda-li existuje
mnozina realnych ¢isel, ktera neni ani spocetnd a ani nema mohutnost jako
celd mnozina redlnych ¢isel. Hypotéza, ze takovda mnozina neexistuje, se
nazyva hypotéza kontinua (CH z contiuum hypothesis). Tuto otdzku potazmo
odpovéd jde zobecnit pro kazdé R, pak se tento problém nazyvé zobecnénd
hypotéza kontinua (GCH z general contiuum hypothesis).

Dalsim problémem, co vrtal matematikum hlavou, byla dokazatelnost axi-
omu vybéru (AC z axiom of choice) z axiomu teorie mnozin. Tyto problémy
nebyl schopen nikdo z matematiku vytesit. Az v roce 1940 Kurt Godel ukazal,
ze pokud predpokladame bezespornost axiomu teorie mnozin, tak z axiomu
nejde dokazat ani negace axiomu vybéru ani negaci zobecnéné hypotézy kon-
tinua, nebo-li Ze axiom vybéru i zobecnénou hypotézu kontinua jde beze-
sporné pridat k axiomum teorie mnozin. Godel pro tyto tucely vytvoril kon-
struktivni universum L. Toto universum se ukéazalo jako dilezité ve zkoumani
vlastnostni v teorii mnozin a proto si tato bakalarska prace dala za cil popsat
vlastnosti L .

Préace je rozdélena na tii sekce. Prvni sekce se vénuje pristupum ke kon-
strukci univerza L. Druhou sekci jsem vénoval univerzu LL a jeho vlastnostem.
Treti ¢ast je vénovana dukazu bezezpornosti pridani AC' a GCH k ZF, prave
pomoci L.

V prvni podsekci prvni sekce se tato prace vénuje konstrukei universa za
pomoci formalizace relace splnovani. Celd tato podsekce je motivovand kni-
hou K.Kunen, Set theory: An introduction to independence proofs. V druhé
podsekci prvni sekce vytvaiime IL pomoci uzdvéru na rudimentarni funkce.
Tato kapitola cerpd priméarné z knihy 7. Jech, Set theory, az na definici
uzévéru, kterd je motivovéana definici z knihy B.Balcar a P. Stépdnek, Teorie
mmnozin, ale upravena na jiné Godelovy operace.

V prvni podsekci druhé sekce se prace vénuje vlastnostem univerza IL a
pripravuje prostor pro dikaz, ze L je model ZF' | kterému se vénuje pod-
sekce nasledujici. Tato sekce ¢erpam zejména z K.Kunen, Set theory: An
introduction to independence proofs. Ve tieti podsekci se vénujeme axiomu
konstruovatelnosti prevazné podle K.Kunen, Set theory: An introduction to
independence proofs.

Posledni sekce se zabyva nezavislymi hypotézami vzhledem k axiomum
ZF. Prubéhu dikazi dokazeme mimojiné, ze LL je vnitini model ZF.



1. Uvod

Po celou tuto praci pocitejme pro zjednodusSeni, ze:

1. Pouzité logické symboly jsou pouze konjunce A, negace — a existenéni
kvantifikator 4.

2. Formule neobsahuje predikat rovnosti =.

3. Vyskyt predikdtu nélezeni € je pouze ve formulich tvaru u; € u;, kde
i # 7.

4. Vyskyt omezeného existencniho kvantifikatoru 3 je pouze ve formuli
tvaru Juy,1 € w; Y(ug, . Umyr), kde i < m.

Ted ke kazdému bodu komentaf, pro¢ takové omezeni mizem piijmout.

1. Si muzeme dovolit diky tomu, protoze ostatni spojky a kvantifikatory
se daji vyjadrit pomoci A,—,3.

2. Si muzeme dovolit diky axiomu extenzionality, protoze ten nam dava,
ze formuli x=y muzeme nahradit ekvivalentni formuli

(Vuex)(uey) N ((Vuey)(u€x)).

3. To je v poradku, protoze formuli x € r muzeme nahradit ekvivalentni
formuli
(Fu € z)(u = x).

4. Muzeme, protoze muzeme vSechny proménné prejmenovat tak, ze vazana
proménna bude mit nejvyssi index.



2. Konstrukce univerza

2 Konstrukce univerza

2.1 Formalizace relace splhovani

V této podsekci se budeme vénovat konstrukci univerza L uvnitf teorie
mnozin. Konstruktivni universum zde bude vytvofeno pomoci formalizace
logiky uvniti teorie mnozin.

Nejdiive si nadefinujme ohodnoceni, které pouzijeme v dalsi definici.

Definice 2.1 Ohodnoceni
Pro kazdé n a pro kazdou n-tici (xg,..,T,_1) definujme s jako funkci s de-
finicnim oborem n a hodnotam:i

s(i) = ;.

Definujme si ted mnoziny n-tic, které splituji atomické formule a mnozinu
uzavéru existencéniho kvantifikatoru.

Definice 2.2
Necht pron € w a i,j < n definujme:

© Proj(A. R.n)={s € A":3 € R(t | n=5)}.
e Diage(A,n,i,j) = {s € A" : s(i) € s(j)},
o Diag_(A,n,i,j) ={s € A" : s(i) = s(j)}.

Pomoci téchto definici zacnem rekurzivné uzavirat n-tice na prunik a doplnék
a projekci a pak pomoci téchto mnozin nadefinujeme D f.

Definice 2.3
Rekurzi pres k € w definujeme Df*(k, A,n) :
1.
Df*(0,A,n) = {Diage(A,n,i,j) : 1,7 < n}U
U{Diag—(A,n,i,j) 4,5 < n}
2.

Dff(k+1,An)=Df"(k,An)U{A" -~ R:Re Df*(k,A,n)}U

U{RNS:R,SeDft(k,An)}u
U{Proj(A,R,n): Re Df"(k,A,n+1)}
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Pomoci Df*(k, A,n) pak definujme Df které je uzavérem na prunik,
doplnék a projekei.

Definice 2.4
Df(A,n) = {DfH(k,An): k€ w}

Nasledujici lemma je dukaz o tom, ze Df je opravdu uzavieno na prunik,
doplnék a projekci.

Lemma 2.5
Pro relace R, S, mnozinu A a c¢islo n definujme:

a

R,Se Df(A,n)=RNS e Df(A,n)
b

Re Df(A;n)=A"—Re Df(A,n)
c

Re Df(A,n+1)= Proj(A,R,n) € Df(A,n)

Diikaz.
RNS

Necht tedy mé&jme néjaké prirozené ¢islo n, néjakou mnozinu A a néjaké
relace R, S takové, ze
R, S e Df(An).

Z definice Df(A,n) plyne, Ze existuje k; a ko, tak ze
R € Df*(k, A,n)

S € Df*(ky, A n).
Necht tedy zvolme y tak, Ze

y = max{ky, ks }.
Pouzitim definice D f*(x, A,n) dostaneme
RNSeDf(y+1,An).
Z toho tedy pak podle definice D f(A,n) dostaneme

RNSeDf(An).
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RC

Necht tedy mé&jme né&jaké piirozené ¢islo n, néjakou mnozinu A a relaci
R takovou, ze
Re Df(A,n).

Z definice D f(A,n) plyne, ze existuje k takové, ze
Re Df*(k, A,n).
Pouzitim definice D f*(x, A,n) dostdvame
A" —Re DfY(k+1,An).
Pak podle definice Df(A,n)

A" — R e Df(A,n).

Projekce

Necht tedy méjme né&jaké piirozené ¢islo n, néjakou mnozinu A a relaci
R takovou, ze

Re Df(A,n).
Z definice DfT(A,n + 1) plyne, ze existuje k takové, ze

Re Df*(k, An+1).
Pouzitim definice D f*(x, A,n) dostavdme
Proj(A,R,n) € Df*(k+1,A,n).
Z toho pak podle definice Df(A,n)

Proj(A,R,n) € Df(A,n).



2.1 Formalizace relace spliiovani 2. Konstrukce univerza

Nyni si nadefinujeme relativizaci formuli ve tridé M | kterd odpovida
platnosti formuli v M.

Definice 2.6 Relativizace

Necht M je tirida, pak pro ¢ definujme indukci podle sloZitosti formule ¢p™
jako relativizaci ¢ v M

1. (x =y)™ jako x =y,

2. (x € yyM jako x € y,

3. (v A XM jako vM A MM,

4. (=)™ jako ~()M

5. (3YM jako Fx(x € M A (p)™M),

Ted si ukdzeme ze, v D f(A,n) je kazdd n-tice platici v A.

Lemma 2.7
Necht ¢(xg, .., xn_1) je formule s volngmi promény xg, ..., T,_1, pak

VA[{s € A" : $*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)].

Diikaz.
Indukei podle slozitosti formule s fixovanym A.

T; €T,
Necht ¢ je atomickd formule z; € z; pak z definice Df(A,n)

Diage(A,n,i,j) € Df(A,n),
z ¢ehoz plyne
[{s € A" : ¢*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)].
Stejné tak pro x; = x; z
Diag_(A,n,i,j) € Df(A,n)

plyne
[{s € A" : ¢*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)].

Necht ¢ je 1 A x a vime z indukéniho predpokladu, Ze plati
[{s € A" : A(s(0), ..,s(n — 1)} € Df(A,n)],

9
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[{s € A" : x*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)],
podle predchoziho lemma plati

[{s € A" : x*(s(0),..,s(n — 1)}
N{s € A" : ¥*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)],
CoZ je presné
[{s € A" : (x A )" (s(0),...s(n — 1)} € Df(A,n)].
Necht ¢ je =1 a vime z indukéniho predpokladu, Ze plati
[{s € A" : ¢*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)).
Podle predchoziho lemma tedy plati
[A—{s € A" : ¢*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)],
coZ je presné
[{s € A"+ (=)*(s(0),...,s(n — 1)} € Df(A,n)].
Koneéné necht ¢ je Jy 1.
Necht y neni ani jedna z proménnych xg, .., 2,_;.
7 indukéniho predpokladu
{t € A"V 2 (t(0),..t(n))} € Df(A,n+1).
Tedy podle predchoziho lemma plati
Proj(A, {t € A"71: 2((0),..t(n))},n) € Df(A,n),
coZ je presné

{s € A" : 3y ¥)*(s(0),..,s(n — 1)}.

10
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Ted si nadefinujeme kédovdni En(m, A,n), které v budoucnu vyuzijeme
a proto si pro néj dokazeme i par vlastnosti.

Definice 2.8
Rekurzi pres m € w.
En(m, A,n) je definovina nasledujicimi klauzulemi.:

o Kdyzm =2"%x3" ai,j <n, tak En(m,A,n) = Diage(A,n,i,j) .

o Kdyzm =2"%x3"%5 ai,j <n, tak En(m, A,n) = Diag—(A,n,1i,j) .

Kdyzm = 2% 37 % 52, tak En(m, A,n) = A" — En(i, A,n) .

Kdyzm = 2" %37 %53, tak En(m, A,n) = E(i,A,n) N E(j,A,n) .

o Kdyzm =2"x3" x5 tak En(m,A,n) = Proj(A, E(i,A,n+1),n) .
o Kdyz m neni délitelné 6 nebo je déliteniné 5°, tak En(m, A,n) =0 .

Ukéazeme si, ze pro kazdy prvek Df(A,n) mame kodovéni En(m, A, n).

Lemma 2.9
Pro libovolné n a A,

Df(A,n) ={En(m,A,n):méec w}.

Diikaz.
Méjme A a n fixované. Budeme dokazovat

Vm(En(m,A,n) € Df(A,n)).
Pouzijeme faktorizaci ¢isla m.

m=2%3"ai,j<n:
Z definice En(m, A,n)

En(m, A,n) = Diage(A,n,i,7).
Z definice D f(A,n) plyne
Diage(A,n,i,j) € Df(A,n).
Z ¢ehoz dostaneme

En(m,A,n) € Df(A,n).

11
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m=2"%3 aij<n:
Z definice En(m, A,n) plyne

En(m, A,n) = Diag—(A,n,i,j).
Z definice D f(A,n) méme
Diag(A,n,i,j) € Df(A,n).

7, ¢ehoz mame

En(m,A,n) € Df(A,n).
Necht mdme tyto indukéni piedpoklady

En(i, A,n) € Df(A,n),

En(j, A,n) € Df(A,n),
En(i,Ain+1)e Df(A,n+1).

m = 20 x 37 x 52
Z definice En(m, A,n)

En(m,A,n) = A" — En(i, A,n).
7 indukéniho predpokladu a lemma 2.5 pro komplement dostaneme

En(m,A,n) € Df(A,n).

m = 2t x 37 x 53:

Z definice En(m, A,n) dostaneme
En(m,A,n)=E(i,A,n)NE(,An).
7 indukéniho predpokladu a lemma 2.5 pro prunik

En(m,A,n) € Df(A,n).

m = 20 % 37 % 5%
Z definice En(m, A,n)

En(m,A,n) = Proj(A, E(i,A,n+ 1),n).
7 indukéniho predpokladu a lemma 2.5 pro projekci

En(m,A,n) € Df(A,n).

12
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Pokud je m je jiné nez predchozi, tak
En(m,A,n) = 0.
7 indukéniho predpokladu a lemma 2.5 pro komplement a prunik

En(m,A,n) € Df(A,n).

Druhy smér
Df(A,n) C {En(m,A,n):mée w}.

Necht tedy
x € Df(A,n).

Déle predpokladejme, Ze neexistuje m tak ze
x = En(m,A,n).

Z definice D f(A,n) dostaneme, ze existuje néjaké k takze
v € Df(k,An).

Vezméme takové k nejmensi.

k=0
Kdyz
x € Df(0,4,n),
tak
x = Diage(A,n,i,j),
nebo

x = Diag—(A,n,i, 7).
7 definice 2.8 tedy existuje m, tak ze
x = En(m,A,n).
k #0

Kdyz
v € DfY(k,An),

tak x je doplnék, prunik nebo projekce néjaké mnoziny y tak, ze
NS Df+(k_ 17A7n>a
ale pro tyto vSechny x podle definice 2.8 existuje m, tak ze

x = En(m, A, n).

13
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Nyni si dokdzeme, ze kazda definovatelnd n-tice ma svij kéd En(m, A, n).

Lemma 2.10 Necht ¢(zo, ..., 2,_1) je formule s volngmi proménnymi mezi
g, ..., Tn_1, pak existuje néejaké m, takové Ze

VA[{s € A" : ¢*(5(0),...,s(n — 1))} = En(m, A,n)]

Diikaz.
Necht mame néjaké n, A a ngjakou formuli ¢(xqg, ..., 2, _1).
Z lemma 2.7 vime, ze

VA[{s € A" : $*(s(0),..,s(n — 1)} € Df(A,n)).
7 lemma 2.9 vime
Va(z € Df(A,n) — Im(z = En(m, A, n))).
Coz nam dohromady dé
VA[{s € A" : $*(5(0), ...,s(n — 1))} = En(m, A,n)),

jako primy dusledek dvou predchozich lemmat. O

Zde budeme definovat konkatenaci dvou funkei.

Definice 2.11
Necht s a t jsou funkce takové, Ze

dom(s) = a,
dom(t) = 6,
pak definugme funkci s°t, takzZe:
dom(s’t) =a+
st (@) =s
st +€) = t(e) pro vsechny e < 3

Nyni konecné definujme mnozinu definovalnych podmnozin A pomoci for-
malizované relace splinovani.

Definice 2.12

OPA)={XCA:(Incw)(Isec A") (IR Df(A,n+1)
X ={rxe€ A:s(x) € R}}

14
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Dokazme si ted, Zze v DB(A) jsou vSechny definovatelné podmnoziny A.

Lemma 2.13
Necht ¢(xq, .., Tm_1,y) je formule s volngmi promeényj g, ..., Tm_1,Y, pak

VAVzo, .., om 1 [{y € A: ¢™(z0, .., Tm_1,y)} € DP(A)].

Diikaz.
Necht tedy mé&jme A, m, xg, .., Tm_1 & ¢.
Pak mame

n=m,

s = (%, .., Tm—1).
7Z lemma 2.7 vime, Ze pro kazdou ¢*(z, .., Tm_1,y) existuje R, takze
ReDf(A,m—+1).
7 definice 2.12 mame
X € DP(A),

takze
X = {y € A ¢A(x07 "7xmflay)}'
O

Nyni si dokdzeme péar vlastnosti DP. Zacneme s tim, ze dokazeme, ze DB
je vzdy podmnozinou poten¢ni mnoziny.

Lemma 2.14
DP(A) C P(A)
Diikaz.
Plyne piimo z definice.
Necht tedy
r € DP(A),
z definice DPB(A) plyne
x C A,
a z definice P(A) plyne
x € P(A).

15
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Dokazme si ted, Ze pokud M je transitivni mnoZina, tak kazdy prvek
mnoziny M je prvek v DP(A).

Lemma 2.15
Necht M je transitivni mnoZina, pak

M C DB(M).

Diikaz.
Pouzijeme lemma 2.13 na formuli y € x

Vee M{ye M :y € z} € DP(M)).
Vzhledem k tomu, ze M je transitivni, tak
Vee M)(yex—yeM).

7 toho plyne ze
{ye M :y €z} =u,

7 ¢ehoz dostaneme
Vo € M(z € DPB(M)).

16
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2.2 Funkce

Nejdiive si definujme Godelovy operace. Operace ale mohou byt pouzity
jiné. V této praci bylo ¢erpano z knihy T. Jech, Set theory. Jinou definici
Godelovych operaci muzeme najit tieba v knize B.Balcar a P. Stépdnek,
Teorie mnozin.

Definice 2.16 Gddelovy operace

G1(X,Y)={X,Y}

Go(X,Y) =X XY
G3(X,Y)=¢X,)Y)={(u,v) :ue X AveY ANu € v}
GiX,Y)=X-Y
G5(X,Y)=XNY
Go(X) =X
G7(X) = dom(X)

Gs(X) = {{u,v) - {v,u) € X}

Go(X) = {(u,v,w) : (u,w,v) € X}

Gro(X) = {(u,0,10) - {v,w,u) € X}

Ted si zadefinujme pojem z teorie vyécislitelnosti, ktery vyuZijeme také ve
vété o vlastnostech Godelovych operaci.

Definice 2.17
Formule p(xo, .., x,_1) je No-formule teorie mnozin, pokud:

je atomickd formule,

kdyz ¢ je o Np a v a ¢ jsou Ag-formule,

kdyz ¢ je = a ¢ je Ag-formule,

kdyz ¢ je (3x € y)o a ¢ je Ag-formule.

17
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Ukazme si lemma, které vyuzijeme ve vété o vlastnostech Godelovych
operaci.

Lemma 2.18
Oznaéme u = (U, .., Up—1), X = Xo X .. X X,y a u; € X; pro vSechna i.
Tak pro vsechny u € X plati

p(u) & (Fr € u)y(u, z)
& Jx(x € uy ANp(u,z) Nx € UXZ)
< u € dom{(u,z) € X x UXi c(u,x)}
Dokazme si vétu, ze ke kazdé Ag-formuli existuje slozeni Godelovych operaci,
které definuje stejné mnoziny.

Véta 2.19
Necht o(xg, .., 1) je Do-formule, tak tu je G slozené z Giodelovyjch operact,
takze pro vsechny Xq, ..., Xpn_1

G(Xo, -, Xno1) = {(u0, - Un-1) : up € Xo, ..., Un—1 € Xp1 A @(T0, ., Tp1) }

Diikaz.

Vétu dokazeme pomoci indukce podle slozitosti Ag-formule.
Nejdiive zacneme s dukazem pro atomické formule.

Necht (g, .., T,_1) je atomickd formule tvaru u; € u;, kde i # j.
Provedeme dikaz indukci podle velikosti n.

n=1:
Zacéneme dukazem pro usporadanou dvojici (ug, uq).
¢ muze mit dva tvary ug € uy, nebo u; € wy.
Zacnéme tvarem ugy € u;. Pak hledame G, takové ze

{(UO,Ul) tug € XoANup € X1 Aug € Ul}.

Kdyz nahlédneme do seznamu Godelovych operaci, tak to odpovida

funkeci
G3(X,Y) =¢X,Y),

konkrétné tedy v druhém piipadé, pro formuli tvaru u; € ug, hleddme
G pro
{(ul,UQ) Tup € X1 Nug € X2 Nug € Ul}.

Mezi Godelovymi operacemi je funkce

Gs(X) = {(u,v) : (v,u) € X}.
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2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

Muzeme tedy mnozinu definovat takto
{(Uo,ul) tug € XoANup € X1 Aup € Uo} = Gg(E(XQ,Xl)).

n>1Ni#n—1ANj#n—1:
7 indukéniho predpokladu mame

{(uo, ...,Un,Q) TUg € Xo, vy Up—9 € Xn,Q Nu; € Uj} = G(Xo, ---Xn72)-

Lze nahlédnout, ze

{(Uo, ...,Un_l) tug € Xoy ooy Up—1 € Xyt Ay € Uj} =
= G(XQ, ...Xn_g) X Xn—l;

coz odpovida
Go(X,)Y)=X xY.

Konrétné tedy mame

{(ug, ooy tun—1) s ug € Xo, ..oy tn—1 € Xpoy Ay € uj}} =
- GQ(G(Xo, ...Xn_2>, Xn_1>.

n>1ANi#n—2ANj#n—2:
Vétsina pripadu byla vyfesena v predchozi podmince. Ty nevytesené

se daji prevést na tento pripad.
7 indukéniho predpokladu méjme

{(u0> "'7un737un717un72) TUp € X07 e Up—1 € Xp_1ANu; € uj} =

Uzavorkujeme
(U, oy U3, Un—1,Un—2) = ((Uo, - Un—3), Un—1, Un—2)-

Nyni lze nahlédnout, ze

{(Uo, ...,Un_l) tUg € Xo, vy Up—1 € X1 N\u; € Uj} =
= Go((ug, -+, Up—3), Un—1, Un_2).

Konkrétné tedy méame

{(Uo, ---,un—l) cug € Xoy ooy Up—1 € Xyt Ay € Uj} =
- Gg(G(XQ,...Xn_l)).
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n>1INi=n—-2A75=n—1:
7 indukéniho predpokladu méjme

{(ug, ..y un—3) s up € Xo, ..., un—3 € X3} = G(Xo, .., Xp—3)
{(Un—2,Up_1) *Up—2 € Xy o Atly_1 € Xyyo1 AUp—2 € Up_1} =
= €(AXVn—QPXVn—l)

Nasi hledanou (u, ..., u,—1) tedy dostaneme jako

{(ug, ooy un—1) s o € Xos ooy n1 € Xpoqg AUp—g € Up_1} =
= GZ(G(XO7 c0y Xn—3)a E(Xn—Zy Xn—l))

n>1INi=n—1ANj=n—2:
7 indukéniho predpokladu méjme

{(uos ooy tn—3) s ug € Xo, ..., un—3 € X3} = G(Xo, .., Xp_3)
{(un727 unfl) DUp—2 € Xn72 N Up_1 € anl NUp_1 € un72} =
= GS(G(an% Xn71>>

Nasi hledanou (uy, ..., u,—1) tedy dostaneme jako

{(ug, ooy tun—1) s up € Xo,y ooy Un—1 € Xy AUp—y € Up_o} =
= G2(G(Xo, .., Xn—3), Gs(e(Xpn—2, Xy1))).

Mame tedy dokazano pro atomické formule a proto méjme tedy indukéni
predpoklady pro ¢(zo, .., x,—1) a ¥(zg, .., Tn_1).

@(xoa 0y xn—l) <~ ﬂ'17Z)(rr0, ey l’n_l):
7 indukéniho predpokladu mame

{(Uo, "'7un—1) Tl € X07 sy Up—1 € Xn—l} = G(X07 "JX’I’L—l)7
{(ug, ..., tn—1) = uo € Xo, ey Un—1 € Xn1 ANp(g, .y Tn1)} =
- G (Xo, --aXn—l)-

Pomoci toho si vyjadiime p(zo, .., x,—1) jako
{(ug, ..y tn_1) s ug € Xo, ooy tn1 € Xt A (20, ., Tpo1)} =

= G(X07 --aXn—l) - G/(;Xm "7Xn—1) =
- G4(G(X0, ey anl)a G (Xo, -'7Xn71))
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2.2 Funkce 2. Konstrukce univerza

(0 oy Tno1) <> V(T ooy 1) A P(x0, oy Tp1):
7 indukéntho predpokladu méame

{(uo, ooy tp—1) s ug € Xo, .oy un1 € Xpo1 A (20, .., Tno1)} =

- G(X()u "an—l)a
{(uo, ...7un_1) U € X(),/...,Un_l - Xn—l A\ ’l/}(l‘o, ..,In_l)} =
= G (Xo, ~-~>Xn—1)-

Pomoci toho si vyjadiime p(zo, .., Z,_1)

{(Uo, ...,Un_l) Uy € X(), coey Up—1 /6 Xn—l N gp(ﬁo, ..,[L‘n_l)} =
- G(X[), --;Xn71> N G,(Xo, -'>Xn71> -
G5(G(Xo, -, Xn1), G (X0, -, Xn1)).

O(To, ooy Tpo1) <> (Fu, € w)Y(zo, .., )1 .
Pak vezméme formuli ¢(xo, .., z,) ve tvaru ¥ (xg, .., x,) A U, € u;.
Podle indukéni predpokladu existuje G tak, ze

{(ug, ..y un) t up € Xo, ooy tn, € Xy A @20, ..y ) } = G(Xo, vy X))
pro vSechny X, ..., X,,. Vyuzitim lemma 2.18 dostaneme

{(uo, ooy tp—1) s ug € Xo, .oy un1 € Xpo1 AU(20, o, Tpo1) } =
= G7(G(Xo, .., Xn-1,Gs(X5)))

O

Ukazme si, ze vSechny Godelovy operace jsou Ag-formule. V tomto lemma

pouzijeme pro ulehceni vSechny tti zédkladni spojky a oba uzaviené kvanti-

fikatory. Samoziejme bychom mohli pouzit jen predpokladanou sadu, ale
zeslozilo by to zapis.

Lemma 2.20
Gaodelovy operace jsou Ag-formule.

Diikaz.
Dukazy provedeme, tak ze najdeme ekvivalentni Ag-formule.

Gi(X,)Y) = Z:

(Z={X,Y}) & (X€ZANY € ZAN(Va€E Z)(a=XVa=Y))
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Go(X,Y) = Z:
Nejdiive si dokdzeme, ze formule A = (B, C) je Ay-formule

A=(B,C)) & (Va € A)(a={B} V a={B,C}))A
A(3a € A)(3d € A)(a = {B} Ad = {B,C}).

Ted prejdem k dikazu samotného Z = X x Y.

(Z=XxY)e (Vz2€2)Fr e X)FyeY)z=(z,y))A
AN(Vex e X)(Vy e Y)(3z € Z)z = (z,v)))

Ca(X,Y) = Z:
(Z=€eX,)Y)) e (V2€2)Fr e X)(FyeY)(z=(z,y) Nz € y))A
ANNVre X)(VyeY)TzeZ)(xey — z={(x,1y))))

Gu(X,Y) = Z:
Z=X-Y)&

S((Vze2)ze XNzt Y)AN((VeeX)(x¢Y —axeZ)))

Gs5(X,Y) = Z:
(Z=XNY)<s

S (Vze)zeXNzeY)AN (Ve eX)(xzeY —a e Z)))

Ge(X) =2
z=Jx)e
S (Vze2)(FreX)zeax) N (Ve e X)(Vzex)(z € Z)))

G7(X) = Z:
Nejdiive si dokdzeme, ze formule z € dom(X) je Ag-formule

(z€dom(X)) < (Fr € X)(Fu € x)(Jy € u)(z,y) = ).

Pokracujme, pokud ¢ je Ap-formule pak i ((Vy € dom(X))¢) bude
Ao-formule tvaru

(Vz € dom(X)¢) & ((Vx € X)(VY € x)(Vz,y € Y)((2,y) =z — ¢)).
Ted si konecné dokazeme Z = dom(X) takto

(Z =dom(X)) < ((Vz € Z)z € dom(X)) A ((Vz € dom(X))z € Z)).
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Gs(X) = Z:
(Z = {(u,v) : (v,u) € X}) &
& ((Vz2e2)(Fr e X)(z = (u,v) = = (v,u))A
AVz € X)(3z € Z)(z = (u,v) = z = (v,u)))
Go(X) = 2Z:

Nejdiive si dokézeme, ze formule a € (x,y, z) je Ay formule
(a € (x,y,2) & (a={z,(zy)} Va={z})
To pouzijeme k dukazu, ze A = (x,y, z) je Ay formule
(A= (z,y,2)) & (Va € A)(a € (x,y,2)) NMx,(y,2)} € AN{z} € A)
coz pouzijem k dukazu, ze (z,y,2) € A je A formule.

((x,y,2) € A) & ((a € A)a = (z,y, 2))
a konecné pomoci toho dokdzeme,ze (Z = {{u,v,w) : (u,w,v) € X})

(Z = {{u,v,w) : (v,w,u) € X}) &
< (V2 € 2)(Fr € X)(z = (u,v,w) = x = (v,w,u)))A
AN(Vz € X)(3Fz € Z)(z = (v,w,u) — z = (u,v,w)))).
Go(X) = Z:
(Z = {{u,v,w) : (u,w,v) € X}) &
< (V2 e 2)(Fr € X)(z = (u,v,w) = & = (u,w,v)))A
AN(Vz € X)(3Tz € Z)(x = (u,w,v) = z = (u,v,w)))).

Definice 2.21
Rikame, Ze trida T je uzavrend na operaci F :
kdyz F(xy,...,x,) € T kdykoliv kdyz xy,...,x, € T
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Ted si definujme uzévér na Godelovy operace ®(A) mnoziny A .

Definice 2.22
Rekurzi pres n < w definujme:

XO = A7
X:={x:(3y,z € X,))(x =G1(z,y) V..V =Gp(z2))},
Xpir = X, U X7,
pak definugme uzdavér ©(A) takto
2(4) = x;.
J<w

Dokazme si, ze ke kazdé mnoziné z uzavéru existuje Ag-formule, ktera ji
definuje.

Lemma 2.23
Metamatematickou indukci sestrojime Aqg-formule pro X,,:
Definujme pron =0

(Xo=Y) & (VyeY)(y € Xo) A (Vy € Xo)(y €Y)).
Necht tedy mdame Ag-formuli proy € X,, z toho pak pro ndslednika definujme
(xe X e ((Fye X,)3ze X,)(x=Gi(z,y) V..V =Gp(2)),

€ (Xnp) & (ByeXn)y=2)V(3Fy e X,)r=y)).

Lemma 2.24
Necht A je transitioni mnoZina a méjme formuli ¢, pak kaZdd relativizace
formule ¢* je Ag-formule.

Diikaz.

Jediny tvar formule, kdy ¢(zo,..x,_1) neni Ag-formule, je kdyz néjaka pod-
formule je tvaru Jyy. Relativizace formule ¢(z, ..7,_1) na ¢* (o, ..7,_1 ) zna-
mend prepsani podformule na (Jy € A)p a tedy se stane také Ag-formuli.
Ostatni tvary formule jsou Ag-formule podle definice. O
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Definujme si pojem absolutni formule a dokazeme si lemma o jejich vlast-
nostech v transitivnim modelu.

Definice 2.25
Formule spliiujici ndsledujici lemma se nazyvd absolutni vici tranzitivnimu

modelu M.

V lemma si dokédzeme, ze kazda relativizovana formule v transitivni tiidé je
Ag-formule.

Lemma 2.26
Kdyz M je tranzitivni trida a ¢ je Ag formule, tak pro vsechny xg, ..., Tp_1:

WY (@0, -, Tn1)) & (Y(@0, -, Tn1))

Dukaz.
Indukei podle slozitosti formule:

x =1
Podle definice 2.6 je
(z=y)Mer=y

rTey:
Podle definice 2.6 je
(zeyM s xey.
Necht tedy méme indukéni predpoklad
oM = ¢
™ o

QAT :
Podle definice 2.6 je

(o Am)M & oM AT,
a z indukéniho predpokladu dostavame
M AT = (pAT).

Dohromady tedy
(pATM & (o AT).
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—|¢ .
Podle definice 2.6 je
(=)™ & (™)
a z indukéniho predpokladu dostaneme
—|(¢M) = —|¢,
Dohromady tedy
(=) & (=)

(Fu € z)p(u, x, ...) :
Podle definice 2.6 je

Fu(u €z A )M < ((Bu € M)(u e x A ™))
a z indukéniho predpokladu a transitivity M

(Fu e M)(uexAd™) e (Fuex)Adp).

(I
Ted kdyz se kouknem na piedchozi lemmata mdme materidl pro toho,
abychom zapsali kazdy prvek uzavéru jako Ag-formuli.

Ted uz mdme dostatek materidlu proto abychom srovnali oba piistupy
tvorby O

Véta 2.27
Necht A je tranzitivni mnozina

DP(A) =D(AU{A}) N P(A)

Diikaz.
Necht mdme né&jaké
reD(AU{A}) N P(A).

Podle lemma 2.23 mame z
reD(AU{A})

Ag-formuli tvaru
T = G(Xo, ooy Xn—l)-

Podle lemma 2.20 je to Ag-formule
¢(y07 -y Ym, Z>7
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ktera definuje prvky z. Podle lemma 2.26 mame

¢A(?J07 -y Ym, Z)

a podle lemma 2.13 a ptredpokladu x € P(A) mame mnozinu
r={z¢€ A: ¢ o, .., ym, 2)} € DP(A).
Tim jsme dokazali
D(AU{A}) N P(A) C DB(A).
Ted si dokaZeme druhou inkluzi. Nechf méme néjaké

r € DP(A).

7 definice 2.12 vime, ze
xr € P(A).
Ted si musime dokdzat uz jen
reD(AU{A}).

Necht tedy méame néjaké

r € DP(A),
takové ze

v={z¢€A: "o, .., Ym, 2)}.

Podle lemma 2.24 je ¢* Ag-formule, coz podle véty 2.19 znamenad, ze existuje

G(A,yo, .., ym) takové, ze

G(Aa Yo, -+ ym> = .
7 cehoz plyne, ze existuje X,, takové, ze
r e X,.
Z definice ®(A U {A}) pak plyne
reD(AU{A}).
Timto jsme dokazali
D(AU{A}) =DP(A).
(Il
V této kapitole jsme tedy diky vété 2.27 dokazali, ze oba pripady konstrukce
univerza I budou aspon z pohledu vysledku stejné. Cim se tyto konstrukce
lisi, je pristup ke konstrukeci IL. Prvni pristup vyzaduje prostiredky matema-
tické logiky a na IL nahlizime metamatematicky jako na model teorie mnozin.
Vyuzili jsme k tomu formalizace relace spliovani. Druhy piistup studuje L
matematicky jako specialni tiidu definovatelnou v teorii mnozin. Vyuzivame

takzvané schéma Ag-vydéleni, které odpovida schéma vydéleni aplikovaného
na Ag-formule.
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3. Universum L

3 Universum L

3.1 Zakladni vlasnosti L

Diky veéte 2.27 tedy muzem definice ztotoznit. Nejdiive si tedy pouzitim
transfinitni indukce zkonstruujeme samotné universum L.

Definice 3.1
Transfinitni indukci definujme
a=0:
L, =3,

a=p0+1:

L, =9%(Lp),
a je limitni ordinal:

Lo = Ls.

B<a

Timto jsme zkonstruovali L, pro kazdé o € On.
Ted’ pomoct L, zkonstruujeme L

L= U Le.

aeOn

Dokazme si, ze L je podmnozinou WF.

Lemma 3.2

L CWF
Dukaz.
Nejdiive indukei pro kazdé o € On dokazeme, ze plati
L, C R,
a = (:
7 definice L, dostaneme
L,=9
7 definice R, dostaneme
R,=o
Coz nam tedy dava
R, =L,
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a=[0F4+1:
Z definice L, dostaneme
Lo =DP(Lg).
7 definice R,, dostaneme
R, = P(Lg).

Podle lemma 2.14 méme pro kazdé a = 8+ 1
Lo C R,.
« je limitni ordinal:

Necht tedy méjme
r € L,.

7 definice L, plyne, Ze existuje ordinal § < a takovy, ze
x € Lg.

7 indukéniho predpokladu dostaneme
x € Rg.

Z definice R,, dostavame
r € R,.

Takze i pro limitni ordinal o dostavame také

L, CR,.

Dukaz pro L. a WF je prakticky identicky jako dukaz pro limitni ordinl
Necht tedy
x € L.

7 definice L plyne, Ze existuje ordinal 3 takovy, ze
x € Lg.

7 indukéniho predpokladu dostaneme
T € Rg.

7 definice WF dostdvame
z € WEF.
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Tim jsme tedy dokazali
L C WF.

V nésledujicim lemma si dokézeme, ze kazdé L, je transitivni.

Lemma 3.3

(Va € On)(Vx € Ly)(y € x = y € Ly,)

Diikaz.
Dokazujme indukei pies a € On.
a=0:

L., neobsahuje zadny prvek, tedy formule je trivialné splnéna.
a=p+1:

Necht tedy mame lemma dokdzdno pro Vy(y < o) a o« = 8+ 1 pak

La = Qm(L5>
Necht tedy méjme
T € L,.

Z definice ©B(Lg) dostaneme
T C ng.

Lg je transitivni mnozina z indukéniho predpokladu a podle lemma

2.15 mame
L/j C L,.

Kombinaci téchto dvou tvrzeni dostavame

x C L.

a limitni ordinal:
Necht tedy mame lemma dokdzdno pro Vy(y < «) a necht

r € L,.
7 definice L, plyne,ze existuje v < «, tak ze

x € L,.
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Z indukéniho piedpokladu vime, ze L., je transitivni tedy
x C L.
Coz opétovnym pouzitim definice L, dava

x C L.

Nadefinujme si nékolik vlastnosti relaci.

Definice 3.4 Uzkd relace
Relaci R nazveme uzkou prdvé tehdy kdyz {z : xRy} je mnoZina pro kazZdé y.

Definice 3.5
Kdyz x € A, a R je uzkd relace na A, tak definujme

pred(A,x,R) = {y € A: yRx}.

Definice 3.6
Relaci R nazveme extenziondlni na A, pravé tehdy kdyz

Va,y € A(Vz € A(zRx <> zRy) = v =y).

Nasledujici lemma pouzijeme k dukazu extenzionality relace R.

Lemma 3.7
(pred(A,z,R) = pred(A,y,R)) < (Vz € A(zRx <> zRy))

Diikaz.
Necht tedy plati
pred(A,x,R) = pred(A,y,R).

Zvolme libovolné z € A, tak ze zRx.
7 rovnosti

pred(A,xz,R) = pred(A,y,R),

dostaneme zRy.
Ted zvolme libovolné z € A, tak 7ze =zRx.
7 rovnosti

pred(A,z,R) = pred(A,y,R),
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dostaneme —zRy.
Ted dokdzem druhou ¢dst implikace.
Necht tedy plati
Vz € A(zRx <+ zRy).

Vezmeme libovolné a € pred(A,z,R). Z definice pred(A,z,R) vime
a € ANaRx.

7 ptedpokladu
Vz € A(zRx <> zRy)

tedy mame
a € ANaRy.

Pak tedy z definice pred(A,y,R) dostaneme
a € pred(A,y,R).

Opacné inkluze se dokaze obdobné. O

Dokazme si dalsi lemma o vlastnostech transitivnich mnozin.

Lemma 3.8
Necht M je transitiond, tak

pred(M, z, €) = .

Diikaz.
Necht tedy pro néjaké x € M mame

yerx.
Podle definice 3.5 je
yEeM—y € predM, z, €).
7 transitivity M plyne pro kazdé x € M
yer—yeM.
7 transitivity implikace tedy plyne
yex—ycpredM,z,€).

Tedy z toho dostaneme
x C pred(M, z, €).
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Dokazujme opac¢nou inkluzi.
Necht tedy pro néjaké x € M je

y € pred(M, z, €).

Podle definice 3.5 tedy plati
yex.

A tedy dostavame
pred(M, z, €) C x.

Ted si dokézeme lemma o extenzionalité relace.

Lemma 3.9
Kdyz (M, €) je transitivni model, tak relace € je extenziondlni na M

Dikaz.
Pouzitim lemma 3.7 na definici 3.5 dostaneme

Va,y € A((pred(A,s,R) = pred(A,y,R)) = © = ).
Pokud aplikujeme lemma 3.8 dostavame pro transitivni mnoziny podminku

Ve,y € Alx =y =z =1y).

Dokdzme si lemma o fundovanosti relace.

Lemma 3.10
Kdyz M C WF pak M spliiuje axiom fundovanosti.

Dukaz.
Pro kazdé x € WF plati axiom fundovanosti. Pokud

M C WF,

pak pro libolné x € M plati axiom fundovanosti. O

Definujme pojem podmnozinové uzavieného seznamu formuli.

Definice 3.11

Nazveme seznam formuli ¢q, ..., »,—1 podmnozZinové uzavieny, prdve tehdy
kdyz kazdd podformule libovolé formule ¢; je v seznamu a Zdadnd formule
neobsahuje universdalni kvantifikdtor.
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Dokazme si lemma o uzavienosti na existenc¢ni kvantifikator.

Lemma 3.12

Necht ¢y, ..., dn_1 je podmnoZinové uzavieny seznam formuli a

A, B jsou neprazdné tridy tak, Ze A C B, tak nasledugict je ekvivaletni:
Pro kazdou ¢;(xo, ..., x;) ze seznamu plati:

(Vo ..., p € A)((¢(z0, ..0) < G2 (20, ..14)))(1)

Pro kazdou existencni formuli ¢;(zo, ..., x;) tvaru Ja(p;(zo, ..., i, a)) ze se-
znamu plati:

(Yo, ..., x; € A)((Fa € B)(¢P (20, .2;) — (a € A)(b?(xo, .z, a)))(2)

Dukaz.
Necht tedy méme né&jaké xo, ..., z; € A a necht plati predpoklad

(Yo, ..., 1y € A)(( (0, ..20) < GL (20, ..11))).
Predpokladejme
@3 (o, 1),
z predpokladu pro ¢; plati
gzﬁf‘(xo, (L’Z)
To je podle definice a relativizace
(Ja € A)<¢]A(ZL’0, LT, a)).
Z predpokladu pro ¢; plati
(Ja € A)(gb?(xl, Ty, a)).

Druhou implikaci dokazeme indukci podle slozitosti formule.

Pro vSechny formule ); bez kvantifikdtoru plati (1) z lemma 2.26.
Necht tedy ; je 3a ¢;(xo, ..x;,a) fixujme zq, ..., z; € A.

7 definice relativizace dostaneme

(7' (w0, -.z:)) & ((3a € A) (7 (w0, .wi, a))).

7 indukéniho predpokladu dostaneme

((Ja € A)(gbf(wo, -z, a))) < ((3a € A)(qﬁ?(mo, T a))).
Z A C B plyne

((Ja € A)(gzﬁ?(a:o, ~xi,a))) = ((Fa € B)(qﬁ?(mo, T, a))).
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A z predpokladu véty

((Ja € A)(qﬁ?(mo, ~x;,a))) < ((Fa € B)(gb}g(xo, .xia))).

7 definice relativizace dostaneme

((Fa € B)(gb?(xo, x4, 0))) < (62 (g, ..15)).

Dokazme si vétu, ktera je jedna z verzi Principu reflexe.

Véta 3.13 Princip reflexe
Necht ¢q, ..., o1 je seznam formuli, mdme neprdzdnou tridu T, pro kaZdé
a € On je T, mnoZina a pro libovolné o, B,~v € On plati:

[ ]
CY<B—)TO¢CT,3

e pro limitni

T.=J7,

p<(
[ J
T=J 7T,
peOn
pak Ya(30 > «) takze pro néj plati
e (3 je limitni ordindl
[ J
NGRS
<n
Dukaz.

Necht seznam formuli ¢y, ..., ¢,_1 je podmnozinové uzavieny, pokud neni tak
ho rozsitime, tak aby byl.
Pro kazdé i = 0,1,..,n — 1, tak ze ¢; je Ixp;(x, y1, .., u) definujme G; takto:
G; : T" — On.
Kdyz (—3x € T)(gb}r(m,yl, - Y)), pak
Gi(@/l; . yl) =0.
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Pro (3z € T)(¢; (z,y1,..,y)) definujme
Gi(y1, . y) =«
tak, ze a je nejmensi takové «, ze
Bz € T) (¢ (2,41, -, 1))

Ted definujme
F,: On— On

Kdyz ¢; neni 3x¢;(x,y1, .., y1), tak
Fi(a) =0,
Jinak kdyz ¢; je xo;(x,y1,.., )
Fi(a) = sup{Gi(y1, -, 1) : v1, -,y € To}.
Z toho ted definujme
K(a) =max({F;(a) :i <n}U{a+1}).
Necht tedy méame o dané. UkaZeme si jak zkonstruovat 8 > «, tak Ze:
o Tz #1(),
e spliuje lemma 3.12 pro T a T .

Tak necht 7o je nejmensi v > «, tak ze T, # 0 .
Rekurzi pak zkonstruujeme

Tn+1 = K(V”)

7 konstrukce plyne
B <<y <....

Definujme
B = sup{y : k € w}.
Mame tedy [ limitni ordinal pro ktery plati

N < oD

<n
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Dokézeme si lemma, o tom ze DB (L, ) obsahuje jako prvek L, .

Lemma 3.14
L, € LQ_H

Dikaz.
Lo={z€ Ly: (v =)},

coz podle lemma 2.13 znamena

Lo € DB(Ly) = Lot

Definujme si p(x) jako L-rank.

Definice 3.15
Kdyz x € L, p(x) je L-rank roven nejmensimu [ tak, Ze v € Lgyy.

Dokazme si lemma pro platnost schéma nahrazeni.

Lemma 3.16
Pro libovolnou formuli ¢(x,y, A, ay, .., a,) a libovolné A, ay, ..,a, € M, kde A
je dom(¢) a M je transtivni.
Kdyz plati
(Vz e Ay € M)oM(z,y, A, a4, ..,a,)) =

= (AY e M){y: Bz € A)oM(z,y, A, ay,..,a,)} CY)

tak schéma nahrazent plati v M.
Diikaz.
Nejdiive si dokédzeme

(Vx,y,z € M)(F(z,y) N F(z,2) > z=y) =

= (Vo € A)(3ly € MM (x,y, A, a1, .., a,)).
Formule ¢™M(x,y, A, a4, .., a,) definuje funkci tak, Ze

A =dom(F).
Pak z definice dom(F) pro libovolné = € A existuje y tvaru
y = F(z)

a z predpokladu muze existovat pravée jedno y.
Ted dokéZeme

(FY e MY({y: 3z € A)pM(z,y,4,a1,..,a,)} CY) =
= (AW e M)(Vy € M)(y € W < Jz(x € AN F(x,y)).

7 predpokladu ¢M(z,y, A, a1, .., a,) definujme funkci F, takze W = Rng(F).
O
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Ukéazeme si, ze dalsi vlastnost je Agp-formule.

Lemma 3.17
x je ordindl je Ag formule.

Diikaz.
Ordinal je definovany takto

z je ordindl < ((x je transitivni mnozina) A (z je totdlné usporadand €)).

Ted si ukdzeme, Ze leva i prava ¢dst konjunkce jsou Ay formule a tedy i
formule je podle definice A, formule.
Definujme takto transitivni mnozinu

(x je transitivni mnozina) < (Vv € z)(Vz € v)(z € x)).
Definujme si, ze x je totalni usporadana relaci € jako
(x je totalné usporddand €) < (Vy ez)(Vzex)(y€ zVy=2Vz€y))

(Il
Dokazme si lemma, o tom ze pro kazdé « plati (o € Lay1).

Lemma 3.18
(Va € On)(o € Lat1)

Diikaz.
Vzhledem k tomu ze L, je transitivni mnozina, tak formule z je ordinal je
absolutni a tedy definujme

a=L,NOn={x€ L, : (x € On)'}.

Coz podle lemma 2.12 je
o€ La+17

pokud pro « plati
a C L.

Tak si to tedy dokadzeme transfinitni indukci.

a=0:

Prazdna mnozina je podmnozina, kazdé mnoziny, specialné tedy plati

@CL@.
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a=p0+1:
Necht tedy pro véechny 3 < o plati
B C Lg.
Vezmeéme tedy
T e Q.
7 a = [ + 1 dostaneme ze
r=pVzxep.

Pro oba pripady provedeme dukaz.

x=p
Podle predpokladu plati

B € Lg.
Z lemma 2.15 dostaneme

Ls C L,.
Z toho pak tedy dostaneme

B € L.

Takze pro tento pripad mame

a C L.
x e

7 indukéniho predpokladu

xr e L/g.
Z lemma 2.15 mame

L@ c L,.
A pak tedy

B € L.

Takze i pro tento piipad dostaneme

a C L.
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a limitni ordinal:
Necht tedy mame dokézéno pro Vy(vy < a) a necht

T € Q.

7 definice « plyne, ze existuje v < a, tak ze
T €.

7 indukéniho predpokladu vime, ze
v C L.

7 cehoz tedy dostaneme
xr € L,.

Opétovnym pouzitim definice L, mame
T € L.
Takze i pro tento piipad dostaneme

a C L.
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3.2 L je model ZF
Véta 3.19 L splnuje axiomy ZF
Dukaz.

Axiom extenzionality
Podle lemma 3.3 je L transitivni a tedy podle lemma 3.9 v L plati
axiom extenzionality.

Schéma nahrazeni
Podle lemma 3.16 sta¢i ovérit

(Vz € A3y € L)p"(x,y, A, a1, ..,a,)) =

= (AY e L){y: 3z € A)p"(2,y,A,a1,..,a,)} CY).
Budeme tedy predpokladat
(Vx € A)(3ly € L)¢"(z,y, A, a1, ..,a,)).
Ted definujme
a=sup{p(y) +1: 3Tz € A)¢"(x,y, A, ai,..,a,)},
z toho dostaneme nase hledané Y jako
Y =L,.
O L, vime podle lemma 3.14, ze
Y €Ly
Coz pak ndm z definice L dava

Y el.

Schéma vydéleni
Necht je dand formule ¢(z, z), tak pro ni musime dokdzat

Vy({z € y: ¢"(z,2)} € L.
Podle véty 3.13 mame pro ¢ ordinal a takovy, ze
Y={rvey:¢"(x,y)} ={r € La: ¢"(z,y) Nz € y}.
7 lemma 3.14 vime, ze
Y ={2€Ly: " (x,y) N €y} € Loy
Konecné tedy z definice I dostaneme

Y el
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Axiom dvojice
Mame dokézat formuli

VaeL)(VbeL)(dceL)(VxeL)(z€ce (x=aVa=0»)).

Necht tedy mame dané

a € L,
be Lg.
Tak definujme
v = maz{, a}.
Je ziejmé,ze
a,b e L,.

7 definice uzaveru na Godelovy operace dostaneme
{a, b} € L7+1.
A nakonec tedy z definice L

{a,b} € L.

Axiom sumy
Dokazujeme formuli

VaeL)(Fcel)(Veell)(zecedye Lz cyAy € a)).

Necht tedy mame dané
a € L.

7 definice I dostaneme
a € L.

7 definice uzavéru na Godelovy operace dostaneme

UCL € La+1.

Pak tedy z definice L dostaneme

UaG]L.
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Axiom potence
A¢ se to zd4a neintuivni dokazeme, ze

(Va € L)(Fc e L)(Vx € L)(z € c = = C a)).

Na to si ale nejdiive dokazeme, ze x C a je Ag-formule
(x Ca)e ((Vy € 2)(y € a)).

Necht tedy mame dané
a € L.

7 definice L. dostaneme
a€ L.

Ted definujme mnoZinu
{y€La:yCall,
pro kterou podle lemma 2.13 plati
{yeLy:yCa)} € Loy
A pak pouzitim definice I dostaneme

{y€eLy:yCa)} el.

Axiom nekoneéna
Ted dokazujme

JaceL(@ean(ze€a=azU{z}€a)).

Takové a je pro které formule plati je evidentné w, pro kterou podle
lemma 3.18 plati
w € Lw-l—l-

7, ¢ehoz podle definice I dostaneme
w € L.
Axiom fundovanosti
A konecéné dokazeme

VMaeLl)a#0= (belL)(bearbna=10)).

Podle lemma 3.2 je
L C WF

a podle lemma 3.3 je L transitivni. Muzeme tedy pouzit lemma 3.10,
tim dostavame, ze plati axiom fundovanosti.

O
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3.3 Axiom konstruovatelnosti
Definice 3.20 Aziom konstruovatelnost:
L=V

nebo-li

Veda(z € Ly)

Lemma 3.21
L, je absolutni

Diikaz.
Podle lemma 2.23 © je absolutni funkce a podle lemma 3.3 je L, transitivni.
Transfinitni indukei:

t (Z)Prézdné mnozina je absolutni, protoze
0={z:z#x}
ab#bje Ay formule.
a=p0+1
Necht tedy Lg je absolutn{ a tedy Lgy1 je absolutni z definice,
L1 =D (Lg),

protoze ® je absolutni funkce a tedy kdyby
L/8+1 7& L%—&—l?
tak by to bylo ve sporu s tim, ze ® je absolutni funkce.

« je limitni ordinal
Necht tedy pro vsechny 3 < «

Ly =1Lk
Budem postupovat sporem. Necht at plati
Lo # L.
7 definice L, musi existovat v < a tak, ze
L, # Ll{a

coz je spor s predpokladem.
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Véta 3.22
L je model ZF +1L. =V

Duikaz.
Podle véty 3.19 ZF plati v L, tedy staci dokazat, ze

(Vo € L)(3a € L)(z € L,)~.

Necht tedy fixujeme

x e L.
7 definice L. mame
T € L,.
Podle lemma 3.18 je a € L a podle lemma 3.21 je x € L, absolutni. O
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4 Con(ZF)— Con(ZFC + GCH)

4.1 Axiom vybéru

Véta 4.1
WO = AC

Nebo-li Ze princip dobrého usporddani implikuje axiom viybéru.

Diikaz.
Necht mdme mnozinu A a definujme mnozinu

B:Ua.

acA

7, predpokladu mame moznost B dobte uspotadat. Coz znamena, ze kazdé
neprazdna mnozina mé nejmensi prvek. Oznacme ho min,, kde a je mnozina,
kde je min, je minimaln{ prvek. Ted pomoci toho definujme vybérovou fuknci
z A jako

F:A— U,

acA
F(a) = min,.

Takze mame vybérovou funkci F' z libovolného A, tedy plati axiom vybéru.
O

V dalsi ¢asti provedeme diikaz, ze axiom konstruovatelnosti implikuje axiom
vybéru. Vyuzijeme predchozi vétu a dukaz povedeme tak, ze L jde dobre
usporadat. K usporadani vyuzijeme dvé definice a to definici 2.8 a definici
3.15. Budememe postupovat tak, ze nejdiive seradime L, pro kazdé o a pak
podle « sefadime L,,.

Definice 4.2
Necht tedy rekurzi pres o definujme uspordddni <1,=<1 (a) pro L
a=10

Lo=1

a=p0+1
Z indukéniho predpokladu méjme usporddant <, definuyme indukc?
podle n lexikografické uspordddni <5 na L} jako

a<3b s (Bk<n)(alk=0b]kAa(k) <y b(k)).
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Ted definujme pro kazdé a € L, n, tak, Ze to je nejmensi n, takze plati
(3se LE)(BRe Df(Lg,n+ 1)) (X ={z € Lg: s (z) € R}}).

Ted definugme s, jako nejmensi s € Lig* vzhledem k usporddanim <13°
pro které plati

(IR e Df(Lg,na+ 1))(X ={x € Lg: s*(x) € R}}).
Konecné definugme m, jako nejmensi m € w takové, Ze plati
X ={x e Ls:s,(x) € En(m, Lg,n,)}.

A ted konecné pro kazdé XY € L, definuyme X <, Y, kdyZ plati
jedna z ndsledugicich trech podminek:

1.
XGL/B/\YGLﬁ/\XQ/BY
2.
XGLB/\Y¢L,3
3.

X g LAY & Lo A[(ne <ny) V (ne =ny A sp <57 5)V
Vg =1y A Sy = Sy Ay < my

« je limitni ordinal
o=

={(#,y) € LaxLa : p(x) < p(y)V(p(z) = py) A(z,y) €< (p(z)+1))}

Tak ted mdme uspoiddané L, pomoci uspoifddani <1 pro kazdé o a pomoci
toho definujme uspoiadani pomoci <,

Definice 4.3
T <Ly <

< elnyelA(plr) <ply)V(plr)=py) A(y) € (p(z) +1))))
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Véta 4.4
L lze dobre usporddat.

Diikaz.
Pouzijeme usporadani z definice 4.3 a definice 4.2 pro kazdé = € L, pak
existuje a tak, ze x C L, a x je tedy dobfe usporadano usporadanim <1, O

Véta 4.5
Axiom konstruovatelnosti — aziom vybéru.

Diikaz.

Axiom konstruovatelnosti nam 1ikd, ze L. je celé universum a véta 4.4 nam
iikd, ze kazdou mnozinu z IL lze dobfe usporadat a tedy plati WO. Pomoci
vety 4.1 dostaneme, ze plati axiom vybéru. O
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4.2 Zobecnéna hypotéza kontinua
Definice 4.6
Definujme
|A| < |B| & ezistuje prostd funkce f f : A — B,
|A| = |B| < ezistuge bijekce f f : A — B.

Lemma 4.7

Predpokladejme platnost axiom vybéru:
Kdyz mdme funkci f z A na B, tak

|B| < |A].

Diikaz.
7 axiom vybéru mame, ze A je dobtfe uspordadana néjakou relaci R.
Definujme funkci g

g:B—> A

tak, ze g(y) je R-nejmensi prvek f~1({y}).
Kdyby ¢ nebyla prosta, tak existuje x,y pro které plati

xz#yAg(r)=g(y),

coz by z definice g znamenalo, Ze existuje ¢ takové, ze f(c) = y A f(c) = =,
coz pouzitim transitivnosti relace rovnosti dostaneme x = y, coz je spor s
predpokladem. O

Toto ted pouZijeme spolu s poznatkem z lemma 2.9 k dalsimu dikazu.

Lemma 4.8
Predpokladejme platnost axiom vyberu:

’Df(Avn” <w

Diikaz.
Definujme funkci H
H:w— Df(An),

H(m) = En(m, A, n).
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Funkce H bude na, protoze v lemma 2.9 jsme si mimojiné dokézali, Ze pro
kazdé x plati

x € Df(A,n) = (Im € w)x = En(m, A, n).
Diky predpokladu platnosti axiom vybéru pouzijeme lemma 4.7 a dostaneme

IDf(A,n)] <w.

Lemma 4.9
Predpoklddejme platnost axiom vybéru:

Al 2w = [DP(A)] = |A]

Diikaz.
Meéjme tedy axiom vybéru a |A| > w :
Pro kazdé m € w plati
|A™ = |A].

Z definice ©B(A) vime, ze
[DP(A)] < w x [A™| x [Df(A,n)|.
Pak pomoci lemma 4.8 dostaneme
DP(A)| S w x |A] x w.

Coz nam s predpokladem

Al > w
dava
[DP(A)] < [Al.
7 lemma 2.15 dostaneme
A CDP(A).
Definujme ted funkci H
H:A— DP(A),
H(a) = a.

Tato funkce H je identita na A, ktera je prosta protoze pro kazdé a,b € A

H(a) = H(b) = a =b,
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plati z definice funkce H.

Pak tedy
Al < [DB(A)].
Cifmz jsme dokdzali
Al = [DB(A)].
O
Lemma 4.10
Predpoklddejme platnost axiom vybéru, pak
IL,| = w.
Diikaz.
Vime, ze
L, = L,
a<w
Pro (Va < w) plati
ILo| <w

7 toho dostaneme, ze plati
Lo <w X w.

7 definice kardindlniho soué¢inu dostaneme

IL,| < w.
V lemma 3.18 jsme dokazali, ze
w C L.
Definujme funkci H
H:w—1L,,
H(a) = a.

Tato funkce H je identita na A, kterd je prostd, protoze pro kazdé a,b € A

plati
H(a)=H(b) —a=0b

z definice funkce H. Z toho tedy pouzitim definice 4.6 dostaneme
w < |L,|.

Timto jsme dokazali
|Lo| = w.
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Lemma 4.11
Predpoklddejme platnost axiomu vibéru:
Pak pro kazdé o > w

|Lo| = a.

Dukaz.
Transfinitni indukei pro a > w :

a=uw
Jsme dokézali v lemma 4.10.

a=p+1

Necht tedy pro viechny w < v < «

|LW| = |vl.
Tedy

]La = an(]l"ﬁ)
7 lemma 4.9 mame
[DB(Lg)| = [Lsl-

7 kardinalni aritmetiky vime

af = [5].
A konecné z toho tedy

|Lo| = a.

« je limitni ordinal rizny od w
Necht tedy pro viechny w < 8 < «

Ll = 18]

Lo = | Ls.

B<a

Vime, ze

Z indukéniho predpokladu pro (V5 < a) méame
Ls| < a.
Tedy z toho dostaneme, Ze plati

Lol < laf x [o.
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7 definice kardinalniho souc¢inu dostaneme
Lol < a.
V lemma 3.18 jsme dokéazali, ze pro kazdé o plati
a C L,.
Definujme funkci H predpisem
H:a—L,,

H(a) = a.

Tato funkce je identita na «, kterd je prosta, protoze pro kazdé a,b € A
plati
H(a)=H(b) —a=0b

z definice funkce H. Z toho tedy pouzitim definice 4.6 dostaneme
a < |Lg).

Tim jsme dokazali
ILo| = a.

Definice 4.12
o(M)=Mn On

Véta 4.13
Je tady konecénd konjunkce ¢ axiomu ZF — P+ V = L, tak Ze

VM (M je transitivni A <™ — (Loary = M)).

Diikaz.

Necht ¢ obsahuje axiomy dokazujici, Ze tu neni nejvétsi ordindl.

Méjme transitivni M a necht plati ¢™, pak o(M) je limitn{ ordindl, protoze
kdyby o(M) byl naslednik 3, tak [ je nejvétsi ordinél. o(M) = () nemuze
byt, protoze z axiomu ZF musi obsahovat ordindl .

Tedy z toho, ze o(M) je limitni ordindl dostaneme

Loon = | La.

aeM

23



4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

Meéjme
LM ={z € M : (3a(r € L,))M}.
7 absolutnosti L, dostaneme
{reM:(Fa(x e L))"} = U L.
aeM

Dohromady nédm to dava
Loy =LY

Z definice {z € M : (3a(x € L,))™} dostévame, ze plati
Loy C M.
7 axiomu konstruovatelnosti relativizovaném v M dostaneme
(Va(a € L)Y,

z ¢ehoz dostavame, ze plati
M C LO( M)-

7 toho tedy pak dostaneme
M = Loy

Definice 4.14 Mostowského kolapsujici zobrazeni
Necht R je uzkd fundovand relace na A. Definujme Mostowského kolapsugici
zobrazeni G z A, R takto:

G(z) ={G(y) :y € ANyRz}.
Mostowského kolaps M je pak mnozina
M ={G(y):y € A}.

Véta 4.15

Méjme Mostowského kolapsujici zobrazeni. Pokud R na A je extenzionalni,
tak G je jednoznacny izomorfimus na M. M je jednoznacné urcéend transti-
tiont trida.

Diikaz.

Funkce G je urcité na, protoze M definovano jako obor hodnot funkce G.

Ted budeme pokracovat ditkazem,Zze G je prostd. Dikaz povedeme sporem.
Necht mdme z jako R-nejmensi prvek pro ktery plati:

{red:(FyeA)lr#ynGly) =GX))}
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Vzhledem k extenzionalité relace R muzou nastat tyto dva piipady:

1. Méjme néjaké z € A takové, ze zRx a —zRy:
7 definice funkce G dostaneme

G(z) € G(x).

7 predpokladu méame
G(x) = G(y).

7 toho plyne, ze existuje néjaké w € A, takové ze wRy.
Z toho dostaneme, ze w # z.
Coz znamend, z je R-nejmensi prvek, coz je spor s predpokladem.

2. Druhy pripad je, ze mame a € A takové, ze aRy a ~aRx:
7 definice funkce G dostaneme

G(a) € G(y).

7 predpokladu mame
G(x) = G(y).

Z toho plyne, ze existuje néjaké b € A, takové ze bRx.
Z toho dostaneme, ze b # a.
Coz znamena, b je R-nejmensi prvek, coz je spor s predpokladem.

Ted si ovéifme vzdjemnost relaci nebo-li:
(Vz,y € A)(zRy «» G(z) € G(y)).

Tato ekvivalence plyne piimo z definice G.
Oveérme jednoznacnost G. Méjme tedy G’ splnujici podminky.
Mame tedy

(Vz,y € A)(zRy < G(z) € G(y)),

(Va,y € A)(zRy < G'(x) € G'(y)).
7 toho dostaneme

(Vz,y € A)(G(z) € Gy) < G'(x) € G'(y)).

Takze z toho mame
G=dg.

Nakonec méjme tedy M’ splnujici podminky. Z jednoznaénosti G dostaneme

M= M.
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4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

Nakonec méjme

x e M.
7 definice M pro néjaké
yeA
dostaneme
Gy) e M
Méjme ted
w e G(y).
7 definice G pro néjaké
ce A
dostaneme
G(c) =w
7 definice M tedy
w e M.
M je tedy transitivni. O

Véta 4.16
Méjme formule ¢, ..., On, tak

(VX CcL)(3A)[X c ACLA(¢o, ..., o jsou absolutni pro A,L)A

AlA] < maz(w, | X))

Diikaz.
Meéjme ¢y, ..., ¢, podmnozinové uzavieny seznam formuli.
Najdéme ted o tak, ze X C L, a podle véty 3.13 existuje 8 > a tak,
ze ¢o, ..., ¢ je absolutni pro Lg,IL. Lg je podle véty 4.4 dobfe uspoiddana
usporddanim <. Kdyz ¢; ma d; volnych formuli v, ...,y4, definujme funkci
H;

H;: Lg% — L.
Necht tedy ¢; je formule tvaru (3z)(¢;(z,y1, ..., Ya,)), Pak Hi(yi, ..., ya,) je
<-nejmensi takové x, ze pro néj plati

(El$ € Lﬁ)(QSj(z?yla ’ydz))

Pokud pro néjaké x plati

_\(31‘ € Lﬁ)(¢j($7y17 "‘7ydi))7
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4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

pak H;(y1,...,yq;) je <-nejmensi prvek Lg.
Pokud ¢; nenf existenc¢ni formule, pak H;(y1, ..., yq4,) je <-nejmensi prvek Lg.
Pro konstantu definujme H jako néjaky prvek Lg.
Definujme A jako uzévér X na funkce Hy, ..., H,.
Podle lemma 3.12 jsou ¢y, ..., ¢, absolutni pro A, L.
Pak z definice A vidime
|A] <w x |X].

7 cehoz plyne
Al < maz(w, | X]).

Lemma 4.17
Necht G je bijekce z A na M s izomorfismem pro relaci €, tak pro libovolnou
formuli ¢(xo, ..., x,)

Vg, ..., 2n € A[p(x0, ..., 20) < (G (20), ..., Glz,))M].

Dukaz. Indukcei podle slozitosti formule:

T =y:
Podle definice G a z definice relativizace dostaneme

Gy) =G(z) < y==x.

rTey:
7 izomorfismu pro relaci € a z definice relativizace méne

(z € y) & G(x) € G(y).

Necht tedy méame indukéni predpoklady
O(20, ..., ) < (G (20), ..., Gw,))M,
(20, oy ) T(G(0), ..., G(20))™.

PAT:
Podle definice 2.6 je

((20, oy T AT (20, ooy ) > (DT, vy ) AT (0, 0y 7)),

o7



4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

7 indukéniho predpokladu dostavame

(A0, ..., ) AT (0, .0y 7))
< (6(G(20), ..., G2 )M A 7(G (), .., G(n))M),

coz podle definice 2.6 je

(p(G(0), ..., G(z0)) A7 (G(20), ..., G(2))) M.

Podle definice 2.6 je
(=0, ..., T2) & (mp(zg, ..., 1)),
7 indukcéniho predpokladu dostavame
(=(, e 20) ) € (2(G(o), ..., Glaa))™),

coz podle definice 2.6 je

(=(G (o), ..., Glwa)))™.

(Fu € z)p(u, x, ...) :
Podle definice 2.6 je

(Fu(u € x A p(x0, ..., 1,)))* < (Fu € A)(u € x A p(xg, ..., 1,))™).

7 indukéniho predpokladu a definice G

(Bu € A)(u € x A p(xg, ..., n))")
< ((BG(u) € M)(G(u) € G(x) A p(G(o), ... Glxn)))M).

Véta 4.18 Necht ¢y, ..., ¢n_1 jsou sentence tak

(VX C L)[X je transitivni — IM[X C M A NA,_, (6™ < ¢)A
AM je transitioni A |M| < maz(w, | X|)]]

Diikaz.
Bez 1ijmy na obecnosti necht ¢,_; je aziom extenzionality.
V LL plati axiom extenzionality, takze podle véty 4.16 mame A pro které plati

/\(CbiA A ¢iL>‘

<n
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4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

V A plati aziom extenzionality.
Mame tedy A, € tak, ze € je extenzionalni, tizka, fundovand relace na A.
Podle véty 4.15 mame M, které je transitivni.
7 bijekce G pro M plati
| M| = |A]

7 toho tedy
| M| < mazx(w,|X]).

7 lemma 4.17 dostaneme

/\(¢iM « ¢ZL)-

<n
Nakonec si dokazme X C M:
Mejme pro libovolné z € X

G(zr) ={G(y) 1y € X Ny € z},
z transitivity X dostaneme, ze pro kazdé y € x plati
y e X.

To ndm déva, ze pro libovolné x € X muzem G(x) definovat ekvivalentné
jako
G(z) ={G(y) : y € z}.
7 ¢ehoz e-indukei ptes z plyne, ze pro kazdé x € X plati
G(x) = .

7 definice M tedy dostaneme
x e M.

Lemma 4.19
Pro libovolné o plati

(Vﬁ < a)(Lg - La).

Diikaz.
Indukei podle a:

a=10

Jedind moznost zde je, ze § muze jen (), protoze pak mame
Ly C Ly,
coz je splnéno trivialné.
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4.2 Zobecnénd hypotéza kontinua 4. Con(ZF) — Con(ZFC + GCH)

a=v+1
Necht lemma plati pro viechna 3 < 7.
Z lemma 3.3 pro L. vime ze L, je transitivni.
Pouzijeme lemma 2.15 a dostaneme

L, C Ly

Pro f < v méme
Lﬁ C L,

z tranzitivity podmnozin.

a je limitni ordinal
Plyne piimo z definice L,,.

(I
Véta 4.20
V=L—= (Vo€ On)((o«>w) = P(Ly) C La+)
Diikaz.
Necht ¢ je koneénd konjunkce axiomt z véty 4.13, pak vezméme formuli
X< sAV=1L.
Necht tedy plati V' = L a necht méjme néjaké z tak, ze
x € P(L,).
Polozme
X =L, U{z}.

Z lemma 4.11 a pravidel kardinalni aritmetiky dostaneme
| X = |a.

7 véty 4.5 vime, ze plati axiom vybéru.
Pak podle véty 4.18 dostaneme transitivni M, v kterém plati y.
Podle véty 4.13 dostaneme, ze

M = Loy
7 veéty 4.18 dale vime, ze
|M] = |af.
7 toho dostavame, ze
lo(M)| < ||,
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jinak by o(M) bylo v rozporu s lemma 4.11.
Podle lemma 4.19 dostavame

Lo(M) C Ly+.
7 véty 4.18 dale vime, ze
X CM.
Coz nam dohromady da
T € Ly+.
Tim jsme dokéazali
P(L,) C Lg+.
O
Véta 4.21
V=L (Va> w2 =R.))
Diikaz.
Necht plati V = L a mé&jme dané x > w.
Podle véty 4.20
P(LH) C L+.
7 monotonie potence mnozin a z
Kk C Ly,
coz jsme dokazali v prubéhu dukazu 3.18, dostaneme
P(r) C P(Ly).
7 transitivity podmnozin dostaneme
P(k) C L.
Podle toho existuje f, takze
feP(r) = Ly,
f) = .
Funkce f je prosta Z toho tedy pouzitim definice 4.6 dostaneme
28 < kT,
Druhda nerovnost je dusledek Cantorovy véty. A tedy dostavame
26 = kT,
O
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