
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Bc. Martin Ondru²

Zdrojové faktory index· ekonomické
svobody

Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Michal Vrabec, Csc.

Studijní program: Matematika

Studijní obor: Finan£ní a pojistná matematika

Praha 2015



Na tomto mieste by som sa rád po¤akoval Mgr. Michalovi Vrabcovi Csc. za
odborné rady a pripomienky pri písaní tejto diplomovej práce.



Prohla²uji, ºe jsem tuto diplomovou práci vypracoval(a) samostatn¥ a výhradn¥
s pouºitím citovaných pramen·, literatury a dal²ích odborných zdroj·.

Beru na v¥domí, ºe se na moji práci vztahují práva a povinnosti vyplývající ze zá-
kona £. 121/2000 Sb., autorského zákona v platném zn¥ní, zejména skute£nost,
ºe Univerzita Karlova v Praze má právo na uzav°ení licen£ní smlouvy o uºití této
práce jako ²kolního díla podle �60 odst. 1 autorského zákona.

V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dne . . . . . . . . . . . . . Podpis autora



Název práce: Zdrojové faktory index· ekonomické svobody

Autor: Bc. Martin Ondru²

Katedra: Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedoucí diplomové práce: Mgr. Michal Vrabec, Csc., Vysoká ²kola ekonomická v
Praze

Abstrakt: V rámci této práce se budeme zabývat detekcí latentních prom¥nných,
které se podílí na tvorb¥ index· ekonomické svobody. Nejprve si p°edstavíme v
sou£asnosti nejznám¥j²í indexy ekonomické svobody (IEF, EFW). Dále se podí-
váme na mnohorozm¥rnou statistickou metodu - faktorovou analýzu, kterou pou-
ºijeme k detekci latentních prom¥nných. Ukáºeme si, jaké r·zné metody odhadu
existují ve faktorové analýze a p°i jejich charakteristice se zam¥°íme p°edev²ím
na metodu hlavních faktor· a metodu maximální v¥rohodnosti. Popsané metody
následn¥ mezi sebou srovnáme pomocí analýzy EFW indexu. Na základ¥ od-
hadnutých model· budeme interpretovat zji²t¥né latentní prom¥nné. Faktorovou
analýzu provedeme v prost°edí statistických softwarových program· SPSS a R.

Klí£ová slova: index ekonomické svobody, faktorová analýza, latentná prom¥nná

Title: Factors of economical freedom indices

Author: Bc. Martin Ondru²

Department: Department of Probability and Mathematical Statistics

Supervisor: Mgr. Michal Vrabec, Csc., University of Economics, Prague

Abstract: This work discusses the detection of latent variables, which create in-
dices of economic freedom. Firstly, we present the most well-known indices of
economic freedom (IEF, EFW). Secondly, this work discusses multivariate statis-
tical method � factor analysis, which we use to detect latent variables. We show
di�erent methods of estimates in factor analysis and we focus on principal fac-
tor method. Furthermore, we compare already de�ned methods by analysing the
structure of EFW index. According to estimated models, we interpret detected
latent variables. We use statistical software SPSS and R for factor analysis of
EFW index.

Keywords: economical freedom index, factor analysis, latent variable



Názov práce: Zdrojové faktory indexov ekonomickej slobody

Autor: Bc. Martin Ondru²

Katedra: Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedúci diplomovej práce: Mgr. Michal Vrabec, Csc., Vysoká ²kola ekonomická v
Praze

Abstrakt: V rámci tejto práci sa budeme zaobera´ detekciou latentných premen-
ných, ktoré sa podie©ajú na tvorbe indexu ekonomickej slobody. Najprv si predsta-
víme v sú£asnosti najznámej²ie indexy ekonomickej slobody (IEF, EFW). �alej
sa pozrieme na mnohorozmernú ²tatistickú metódu - faktorovú analýzu, ktorú
pouºijeme na detekciu latentných premenných. Ukáºeme si, aké rôzne metódy
odhadu existujú vo faktorovej analýze a pri ich charakteristike sa zameriame pre-
dov²etkým na metódu hlavných faktorov a metódu maximálnej vierohodnosti.
Popísané metódy následne medzi sebou porovnáme na analýze EFW indexu. Na
základe odhadnutých modelov budeme interpretova´ zistené latentné premenné.
Na faktorovú analýzu EFW indexu pouºijeme ²tatistické softvéry SPSS a R.

K©ú£ové slová: index ekonomickej slobody, faktorová analýza, latentná premenná



Obsah

1 Index ekonomickej slobody 3

1.1 Index of Economic Freedom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.1 IEF index 2015 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Economic Freedom of the World Index . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.1 EFW index 2014 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Faktorová analýza 9

2.1 Motivácia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Matematický model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.1 Interpretácia faktorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.2 Nejednozna£nos´ faktorových váh . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Odhad faktorového modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.1 Metóda hlavných faktorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3.2 Metóda hlavných komponentov . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3.3 Metóda maximálnej vierohodnosti . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3.4 Metóda najmen²ích ²tvorcov . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3.5 Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov . . . . . . . . . . . 22

2.4 Faktorové skóre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4.1 Regresná metóda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Faktorová analýza EFW indexu 25

3.1 Predpoklady pre faktorovú analýzu . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.1 Overenie predpokladov faktorovej analýzy . . . . . . . . . 27

3.2 H©adanie po£tu faktorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3 Odhad faktorového modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1 Metóda hlavných faktorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.2 Metóda najmen²ích ²tvorcov . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.3 Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov . . . . . . . . . . . 45

3.4 Výber faktorového modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4.1 Analýza komunalít . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.4.2 Odhad faktorového skóre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Literatúra 55

Zoznam obrázkov 57

Zoznam tabuliek 58

1



Úvod

Ekonomická sloboda sa javí ako pomerne ²iroký a komplexný pojem. Môºme
poveda´, ºe je akousi nevyhnutnou podmienkou pre demokratický vývoj v kra-
jine. Oslobodzuje ©udí od závislosti na vláde a dovo©uje robi´ ©u¤om ich vlastné
ekonomické a politické rozhodnutia.

V sú£asnosti nieko©ko svetových in²titúcií kaºdoro£ne publikuje index eko-
nomickej slobody jednotlivých krajín sveta. Medzi najznámej²ie patria Index of
Economic Freedom, ktorý publikuje Heritage Foundation v spolupráci s Wall
Street Journal a Economic Freedom of the World Index, ktorý vydáva Fraser Ins-
titute. Oba indexy su zaloºené na tom, ºe sledujú právne, ekonomické a iné oblasti
jednotlivých krajín a tie sa následne snaºia kvanti�kova´, ako vplývajú na eko-
nomickú slobodu. Týchto sledovaných oblastí (indikátorov ekonomickej slobody)
je pomerne ve©a a £asto je obtiaºne im porozumie´. Tvorcovia indexu preto sle-
dované indikátory ¤alej zoskupujú do zrozumite©nej²ích ²ir²ích oblastí.

Ke¤ºe medzi viacerými indikátormi je £asto úzky súvis, tak môºme predpokla-
da´, ºe ich vieme vysvetli´ pomocou men²ieho po£tu nepozorovaných latentných
premenných. K ich detekcii nám vie poslúºi´ faktorová analýza, mnohorozmerná
²tatistická metóda, ktorá vznikla v oblasti psychológie. Za jej zakladate©a je pova-
ºovaný Spearman (1904), ktorý v £lánku o povahovej inteligencii navrhol hypotézu
o existencii spolo£ného faktoru - obecnej intelektuálnej schopnosti, ktorý spôso-
buje koreláciu medzi výsledkami rôznych inteligen£ných testov. Neskôr Thurstone
(1947) roz²íril Spearmanov jednofaktorový model na viacfaktorový. O ¤al²í roz-
voj sa takisto zaslúºil ²tatistik D. N. Lawley (Lawley a Maxwell (1962)), ktorý
previedol pôvodný problém získavania faktorov na problém maximálnej vierohod-
nosti.

Táto práca tak spo£íva v predstavení v sú£asnosti najznámej²ích indexov eko-
nomickej slobody. V druhej kapitole predstavíme model faktorovej analýzy, jed-
notlivé metódy odhadov faktorov, kde sa upriamime predov²etkým na metódu
hlavných komponentov a metódu maximálnej vierohodnosti. V tretej kapitole
sa uº budeme venova´ aplikácii faktorovej analýzy, kde budeme detekova´ spo-
lo£né faktory indikátorov vstupujúcich do výpo£tu indexu ekonomickej slobody.
Pozrieme sa taktieº na to, ako sa ná² ²tatistický prístup k problematike lí²í od
idealistického a intuitívneho zoskupovania indikátorov tvorcami indexu.

2



Kapitola 1

Index ekonomickej slobody

Cie©om tejto kapitoly je predstavi´ v sú£asnosti publikované dva celosvetové
indexy, ktoré slúºia na meranie ekonomickej slobody jednotlivých krajín sveta.
Týmito indexami sú:

1. Index of Economic Freedom (¤alej iba IEF)

2. Economic Freedom of the World Index (¤alej iba EFW)

E²te pred ich predstavením si zade�nujeme pojem ekonomickej slobody (pre-
vzatý z Miller (2009)).

De�nícia 1. Najvy²²ia forma ekonomickej slobody poskytuje úplné právo na vlast-
níctvo majetku, na vo©ný pohyb pracovnej sily, kapitálu a tovarov. �alej takisto
zabra¬uje nátlaku a obmedzovanie ekonomickej slobody nad rámec nevyhnutný pre
ochranu ob£anov.

1.1 Index of Economic Freedom

IEF index kaºdoro£ne publikuje Heritage Foundation v spolupráci s Wall
Street Journal od roku 1995. Ve©kým pozitívom tohto indexu je jeho aktuálnos´.
Je to dané jeho kon²trukciou, ktorá umoº¬uje tvorbu indexu na najaktuálnej²ích
dátach a hodnotení v £o najreálnej²om £ase. Výsledný index jednotlivých krajín je
ur£ený priemerom desiatich ekonomických indikátorov ekonomickej slobody (vi¤
Miller (2009)). Týmito ekonomickými indikátormi sú:

• sloboda podnika´ - právo jednotlivca otvori´ si podnikanie, spravova´ ho
prípadne zatvori´ bez zásahu ²tátu

• sloboda obchodova´ - odráºa otvorenos´ hospodárstva importova´ tovary a
sluºby z celého sveta a taktieº schopnos´ obyvate©ov pôsobi´ ako odberate©
a aj ako dodávate©

• �²kálna sloboda - sloboda jednotlivcov a podnikov ma´ príjem a iné bohat-
stvo na vlastný úºitok

• ve©kos´ ²tátnej správy - nadbyto£ná ve©kos´ ²tátnej správy má za následok
privysoké náklady
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• monetárna sloboda - nutnos´ ma´ stabilnú a spo©ahlivú menu

• sloboda investova´ - ²tátne re²trikcie na zahrani£né investície limitujú prítok
aj odliv kapitálu

• �nan£ná sloboda - zabezpe£enie bezpe£nosti a solídnosti �nan£ného systému

• vlastnícke práva - hlavným motiva£ným nástrojom v trºnej ekonómii je
sloboda akumulova´ súkromný majetok

• sloboda od korupcie - nezávislos´ od sledovania vlastných záujmnov nad
záujmami spolo£nosti

• sloboda práce - schopnos´ jednotlivcov pracova´ ko©ko chcú a kde chcú

Kaºdý jeden z týchto desiatich indikátorov sa hodnotí od 0 do 100, kde 100
predstavuje maximálnu slobodu, tj. ekonomické prostredie, ktoré je najviac ná-
pomocné k ekonomickej slobode.

1.1.1 IEF index 2015

Posledná hodnota IEF indexu je známa z roku 2015, kedy bol publikovaný
index pre 186 krajín sveta. Pre 8 krajín v²ak aspo¬ jedna hodnota z desiatich
ekonomických indikátorov nie je známa a tak pre nich nie je publikované výsledné
skóre IEF indexu. Kaºdopádne, od prvej publikácie indexu v roku 1995. kedy boli
známe hodnoty v²etkých indikátorov pre 101 krajín, je to nárast o 78 krajín.
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Obr. 1.1: Vývoj IEF indexu �eskej republiky a Slovenskej republiky

Ve©kou nevýhodou tohto indexu je, ºe dochádza k pouºívaniu dát z predo²lých
rokov, ak pre sú£asný rok potrebné dáta nie sú k dispozícii. Týmto sa index
stáva nekonzistentným a výsledné skóre je miestami skreslené. Kon²trukcia tohto
indexu je akousi "Pandorinou skrinkou", pretoºe nie je verejne k dispozícii úplný
súbor dát, na základe ktorého by sme mohli zisti´, ako sa jednotlivé indikátory
merajú, respektíve nie je známy proces ich subjektívneho ur£ovania.

Pre ilustráciu IEF indexu, obrázok 1.1 zobrazuje vývoj IEF indexu �eskej re-
publiky a Slovenskej republiky od roku 1995. Môºme vidie´, ºe IEF index �eskej
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republiky od roku 2005 rastie, £o znamená, ºe prostredie v krajine je ekonomicky
slobodnej²ie. Naopak, index Slovenskej republiky od roku 2006 mierne klesá, £o
znamená, ºe prostredie sa stáva menej slobodným. Tento pokles je zrejme spôso-
bený zhor²ujúcim sa prostredím pre investorov kvôli re²trikciám ²tátu vo£i inves-
torom.

Najvy²²ie skóre IEF indexu kaºdoro£ne dosahujú Hong Kong, Singapúr, Nový
Zéland, �vaj£iarsko a Austrália. Naopak najhor²ie skóre dosahujú predov²etkým
africké krajiny a takisto napríklad aj Ukrajina, Bolívia alebo Irán (vi¤ obrázok
1.2 prevzatý z Heritage Foundation (2015)).

Obr. 1.2: Mapa IEF indexu 2015

1.2 Economic Freedom of the World Index

V porovnaní s IEF indexom, za£al EFW index by´ publikovaný od roku 1996.
Od tohto roku ho kaºdoro£ne publikuje Fraser Institute. �alej sa EFW index
povaºuje za konzistentnej²í ako IEF index, pretoºe sa ur£uje na základe dlh²ieho
£asového rámca v porovnaní s jednoro£ným £asovým rámcom IEF indexu. Taktieº
hodnoty vstupných indikátorov nie sú ur£ované subjektívnym pozorovaním, ale
jednotlivé hodnoty sa preberajú zo svetových in²titúcií ako napríklad Svetová
banka, Medzinárodný menový fond alebo z reportov od PricewaterhouseCoopers,
PRS Group a podobne.

Do výpo£tu EFW indexu vstupuje 42 rôznych ekonomických indikátorov, kto-
rými sa meria stupe¬ ekonomickej slobody v piatich sledovaných oblastiach:

1. vládný sektor

2. právny systém a vlastnícke práva

3. mena

5



4. sloboda medzinárodného obchodu

5. regulácia

Kon²trukcia prebieha tak, ºe týchto 42 vstupných premenných sa zoskupuje
do 24 komponentov a tie následne do vy²²ie uvedených sledovaných piatich ob-
lastí. Skóre vstupných premenných sa hodnotí na ²kále od 0 do 10 a zoskupovanie
do jednotlivých komponentov respektíve sledovaných oblastí prebieha ich prieme-
rovaním.

Celková ²truktúra vstupných premenných, komponentov a sledovaných oblastí
EFW indexu vyzerá nasledovne:

1. vládny sektor

(a) vládna spotreba

(b) transféry a dotácie

(c) vládne investície

(d) najvy²²ia hrani£ná sadzba zdanenia

i. da¬ z príjmu
ii. da¬ za´aºujúca vlastníctvo majetku

2. právny systém a vlastnícke práva

(a) nezávislos´ súdnictva

(b) nestrannos´ súdov

(c) ochrana vlastníckych práv

(d) vojenský zásah do súdnictva a politiky

(e) integrita právneho systému

(f) právna vymáhate©nos´ záväzkov plynúcich zo zmlúv

(g) regula£né re²trikcie na nakladanie s nehnute©nos´ami

(h) spo©ahlivos´ polície

(i) kriminálna £innos´ v danej zemi

3. pe¬aºné slobody

(a) rast pe¬aºnej zásoby

(b) smerodajná odchýlka in�ácie

(c) in�ácia za posledný kalendárny rok

(d) sloboda vlastni´ bankový ú£et v cudzej mene

4. sloboda medzinárodného obchodu

(a) tarifné bariéry medzinárodného obchodu

i. príjem z daní za´aºujúcich medzinárodný obchod
ii. priemerná sadzba dane uvalenej na medzinárodný obchod
iii. smerodajná odchýlka daní uvalených na medzinárodný obchod
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(b) regula£né prekáºky medzinárodného obchodu

i. netarifované obchodné prekáºky
ii. náklady na dodrºanie obchodných predpisov

(c) ceny na £iernom trhu

(d) kontrola pohybu osôb a kapitálu

i. re²trikcie zahrani£ného vlastníctva a investovania
ii. kontrola kapitálu
iii. moºnos´ zahrani£ných osôb nav²tívi´ danú krajinu

5. regulácia

(a) regulácia �nan£ného trhu

i. vlastníctvo bánk
ii. sektor súkromných úverov
iii. kontrola a regulácia úrokových sadzieb

(b) regulácia trhu práce

i. regulácia minimálnej mzdy
ii. regulácia najímania a prepú²´ania pracovnej sily
iii. sila centrálneho vyjednávania a odborov
iv. predpisy stanovujúce pracovnú dobu
v. náklady na prepustenie pracovníka
vi. odvody ²tátu za najímanie pracovnej sily

(c) regulácia podnikate©skej sféry

i. administratívne obmedzenia
ii. náklady na byrokraciu
iii. zaloºenie podnikania
iv. miera korupcie a extra platby za zvýhod¬ovanie oproti ostatným
v. licen£né zákony
vi. náklady na dodrºiavanie da¬ových predpisov

1.2.1 EFW index 2014

Posledná známa hodnota EFW indexu je z roku 2014, kedy Fraser Institute
publikoval skóre EFW indexu pre 153 krajín na základe dát z roku 2012. Podobne
ako pri IEF indexe, nie sú známe v²etky hodnoty indikátorov pre v²etky krajiny.
Kompletné hodnoty indikátorov má 101 krajín. Popredné miesta opä´ obsadili
ázijské krajiny Hong Kong a Singapúr, ¤alej Nový Zéland, �vaj£iarsko a taktieº
Maurícius. Najhor²ie skóre EFW indexu dosahujú znovu africké krajiny a takisto
napríklad Argentína, Venezuela £i Ekvádor (vi¤ obrázok 1.3 prevzatý z Fraser
Institute (2015)).

Pre ilustráciu EFW indexu je na obrázku 1.4 opä´ zobrazený vývoj hodnoty
indexu pre Slovenskú republiku a �eskú republiku. V porovnaní s vývojom IEF
indexu v 1.1 vidíme, ºe hodnota indexu pre Slovenskú republiku neklesá, ale
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Obr. 1.3: Mapa EFW indexu 2014
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Obr. 1.4: Vývoj EFW indexu �eskej republiky a Slovenskej republiky

naopak mierne stúpa, zatia© £o index �eskej republiky zaznamenal za posledné
roky mierny pokles.

Tento súbor dát bude ¤alej pre ú£ely tejto diplomovej práce k©ú£ový, pre-
toºe si na ¬om ukáºeme pouºitie mnohorozmernej ²tatistickej metódy na ur£enie
zdrojových faktorov týchto indikátorov.
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Kapitola 2

Faktorová analýza

Táto kapitola je venovaná faktorovej analýze, ktorá sa radí medzi mnoho-
rozmerné ²tatistické metódy. V prvej podkapitole ukáºeme, aká motivácia stojí
za pouºitím faktorovej analýzy a mnohorozmerných ²tatistických metód vo v²e-
obecnosti. Druhá podkapitola uº bude pojednáva´ o samotnom ²tatistickom a
matematickom pozadí jej pouºitia.

2.1 Motivácia

Motiváciu vyuºitia faktorovej analýzy si môºme ilustrova´ na jednoduchom
príklade z Hurt (2014). Majme súbor dát s ôsmimi morfologickými charakteristi-
kami £loveka, ako sú vý²ka, rozpätie rúk, d¨ºka predlaktí, d¨ºka nôh, váha, obvod
stehna, obvod hrudi a ²írka hrudi. Z biologickej stavby £loveka je zjavné, ºe medzi
pozorovanými charakteristikami bude silná pozitívna kolerácia, ako napríklad, ºe
vy²²í £lovek bude ma´ vä£²ie rozpätie rúk resp. dlh²ie nohy a tak ¤alej. Môºme tak
predpoklada´, ºe týchto osem charakteristík dostato£ne vysvet©uje men²í po£et
faktorov ako napríklad obecný faktor vzrastu a obecný faktor ²írky £loveka.

Dostávame sa tak k cie©u faktorovej analýzy, ktorým je popísa´ pozorované
premenné pomocou men²ieho po£tu latentných premenných, tzv. faktorov, ktoré
uº £asto nie sú priamo merate©né. Inak povedané, cie©om je zredukova´ dimenzi-
onalitu dát na základe kovarian£nej ²truktúry dát a vysvetli´ tým vz´ahy medzi
pozorovanými premennými.

Faktorová analýza má tak bohaté uplatnenie £i uº v sociológii (meranie po-
litickej orientácie na základe zodpovedaných otázok), psychológii (úsudok o ver-
bálnej a matematickej inteligencii na základe zodpovedaných otázok) a v iných
odvetviach.

2.2 Matematický model

Na základe motiva£ného príkladu z predo²lej podkapitoly tak vidíme hlavný
rozdiel medzi faktorovou analýzou a ²tandardnou metódou hlavných komponen-
tov pre zredukovanie dimenzionality dát. Zatia©, £o u metódy hlavných kom-
ponentov sa pozorované premenné agregujú do komponentov, tak u faktorovej
analýzy sú faktory latentnými premennými, ktoré zaprí£i¬ujú kovarian£nú ²truk-
túru medzi pozorovanými premennými. �alej sa v tejto práci uº metóde hlavných
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komponentov venova´ nebudeme a preto tento model nechávame bez matematic-
kého zade�novania.

V tejto podkapitole si predstavíme model faktorovej analýzy, ktorého základné
princípy sú zhrnuté v Hebák a kol. (2004), prípadne v Härdle (2007). Nech X =
(X1, X2,...,Xp)

T je p-rozmerný vektor pozorovaných premenných. Nech ¤alej Σ
je kovarian£ná matica vektoru X de�novaná ako

Σ =


V arX1 Cov(X1,X2) · · · Cov(X1,Xp)

Cov(X1,X2) V arX2 · · · Cov(X2,Xp)
...

... . . . ...
Cov(X1,Xp) Cov(X2, Xp) · · · V arXp

 .

Bez ujmy na obecnosti predpokladajme, ºe EXj = 0 pre j = 1,2,...,p. Inak
by sme ¤alej miesto X uvádzali X − µ, kde µ by bol vektor stredných hodnôt
pozorovaný premenných Xj, EXj = µj.

Faktorová analýza slúºi na vysvetlenie vzájomnej lineárnej závislosti pozorova-
ných premenných Xj pomocou obecných faktorov f1,...,fq a ²peci�ckých faktorov
ε1,...,εp, ktoré zas zachytávajú rozptyl jednotlivých pozorovaných premenných.
Tieto ²peci�cké faktory môºme tieº nazva´ ako reziduálne zloºky. Cie©om fakto-
rovej analýzy sú v²ak predov²etkým obecné faktory, ktorých po£et q chceme, aby
bol omnoho men²í ako po£et p pozorovaných premenných(q << p), ale na druhej
strane aby po£et obecných faktorov stále dostato£ne dobre vysvet©oval závislos´
medzi pozorovanými premennými. Matematický model tak môºme zapísa´ v tvare

Xj =

q∑
r=1

λjrfr + εj, j = 1,...p

alebo podobne sústavou rovníc

X1 =λ11f1 + λ12f2 + · · ·+ λ1qfq + ε1

X2 =λ21f1 + λ22f2 + · · ·+ λ2qfq + ε2
...

Xp =λp1f1 + λp2f2 + · · ·+ λpqfq + εp

alebo v maticovom tvare

X = Λf + ε (2.1)

Koe�cienty λjk sa nazývajú faktorové váhy j-tej pozorovanej premennej u k-teho
faktoru, kde k = 1,2,...,q a Λ(p×q) je matica týchto váh a f je q-rozmerný vektor
obecných faktorov f1,..,fk, respektíve ε je p-rozmerný vektor ²peci�ckých faktorov
ε1,...,εp. Predpokladáme, ºe matica Λ má hodnos´ q.
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�al²ími predpokladmi pre nepozorovate©né náhodné vektory f a ε sú:

Ef = 0

V arf = EffT = I(q)
Eε = 0 (2.2)

V ar ε = EεεT = Ψ = diag(Ψi), kde V ar εi = Ψi

Cov(f , ε) = EfεT = O

O obecných faktoroch teda predpokladáme, ºe sú centrované, nekorelované
a ²tandardizované. O ²peci�ckých faktoroch zas predpokladáme, ºe majú nu-
lovú strednú hodnotu, sú vzájomne nekorelované a ºe sú taktieº nekorelované s
obecnými faktormi. V²eobecný faktorový model spolo£ne s týmito predpokladmi
nazývame ortogonálny faktorový model.

Na základe týchto predpokladov vyplýva, ºe kovarian£nú maticu Σ vieme vy-
jadri´ v tvare

Σ = E(XXT ) = E[(Λf + ε)(Λf + ε)T ] = ΛE(ffT )ΛT + E(εεT ) = ΛΛT + Ψ
(2.3)

Z 2.3 tak plynie, ºe

V arXj = σ2
j =

q∑
k=1

λ2
jk + Ψj

Cov(Xj, Xl) = σjl =

q∑
k=1

λjkλlk, kde j 6= l

Diagonálne prvky matice ΛΛT

h2
j =

q∑
k=1

λ2
jk = σ2

j −Ψj

sa nazývajú komunality premenných a prvky Ψj ²peci�cké rozptyly pozoro-
vaných premenných. Komunalita premennej Xj vyjadruje tú £as´ jej rozptylu,
ktorá je vysvetlená pôsobením obecných faktorov a zostávajúcu £as´ rozptylu
tvoria ²peci�cké (chybové) rozptyly.

Pretoºe ¤alej platí, ºe

E(XfT ) = E((Λf + ε)fT ) = ΛE(ffT ) + E(εfT ) = Λ

tak parametre λjk predstavujú kovarianciu j-tej pozorovanej premennej s k-
tym obecným faktorom.

Úlohou faktorovej analýzy je tak na základe kovarian£nej matice pozorova-
ných premenných Σ nájs´ jej rozklad daný rovnicou 2.3 s omedzením, ºe Ψ je
diagonálna a q je malé. Pri tvorbe modelu faktorovej analýzy v²ak vzniká nieko©ko
problémov:

1. identi�kovate©nos´ modelu

2. odhad parametrov modelu, tj. matíc Λ a Ψ

3. odhad hodnôt jednotlivých faktorov a ich interpretácia
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2.2.1 Interpretácia faktorov

Predpokladajme, ºe sme na²li faktorový model s q obecnými faktormi, ktorý
sp¨¬a predpoklady 2.2. Chceme tak vysvetli´, £o tieto nájdené faktory predsta-
vujú. Ako najjednoduch²í spôsob pre interpretáciu sa javí, ºe sa pozrieme na ko-
varian£nú ²truktúru medzi pozorovanými premennými Xj a obecnými faktormi
fk. Tým dostaneme korela£nú maticu RXf a na jej základe ich uº budeme vedie´
interpretova´.

Kovarian£ná matica medzi X a f má z predpokladov 2.2 tvar

ΣXf = E(Λf + ε)fT = Λ.

Korela£ná matica RXf je tak ¤alej v tvare

PXf = D−
1
2 Λ

,
kde D = diag(σ2

1, σ
2
2,..., σ

2
p).

Pre ilustráciu interpretácie obecných faktorov sa môºme vráti´ k motiva£nému
príkladu z Hurt (2014), kde sa meralo osem morfologických premenných £loveka
a tieto premenné sme chceli vysvetli´ men²ím po£tom latentných premenných.
Ako výsledok sme dostali nasledujúcu tabu©ku.

Pozorovaná premenná
Faktorové váhy
1. 2.

Vý²ka 0,86 -0,33
Rozpätie rúk 0,85 -0,41
D¨ºka predlaktí 0,81 -0,41
D¨ºka nohy 0,82 -0,34

Váha 0,75 0,56
Obvod stehna 0,64 0,51
Obvod hrudi 0,56 0,49
�írka hrudi 0,62 0,37

Tabu©ka 2.1: Faktorové váhy morfologických premenných

Vidíme, ºe faktorové váhy v²etkých premenných u prvého faktoru sú pomerne
ve©ké a majú rovnaké znamienko. To ukazuje na dôleºitos´ prvého faktoru a vzh©a-
dom k vecnému významu ho moºno povaºova´ za obecný faktor rastu. Ak sa ¤alej
pozrieme na faktorové váhy u druhého faktoru, tak vidíme, ºe nadobúda kladné
aj záporné hodnoty. Pozitívna korelácia je s váhou, obvodom stehna, obvodom
hrudi a ²írkou hrudi, teda s premennými, charakterizujúcimi hrúbku tela. Naopak,
negatívna korelácia je s vý²kou, rozpätím rúk, d¨ºkou predlaktí a d¨ºkou nohy,
teda s premennými charakterizujúcimi urastlos´ £loveka. Druhý obecný faktor tak
vzh©adom k vecnému významu moºno nazva´ faktorom typu tela.

2.2.2 Nejednozna£nos´ faktorových váh

Predtým ako si ukáºeme problém nejednozna£nosti faktorových váh, tak si
zade�nujeme pojem ortogonálnej matice.
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De�nícia 2. Nech Q(n×n) je reálna ²tvorcová matica, n ∈ N. Povieme, ºe matica
Q je ortogonálna, ak jej transponovaná matica je sú£asne maticou inverznou, tj.
platí QT = Q−1.

Z de�nície 2 tak plynie, ºe QTQ = In a pre ©ubovolný vektor y ∈ Rn platí:
(Qy)T (Qy) = yTy.

Predpokladajme teda, ºe Q(q×q) je reálna ortogonálna matica. Potom X v 2.1
môºme vyjadri´ aj ako:

X = (ΛQ)(QTf) + ε. (2.4)

Z 2.4 tak vyplýva, ºe ak sme na²li faktorový model s maticou faktorových váh
Λ a q-rozmerným vektorom obecných faktorov f , tak potom existuje iný fakto-
rový model s maticou faktorových váh ΛQ a q-rozmerným vektorom obecných
faktorov QTf .

De�nícia 3. Nech f je q-rozmerný vektor obecných faktorov ortogonálneho fak-
torového modelu, sp¨¬ajúci podmienky 2.2 a nech Q(q×q) je ortogonálna matica.
Potom prenásobenie vektora f maticou Q nazývame rotáciou systému osí.

Tento fakt nejednozna£nosti faktorových váh je podstatný pri ich interpretá-
cii, pretoºe vhodnou rotáciou vieme dosta´ maticu faktorových váh ΛQ =

(
λ̈ij

)
,

ktoré vieme ©ah²ie interpretova´. Ako sme skôr ukázali, ºe faktorové váhy vy-
jadrujú koreláciu medzi faktormi a pôvodnými pozorovanými premennými, tak
rotáciou chceme docieli´, aby kaºdý faktor vysoko pozitívne (negatívne) koreloval
s istou skupinou pozorovaných premenných a so zvy²nými pozorovanými pre-
mennými nekoreloval (ideálne nulová korelácia). Moºno tak poveda´, ºe obecným
ú£elom rotácie je vä£²ie faktorové váhy zvä£²i´ a men²ie faktorové váhy zmen²i´.
Existuje nieko©ko rota£ných metód:

• Varimax

Rota£ná metóda Varimax je tzv. rozptyl maximalizujúca rotácia, ktorá mi-
nimalizuje po£et premenných, ktoré majú vysoké faktorové váhy s jednot-
livými faktormi. Ú£elová funkcia je daná sú£tom mierok rozptýlenosti váh
jednotlivých faktorov. Táto mierka je rovná empirickému rozptylu kvad-
rátov príslu²ných faktorových zá´aºí, tj. mierka rozptýlenosti váh r-tého
faktoru je v tvare:

s2
r =

1

p

p∑
j=1

(
λ̈2
jr

)2

− 1

p2

(
p∑

j=1

λ̈2
jr

)2

.

Sumárna ú£elová funkcia, ktorú chceme maximalizova´, je tak v tvare

max
Q

q∑
r=1

s2
r
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• Quartimax

Rotácia Quartimax maximalizuje rozptyl kvadrátov faktorových váh pre
jednotlivé pozorované premenné (riadky matice ΛQ), tj. mierka rozptýle-
nosti váh pre r-tú pozorovanú premennú je v tvare

s2
r =

1

q

q∑
j=1

(
λ̈2
rj

)2

.

Ú£elová funkcia je tak ¤alej v tvare

max
Q

p∑
r=1

s2
r.

• Equamax

Rotácia Equamax je kombinácia metód Varimax a Quartimax. Je pri nej
minimalizovaný po£et premenných, ktoré majú vysoké faktorové váhy s kaº-
dým spolo£ným faktorom a taktieº po£et faktorov, ktoré sú potrebné pre
vysvetlenie pozorovaných premenných.

Treba poznamena´, ºe vzh©adom k podmienkam 2.2, kedy uvaºujeme orto-
gonálny faktorový model, tak rotácia faktorov, ktorá bola doposia© predstavená
sa nazýva ortogonálna rotácia. Existuje totiº e²te kosouhlá (²ikmá) rotácia, ktorá
pripú²´a korelovanos´ faktorov. Je menej pouºívaná ako ortogonálna rotácia, ale
jej pouºitie niekedy lep²ie odpovedá realite. Typickými ²ikmými rotáciami sú
Oblimin a Promax. V tejto diplomovej práce budeme predov²etkým pracova´ s
ortogonálnym faktorovým modelom, tak len pripomenieme, ºe Promax je výpo£-
tovo rýchlej²ie metóda a je tak vhodnej²ia pre ve©ké súbory dát.

Typickým postupom pre eliminovanie nejednozna£nosti faktorových váh je
zavedenie dodato£ných obmedzení pre matice Λ a Ψ. Chceme teda, aby

ΛTΨ−1Λ bola diagonálna (2.5)

alebo aby

ΛTD−1Λ bola diagonálna. (2.6)

Pretoºe cie©om faktorovej analýzy je odhadnú´ matice Λ(p×q), ktorá má pq
parametrov a Ψ(p×p), ktorá je diagonálna a má p parametrov, tak celkovo odha-
dujeme pq+ p parametrov. Podmienky 2.5 respektíve 2.6 na diagonálnos´ matice
tak priná²ajú 1

2
q (q − 1) obmedzení. Preto po£et stup¬ov volnosti v modeli s q

faktormi je
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d = (# parametrov Σ bez obmedzení)− (# parametrov Σ s obmedzeniami)

=
1

2
p (p+ 1)−

(
pq + p− 1

2
q(q − 1)

)
=

1

2
(p− q)2 − 1

2
(p+ q).

Môºu nasta´ tri situácie:

• d < 0 - model je neur£itý a existuje nekone£ne ve©a rie²ení vz´ahu 2.1.
Táto moºnos´ nastáva v prípade, ºe po£et parametrov vo faktorovom modeli
je vä£²í ako po£et parametrov v pôvodnom modeli, alebo v prípade, ºe
po£et faktorov q nie je dostato£ne malý relatívne k po£tu pozorovaných
premenných p

• d = 0 - existuje jedine£né rie²enie vz´ahu 2.1 (okrem rotácií)

• d > 0 - naj£astej²í prípad, ktorý vzniká. Konkrétne a jedine£né rie²enie
neexistuje, pretoºe je viac rovníc ako odhadovaných parametrov. Preto sa
h©adajú pribliºné rie²enia.

Je teda vidie´, ºe po£et stup¬ov vo©ností vo faktorovom modeli hrá dôleºitú
úlohu, pretoºe nám dáva informáciu o maximálnom po£te obecných faktorov q,
ktoré môºu dostato£ne dobre vysvetli´ pozorované premenné.

2.3 Odhad faktorového modelu

V tejto podkapitole si ukáºeme jednotlivé metódy odhadu faktorového mo-
delu. Znamená to nájs´ odhad Λ̂ matice faktorových váh Λ a odhad Ψ̂ matice
²peci�ckých rozptylov Ψ a tým dosta´ h©adaný faktororový model. Ak ozna£íme
S ako výberovú kovarian£nú maticu pozorovaných premennýchX, tj. S je odhad
kovarian£nej matice Σ, tak

S = Λ̂Λ̂T + Ψ̂

Ak teda máme odhad Λ̂, tak odhad Ψ̂j j-teho ²peci�ckého rozptylu môºme
poloºi´ ako

Ψ̂j = sjj +

q∑
k=1

λ̂2
jk,

kde sjk je odhad kovariancie pozorovaných premenných Xj a Xk. V ideálnom
prípade (d = 0) dostávame presné rie²enie faktorového modelu. V modeli s viac
stup¬ami vo©nosti v²ak toto presné rie²enie nedostaneme a musíme sa pokúsi´
vhodne aproximova´ maticu S odhadmi Λ̂ a Ψ̂.
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2.3.1 Metóda hlavných faktorov

Pred predstavením metódy hlavných faktorov si zade�nujeme dôleºité pojmy
pre pouºitie tejto metódy.

De�nícia 4. Nech A(n×n) je ²tvorcová matica, kde n ∈ N. Ak existuje vektor
y ∈ Rn 6= 0 sp¨¬ajúci

Ay = λy,

kde λ je nejaký skalár. Potom skalár λ nazveme vlastným £íslom matice A a
vektor y nazveme príslu²ným vlastným vektorom.

Veta 1. Nech A(n×n) je ²tvorcová matica s n lineárne nezávislými vlastnými vek-
tormi yi, i = 1,...,n, kde n ∈ N. Potom matica A môºe by´ rozloºená ako

A = Y ΛY −1, (2.7)

kde Y(n×n) je ²tvorcová matica, ktorej i-ty st¨pec je vlastný vektor yi a Λ je dia-
gonálna a na diagonále má príslu²né vlastné £ísla matice A. Vz´ah 2.7 nazývame
spektrálnym rozkladom matice A.

Veta 2. Nech A(n×n) je ²tvorcová symetrická matica, kde n ∈ N. Potom matica
A môºe by´ rozloºená ako

A = Y ΛY T , (2.8)

kde Y(n×n) je ortogonálna matica, ktorej i-ty st¨pec je vlastný vektor yi matice
A a Λ je diagonálna a na diagonále má príslu²né vlastné £ísla matice A. Vz´ah
2.8 nazývame spektrálnym rozkladom symetrickej matice A.

Dôkazy viet 1 a 2 je moºné nájs´ v Bican (2009).
Metóda hlavných faktorov sa zameriava miesto kovarian£nej matice Σ na de-

kompozíciu korela£nej matice R pozorovaných premenných X. Nech teda

R = ΛΛT + Ψ (2.9)

Diagonálne prvky matice R tak vyzerajú ako:

1 =

q∑
r=1

λ2
ir + Ψi, , i = 1,...,p.

Motiváciou pre pouºitie tejto metódy je, ºe ak poznáme maticu Ψ, tak potom
z obmedzenia 2.6 na diagonalitu vyplýva, ºe st¨pce matice Λ tvoria ortogonálne
vektory a teda, ºe sú vlastnými vektormi matice ΛΛT = R − Ψ. Pred tým
ako sa dostaneme k algoritmu, ktorý pouºíva táto metóda, zade�nujeme si ¤al²í
potrebný pojem a lemmu.

De�nícia 5. Nech A(n×n) je ²tvorcová matica, kde n ∈ N. Povieme, ºe matica A
je pozitívne semide�nitná, ak pre kaºdý vektor y ∈ Rn 6= 0 platí, ºe yTAy ≥ 0.
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Lemma 3. Nech A(n×n) je pozitívne semide�nitná matica, n ∈ N. Potom∥∥A− yyT
∥∥2 ≥ ‖A‖2 − λ1

2, ∀y ∈ Rn, pri£om rovnos´ nastáva pre y =
√
λ1y1,

kde λ1 je najvä£²ie vlastné £íslo matice A a y1 je príslu²ný vlastný vektor.

Dôkaz tejto lemmy je moºné nájs´ v Hurt (2014).
Dôsledkom tejto lemmy je, ºe najlep²ou aproximáciou pozitívne semide�nit-

nej matice A maticou hodnosti jedna je λ1y1y
T
1 . resp. maticou hodnosti dva je

λ1y1y
T
1 + λ2y2y

T
2 a tak ¤alej, kde λ2 je druhé najvä£²ie vlastné £íslo matice A.

�iºe, ak predpokladáme, ºe prvých q vlastných £ísiel je pozitívnych, tak potom
môºme ur£i´ maticu Λ spektrálnym rozkladom v 2.7 matice ΛΛT a q by bolo po£et
faktorov. V praxi sa £asto pouºíva Kaiserovo kritérium a q sa volí tak, aby λq ≥ 1
a λq+1 < 1. My²lienkou tohto kritéria je, ºe pozorované premenné sú vä£²inou
²tandardizované a tak porovnávame rozptyl faktorov (príslu²né vlastné £ísla) s
hodnotou 1. Do faktorovej analýzy sú tak zahrnuté tie faktory, ktorých rozptyl je
vä£²í ako 1.

Hoci je toto kritérium ve©mi jednoduché, tak pri rozhodovaní o po£te faktorov
je neefektívne, problematické a jeho pouºitie sa neodporú£a. Fabrigar a kol. (1999)
zhrnul tri problémy, ktoré pri pouºívaní Kaiserovho kritéria môºu vzniknú´.

1. Kaiserovo kritérium bolo pôvodne navrhnuté pre inú mnohorozmernú ²ta-
tistickú analýzu a to analýzu hlavných komponentov, kde sa brali vlastné
£ísla z korela£nej matice, ktorá má na diagonále jednotky. V prípade fak-
torovej analýzy, metódy hlavných faktorov, v²ak na diagonále redukovanej
korela£nej matice uº nie sú jednotky, ale odhady komunalít pozorovaných
premenných.

2. Kritérium taktieº môºe vies´ k ©ubovo©ným rozhodnutiam, pretoºe naprí-
klad nedáva zmysel, ak sa rozhodneme zahrnú´ faktor s vlastným £íslom
1,01 a na druhej strane v inom modeli faktor s vlastným £íslom 0,99 uº
vylú£ime.

3. Posledným problémom je, ºe na základe simula£ných ²túdií, toto kritérium
ukázalo, ºe má tendenciu nadhodnocova´ po£et faktorov a v niektorých
prípadoch ich dokonca podhodnocova´ (vi¤ Zwick (1986)).

Populárnou sú£asnou metódou pre ur£enie po£tu faktorov je Cattelov sutinový
test (vi¤ Cattell (1966)), ktorý zah¯¬a vizuálne preskúmanie gra�ckej reprezen-
tácie vlastných £ísiel. V tejto metóde sú taktieº vlastné £ísla zoradené zostupne
a sú spojené £iarou. H©adá sa bod, v ktorom dochádza k poslednému výraznému
skoku, inak povedané, kde sa táto £iara ustáli. Pod©a tejto metódy tento bod roz-
de©uje dôleºité a podstatné faktory od tých menej dôleºitých. Problémom je v²ak
opä´ subjektivita metódy, pretoºe neexistuje ºiadna objektívna de�nícía tohto
limitného bodu medzi dôleºitými faktormi a faktormi, ktoré sú uº bezvýznamné.
Treba v²ak poznamena´, ºe tento test sa ukázal na základe ²túdií (Zwick (1986)),
ºe je viac presný a menej premenlivý ako Kaiserovo kritérium.

Pod©a ²túdií (Humphreys a Montanelli (1975) a Zwick (1986)) je v²ak pa-
ralelná analýza najpresnej²ou metódou pre rozhodnutie po£tu faktorov. Táto
metóda je najmenej premenlivá a najmenej citlivá na po£et faktorov. Metódu
paralelnej analýzy navrhol John L. Horn (vi¤ Horn (1965)), ktorý porovnával po-
zorované vlastné £ísla extrahované z korela£nej matice s vlastnými £íslami, ktoré
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by sme dostali z náhodného výberu z normálneho rozdelenia. Z výpo£tového h©a-
diska tak ide o Monte-Carlo simuláciu, kde o£akávané vlastné £ísla dostaneme
simuláciou náhodného výberu z normálneho rozdelenia, ktorého ve©kos´ je rov-
naká ako pozorované premenné v zmysle po£tu pozorovaní a po£tu premenných.
Pôvodne sa faktor povaºoval za dôleºitý, ak jeho kore²pondujúce vlastné £íslo je
vä£²ie ako stredná hodnota vlastného £ísla obdrºaného z náhodného výberu. V
sú£asnosti sa v²ak odporú£a pouºi´ vlastné £íslo, ktoré odpovedá danému kvantilu
(naj£astej²ie 95% kvantilu) odvodeného z náhodného výberu (Glorfeld (1995)).

Dostávame sa tak ¤alej k algoritmu metódy hlavných faktorov. Tento algo-
ritmus pozostáva z troch krokov:

1. odhad komunalít

2. odhad faktorových váh (odhad Λ)

3. prípadné iterácie krokov 1 a 2

V popise algoritmu budeme ozna£ova´ vlastné £ísla γ miesto zauºívaného
znaku λ kvôli tomu, ºe uº týmto znakom zna£íme faktorové váhy.

1. odhad komunalít
Na odhad komunalít ĥ2

j sa vyuºívajú dva prístupy:

(a) odhad komunalít ĥ2
j je rovný druhej mocnine koe�cientu mnohoná-

sobnej korelácie pozorovanej premennej Xj s pozorovanými premen-
nými Xk, kde k 6= j. To znamená, ºe ĥ2

j = 1 − Ψ̂j = ρ2(Xj,Wβ̂),
kde W = (Xk)k 6=j a β̂ je OLS odhad lineárnej regresie Xj na W :
Xj = Wβ + ν.

(b) odhad komunalít ĥ2
j = max

k 6=j
|rjk|, kde rjk = corr(Xj,Xk)

2. odhad faktorových váh (odhad Λ)
Pri odhade faktorových váh si vezmeme redukovanú korela£nú maticu R̂ =
R−Ψ̂. Táto matica tak má na diagonále miesto jednotiek, hodnoty 1−Ψ̂j, tj
odhady komunalít. H©adáme tak rozklad R̂ = ΛΛT . Z vety 2 o spektrálnom
rozklade symetrickej matice tak máme

R− Ψ̂ =

p∑
k=1

γkyky
T
k (2.10)

s vlastnými £íslami γ1 ≥ ··· ≥ γp a príslu²nými vlastnými vektormi y1,...,yp.
Matica R̂ nemusí by´ vºdy pozitívne semide�nitná a teda aspo¬ jedno
vlastné £íslo môºe by´ záporné. Predpokladajme, ºe máme q vlastných £isiel,
ktoré sú pozitívne. Potom z lemmy 3 máme

λ̂k =
√
γkyk, k = 1,...,q.

tj. maticovo
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Λ̂ = Y Γ
1
2 ,

kde

Y = (y1,...,yq) a Γ = diag(γ1,..., γq)

3. prípadné iterácie krokov 1 a 2
V tomto kroku algoritmu poloºíme odhad ²peci�ckých rozptylov Ψj ako

Ψ̂j = 1−
q∑

k=1

λ̂2
jk, j = 1,...,p.

Z tohto odhadu vieme ¤alej ur£i´ nové odhady komunalít ˆ̂
h2
j , nový odhad

redukovanej korela£nej matice ˆ̂
R a nový odhad matice faktorových váh

ˆ̂
Λ. Algoritmus ukon£íme vtedy, ak hodnoty Ψ̂j za£nú konvergova´ k istej
hodnote.

2.3.2 Metóda hlavných komponentov

Zvlá²´ prípadom metódy hlavných faktorov je faktorové rie²enie metódou
hlavných komponentov. Metóda hlavných komponentov za£ína odhadom Λ̂ ma-
tice faktorových váh Λ. Z vety 2 o spektrálnom rozklade symetrickej matice vieme
rozloºi´ výberovú kovarian£nú maticu S ako S = Y ΓY T . Potom opä´ môºme od-
hadnú´ maticu Λ pomocou prvých q vlastných vektorov

Λ̂ =
[√
γ1y1,...,

√
γqyq

]
Odhad ²peci�ckých rozptylov potom tvorí diagonála matice S − Λ̂Λ̂T , tj.

Ψ̂i = sii −
∑q

k=1 λ̂
2
ik, i = 1,...,q.

2.3.3 Metóda maximálnej vierohodnosti

Pouºitie metódy maximálnej vierohodnosti vyºaduje od p-rozmerného vektora
pozorovaných premenných mnohorozmerné pravdepodobnostné rozdelenie.

De�nícia 6. Nech Y = (Y1,...,Yp)
T , kde Yi ∼ N (0,1) sú nezávislé. Nech ¤alej

A(n×p) je matica a µ ∈ Rn je pevný vektor. Náhodný vektor de�novaný ako
X = AY + µ potom má n-rozmerné normálne rozdelenie s parametrami µ a Σ,
kde Σ = AAT . Zna£íme X ∼ Nn(µ,Σ).

Predpokladajme tak, ºe X ∼ Np(µ,Σ). Majme ¤alej N pozorovaní vektora
X. Ozna£me ich x1,...,xN . Ak vyjdeme zo znalosti, ºe hustota X vzh©adom k
Lebesguovej miere na Rp má tvar
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fX(x) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
e−

1
2

(x−µ)T Σ−1(x−µ) prex ∈ Rp,

tak vierohodnostná funkcia L(X;µ; Σ) bude ma´ tvar

L(X;µ; Σ) =
N∏
i=1

f(xi;µ,Σ)

=
1

(2π)Np/2

1

|Σ|N/2
exp

(
−

N∑
i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)/2

)
.

Zlogaritmovaním dostávame logaritmickú vierohodnostnú funkciu v tvare

`(X;µ,Σ) = −Np
2
log(2π)− N

2
log(|Σ|)− 1

2

(
N∑
i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ)

)
.

(2.11)

Pretoºe ¤alej platí, ºe

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ) = (xi − x)TΣ−1(xi − x) + (x− µ)TΣ−1(x− µ)

+ 2(x− µ)TΣ−1(xi − x),

tak s£ítaním tohoto výrazu cez i = 1,...,N dostávame

N∑
i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ) =
N∑
i=1

(xi − x)TΣ−1(xi − x) +N(x− µ)TΣ−1(x− µ).

(2.12)

Pretoºe zjavne platí, ºe

(xi − x)TΣ−1(xi − x) = tr{(xi − x)TΣ−1(xi − x)}
= tr{Σ−1(xi − x)(xi − x)T}

tak môºme ¤alej výraz 2.12 rozpísa´ ako

N∑
i=1

(xi − µ)TΣ−1(xi − µ) = tr

{
Σ−1

N∑
i=1

(xi − x)(xi − x)T

}
+

+N(x− µ)TΣ−1(x− µ)

= tr
{

Σ−1NS
}

+N(x− µ)TΣ−1(x− µ) (2.13)

Dosadením 2.13 do 2.11 dostávame
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`(X;µ,Σ) = −Np
2
log(2π)− N

2
log(|Σ|)− N

2
tr{Σ−1S}+

+
N

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

= −N
2

[
p log(2π) + log(|Σ|) + tr{Σ−1S} − (x− µ)TΣ−1(x− µ)

]
.

Pre konzistentný a nestranný odhad µ̂ = x dostávame

`(X; µ̂,Σ) = −N
2

[
log(|(2π)pΣ|) + tr{Σ−1S}

]
. (2.14)

Nahradením Σ = ΛΛT + Ψ vo výraze 2.14 dostávame

`(X; µ̂,Λ,Ψ) = −N
2

[
log{|(2π)p(ΛΛT + Ψ)|}+ tr{(ΛΛT + Ψ)−1S}

]
. (2.15)

Nájdenie matíc Λ a Ψ maximalizujúce 2.15 v²ak vôbec nie je jednoduché a je
potrebné pouºi´ iteratívne numerické algoritmy.

Metóda maximálnej vierohodnosti taktieº umoº¬uje testova´ hypotézu, £i q-
faktorový model je vhodný pre vysvetlenie napozorovanej kovarian£nej ²truktúry
pozorovaných premenných. Testovaná hypotéza má tvar

H0 : Σ = ΛΛT + Ψ.

H1 : Σ nie je obmedzená

Ozna£me si

L∗0 = max
Σ∈Rp×p

L(X;µ,Σ) (2.16)

L1 = L(X;µ,Σ), (2.17)

kde v 2.16 je maximum vierohodnostnej funkcie pre nulovú hypotézu a v
2.17 je hodnota vierohodnostnej funkcie pre výberovú kovarian£nú maticu Σ.
Nech ¤alej Λ̂ a Ψ̂ sú maximálne vierohodné odhady matíc Λ a Ψ a teda L∗0 =
L(X; µ̂, Λ̂, Ψ̂).

Uvaºujme ¤alej vierohodnostný pomer

λ∗N =
L∗0
L1

. (2.18)

Je zjavné, ºe môºme ma´ sklon nezamietnu´ testovanú hypotézu H0, ak λ∗N je
ve©ké a naopak ju zamietnu´, ak je λ∗N príli² malé. Test pomerom vierohodností
nám hovorí, kedy presne máme uprednostni´ H0 pred H1.

Ak si vierohodnostný pomer 2.18 vyjadríme pomocou logaritmickej vierohod-
nostnej funkcie, tak máme
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−2 log λ∗N = 2 (`1 − `∗0)

a za platnosti nulovej hypotézy platí, ºe

−2 log λ∗N
D−→ χ2

1
2
{(p−q)2−p−q} preN →∞

Hypotézu H0 tak zamietame v prospech H1, ak

2 log λ∗N ≥ χ2
1
2
{(p−q)2−p−q}(1− α),

kde α je hladina testu.

2.3.4 Metóda najmen²ích ²tvorcov

V prípade, ºe dáta nepochádzajú z mnohorozmerného normálneho rozdelenia
je metóda najmen²ou ²tvorcov vítanou metódou, pretoºe dáva vä£²inou rovnaké
výsledky ako metóda maximálnej vierohodnosti.

Metóda najmen²ích ²tvorcov sa snaºí dosiahnú´ takú maticu faktorových váh
Λ a maticu ²peci�ckých rozptylov Ψ, ktoré minimalizujú sú£et ²tvorcov reziduál-
nych korela£ných koe�cientov, ktoré neleºia na diagonále (diagonálne prvky, ako
sú£et komunality a ²peci�ckého rozptylu, sú rovné jednej). Minimalizujeme tak
funkciu

φ(Λ,Ψ) =
1

2
SSQ

(
R−ΛΛT −Ψ

)2

cez v²etky matice Λ ∈ Rp×q a Ψ ∈ Dp, diagonálne matice rádu p. Na výpo£et
tejto optimaliza£nej úlohy existuje nieko©ko rôznych algoritmov, ako napríklad
Thompsonov algoritmus, Comreyho algoritmus a Harmanov algoritmus. V²etky
tieto algoritmy sú zhrnuté v Chen (2010).

2.3.5 Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov

Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov je obdobná metóde najmen²ích ²tvor-
cov. Taktieº sú faktory extrahované tak, aby bol minimalizovaný sú£et ²tvorcov
reziduálnych korela£ných koe�cientov, ktoré neleºia na diagonále korela£nej ma-
tice. Reziduálne korela£né koe�cienty sú pritom ale preváºené tak, ºe korelácie
premenných, ktoré majú vä£²í ²peci�cký rozptyl, majú niº²iu váhu ako korelá-
cie premenných s men²ímí ²peci�ckými rozptylmi. Preto sa metóda najmen²ích
²tvorcov £asto v ²tatistických softvéroch nazýva ako neváºená metóda najmen²ích
²tvorcov.

De�nícia 7. Nech X1,...,Xn je náhodný výber z normálneho p-rozmerného roz-
delenia s parametrami 0 a Σ, Xi ∼ Np(0,Σ). Nech ¤alej XT = (X1,...,Xn).
Potom W = XTX má Wishartovo rozdelenie s n stup¬ami vo©nosti. Zna£íme
W ∼Wp(Σ, n).
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My²lienkou zobecnenej metódy najmen²ích ²tvorcov, ºe za predpokladu, ºe
X má mnohorozmerné normálne rozdelenie, X ∼ Np(0,Σ), tak S = XTX má
Wishartovo rozdelenie, S ∼ Wp(Σ, N), kde N je ve©kos´ náhodného výberu. Pria-
mym aplikovaním Aitkenovho princípu zobecnenej metódy najmen²ích ²tvorcov,
tak máme ú£elovú funkciu, ktorú chceme minimalizova´ v tvare

φ(Λ,Ψ) =
1

2
SSQ

[
Σ−1(S − (ΛΛT −Ψ)

]2
(2.19)

V praxi av²ak nepoznáme maticu Σ a tak berieme S ako jej odhad. Nahrade-
ním matice Σ v 2.19 jej odhadom S, tak máme

φ(Λ,Ψ) =
1

2
SSQ

[
S−1(S −ΛΛT −Ψ)

]2
=

1

2
SSQ

[
Ip − S−1(ΛΛT −Ψ)

]2
Je treba podotknú´, ºe na rozdiel od metódy najmen²ích ²tvorcov, tak zo-

becnená metóda pracuje s kovarian£nou maticou, miesto korela£nej a tak pred
výpo£tom kovarian£nej matice musia by´ pozorované premenné ²tandardizované.
Algoritmus pre výpo£et tejto optimaliza£nej úlohy je moºné nájs´ v Jöreskog a
Goldberger (1972).

2.4 Faktorové skóre

Doteraz sme sa v práci venovali iba odhadu faktorových váh a komuna-
lít, respektíve ich interpretácií. �asto nás v²ak aj zaujímajú jednotlivé hod-
noty spolo£ných obecných faktorov. Tieto hodnoty sa nazývajú faktorové skóre.
Konkrétnej²ie, faktorové skóre sú odhady nepozorovaných náhodných vektorov
fk, k = 1,...,q, pre kaºdého jednotlivého jednotlivca xi, i = 1,...,n. Doteraz boli
prezentované tri metódy odhadu, ktoré v praxi priná²ajú ve©mi podobné výsledky.
Treba taktieº poznamena´, ºe faktorové skóre je moºné po£íta´ z ©ubovolného
rie²enia faktorových váh. Rotáciou faktorových váh zostávajú výpo£etné vzorce
rovnaké. V tejto práci si predstavíme najpouºívanej²iu regresnú metódu.

2.4.1 Regresná metóda

Regresná metóda je povaºovaná za najjednoduch²iu metódu a je nenáro£né
ju implemoentova´. Bez ujmy na obecnosti opä´ predpokladajme, ºe X je cen-
trovaný. Inak by sme miesto X písali X − µ.

Veta 4. Nech X =

(
X1

X2

)
∼ Np(µ,Σ), X1 ∈ Rr, X2 ∈ Rp−r. Nech ¤alej X2.1 =

X2 − Σ21Σ−1
11 X1, kde

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
.
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Potom

X1 ∼ Nr (µ1,Σ11) ,

X2.1 ∼ Np−r (µ2.1,Σ22.1)

sú nezávislé a

µ2.1 = µ2 − Σ21Σ−1
11 µ1, Σ22.1 = Σ22 − Σ21Σ−1

11 Σ12.

Dôkaz vety je moºné nájst v Härdle (2007).
Majme teda zdruºené rozdelenie X a f . Kovarian£ná matica má tvar

V ar

(
X
f

)
=

(
ΛΛT + Ψ Λ

ΛT Iq

)
. (2.20)

Za predpokladu, ºe (X,f) má zdruºené mnohorozmerné normálne rozdelenie,
tak podmienené rozdelenie f |X je taktieº mnohorozmerné normálne. Regresná
metóda tak h©adá lineárnu funkciu pozorovaných hodnôt

f̂j = βT
j x,

kde βj je vektor typu p× 1. Metódou najmen²ích ²tvorcov tak dostaneme od-
had j-teho spolo£ného faktoru f̂j v tvare f̂j = λj(ΛΛT + Ψ)−1x, kde λj ozna£uje
j-ty st¨pec matice Λ. Celkovo tak vektor odhadov f̂1,...,f̂q má tvar

f̂ = ΛT (ΛΛT + Ψ)−1X

V praxi v²ak nahradzujeme neznáme Λ a Σ ich príslu²nými odhadmi. Taktieº
aby sme eliminovali chybu ur£enia po£tu faktorov v modeli, sú faktorové skóre
po£ítané priamo z výberovej kovarian£nej matice S. Vektor odhadu faktorových
skóre q obecných faktorov pre i-teho jednotlivca xi tak je

f̂i = Λ̂TS−1xi. (2.21)

Ak boli odhady matíc po£ítané z korela£nej matice R miesto kovarian£nej
matice S, tak výraz 2.20 je platí iba ak miesto X uvaºujeme ²tandardizované
premenné Z = D−1/2X. Potom odhady faktorov v 2.21 mjú tvar

f̂i = Λ̂TR−1zi (2.22)

24



Kapitola 3

Faktorová analýza EFW indexu

Táto kapitola bude venovaná faktorovej analýze EFW indexu, ktorý publiko-
val Fraser Institute v roku 2014 a hodnoty indexu ukazovali ekonomickú slobodu
krajín za rok 2012. Predtým, ako sa dostaneme k faktorovej analýze, pomocou
ktorej budeme h©ada´, aké zdrojové faktory ho tvoria a ko©ko ich je, sa presved-
£íme, £i sú dáta vhodné na pouºitie faktorovej analýzy.

3.1 Predpoklady pre faktorovú analýzu

Vhodné predpoklady pre pouºitie faktorovej analýzy sú:

1. normalita

�tatistický záver je presnej²í, ak dáta pochádzajú z mnohorozmerného nor-
málneho rozdelenia. Je to taktieº nutná podmienka pre pouºitie metódy
maximálnej vierohodnosti, ktorá bola predstavená v kapitole 2.3.3.

2. lineárny vz´ah medzi pozorovanými premennými

3. dostato£ne ve©ký po£et pozorovaní

Na nájdenie spo©ahlivých odhadov korelácií medzi pozorovanými premen-
nými je potrebný dostato£ný po£et pozorovaní. Pomer po£tu pozorovaní
N k po£tu obecných faktorov q by mal by´ dostato£ne ve¨ký. V ideálnom
prípade je N

q
> 20. Faktorovú analýzu je stále rozumné pouºi´, ak N

q
> 5.

4. faktorovate©nos´

Tento predpoklad pojednáva o tom, ºe medzi pozorovanými premennými by
mal by´ istý stupe¬ kolinearity, aby sme mohli identi�kova´ spolo£né obecné
faktory. Tento stupe¬ by v²ak nemal by´ aº príli² vysoký, aby nevznikol
problém singularity dát. O platnosti tohto predpokladu je moºné rozhodnú´
na základe Kaiser-Myer-Olkinovom (KMO) kritéria a takisto aj na základe
Bartlettovho testu sféri£nosti.

• KMO kritérium
Hodnota KMO kritéria je v tvare
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KMO =

∑∑
j 6=k r

2
jk∑∑

j 6=k r
2
jk +

∑∑
j 6=k g

2
jk

, (3.1)

kde gjk je parciálna derivácia medzi j-tou a k-tou pozorovanou premen-
nou. Kritérium indikuje, £i sú parciálne derivácie medzi pozorovanými
premennými malé. KMO kritérium z de�nície nadobúda hodnoty od 0
do 1 a £ím je bliº²ie k 1, tým viac indikuje vhodnos´ pouºitia faktoro-
vej analýzy. Hodnota KMO kritéria by tak mala by´ vä£²ia aspo¬ ako
0.5. Taktieº moºno na základe KMO kritéria zisti´ stupe¬ kolinearity
pre jednotlivé pozorované premenné. Pre pozorovanú premennú Xj je
v tvare

KMOj =

∑p
k=1
k 6=j

r2
jk∑p

k=1
k 6=j

r2
jk +

∑p
k=1
k 6=j

g2
jk

.

Ak KMOj < 0.5, tak pozorovaná premenná Xj ma príli² vysoký stu-
pe¬ kolienarity a môºe by´ vyjadrená ako lineárna kombinácia iných
pozorovaných premenných.

• Bartlettov test sféri£nosti
Bartlettov test sféri£nosti porovnáva korela£nú maticu pozorovaných
premenných R k identickej matici. Ak sú pozorované premenné per-
fektne korelované, tak nám posta£uje jeden faktor. Ak sú ortogonálne,
tak po£et faktorov je rovný po£tu pozorovaných premenných. Nulová
hypotéza tak je, ºe pozorované premenné sú ortogonálne. V prípade
zamietnutia nulovej hypotézy je pouºitie faktorovej analýzy relevantné.
Pre ú£ely Bartlettovho testu sféri£nosti je dôleºitý determinant matice
R. Za platnosti nulovej hypotézy je |R| = 1. Ak naopak sú pozorované
premenné silno korelované, tak |R| ≈ 0.
Testová ²tatistika tak indikuje, ako ve©mi sa korela£ná matica odchy-
©uje od referen£nej situácie |R| = 1. Testová ²tatistika má tvar

χ2 = −
(
N − 1− 2p+ 5

6

)
· ln|R|.

Za platnosti nulovej hypotézy má testová ²tatistika chí-kvadrát rozde-
lenie s p(p−1)

2
stup¬ami vo©nosti.

Ako bolo uº spomenuté v prvej kapitole, po o£istení dát o krajiny, ktorým
chýba aspo¬ jeden indikátor, poznáme hodnoty EFW indexu a v²etkých indikáto-
rov pre 101 krajín. Taktieº treba poznamena´, ºe sme sa rozhodli z pozorovaných
42 indikátorov vylú£i´ tie indikátory, ktoré boli ordinálne a teda v nich uº bola
istá strata informácie. Bolo to týchto osem indikátorov:

• 1C ²tátné podniky a investície
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• 1Di da¬ z príjmu

• 1Dii da¬ zo mzdy

• 3D sloboda vlastni´ bankový ú£et v cudzej mene

• 5Ai vlastníctvo bánk

• 5Aiii kontrola úrokových sadzieb

• 5Biv regulácia pracovnej doby

• 5Bvi odvody

Taktieº sme sa rozhodli vylú£i´ indikátor o cenách na £iernom trhu (4C), pre-
toºe indikátor nadobúda okrem ²iestich krajín výlu£ne jednu hodnotu a to naj-
vy²²iu, vi¤ histogram 3.1. Môºme preto aj poveda´, ºe indikátor nepriná²a ºiadnu
novú informáciu do modelu. Pre model faktorovej analýzy tak máme celkovo 33
indikátorov (pozorovaných premenných) pre 101 krajín (po£et pozorovaní).
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Jarque-Bera  7925.318
Probability  0.000000

Obr. 3.1: Histogram (4C) indikátoru - ceny na £iernom trhu

�al²ím krokom tak je overi´ predpoklady pre vhodnos´ pouºitia faktorovej
analýzy.

3.1.1 Overenie predpokladov faktorovej analýzy

• Normalita

Pre otestovanie toho, £i dáta pochádzajú z mnohorozmerného normálneho
rozdelenia vyuºijeme Mardia test. Testovaná hypotéza je, ºe dáta pochá-
dzajú z mnohorozmerného normálneho rozdelenia. Na základe p-hodnoty
Mardia testu a Q-Q grafu (obrázok 3.2) tak zamietame hypotézu a vidíme,
ºe pozorované indikátory nepochádzajú z mnohorozmerného rozdelenia.
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(a) Mardia test

20 30 40 50

2
0

3
0

4
0

5
0

6
0

7
0

Chi−Square Q−Q Plot

Chi−Square Quantile

S
q

u
a

re
d

 M
a

h
a

la
n

o
b

is
 D

is
ta

n
c
e

(b) Q-Q graf

Obr. 3.2: Testovanie normality

Podobný záver sme aj o£akávali, pretoºe pre vä£²inu pozorovaných indiká-
torov sme zamietli hypotézu normality Jarque-Bera testom na 95% hladine
kvôli vy²²ím hodnotám ²picatosti a niº²ím hodnotám ²ikmosti oproti nor-
málnemu rozdeleniu (vi¤ pre príklad obrázok 3.3). Medzi pozorovanými
indikátormi sa v²ak na²li aj niektoré indikátory, ktorým Jarque-Bera test
hypotézu normality nezamietol, ako napríklad indikátor regulácie najímania
a prepú²´ania pracovnej sily (obrázok 3.4).
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Series: IND_3A
Sample 1 101
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Mean       8.748020
Median   9.000000
Maximum  10.00000
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Skewness  -4.663547
Kurtosis   28.86663

Jarque-Bera  3181.825
Probability  0.000000

Obr. 3.3: Histogram a test normality (3A) indikátoru - rast miezd

Z nenormality dát tak vyplýva, ºe obecné spolo£né faktory nebudeme môc´
odhadova´ metódou maximálnej vierohodnosti.

• Lineárne vz´ahy medzi pozorovanými premennými

Na základe korela£nej matice môºme hne¤ vidie´, £i sú medzi pozorova-
nými premennými lineárne vz´ahy, respektíve ako silné sú a ktoré pozo-
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Median   4.800000
Maximum  8.000000
Minimum  1.500000
Std. Dev.   1.257511
Skewness   0.134925
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Obr. 3.4: Histogram a test normality (5Bii) indikátoru - regulácia najímania a
prepú²´ania pracovnej sily

rované premenné sa javia ako vhodní kandidáti na nahradenie spolo£ným
faktorom. Z £asti korela£nej matice, ktorá je na obrázku 3.5 vidíme, ºe vy-
sokú pozitívnu koreláciu medzi sebou majú indikátory nestrannosti súdov
(2B), ochrany vlastnických práv (2C) a spo©ahlivosti polície (2H). Je tu
teda ve©ký predpoklad, ºe tieto tri indikátory bude moºné nahradi´ jedným
spolo£ným faktorom. Na druhej strane, napríklad indikátory rastu miezd
(3A) a regula£ných obmedzení predaja nehnute©ností (2G) nemajú výraznú
koreláciu so ºiadnym indikátorom a tak ich zrejme nebude moºné spoji´ s
inými indikátormi a tým nahradi´ spolo£ným faktorom.

Obr. 3.5: �as´ korela£nej matice indikátorov

• Dostato£ne ve©ký po£et pozorovaní

Ako bolo spomenuté v prvej kapitole, tak poznáme kompletný súbor dát
EFW indexu pre 101 krajín. To zna£í, ºe pomer medzi po£tom pozorovaní
a po£tom faktorov bude ideálny pre pä´ a menej faktorov. Av²ak, nepred-
pokladáme, ºe budeme odhadova´ model pre desa´ a viac faktorov, preto je
tento po£et pozorovaní pre faktorovú analýzu dostato£ný.

29



• Faktorovate©nos´

Na základe hodnôt KMO kritéria, ktorého hodnota je 0,85 vidíme, ºe v
dátach je dostato£ný stupe¬ kolinearity a ºe sú dobre faktorovate©né. Av-
²ak, z napo£ítaného KMO kritéria pre jednotlivé indikátory (tabu©ka 3.1)
si môºme v²imnú´, ºe indikátor - ²tandardná odchýlka tarifných sadzieb
(4Aiii) má KMO kritérium pod hrani£nou hodnotou 0,5 £o zna£í, ºe pre-
menná priná²a do modelu privysokú kolinearitu a tak zrejme nebude vhod-
ným kandidátom do faktorového modelu.

Indikátor KMO
1A 0.84
1B 0.88
2A 0.89
2B 0.86
2C 0.90
2D 0.87
2E 0.94
2F 0.89
2G 0.76
2H 0.90
2I 0.90
3A 0.75
3B 0.55
3C 0.73
4Ai 0.86
4Aii 0.77
4Aiii 0.30

4Bi 0.89
4Bii 0.90
4Di 0.83
4Dii 0.81
4Diii 0.80
5Aii 0.60
5Bi 0.76
5Bii 0.67
5Biii 0.64
5Bv 0.86
5Ci 0.79
5Cii 0.90
5Ciii 0.83
5Civ 0.93
5Cv 0.89
5Cvi 0.87

Tabu©ka 3.1: KMO kritérium pre jednotlivé indikátory

Taktieº ná² záver o vhodnosti faktorovate©nosti potvrdzuje Bartlettov test
sféri£nosti (tabu©ka 3.2), ktorý jednozna£ne zamieta hypotézu ortogonality
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pozorovaných premenných.

Hodnota testovej ²tatistiky 2598.65
Po£et stup¬ov volnosti 528
P-hodnota 0.00

Tabu©ka 3.2: Bartlettov test sféri£nosti

3.2 H©adanie po£tu faktorov

Pri h©adaní vhodného modelu faktorovej analýzy nás najprv zaujíma, aký
je optimálny po£et faktorov, ktoré dostato£ne dobre vysvet©ujú pozorované pre-
menné. Pre tento ú£el porovnáme kritéria opísané v kapitole 2.3.1.
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Obr. 3.6: Kaiserovo kritérium

Na ako prvé sa pozrieme Kaiserovo kritérium, pod©a ktorého by sme mali do
modelu zahrnú´ iba tie faktory, ktorých príslu²né vlastné £ísla sú vä£²ie ako 1. Z
obrázku 3.6 a tabu©ky 3.3 vidíme, ºe pod©a Kaiserovho kritéria by sme mali do
modelu zahrnú´ osem faktorov.

Ak by sme sa rozhodli pouºi´ Cattellov sutinový test, tak vidíme, ºe je ´aºké
ur£i´ bod useknutia, od ktorého faktory uº nie sú významné. Ako vhodný kandidát
na bod useknutia sa predsa len javí skok medzi vlastným £íslom siedmeho a
ôsmeho faktora, od ktorého hodnoty vlastného £ísla za£ínajú konvergova´ k svojej
limitnej hodnote.

Ako uº v²ak bolo spomenuté v podkapitole 2.3.1, tak najpresnej²ie kritérium
na ur£enie po£tu faktorov je Hornova paralelná analýza. Z obrázku 3.7 vidíme, ºe
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Faktor Vlastné £íslo
1 11.62
2 3.19
3 2.60
4 1.92
5 1.46
6 1.24
7 1.21
8 1.02
9 0.91
10 0.83
11 0.78
12 0.67
13 0.63
14 0.55
15 0.51
16 0.46
17 0.45
18 0.41
19 0.40
20 0.34

Tabu©ka 3.3: Vlastné £ísla príslu²né faktorom

Obr. 3.7: Hornova paralelná analýza s hladinou spo©ahlivosti 95%

toto kritérium odporú£a pouºi´ ²tyri faktory, pretoºe e²te ²tvrté najvä£²ie vlastné
£íslo leºí nad hodnotou 95%-ného kvantilu získaného Monte-Carlo simuláciou.
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3.3 Odhad faktorového modelu

Predtým ako za£neme odhadova´ vhodný model faktorovej analýzy, sa musíme
e²te rozhodnú´, aké faktorové váhy budeme povaºova´ za dôleºité a taktieº ko©ko
percent rozptylu pozorovaných premenných chceme, aby model vysvet©oval. Pre
ú£ely tejto diplomovej práce budeme povaºova´ rotované faktorové váhy | λjk |≥
0,4 za dôleºité. Niektorí výskumníci pouºívajú dokonca ove©a striktnej²ie pravidlo
| λjk |≥ 0,7. Obmedzenie, ktoré sme vybrali pre túto diplomovú prácu v²ak
povaºujeme za dosto£ne dobré.

Odhadnutý model je moºné povaºova´ za dostato£ne dobrý, ak celkové per-
cento vysvetleného rozptyulu pozorovaných premenných je v intervale od 50% do
75%. Samozrejme, ºe pre model je prínosnej²ie, ak je vysvetlené percento roz-
ptylu £o najvy²²ie, av²ak netreba zabudnú´ na to, ºe cie©om faktorovej analýzy
je predov²etkým zachytenie kovarian£nej ²truktúry pozorovaných premenných a
ich vysvetlenie pomocou £o najmen²ieho po£tu faktorov.

Faktor
Vlastné £ísla

Hodnota % rozptylu Kumulatívne %
1 11.62 35.22 35.22
2 3.12 9.65 44.86
3 2.60 7.87 52.74
4 1.92 5.82 58.55
5 1.46 4.43 62.98
6 1.24 3.74 66.73
7 1.21 3.68 70.40
8 1.02 3.08 73.48
9 0.91 2.76 76.24
10 0.83 2.50 78.75

Tabu©ka 3.4: Desa´ najvä£²ích vlastných £ísel a ich podiel na vysvetlenom rozptyle
pozorovaných premenných

Pre ilustráciu, v tabu©ke 3.4 môºme vidie´, ako dobre aproximuje desa´ naj-
vä£²ích vlastných £isiel (vlastných vektorov) korela£nej maticeR pozorované pre-
menné. Ak by sme napríklad aproximovali maticu R pomocou jej desiatich naj-
vä£²ích vlastných £ísiel (vlastných vektorov), tak by nám najviac zostalo pribliºne
21.25% nevysvetleného rozptylu pozorovaných premenných, ke¤ºe sú£et druhých
mocnín zvy²ných vlastných £ísiel zhora ohrani£uje sú£et ²tvorcov elementov re-
ziduálnej korela£nej matice, tj.

∑
i,j

(R− Λ̂Λ̂T − Ψ̂)2
ij ≤ γ2

q+1 + ...+ γ2
p . (3.2)

Výraz 3.2 tak implikuje, ºe podiel z celkového rozptylu vysvetlovaných pre-
menných vzh©adom k j-temu faktoru je

• γj/
∑p

j=1 sjj, ak vychádza faktorová analýza z kovarian£nej matice

• γj/p, ak vychádza faktorová analýza z korela£nej matice

33



Skúsime sa tak postupne pozrie´ na odhady faktorových modelov, pri£om
za£neme od osemfaktorového, ktoré navrhuje Kaiserovo kritérium, aby sme sa
presved£ili o tom, £i skuto£ne toto kritérium nadhodnocuje po£et faktorov v mo-
deli. Navzájom budeme porovnáva´ modely odhadnuté jednotlivými metódami.
Pretoºe taktieº chceme, aby jednotlivé faktory boli navzájom ortogonálne, tak
budeme v modeloch pouºíva´ rotáciu Varimax.

3.3.1 Metóda hlavných faktorov

Ako prvým modelom za£neme osemfaktorovým modelom pre 33 pozorovaných
indikátorov. Odhadnutá rotovaná matica faktorových váh je zobrazená v tabu©ke
3.5. V tabu©ke sú zobrazené iba faktorové váhy | λjk |≥ 0,4, ktoré povaºujeme za
dôleºité.

Môºme vidie´, ºe z modelu pre ¤al²ie ú£ely môºme odstráni´ indikátory 4Diii,
5Bi a 4Dii, pretoºe ºiaden z faktorov ich nevysvet©uje dosto£ne, resp. nemajú do-
sto£ne ve©kú (kladnú alebo zápornú) korelovanos´ so ºiadnym faktorom. Taktieº
môºme z modelu odstráni´ indikátory 3A a 2G, pretoºe sú triviálne, tj. príslu²ný
faktor, ktorý je s nimi najviac korelovaný, vysvet©uje iba jednu individuálnu pre-
mennú. �alej preto chceme odhadnú´ pä´faktorový model pre zvy²ných 28 indi-
kátorov, ktoré sme ponechali v modeli.

Na obrázku 3.8 môºme vidie´, ºe Hornova paralelná analýza stále odporú£a
pouºi´ ²tyri faktory na odhad 28 indikátorov, zatia©£o pod©a Kaiserovho kritéria
by sme mali pouºi´ v modeli ²es´ spolo£ných faktorov.

Obr. 3.8: Hornova paralelná analýza 28 indikátorov s hladinou spo©ahlivosti 95%

Pred odhadom nového modelu sa opä´ môºme pozrie´ na Bartlettov test sféri£-
nosti a KMO kritérium (vi¤ tabu©ka 3.6). Vidíme, ºe po odstránení piatich indi-
kátorov hodnota KMO kritéria vzrástla a Bartlettov test sféri£nosti opä´ zamietol
hypotézu ortogonality indikátorov. Pre ¤al²ie modely uvedené v tejto diplomo-
vej práci uº nebudeme hodnoty KMO kritéria a Bartlettovho testu sféri£nosti
uvádza´, pretoºe ani v jednom modeli nezamietajú faktorovate©nos´. Podrobné
výstupy je v²ak moºné nájs´ v priloºenom CD.
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Faktor
1 2 3 4 5 6 7 8

2H .886
5Civ .866
2A .841
2C .839
2E .829
5Cii -.811 -.406
2B .793
2I .769
4Bi .655
2D .623
1A -.600 .504
5Cvi .548
5Bv .526 .415
1B -.508 .498
2F .506 .446
4Di .439
4Bii .687
3B .662
5Ciii .556
4Ai .471
4Diii

5Bii .782
5Ci .435 .679
5Biii .608
5Bi

2G .717

4Aii .720
4Aiii .646
3C .482
4Dii

5Cv .499
5Aii .427
3A .605

Tabu©ka 3.5: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 33 indikátorov
osemfaktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

KMO kritérium .865

Bartlettov test sféri£nosti
Testová ²tatistika 2343.945
Stupne vo©nosti .378
P-hodnota .000

Tabu©ka 3.6: KMO kritérium a Bartlettov test sféri£nosti pre model s 28 indiká-
tormi
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Z rotovanej odhadnutej matice faktorových váh pä´faktorového modelu (vi¤
tabu©ka 3.7) vidíme, ºe indikátory 5Aii a 5Cv nemajú významnú koreláciu so
ºiadnym faktorom a tak sú v modeli nadbyto£né. Taktieº sme sa rozhodli vylú-
£i´ z modelu indikátory 5Cii, 5Civ a 2H, ktoré majú takmer rovnaké významné
korelácie s viac ako jedným faktorom. Toto rozhodnutie nám z©ah£uje interpretá-
ciu spolo£ných faktorov, pretoºe chceme, aby kaºdá pozorovaná premenná mala
významnú koreláciu práve s jedným faktorom.

Faktor
1 2 3 4 5

2E .822
2I .751
2D .691
1B -.672 .416
1A -.671
2H .671 .604
2F .613
5Cii -.613 -.560 -.430
5Bv .566
5Cvi .486
2B .899
2C .500 .773
2A .507 .745
4Di .688
5Ci .685 .563
5Civ .624 .673
4Bi .561
4Bii .701
5Ciii .609
3B .582
4Ai .470
5Cv

5Bii .746
5Biii .646
5Aii

4Aii .758
4Aiii .610
3C .514

Tabu©ka 3.7: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 28 indikátorov
pä´faktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

Po odstránení týchto premenných dostávame odhadnutý pä´faktorový model
23 indikátorov, ktorý je zobrazený v tabu©ke 3.8. Z tejto tabu©ky tak vidíme, ºe
kaºdý pozorovaný indikátor je jasne korelovaný práve s jedným faktorom a preto
tento model povaºujeme za dobrý.

Prvý faktor tak vysvet©uje nasledujúce indikátory:

• 2E Integrita právneho systému
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Faktor
1 2 3 4 5

2E .826
2I .739
2D .688
1A -.654 .432
1B -.652 .420
2F .621
5Bv .575
5Cvi .508
2B .911
2C .502 .770
2A .503 .730
5Ci .711 .515
4Di .697
4Bi .564
4Bii .712
3B .592
5Ciii .583
4Ai .462
5Bii .770
5Biii .652
4Aii .735
4Aiii .612
3C .519

Tabu©ka 3.8: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 23 indikátorov
pä´faktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

• 2I Kriminálna £innos´ v danej zemi

• 2D Vojenský zásah do súdnictva a politiky

• 1A Vládna spotreba

• 1B Transféry a dotácie

• 2F Právna vymáhate©nos´ záväzkov plynúcich zo zmlúv

• 5Bv Náklady na prepustenie pracovníka

• 5Cvi Náklady na dodrºiavanie da¬ových predpisov

Tento faktor má najsilnej²iu koreláciu (faktorovú váhu) s indikátorom integ-
rity právneho systému (0,826). Takisto si môºme v²imnú´, ºe faktor nadobúda
negatívne faktorové váhy s indikátormi vládnej spotreby (-0,654) a transférov a
dotácií (-0,652). Tento faktor môºme interpretova´ ako obecný faktor prítomnosti
vlády, ktorý vyjadruje ve©kos´ vládnej spotreby (indikátory 1A a 1B) a ako ú£inný
je právny systém ²tátu (indikátory 2E, 2I, 2D, 2F, Bv a 5Cvi).

37



Indikátor vládnej spotreby je braný ako podiel na celkovej spotrebe vo£i HDP
a preto malý rozdiel medzi ním a HDP zna£í nahradzovanie individuálnej vo©by
jenotlivých subjektov za politickú vo©bu. To isté platí aj pre indikátor transférov
a dotácií, ktorý je vztiahnutý k celkovému vyprodukovanému produktu v krajine.
Preto tieto negatívne korelácie faktora s indikátormi 1A a 1B dokazujú, ºe krajiny
s ve©kou vládnou spotrebou a dotáciami majú niº²iu ekonomickú slobodu.

Druhý faktor vysvet©ujúci indikátory

• 2B Nestrannos´ súdov

• 2C Ochrana vlastníckych práv

• 2A Nezávislos´ súdnictva

• 5Ci Administratívne obmedzenia

• 4Di Re²trikcie zahrani£ného vlastníctva a investovania

• 4Bi Netarifované obchodné prekáºky

má pozitívne faktorové váhy so v²etkými indikátormi, ktoré vysvet©uje. Taktieº
vidíme, ºe indikátory ochrany vlastníckych práv a nezávislosti súdnictva majú
významné korelácie aj s prvým faktorom, £iºe sú komplexnej²ie. Tento faktor
môºme interpretova´ ako faktor vysvet©ujúci právny systém (indikátory 2B, 2C
a 2A) a obchodné obmedzenia (indikátory 5Ci, 4Di a 4Bi). Faktor tak vyjadruje,
ºe neskorumpované krajiny, ktoré majú spo©ahlivý právny systém (nezávislos´
súdnictva, nestrannos´ súdov, nestrannos´ polície) a ktoré implementujú vhodné
obmedzenia v obchodnej a podnikate©skej sfére, budú ma´ vysokú úrove¬ ekono-
mickej slobody.

Tretí faktor vysvet©ujúci indikátory

• 4Bii Náklady na dodrºiavanie obchodných predpisov

• 3B Smerodajná odchýlka in�ácie

• 5Ciii Zaloºenie podnikania

• 4Ai Príjem z daní za´aºujúcich zahrani£ný obchod

má taktieº so v²etkými indikátormi, ktoré vysvet©uje, pozitívnu koreláciu, pri-
£om najvä£²iu faktorovú váhu má s indikátorom nákladov na dodrºanie obchod-
ných predpisov (0,712). Tento faktor tak vysvet©uje ako vláda môºe regulova´
podnikanie, zahrani£ný obchod prípadne svojú menovú politiku. Preto moºno
tento faktor interpretova´ ako faktor popisujúci regulácie a monetárnu politiku
danej krajiny.

�tvrtý faktor popisuje síce iba dva indikátory

• 5Bii Regulácia najímania a prepú²´ania pracovnej sily

• 5Biii Sila centrálneho vyjednávania a odborov
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ale o to ©ah²ia je jeho interpretácia, pretoºe oba indikátory spadajú do rovna-
kého komponentu EFW indexu. Tento faktor preto nazveme faktorom vysvet©u-
júcim reguláciu trhu práce. Faktor má pozitívne faktorové váhy s oboma indiká-
tormi, preto môºme predpoklada´, ºe krajiny s �exibilnej²ím trhom práce budú
ma´ vy²²iu úrove¬ ekonomickej slobody.

Piaty faktor vysvet©ujúci indikátory

• 4Aii Priemerná sadzba dane uvalenej na zahrani£ný obchod

• 4Aiii Smerodajná odchýlka daní uvalených na medzinárodný obchod

• 3C In�ácia za posledný kalendárny rok

je ve©mi ´aºko interpretova´, pretoºe indikátor popisujúci in�áciu za posledný
kalendárny rok je ve©mi odli²ný od zvy²ných dvoch. Faktor je pozitívne korelovaný
so v²etkými tromi indikátormi a najvä£²ie faktorové váhy nadobúda s indikátormi
popisujúcimi tarifné bariéry medzinárodného obchodu.

Faktor
1 2 3 4 5

2E .896
2I .775
2D .754
2C .742 .584
2A .708 .551
1B -.668 .425
2F .648
1A -.634 .443
5Bv .624
5Cvi .589
4Bi .571 .427
2B .577 .776
5Ci .660 .520
4Di .646
5Bii .772
5Biii .651
4Bii .449 .653
3B .598
5Ciii .461 .504
4Ai .402
4Aii .546 .685
4Aiii .617
3C .493

Tabu©ka 3.9: Metódou Quartimax rotovaná matica faktorových váh 23 indikátorov
pä´faktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

Ak by sme miesto rota£nej metódy Varimax pouºili rota£nú metódu Quar-
timax (vi¤ tabu©ka 3.9), tak vidíme, ºe oproti metóde Varimax by prvý faktor
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vysvet©oval o tri indikátory (2C, 2A a 4Bi). Tieto indikátory v²ak stále majú vý-
znamné korelácie aj s druhým faktorom, ktorý ich vysvet©oval pri rotácii Varimax.
Interpretácia faktorov sa tak touto rotáciou nijak zásadne nezmení.

Skúsme sa ¤alej takisto pozrie´ na ²tvorfaktorový model pre 33 indikátorov,
ktorý pôvodne navrhuje Hornova paralelná analýza (vi¤ obrázok 3.7). Podobnou
metodikou, kedy vyra¤ujeme tie indikátory, ktoré majú nevýznamné korelácie so
v²etkými faktormi alebo ktoré majú takmer rovnaké významné korelácie s viac
ako jedným faktorom, dostávame kone£ný model, ktorý vysvet©uje 24 indikátorov
(vi¤ tabu©ka 3.10).

Faktor
1 2 3 4

2E .821
2I .760
2D .675
1B -.662 .407
1A -.661
5Bv .577
2F .575
5Cvi .491
2B .912
5Ci .738 .501
2C .482 .736
2A .493 .715
4Di .660 .406
4Bi .405 .527
4Bii .759
5Ciii .573
4Ai .539
5Cv .506
3B .496
3A .479
4Diii .426
3C .412
5Bii .728
5Biii .702

Tabu©ka 3.10: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 24 indikátorov
²tvorfaktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

Vidíme, ºe prvé dva faktory sú rovnaké a vysvet©ujú tie isté indikátory ako
v pä´faktorovom modeli. Takisto ²tvrtý faktor popisujúci reguláciu trhu práce sa
nezmenil. Vznikol nám v²ak nový tretí faktor, ktorý popisuje:

• 4Bii Náklady na dodrºivanie obchodných predpisov

• 5Ciii Zaloºenie podnikania

• 4Ai Príjem z daní za´aºujúcich medzinárodný obchod
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• 5Cv Licen£né zákony

• 3B Smerodajná odchýlka in�ácie

• 3A Rast pe¬aºnej zásoby

• 4Diii Moºnos´ zahrani£ných osôb nav²tívi´ danú krajinu

• 3C In�ácia za posledný kalendárny rok

Faktor
1 2

5Cii -.924
5Civ .914
2H .883
2C .863
2E .851
2A .816
2D .773
1B -.697 .516
2I .686
2B .679 .543
4Bi .639
4Bii .597
1A -.594
5Bv .580
2F .576
4Aii .576
5Cvi .548
5Ciii .465
4Ai .454
4Diii .421
4Dii .420
5Ci .834
5Bii .658
4Di .474 .548
5Biii .427

Tabu©ka 3.11: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 25 indikátorov
dvojfaktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov

Môºme poveda´, ºe tento faktor lep²ie popisuje reguláciu podnikania a zahra-
ni£ného obchodu ako v pä´faktorovom modeli, pretoºe okrem indikátorov (4Bi,
5Ciii, 4Ai), ktoré uº vysvet©oval, tak vysvet©uje aj indikátory (5Cv, 4Diii), ktoré
úzko súvisia s touto reguláciou. Faktor okrem týchto indikátorov popisuje aj indi-
kátory (3A, 3B, 3C), ktoré spadajú do rovnakej oblasti EFW indexu a to pe¬aº-
ných slobôd. Interpretácia faktora tak zostáva rovnaká v smere, ºe faktor stále
vyjadruje, ako vláda reguluje podnikanie a zahrani£ný obchod, ale navy²e sú£asne
aj dbá o to, aby bola zaistená stabilná in�ácia a stabilný rast pe¬aºnej zásoby.
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Pozitívne korelácie so v²etkými indikátormi zna£ia, ºe krajiny s vy²²ími hodno-
tami sledovaných indikátorov, budú ekonomicky slobodnej²ie.Vypadol tak piaty
faktor, ktorý sme nevedeli presne de�nova´ v predo²lom modeli.

�alej sa e²te pozrieme na to, ako indikátory vysvet©uje najjednoduch²í dvoj-
faktorový model. Rovnakou metodikou tak nachádzame dvojfaktorový model pre
25 indikátorov (vi¤ tabu©ka 3.11).

Vidíme, ºe prvý faktor vysvet©uje aº 21 indikátorov a druhý faktor iba 4
indikátory. Prvý faktor tak interpretujeme ako obecný faktor ekonomickej slo-
body v krajine, £o zna£í silný nezávislý právny systém, ¤alej zodpovednú vládu,
ktorá dohliada na dodrºiavanie základných ©udských a majetkových práv a ktorá
podporuje rast podnikania a naopak nepouºíva ºiadne zbyto£né obchodné a iné
ekonomické re²trikcie.

Druhý faktor tak popisuje menej dôleºité (sekundárne) indikátory ekonomickej
slobody, ako je regulácia trhu práce a administratívne obmedzenia.

Obr. 3.9: Rotované faktorové váhy dvojfaktorového modelu odhadnutého metó-
dou hlavných faktorov

Taktieº z obrázku 3.9 je zrete©né, ºe faktorové váhy indikátorov sú relatívne
blízko medzi sebou. Výnimku tvoria indikátory vládnej spotreby (1A), transférov
a dotácií (1B) a nákladov na byrokraciu (5Cii), ktoré majú negatívnu koreláciu s
ekonomickou slobodou krajiny.

3.3.2 Metóda najmen²ích ²tvorcov

Pri metóde najmen²ích ²tvorcov budeme postupova´ rovnako ako pri metóde
hlavných faktorov. A teda, ºe za£neme od osemfaktorového modelu pre 33 fak-
torov a postupne sa dostaneme k �nálnemu ortogonálnemu modelu, ktorý sp¨¬a
na²e poºiadavky na model.

V tabu©ke 3.12 tak vidíme odhadnutý pä´faktorový model pre 24 indikátorov.
Ak ho porovnáme s odhadnutým pä´faktorovým modelom metódou hlavných fak-
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Faktor
1 2 3 4 5

2E .809
2I .756
2D .652
1B -.644 .424
2F .607
1A -.601 .445
5Bv .580
5Cvi .468
2B .915
2C .449 .772
2A .456 .744
5Ci .713 .517
5Civ .569 .681
4Di .673
4Bi .575
4Bii .807
4Ai .598
5Ciii .555
4Diii .448
5Bii .800
5Biii .627
4Aii .469 .678
4Aiii .631
3C .495

Tabu©ka 3.12: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 24 indikátorov
pä´faktorového modelu odhadnutého metódou najmen²ích ²tvorcov

torov (tabu©ka 3.8), tak vidíme, ºe prvý, ²tvrtý a piaty faktor vysvet©ujú rovnaké
indikátory. Druhý faktor, ktorý popisoval právny systém a obchodné obmedzenia,
má takisto rovnakú interpretáciu a navy²e vysvet©uje indikátor miery korupcie
a extra platieb za zvýhod¬ovanie oproti ostatným (5Civ), ktorý priamo súvisí s
danou oblas´ou.

Tretí faktor tentokrát popisuje indikátory

• 4Bii Náklady na dodrºiavanie obchodných predpisov

• 4Ai Príjem z daní za´aºujúcich medzinárodný obchod

• 5Ciii Zaloºenie podnikania

• 4Diii Moºnos´ zahrani£ných osôb nav²tívi´ danú krajinu

pri£om má jasne najvä£²iu faktorovú váhu s indikátorom nákladov na dodrºiava-
nie obchodných predpisov (0,807). Faktor tak interpretujeme ako reguláciu pre-
dov²etkým zahrani£ného obchodu, ale aj podnikate©skej sféry. Krajiny s dobrou
prístupnos´ou pre zahrani£né osoby a jednoduchou moºnos´ou zaloºenia podni-
kania tak sú ekonomicky slobodné.
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�alej sa takisto pozrieme na ²tvorfaktorový model (vi¤ tabu©ka 3.13). Po
odstránení indikátorov, uº spomenutou metodikou, dostávame model pre 27 in-
dikátorov.

Faktor
1 2 3 4

2E .792
2I .722
1A -.701
2D .683
1B -.675
2F .582
5Bv .527
5Cvi .493
4Bii .740
4Aii .633
4Ai .566
5Ciii .543
5Cv .534
3C .486
4Diii .471
3A .447
3B .443
4Dii .418
2B .894
5Ci .756 .481
2C .478 .731
2A .508 .695
4Di .436 .674
4Bi .538
5Biii .704
5Bii .664
2G .415

Tabu©ka 3.13: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 27 indikátorov
²tvorfaktorového modelu odhadnutého metódou najmen²ích ²tvorcov

Ak ho porovnáme so ²tvorfaktorovým modelom získaným metódou hlavných
faktorov (tabu©ka 3.10), tak vidíme, ºe opä´ prvý faktor popisujúci prítomnos´
vlády zostáva rovnaký. Taktieº faktor právneho systému a obchodných obmedzení
sa nezmenil. Faktor, ktorý popisoval reguláciu podnikania, zahrani£ný obchod a
menovú politiku ²tátu, vysvet©uje v tomto modeli aj indikátory

• 4Aii Priemerná sadzba dane uvalenej na zahrani£ný obchod

• 4Dii Kontrola kapitálu

ktoré jasne úzko súvisia s oblas´ou, ktoré daný faktor popisuje, pri£om indiká-
tor priemernej sadzby dane má dokonca druhú najvýznamnej²iu faktorovú váhu
(0,633) a tak interpretácia faktoru je rovnaká.
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�tvrtý faktor popisuje indikátory

• 5Biii Sila centrálneho vyjednávania a odborov

• 5Bii Regulácia najímania a prepú²´ania pracovnej sily

• 2G Regula£né re²trikcie na nakladanie s nehnute©nos´ami.

Spája tak dva úzko súvisiace indikátory (5Bii, 5Biii) s indikátorom regula£ných
re²trikcií na nakladanie s nehnute©nos´ami, ktorý je od nich ve©mi odli²ný a tým
nám s´aºuje interpretovate©nos´ faktoru. Faktor v²ak má jasne významnej²ie fak-
torové váhy s indikátormi popisujúcimi reguláciu trhu práce v porovnaní s in-
dikátorom re²trikcií s faktorovou váhou (0,415), ktorú iba tesne povaºujeme za
významnú a pri striktnej²om kritériu by indikátor nebol v modeli.

�alej nás taktieº bude zaujíma´ najjednoduch²í dvojfaktorový model, ktorý
vieme odhadnú´ metódou najmen²ích ²tvorcov. Tento model je zhodný s dvojfak-
torovým modelom odhadnutým metódou hlavných faktorov (tabu©ka 3.11) a tak
ho ponechávame bez komentára.

3.3.3 Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov

Pri zobecnenej metóde najmen²ích ²tvorcov taktieº postupujeme ako dopo-
sia©. Ako prvý tak dostávame pä´faktorový model popisujúci 24 indikátorov (vi¤
tabu©ka 3.14).

Ak porovnáme získaný model s pä´faktorovým modelom odhadnutým metó-
dou najmen²ích ²tvorcov, tak vidíme, ºe prvý faktor (faktor právneho systému a
obchodných obmedzení) popisuje aj indikátor nákladov na byrokraciu (5Cii). S
týmto jediným indikátorom má faktor negatívnu koreláciu (-0,654), £o zna£í, ºe
£ím vy²²ie náklady má krajina na byrokraciu, tým je menej ekonomicky slobod-
nej²ia.

Druhý faktor (faktor prítomnosti vlády) opä´ popisuje osem rovnakých indi-
kátorov. Tretí faktor vysvet©ujúci indikátory

• 5Ci Administratívne obmedzenia

• 5Bii Regulácia najímania a prepú²´ania pracovnej sily

• 5Biii Sila centrálneho vyjednávania a odborov

má predov²etkým významné váhy s prvými dvomi indikátormi. Indikátory majú
medzi sebou úzky súvis a tak faktor interpretujeme ako faktor regulácie trhu
práce.

�tvrtý faktor popisujúci indikátory

• 5Ciii Zaloºenie podnikania

• 4Bii Náklady na dodrºiavanie obchodných predpisov

• 3A Rast pe¬aºnej zásoby

• 5Cv Licen£né zákony
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Faktor
1 2 3 4 5

2B .932
2A .871
2C .841
5Civ .750 .532
5Cii -.654 -.533
4Di .617
4Bi .513
2I .807
2E .401 .790
1B -.663 .470
2D .605
2F .598
5Bv .555
1A -.536 .436
5Cvi .446
5Ci .588 .730
5Bii .729
5Biii .566
5Ciii .626
4Bii .408 .617
3A .607
5Cv .467
4Aii .919
3C .541

Tabu©ka 3.14: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 24 indikátorov
pä´faktorového modelu odhadnutého zobecnenou metódou najmen²ích ²tvorcov

má pribliºne rovnaké pozitívne faktorové váhy u prvých troch indikátorov a o
nie£o men²iu u ²tvrtého. Faktor preto vysvet©uje rovnako reguláciu podnikate©skej
sféry ako aj monetárnu politiku ²tátu.

Piaty faktor modelu nechávame bez interpretácie, pretoºe zlu£uje indikátory
(4Aii, 3C), medzi ktorými nie je zjavný ºiaden vz´ah.

Vhodný ²tvorfaktorový model sa nám zobecnenou metódou najmen²ích ²tvor-
cov nepodarilo nájs´, pretoºe algoritmus pre výpo£et matice faktorových váh,
ohrani£ený na 10 000 iterácií, nena²iel ºiadne lokálne minimum ú£elovej funkcie
2.19.

Preto sa pokúsime odhadnú´ získaný pä´faktorový model ²tyrmi faktormi (vi¤
tabu©ka 3.15). Vidíme, ºe faktory prítomnosti vlády, právneho systému a obchod-
ných obmedzení a takisto aj regulácie trhu práce zostali rovnaké. Zvy²né dva
faktory sa spojili do jedného spolo£ného. Faktor tak interpretujeme opä´ ako re-
guláciu podnikate©skej sféry a monetárnej politiky ²tátu, pretoºe dva indikátory
- priemerná sadzba dane uvalenej na medzinárodný obchod (4Aii) a in�ácia za
posledný kalendárny rok (3A), ktoré ²tvrtý faktor pribral, popisujú taktieº túto
oblas´.
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Faktor
1 2 3 4

2B .922
2A .872
2C .845
5Civ .747 .546
5Cii -.660 -.544
4Di .610 .410
4Bi .499 .402
2I .805
2E .403 .792
1B -.675 .467
2D .642
2F .593
5Bv .558
1A -.557
5Cvi .481
4Aii .695
4Bii .426 .624
3C .570
5Cv .563
5Ciii .543
3A .497
5Ci .568 .751
5Bii .714
5Biii .545

Tabu©ka 3.15: Metódou Varimax rotovaná matica faktorových váh 24 indikátorov
²tvorfaktorového modelu odhadnutého zobecnenou metódou najmen²ích ²tvorcov

3.4 Výber faktorového modelu

V predo²lej podkapitole sme sa pozreli na odhady jednotlivých faktorových
modelov pomocou rôznych metód a interpretáciu faktorov. V tejto podkapitole
porovnáme tieto modely z poh©adu toho, ako dobre zachytávajú kovarian£nú
²truktúru pozorovaných indikátorov, tj. ako dobre odhadli modely korela£nú (ko-
varian£nú) maticu a následne vyberieme ten najlep²í.

Bude nás zaujíma´, ko©ko prvkov (resp. relatívny po£et prvkov) odhadnutej
reprodukovanej korela£nej (kovarian£nej) matice sa významne lí²í od pôvodnej
korela£nej (kovarian£nej) matice. Konkrétne, prvok sij odhadnutej kovarian£nej
matice S, S = Λ̂Λ̂T + Ψ̂ tak povaºujme za významne sa odli²ujúci od pôvodnej
kovarian£nej matice Σ, ak | sij−σij |> 0,05 (pre korela£nú maticu podobne). Pre
ilustráciu, z reziduálnej korela£nej matice pä´faktorového modelu odhadnutého
metódou hlavných faktorov (vi¤ tabu©ka 3.16) vidíme, ºe 82 prvkov, tj. pribliºne
16% prkov, sa významne odli²uje od odhadovanej korela£nej matice.
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1A 1B 2A 2B 2C 2D 2E 2F 2I 3B 3C 4Ai 4Aii 4Aiii 4Bi
1A -.009 -.047 -.009 -.008 .002 .001 -.026 .036 .112 -.057 -.012 -.001 .018 .069

1B -.009 .018 .007 .027 .006 -.009 .002 -.044 -.078 -.036 .035 .038 .007 -.059

2A -.047 .018 .029 .026 .036 -.012 -.027 -.053 -.022 -.039 -.003 .033 .004 -.023
2B -.009 .007 .029 -.003 -.016 -.018 .027 -.021 .013 .022 -.028 .037 -.005 -.043
2C -.008 .027 .026 -.003 .026 -.024 -.010 .002 -.020 -.007 .013 .015 -.031 .002
2D .002 .006 .036 -.016 .026 -.033 -.047 -.047 .007 -.117 -.038 .040 .010 .025
2E .001 -.009 -.012 -.018 -.024 -.033 -.016 .066 .049 .012 .048 -.032 -.005 .013
2F -.026 .002 -.027 .027 -.010 -.047 -.016 .041 .025 -.002 -.008 .033 -.011 -.018
2I .036 -.044 -.053 -.021 .002 -.047 .066 .041 .032 .059 -.025 -.050 .010 .057

3B .112 -.078 -.022 .013 -.020 .007 .049 .025 .032 .056 -.104 -.023 -.012 -.005
3C -.057 -.036 -.039 .022 -.007 -.117 .012 -.002 .059 .056 .012 .051 -.051 -.005
4Ai -.012 .035 -.003 -.028 .013 -.038 .048 -.008 -.025 -.104 .012 .056 -.038 .011
4Aii -.001 .038 .033 .037 .015 .040 -.032 .033 -.050 -.023 .051 .056 .021 -.064

4Aiii .018 .007 .004 -.005 -.031 .010 -.005 -.011 .010 -.012 -.051 -.038 .021 .027
4Bi .069 -.059 -.023 -.043 .002 .025 .013 -.018 .057 -.005 -.005 .011 -.064 .027

Tabu©ka 3.16: �as´ reziduálnej korela£nej matice pä´faktorového modelu odhadnutého metódou hlavných faktorov
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H©adáme medzi odhadnutými modelmi taký model, ktorý má najmenej vý-
znamných korela£ných (kovarian£ných) reziduí. Na tomto mieste môºme pripo-
menú´, ºe rotáciou sa po£et významných reziduí nezmení.

Metóda odhadu Po£et faktorov Významné reziduá
Metóda hlavných faktorov 5 16%
Metóda hlavných faktorov 4 25%
Metóda hlavných faktorov 2 47%
Metóda najmen²ích ²tvorcov 5 11%
Metóda najmen²ích ²tvorcov 4 25%
Metóda najmen²ích ²tvorcov 2 47%
Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov 5 18%
Zobecnená metóda najmen²ích ²tvorcov 4 22%

Tabu©ka 3.17: Porovnanie reziduálnych korela£ných matíc jednotlivých odhadnu-
tých modelov

Z tabu©ky 3.17 tak vidíme, ºe najlep²ie kovarian£nú ²truktúru medzi pozorova-
nými indikátormi zachytáva pä´faktorový model odhadnutý metódou najmen²ích
²tvorcov, v ktorom iba 11% prvkov reziduálnej korela£nej matice presahuje hra-
nicu významnosti. Naopak, dvojfaktorové modely zachytili kovarian£nú ²truktúru
najhor²ie.

Pomocou ²tvorfaktorových modelov sme tak síce popísali viac indikátorov
ako pomocou pä´faktorových pod©a dopredu daných kritérií, av²ak vidíme, ºe
kovarian£nú ²truktúru sa nám podarilo zachyti´ menej.

Skúsme sa teraz detailne pozrie´ na tento pä´faktorový model z poh©adu ko-
munalít a faktorového skóre.

3.4.1 Analýza komunalít

Ako uº bolo spomenuté v kapitole 2, tak pomocou komunalít vieme zisti´, ako
dobre model popisuje rozptyl pozorovaných premenných, resp. ktoré pozorované
premenné popisuje ve©mi dobre a ktoré nie. V tabu©ke 3.18 tak môºme vidie´,
aké odhady komunalít sme dostali po extrakcii pä´faktorového modelu metódou
najmen²ích ²tvorcov.

Vstupné odhady komunalít sa ur£ili, podobne ako pri metóde hlavných fakto-
rov, ako druhá mocnina koe�cientu mnohonásobnej korelácie daného indikátoru s
ostatnými indikátormi. Po extrakcii faktorov tak vidíme, ºe pri deviatich indiká-
toroch zostáva po odhade modelu vä£²ia £as´ rozptylu nevysvetlená, tj. ĥ2

j < 0,5
pre j-ty indikátor.

Najlep²ie model zachytil indikátor nestrannosti súdov (2B), kedy aº 95,1%
rozptylu indikátoru je vysvetlená. Najmenej naopak indikátor moºnosti zahrani£-
ných osôb nav²tívi´ krajinu (4Diii), kedy model zachytáva iba 28,1% jeho rozptylu
a aº 71.9% necháva v ²peci�ckom rozptyle. Tieto rozdiely sú spôsobené predo-
v²etkým tým, ºe faktor, ktorý vysvet©uje indikátor 2B má s daným indikátorom
najvy²²iu faktorovú váhu (0,915) v celom modeli. Na druhej strane faktor vysvet-
©ujúci indikátor 4Diii má s danými indikátorom najniº²iu faktorovú váhu (0,448)
v celom modeli a tým ponecháva zna£nú £as´ rozptylu indikátora nevysvetlenú.
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Odhad komunalít
�peci�cký rozptylVstupné Po extrakcii

1A .601 .587 .413
1B .724 .736 .264
2A .918 .843 .157
2B .938 .951 .049
2C .930 .931 .069
2D .761 .634 .366
2E .796 .817 .183
2F .491 .480 .520
2I .703 .667 .333
3C .554 .379 .621
4Bi .654 .593 .407
4Bii .670 .768 .232
4Di .668 .640 .360
5Bii .624 .687 .313
5Biii .477 .427 .573
5Bv .527 .432 .568
5Ci .820 .781 .219
5Ciii .549 .457 .543
5Cvi .552 .384 .616
4Diii .426 .281 .719
4Aii .797 .830 .170
4Aiii .524 .416 .584
5Civ .921 .917 .083
4Ai .478 .427 .573

Tabu©ka 3.18: Odhad komunalít pä´faktorového modelu odhadnutého metódou
najmen²ích ²tvorcov

3.4.2 Odhad faktorového skóre

�alej sa takisto pozrieme na odhady faktorového skóre pre jednotlivé krajiny
regresnou metódou. Ako uº bolo spomenuté v podkapitole 2.3.4, tak pri odhade
metódou najmen²ích ²tvorcov pracujeme s korela£nou maticou pozorovaných pre-
menných a preto pri odhade faktorového skóre regresnou metódou pracujeme so
²tandardizovanými pozorovanými premennými.

V tabu©ke 3.19 vidíme ako sa jednotlivé pozorované indikátory podie©ajú na
hodnotách faktorov. V regresnej metóde to je matica β, kde f̂ = βTX a z 2.22
plynie, ºe

β̂ = Λ̂TR−1.

Výsledné odhadnuté faktorové skóre pre jednotlivé krajiny je moºné nájs´ na
priloºenom CD.

Na záver sa na základe odhadnutých faktorových skóre pokúsime zostavi´
vlastné poradie ekonomickej slobody krajín. Vlastný EFW index získame váºe-
ným priemerom faktorových skóre. Váhy pre jednotlivé faktory ur£íme pod©a
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Faktor
1 2 3 4 5

1A -.117 .017 .114 .116 -.089
1B -.135 .087 -.082 .175 -.035
2A -.011 -.071 -.107 -.130 .037
2B -.176 .848 -.431 -.177 -.042
2C .007 .132 .353 -.052 -.295
2D .125 .012 -.007 -.053 -.173
2E .415 -.099 -.063 .093 -.060
2F .125 -.116 .063 .112 -.167
2I .193 -.049 -.223 .084 .153
3C -.014 .012 -.004 -.025 -.042
4Bi -.028 .088 -.080 -.022 .256
4Bii -.224 -.051 .601 .030 -.124
4Di -.128 .086 .044 .017 .308
5Bii .098 -.092 .057 .467 -.073
5Biii .033 .024 -.013 .162 -.049
5Bv .098 -.078 -.050 .070 .154
5Ci -.012 .032 -.093 .278 .011
5Ciii .064 -.061 .071 .126 -.028
5Cvi .043 -.040 .063 .046 -.167
4Diii -.030 -.005 .054 -.014 -.072
4Aii -.001 -.118 .139 .070 .981
4Aiii .008 .060 -.106 -.034 .053
5Civ .171 .197 .210 -.080 -.296
4Ai -.059 .025 .112 -.021 -.061

Tabu©ka 3.19: Regresnou metódou odhadnuté koe�cienty faktorového skóre pä´-
faktorového modelu

Faktor Vysvetlený rozptyl Váha
1 19.32% 0.31
2 18.36% 0.29
3 11.11% 0.18
4 7.95% 0.13
5 6.03% 0.10

Tabu©ka 3.20: Vysvetlený rozptyl indikátorov rotovaným rie²ením faktorových
váh

toho, ako sa jednotlivé faktory podie©aju na percente vysvetleného rozptylu po-
zorovaných indikátorov. Podiel celkového rozptylu vy£erpaného j-tym faktorom
je daná ako

•
∑p

j=1 λ̂
2
jk/
∑p

j sjj, ak vychádza faktorová analýza z kovarian£nej matice

•
∑p

j=1 λ̂
2
jk/p, ak vychádza faktorová analýza z korela£nej matice

Z tabu©ky je zrejmé, ºe faktory dokopy vysvet©ujú 62,77% rozptylu indiká-
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torov v modeli. Najviac sa na vysvetlenom rozptyle podiela prvý faktor (faktor
prítomnosti vlády a ú£innosti právneho systému) a najmenej piaty faktor (faktor,
ktorý sme ponechali bez interpretácie).

V tabu©ke 3.21 tak máme desa´ krajín s najvy²²ou hodnotou skóre pôvodného
EFW indexu a nami odhadnutého skóre EFW indexu. Vidíme, ºe krajiny na
prvých troch miestach Singapúr, Hong Kong a Nový Zéland zostali, iba sa zmenilo
poradie na prvých dvoch miestach. V prvej desiatke takisto zostalo Fínsko, ktoré
sa z desiateho miesta posunulo na ²tvrté, ¤alej takisto �vaj£iarsko, ktoré pokleslo
o jedno miesto, respektíve Spojene arabské emiráty, ktoré poklesli o dve miesta.
Najvä£²í pozitívny skok v poradí zaznamenalo Luxembursko, ktoré sa v pôvodnom
poradí EFW indexu objavilo na tridsiatomdeviatom mieste a v nami odhadnutom
poradí sa objavilo uº na ²iestom mieste. Na druhej strane, Jordánsko pokleslo z
ôsmej prie£ky v pôvodnom poradí aº na tridsiatetretie miesto.

Poradie
EFW index Pôvodné

poradie
Odhadnuté
poradiePôvodný Odhadnutý

1 Hong Kong Singapúr 2 2
2 Singapúr Hong Kong 1 1
3 Nový Zéland Nový Zéland 3 3
4 �vaj£iarsko Fínsko 10 5
5 SAE �vaj£iarsko 4 7
6 Kanada Luxembursko 39 9
7 Austrália SAE 6 22
8 Jordánsko Ve©ká Británia 12 33
9 �ile Kanada 7 24
10 Fínsko Holandsko 34 4

Tabu©ka 3.21: Porovnanie TOP desiatich krajín pôvodného EFW indexu s od-
hadnutým EFW indexom
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Záver

Cie©om práce bola detekcia latentných premenných (faktorov) podie©ajúcich
sa na tvorbe indexu ekonomickej slobody pomocou faktorovej analýzy. Chceli
sme zisti´, ako sa vhodná mnohorozmerná ²tatistická metóda lí²i od logického a
intuitívneho prístupu autorov indexu pri zoskupovaní vstupných indikátorov do
výsledného skóre.

V prvej kapitole sme sa venovali predstaveniu v sú£asnosti dvoch najzná-
mej²ích indexov ekonomickej slobody (IEF, EFW). V krátkosti sme si ukázali
²truktúru tvorby týchto indexov a na základe akých sledovaných oblastí sa tvorí
výsledný index. Taktieº sme porovnali vývoj indexov ekonomickej slobody pre
Slovensko a �eskú republiku.

Druhú kapitolu sme venovali charakterizácii faktorovej analýzy. Ukázali sme
aká motivácia stojí za pouºitím faktorovej analýzy. �alej sme popísali jednotlivé
metódy odhadov faktorov, ktoré sa v sú£asnosti vyuºívajú. Detailne sme sa pozreli
na metódu hlavných faktorov a metódu maximálnej vierohodnosti. Taktieº sme
vysvetlili ako funguje regresná metóda pri odhade faktorového skóre.

Tretiu kapitolu sme uº venovali aplikácii faktorovej analýzy. H©adali sme aké
latentné premenné sa podie©ajú na tvorbe EFW indexu. Najprv sme overovali
predpoklady pre pouºitie faktorovej analýzy, kedy sme museli zamietnu´ pouºitie
metódy maximálnej vierohodnosti. Potom sme odhadovali, na základe de�no-
vaných kritérií (Kaiserovo pravidlo, Cattelov sutinový test, Hornova paralelná
analýza), po£et faktorov, ktoré vysvet©ujú sledované indikátory. Následne sme
odhadovali rôznymi metódami vhodný model faktorovej analýzy, ktorý najlep²ie
odpovedá kovarian£nej ²truktúre indikátorov. Zistené dvojfaktorové, ²tvorfakto-
rové a pä´faktorové modely sme medzi sebou porovnali a snaºili sa interpretova´
faktory pod©a toho, aké indikátory vysvet©ujú.

Zistili sme tak, ºe najlep²ie kovarian£nú ²truktúru zachytil pä´faktorový mo-
del odhadnutý metódou najmen²ích ²tvorcov, pri ktorej zostal najmen²í po£et
významných reziduí korela£nej matice. Odhadli sme ním, ºe na tvorbe EFW
indexu sa podie©ajú faktory prítomnosti vlády a ú£innosti právneho systému,
obchodných obmedzení, regulácie zahrani£ného obchodu a podnikate©skej sféry,
regulácie trhu práce a faktor, ktorý sa nám nepodarilo zinterpretova´.

Treba podotknú´, ºe pri odhade jednotlivých modelov sme zistili, ºe tri in-
dikátory (vládna spotreba, transféry a dotácie, náklady na byrokraciu) boli ako
jediné negatívne korelované s faktorom, ktorý ich vysvet©oval. To zna£í, ºe £ím
má daná krajina vy²²iu hodnotu týchto indikátorov, tým je menej ekonomicky
slobodnej²ia. Je to tak v rozpore s tým, ako je kon²truovaný EFW index. Autori
indexu totiº tvrdia, ºe £ím má daná krajina vy²²iu hodnotu indikátora, tým je
ekonomicky slobodnej²ia v sledovanej oblasti. Kvôli tomuto zisteniu sa výsledná
hodnota EFW indexu (priemer hodnôt v²etkých indikátorov) stáva nepresnou a
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skres©ujúcou.
Index ekonomickej slobody by preto nemal by´ povaºovaný za smerodajný, ale

mal by slúºi´ len ako predstava o ekonomickej slobode v jednotlivých krajinách
vzh©adom na zistenia tejto diplomovej práce.
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