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a matematické statistiky
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dený stochastický integrál v Riemannovom zmysle a postupne popisovaná teória
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1



Úvod

Náhodné procesy majú široké využitie v rôznych oblastiach bežného života.
Pri pozorovańı bežných javov v živote sa často nedá dospiet’ k presnému odvodeniu
daného stavu a je treba uvažovat’ aj s určitou náhodou.

V tejto práci bude poṕısaná teória stochastickej analýzy pre spojité náhodné
procesy s kompaktnou indexovou množinou a konečnou kvadratickou variáciou.

Ciel’om práce je odvodenie Itôového vzorca a jeho využitie v obchodovańı
obchodńıka na trhu.

Ako podklad práce je využ́ıvaný text k predmetu Stochastický kalkulus [4].
V 1. kapitole je zadefinovaný náhodný proces a uvedené pŕıklady procesov, ktoré
sa využ́ıvajú na modelovanie ceny akcie. V 2. kapitole je zadefinovaná metrika,
ktorá metrizuje konvergenciu v pravdepodobnosti spojitých náhodných procesov
pomocou ktorej je v kapitole 3 zavedený pojem kvadratickej variácie a v kapitole
4 stochastického integrálu v Riemannovom zmysle. Itôov vzorec je odvodený v
kapitole 5 a následne v kapitole 6 využitý na dokázanie ohodnotenia spravodlivej
ceny opcie pomocou Black-Scholesového a Bachelierového modelu.
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Kapitola 1

Náhodné procesy

Defińıcia 1.1. Nech (Ω,F ,P) je pravdepodobnostný priestor, majme indexovú
množinu T ⊂ R a pre každé t ∈ T majme F meratel’nú reálnu náhodnú veličinu
Xt. Potom systém náhodných velič́ın {Xt, t ∈ T} nazývame náhodný proces na
indexovej množine T.

Hovoŕıme, že náhodný proces {Xt, t ∈ T} je (zl’ava) spojitý ak pre každé ω ∈ Ω
je Xt(ω) (zl’ava) spojitá funkcia premennej t ∈ T.

Defińıcia 1.2. Nech W = {Wt, t ∈ T} je náhodný proces, pre ktorý plat́ı, že

1. W0 = 0, W je spojitý,

2. Wt má nezávislé pŕırastky a pre každé s, t ∈ T plat́ı,
že Ws −Wt ∼ N(0,|s− t|).

Náhodný proces W sa potom nazýva Wienerov proces.

Tvrdenie 1.3. Wienerov proces W existuje.

Dôkaz : Dôkaz sa dá nájst’ v [2] str. 235 III 5.10

k

Pre naše potreby budeme v práci uvažovat’ Wienerov proces na kompaktnom
intervale T = [0,T ], T > 0.

Náhodné veličiny majú široké využitie. My v práci využijeme teóriu k fi-
nančnému modelovaniu. Spravidla sa zvykne modelovat’ vývoj ceny akcie, k čomu
sa využ́ıva nasledujúci náhodný proces.

Pŕıklad. Nech W je Wienerov proces, s0, µ ∈ R a σ > 0. Pre t ∈ T polož́ıme
náhodnú veličinu

St = s0 + µt+ σWt. (1.1)

Náhodný proces {St, t ∈ T}, kde St je definované v (1.1), sa nazýva aritmetický
Brownov pohyb.

Hoc sa aritmetický Brownov pohyb využ́ıva ku krátkodobému modelovaniu
ceny akcie, v praxi sa často predpokladá, že cena akcie nemôže nadobúdat’ zápor-
ných hodnôt. Z tohto dôvodu sa často preferuje nasledujúci proces.
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Pŕıklad. Nech W je Wienerov proces, µ, s0 ∈ R a σ > 0. Pre t ∈ T polož́ıme
náhodnú veličinu

St = s0 exp

{

σWt +

(

µ− 1

2
σ2

)

t

}

. (1.2)

Náhodný proces S = {St, t ∈ T} kde St je definované v (1.2) sa nazýva geomet-
rický Brownov pohyb.

Je vidiet’, že geomterický Brownov pohyb vd’aka exponenciále nepripúšt’a
záporné hodnoty.

Defińıcia 1.4. Nech T = [0,T ] je interval. Konečnú množinu D ⊂ T takú, že
T ∈ D budeme nazývat’ delenie intervalu T.

V práci budeme symbolom |D| značit’ počet prvkov množiny D a pre prvky
delenia budeme použ́ıvat’ značenie d1, . . . , d|D| pre ktoré plat́ı, že

d1 ≤ · · · ≤ d|D|.

Ďalej definujeme d0 = 0 a D0 = D ∪ {d0}. Obecne budeme prvky označovat’ ako
malý ekvivalent značenia pre delenie s pŕıslušným indexom, teda napŕıklad

Cn =
{

cn1 , . . . , c
n
|Cn||cn1 < · · · < cn|Cn| = T

}

.

Podobne zavedieme značenie pre C a Dn.

Defińıcia 1.5. Nech D je delenie intervalu T. Povieme, že náhodný proces H =
{Ht, t ∈ T} je D-jednoduchý ak

Ht =

|D|
∑

k=1

Hdk1[dk−1<t≤dk ].

Poznámka 1.6. Nech D je delenie intrevalu T a H je D−jednoduchý proces.
Potom pre každé D ⊂ D1, delenie intervalu T, je H D1−jednoduchý proces.

Uvažujme spojitý náhodný proces X = {Xt,t ∈ T}. Predpokladajme, že tento
proces určuje cenu určitej obchodovatel’nej akcie v čase. Nech H = {Ht,t ∈ T}
je zl’ava spojitý proces, ktorý určuje množstvo týchto akcíı, ktoré drž́ı konkrétny
obchodńık v čase, pričom nevlastńı žiadne iné akcie.

Predpoklad spojitostiX je prirodzený z faktu, že cena sa môže vyv́ıjat’ priebež-
ne, spojito v čase, zatial’ čo obchodńık obchoduje len v určitých okamihoch,
čo môže skokovo zmenit’ množstvo akcíı, ktoré drž́ı H .V našom zjedodušenom
pŕıpade si je nutné uvedomit’, že obchodńık môže obchodovat’ len v určitý daný
okamih, pričom jeho rozhodnutie prichádza až na základe vyhlásenej ceny akcie.
Uvažujme preto D delenie intervalu T ako množina okamihov, kedy sa obchodńık
rozhodne obchodovat’.

Pŕırastok bohatstva obchodńıka v čase dk ∈ D je preto

Hdk(Xdk −Xdk−1
),

pričom vývoj bohatstva obchodńıka Y = {Yt,t ∈ T} v časovom úseku [0,t] sa dá
vyjadrit’ ako

Yt =

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t). (1.3)
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Defińıcia 1.7. Nech D je delenie T. Potom náhodný proces

Y =







Yt =

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t), t ∈ T







definovaný v (1.3) budeme nazývat’ elementárny stochastický integrál procesu H
podl’a X s deleńım D.

Poznámka 1.8. Suma vo výraze (1.3) vlastne znamená

Yt =

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t)

=

|D∩[0,t]|
∑

k=1

Hdk(Xdk −Xdk−1
) +Ht(Xt −Xd⌊t⌋D

).
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Kapitola 2

Metrizovatel’nost’ a konvergencia

spojitých procesov

Defińıcia 2.1. Uvažujme priestor

CT = {f : T → R, f je spojitá}

a na ňom zavedieme normu d predpisom d(f) = supt∈T(|f(t)|), pre každé f ∈ CT.
Ďalej budeme uvažovat’ priestor

CT(Ω,F ,P ) = {X : (Ω,F) → (CT,B(CT))},

čo je vlastne priestor spojitých procesov a na ktorom definujeme zobrazenie
ρ : CT(Ω,F ,P)2 → R+ predpisom

ρ(X,Y ) = E [1 ∧ d(X − Y )] (2.1)

pre každé X, Y ∈ CT(Ω,F ,P).

Defińıcia 2.2. Symbolom C−
T (Ω,F ,P ) budeme označovat’ množinu všetkých zl’ava

spojitých procesov na indexovej množine T.

Vd’aľsom budú ukázané vlastnosti funkcie ρ.

Poznámka 2.3. Pre X ∈ CT(Ω,F ,P) plat́ı, že má spojité trajektórie, teda

sup
t∈T

|Xt| = sup
t∈T∩Q

|Xt|.

Z teorie miery vieme, že supremum spočetne mnoho meratel’ných zobrazeńı je
meratel’né a teda supt∈T |Xt| je náhodná veličina. V pŕıpade, že X ∈ C---

T(Ω,F ,P)
tak supt∈T |Xt| j zobecnená reálna náhodná veličina.

Lemma 2.4. Funkcia ρ(X,Y ) = E [1 ∧ d(X − Y )] je homogénna pseudometrika
na (CT(Ω,F ,P ),ρ). Naviac pre postupnost’ X(n) ⊂ CT(Ω,F ,P) plat́ı ekvivalencia

d(X(n),X) → 0 v pravdepodobnosti ⇔ ρ(X(n),X) → 0.

Dôkaz : To, že ρ sṕlňa podmienky homogénnej pseudometriky je jasné. Následne
ak supt∈T|X(n)−X| → 0 v pravdepodobnosti pre n → ∞ tak tiež supt∈T{|X(n)−
X| ∧ 1} → 0 v pravdepodobnosti a ked’že supt∈T{|X(n) − X| ∧ 1} < 1, tak
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sa jedná o rovnomerne ohraničený proces, z čoho vyplýva, že ρ(X(n),X) → 0.
Opačná imlikácia plynie triviálne z toho, že konvergencia v L1 implikuje konver-
genciu v pravdepodobnosti.

k

Poznámka 2.5. Pre X,Y ∈ CT(Ω,F ,P) rovnost’ X = Y skoro určite znamené, že
pre každé t ∈ T plat́ı Xt = Yt skoro určite.

Poznámka 2.6. Priestor (CT(Ω,F ,P) /∼,ρ/∼) je metrický priestor, kde ∼ je ekvi-
valencia skoro určite, teda pre X, Y ∈ CT(Ω,F ,P) plat́ı, že X ∼ Y ⇔ X = Y
skoro určite.

Ked’že ρ je homogénna podl’a Lemmy 2.4, tak pre X ∈ C---
T(Ω,F ,P) budeme v

práci použ́ıvat’ značenie

ρ(X) = ρ(X,0).

Poznámka 2.7. Z trojuholńıkovej nerovnosti pre normy pre všetky funkcie f, g ∈
CT triviálne plat́ı nerovnost’

d(g + f) ≤ d(f) + d(g).

Pre všetky postupnosti Yn,Xn ⊂ CT(Ω,F ,P) a Y,X ∈ CT(Ω,F ,P) teda plat́ı
implikácia

ρ(Yn,Y ) → 0 a ρ(Xn,X) → 0 ⇒ ρ(Yn +Xn,Y +X) → 0.

Tvrdenie 2.8. Ak {X(n)}∞n=1 ⊂ CT(Ω,F ,P) a {Y (n)}∞n=1 ⊂ CT(Ω,F ,P) sú také,
že pre každé n je |X(n)| ≤ Y (n) a

Y (n) → 0

v metrike ρ pre n → ∞, tak potom aj X(n) → 0 v metrike ρ pre n → ∞.

Dôkaz : Z tvrdenia okamžite vyplýva z Lemmy 2.4 a defińıcie konvergencie v
pravdepodobnosti.

k

Defińıcia 2.9. Pre potrebu práce zavedieme pre delenie D nasledujúce značenia

⌊t⌋D = max{D0 ∩ [0,t]},
‖D‖ = max

k=1,...,|D|
|dk − dk−1|.

⌊t⌋D budeme nazývat’ dolná čast’ t vzhl’adom k deleniu D, ‖D‖ budeme nazývat’

norma delenia D.

Defińıcia 2.10. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) a D je delenie intervalu T. Náhodnú
veličinu |∆X|D danú predpisom

|∆X|D = sup
t∈T

|Xt −X⌊t⌋D |
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budeme nazývat’ modul spojitosti procesu X s deleńım D. Pre náhodný vektorový
proces X = (X(1), . . . ,X(m))T ∈ C---

T(Ω,F ,P)m a D delenie intervalu T budeme
symbolom |∆X|D rozumiet’ vektor modulov spojitosti jednotlivých zložiek vek-
tora, teda

|∆X|D = (|∆X(1)|D, . . . ,|∆X(m)|D)T.

Poznámka 2.11. Pre X ∈ CT(Ω,F ,P) a D delenie intervalu T plat́ı, že |Xt−X⌊t⌋D |
je zl’ava spojitý náhodny proces s ohraničenými trajektóriamu a teda aj modul
spojitosti |∆X|D je náhodná veličina.

Defińıcia 2.12. Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı intervalu T,
kde

Dn = {dn1 , . . . ,dn|Dn||dn1 < · · · < dn|Dn| = T}
a dn0 = 0. Hovoŕıme, že táto postupnost’ sa zjemňuje ak pre každé n < m plat́ı,
že Dn ⊂ Dm. Ak naviac plat́ı, že limn→∞ ‖Dn‖ = 0, potom hovoŕıme, že Dn

zahust’uje interval T.

Tvrdenie 2.13. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) a {Dn}∞n=1 je postupnost’ zahust’ujúcich
deleńı intervalu T. Potom pre n → ∞ |∆X|Dn

→ 0.

Dôkaz : Ked’že T je interval a {Dn}∞n=1 zahust’uje T tak pre každé δ > 0 existuje
n0 ∈ N také, že pre každé n > n0 je |t − ⌊t⌋Dn

| < δ. Ked’že T je uzavretý a X
je spojitý proces tak pre každé ω ∈ Ω je X(ω) rovnomerne spojitá funkcia podl’a
času t. Teda pre každé ω ∈ Ω a každé ε > 0 existuje n0, že pre každé n > n0 a
každé t ∈ T je |Xt(ω) − X⌊t⌋Dn

(ω)| < ε, teda supt∈T |Xt(ω) − X⌊t⌋Dn
(ω)| ≤ ε. Z

toho už vypĺıva tvrdenie vety.
k

Poznámka 2.14. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P)m a {Dn}∞n=1 je postupnost’ zahust’ujúcich
deleńı intervalu T. Potom pre n → ∞ plat́ı, že |∆X|Dn

→ 0 v každej zložke.
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Kapitola 3

Kvadratická variácia

Defińıcia 3.1. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P ) a D je delenie intervalu T. Definujeme
[X ]D ∈ CT(Ω,F ,P) predpisom

[X ]Dt =

|D|
∑

k=1

(Xdk∧t −Xdk−1∧t)
2. (3.1)

Náhodný proces [X ]D nazývame elementárna kvadratická variácia procesu X od-
povedajúca deleniu D.

Defińıcia 3.2. Nech X = (X(1), . . . , X(m))T ∈ CT(Ω,F ,P )m a D je delenie in-
tervalu T. Pre každé i,j = 1, . . . ,m a t ∈ T definujeme [X(i),X(j)]D ∈ CT(Ω,F ,P)
elementárnu kovarianciu procesov X(i) a X(j) odpovedajúcu deleniu D vzt’ahom

[X(i),X(j)]Dt =
1

4

(

[X(i) +X(j)]Dt − [X(i) −X(j)]Dt
)

. (3.2)

Ďalej definujeme [[X ]]D ∈ CT(Ω,F ,P)m×m elementárnu tenzorovú kvadratickú
variáciu náhodného vektorového procesu X odpovedajúcu deleniu D ako

[[X ]]D = {[X(i),X(j)]D}mi,j=1. (3.3)

Defińıcia 3.3. Nech X,Y ∈ CT(Ω,F ,P) také, že Y má neklesajúce trajektórie.
Povieme, žeX má kvadratickú variáciu Y , ak pre každú postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1

zahust’ujúcich interval T plat́ı, že

[X ]Dn → Y

v metrike ρ pre n → ∞.
V d’aľsom budeme kvadratickú variáciu procesu X značit’ ako 〈X〉.

Poznámka 3.4. V praxi sa často využ́ıva iná defińıcia kvadratickej variácie, ktorá
požaduje len konvergenciu v pravdepodobnosti v každom čase t ∈ T napŕıklad ako
v [1]. V práci je teória zavádzaná v metrike ρ aby bola dosiahnutá metrizovatel’ná
konvergencia. Konvergencia v metrike ρ triviálne implikuje konvergenciu supréma
cez všetky časy t ∈ T v pravdepodobnosti a tým pádom aj v jednotlivých časoch.

Defińıcia 3.5. Majme náhodný vektorový proces X ∈ CT(Ω,F ,P)m a maticový
proces Y ∈ CT(Ω,F ,P)m×m taký, že všetky pŕırastky procesu Y sú pozit́ıvne
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semidefinitná náhodná matica. Povieme, že X má tenzorovú kvadratickú variáciu
Y ak pre každú postupnost’ zahust’ujúcich deleńı {Dn}∞n=1 a každé i,j = 1, . . . ,m
plat́ı

[X(i),X(j)]Dn → Y

v metrike ρ.
Tenzorovú kvadratickú variáciu procesu X budeme značit’ 〈〈X〉〉.

Poznámka 3.6. Nech X,Y ∈ CT(Ω,F ,P) sú také, že existuje 〈X + Y 〉 a 〈X − Y 〉.
Ak polož́ıme

〈X,Y 〉 = 〈X + Y 〉+ 〈X − Y 〉
4

,

tak z defińıcie elementárnej tenzorovej kvadratickej variácie a kvadratickej variácie
okamžite vyplýva, že pre každú postupnost’ deleńı {Dn} zahust’ujúcu interval T
plat́ı

[X,Y ]Dn → 〈X,Y 〉

v metrike ρ pre n → ∞.

Poznámka 3.7. Ak X ∈ CT(Ω,F ,P)m má tenzorovú kvadratickú variáciu 〈〈X〉〉,
tak pre každe λ ∈ Rm a postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1 zahust’ujúcu T plat́ı

[[λTX ]]Dn = λT [[X ]]Dnλ → λT 〈〈X〉〉λ

v metrike ρ. Špeciálne ak λ = ej je kanonický vektor priestoru Rm, tak okamžite
dostávame, že

eTj 〈〈X〉〉ej = 〈X(j)〉, (3.4)

čo okamžite implikuje existenciu kvadratickej variácie 〈X(j)〉 procesu X(j).

Defińıcia 3.8. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P). Ak existuje Y ∈ CT(Ω,F ,P) také, že pre
každé t ∈ T je

Yt = sup
{D delenie T}

(

|D|
∑

k=1

|Xdk∧t −Xdk−1∧t|), (3.5)

tak Y nazývame absolútna variácia procesu X . Absolútnu variáciu procesu X
budeme označovat’ V (X).

Lemma 3.9. Ak X ∈ CT(Ω,F ,P) má absolútnu variáciu V (X), potom plat́ı, že

|Dn|
∑

k=1

|Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t| → V (X)t

v metrike ρ vždy ked’ {Dn}∞n=1 zahust’uje interval T.

10



Dôkaz : Nech {Dn}∞n=1 zahust’uje interval T. Pre každé t ∈ T a D delenie intervalu
T označme

V (X,D)t =

|D|
∑

k=1

|Xdk∧t −Xdk−1∧t|.

Triviálne plat́ı, že pridańım bodu do delenia D sa hodnota V (X,D) zmeńı ma-
ximálne o hodnotu 2|∆X|D, z čoho pre všetky delenia D, C intervalu T vyplýva
nerovnost’

|V (X,D)t(ω)− V (X,D ∪ C)t(ω)| ≤ 2N · |∆X|D(ω), (3.6)

kde N = |C|. Ďalej z defińıcie absolútnej variácie pre každé ω ∈ Ω a každé ε > 0
plat́ı, že existuje Dε delenie intervalu T, také že

d (V (X)(ω)− V (X,Dε)(ω)) <
ε

3
. (3.7)

Je jasné, že pre každé delenie C také, že Dε zjemňuje C plat́ı, že

d (V (X,Dε)(ω)− V (X,C)(ω)) <
ε

3
, (3.8)

pretože V (X)(ω) ≥ V (X,C)(ω) ≥ V (X,Dε)(ω). Označme N ε = |Dε|. Z tvrdenia
2.13 plat́ı, že existuje nε, že pre všetky m > nε je

|X|Dm
(ω) <

ε

6 ·N ε
.

Z trojuholńıkovej nerovnosti, z (3.6), (3.7), (3.8) a vol’bou C = Dε∪Dm okamžite
dostaneme, že

|V (X)t(ω)− V (X,Dm)t(ω)| ≤ ε.

Ked’žeDε ani nε nezáviśı na t ∈ T, tak d(V (X)(ω),V (X,Dn)(ω)) → 0 pre n → ∞.
Plat́ı to pre všetky trajektórie, tak aj

V (X,Dn) → V (X)

pre n → ∞, čo implikuje konvergenciu v pravdepodobnosti a z Lemmy 2.4 aj v
metrike ρ.

k

Tvrdenie 3.10. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) má absolútnu variáciu V (X). Potom X
má kvadratickú variáciu 〈X〉 a pre každé t ∈ T plat́ı

〈X〉t = 0

skoro určite.

Dôkaz : Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı zahust’ujúca T. Potom

[X ]Dn

t =

|D|
∑

k=1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2

≤ |∆X|Dn

|D|
∑

k=1

|Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t|

≤ |∆X|Dn
V (X)t ≤ |∆X|Dn

V (X)T

→ 0

11



v pravdepodobnosti, kde posledná nerovnost’ vypĺıva z toho, že trajektórie pro-
cesu Y sú neklesajúce a konvergencia plynie z tvrdenia 2.13. Ked’že konvergencia
nezáviśı na t ∈ T, tak podl’a 2.8

[X ]Dn → 0

v metrike ρ pre n → ∞, teda plat́ı rovnost’ 〈X〉t = 0 skoro určite.

k

Tvrdenie 3.11. Nech W je Wienerov proces. Potom 〈W 〉t = t skoro určite.

Dôkaz : viz. apendix.
k

Dôsledok 3.12. Z tvrdeńı 3.11 a 3.10 vyplýva, že Wienerov proces W nemá
konečnú absolútnu variáciu.

Pre neskoršie použitie v práci sa bude hodit’ nasledujúca veta, špeciálny pŕıpad
dvojrozmerného procesu.

Veta 3.13. Nech X,Y ∈ CT(Ω,F ,P) také, že X má kvadratickú variáciu 〈X〉
a Y má absolútnu variáciu V (Y ). Potom náhodný vektorový proces (Y,X) má
tenzorovú kvadratickú variáciu a

〈〈Y,X〉〉 =
(

0 0
0 〈X〉

)

(3.9)

skoro určite.

Dôkaz : Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı zahust’ujúca T. Podl’a tvrdenia 3.10
plat́ı, že 〈Y 〉 = 0. Pre prvky na diagonále dostaneme, že

〈Y,Y 〉 = 〈Y 〉 = 0

〈X,X〉 = 〈X〉.

Pre prvky na diagonále využijeme jednoducú algebraicku úpravu a caushyovu
nerovnost’. Plat́ı

|[X,Y ]Dn

t | = |
|Dn|
∑

k=1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)(Ydn

k
∧t − Ydn

k−1
∧t)|

≤
√

[X ]Dn

t [Y ]Dn

t

→
√

〈X〉t0 = 0

v metrike ρ a z tvrdenia 2.8 vypĺıva, že

〈X,Y 〉 = 〈Y,X〉 = 0

skoro určite. Tým bola dokázaná konvergencia pre každú zložku, teda aj existen-
cia tenzorovej kvadratickej variácie a rovnost’ (3.9)

k
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Kapitola 4

Interpretácia integrálu

Defińıcia 4.1. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P)m a H ∈ C---
T(Ω,F ,P)m. Ak existuje spojitý

proces Y ∈ CT(Ω,F ,P) taký, že pre každú postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1 zahust’ujúcu
interval T plat́ı

|Dn|
∑

k=1

HT

dn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t) → Yt (4.1)

v metrike ρ pre n → ∞, tak proces Y nazývame stochastický integrál v Rie-
manovom zmysle procesu H podl’a X . Proces Y budeme d’alej značit’ ako Y =
∮

HTdX = {
∮ t

0
HTdX, t ∈ T} a v pŕıpade, že m = 1, budeme použ́ıvat’ značenie

Y =

∮

HdX =

{
∮ t

0

HdX, t ∈ T

}

.

Poznámka 4.2. Ked’že ρ je metrika na triedach ekvivalencie podl’a rovnosti skoro
určite, tak aj v pŕıpade existencie stochastického integrálu v Riemanovom zmysle
je jednoznačnost’ až na rovnost’ skoro určite.

Pŕıklad. Majme X ∈ CT(Ω,F ,P) také, že X má kvadratickú variáciu 〈X〉. Potom
pre každé Dn delenie intervalu T a pre každé t ∈ T plat́ı

X2
t −X2

0 =

|Dn|
∑

k=1

(X2
dn
k
∧t −X2

dn
k−1

∧t)

= 2

|Dn|
∑

k=1

Xdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t) +

|Dn|
∑

k=1

(

Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t

)2

. (4.2)

Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı zahust’ujúca T. Limitným prechodom (4.2)
dostaneme rovnost’

X2
t −X2

0 = 2

∮ t

0

XdX + 〈X〉t (4.3)

skoro určite. Stochastický ntegrál v Riemanovom zmysle v (4.3) existuje, pretože

2

|Dn|
∑

k=1

Xdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t) = X2

t −X2
0 −

|Dn|
∑

k=1

(

Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t

)2

a pravá strana má limitu v metrike ρ, čo vyplýva z existencie kvadratickej variácie
procesu X .
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Niekedy nie je nutné skúmat’ všetky postupnosti deleńı {Dn}∞n=1 zahust’ujúce
T, ktoré by splňovali konvergenciu (4.1). V nasledujúcom tvrdeńı ukážeme, že
sa môžeme sústredit’ len na také postupnosti Dn, ktoré budú zjemňovat’ určitú
konečnú množinu S ⊂ T.

Tvrdenie 4.3. Nech X,Y ∈ CT(Ω,F ,P) a H ∈ C---
T(Ω,F ,P) je zl’ava spojitý proces

s ohraničenými trajektóriami. Nech S ⊂ T je konečná. Ak pre každú zahust’ujúcu
postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1, ktorá zjemňuje S, plat́ı, že

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t) → Yt (4.4)

v metrike ρ pre n → ∞, tak Y je stochastický integrál v Riemanovom zmysle
procesu H podl’a X, teda Y =

∮

HdX skoro určite.

Dôkaz : Nech {Cn}∞n=1 je postupnost’ zahust’ujúcich deleńı intervalu T. Definujme
Dn = Cn ∪ S. Podl’a predpokladu pre každú takto vytvorenú postupnost’ deleńı
Dn plat́ı (4.4) v metrike ρ pre n → ∞. Ďalej označme

Int =

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t),

Jn
t =

|Cn|
∑

k=1

Hcn
k−1

(Xcn
k
∧t −Xcn

k−1
∧t),

a N = |S| počet prvkov množiny S. Pre rozdiel In − Jn v bode t ∈ T plat́ı

|Int − Jn
t |

= |
|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)−

|Cn|
∑

k=1

Hcn
k−1

(Xcn
k
∧t −Xcn

k−1
∧t)|

= |
|Dn|
∑

k=1

(Hdn
k−1

−H⌊dn
k−1

⌋Cn
)(Xdn

k
∧t −Xdn

k−1
∧t)|

≤ N |∆X|Dn
· |∆H|Cn

≤ 2N |∆X|Dn
sup
t∈T

|Ht| → 0

pre n → ∞. Prvá nerovnost’ vyplýva z faktu, že ak

Hdn
k−1

6= H⌊dn
k−1

⌋Cn
⇒ dnk−1 6= ⌊dnk−1⌋Cn

⇒ dnk−1 ∈ S

a konvergencia z toho, že H má ohraničené trajektórie a z tvrdenia 2.13.
Ked’že horný odhad nezálež́ı na t ∈ T, tak podl’a tvrdenia 2.8 pre n → ∞ plat́ı,

že ρ(In,Jn) → 0. Z trojuholńıkovej nerovnosti pre metriky priamo dostaneme, že

ρ(Y,Jn) ≤ ρ(Y,In) + ρ(In,Jn) → 0

a tým je dokázané, že Y je stochastický integrál v Riemanovom zmysle procesu
H podl’a X .

k
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Veta 4.4. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) a H ∈ C---
T(Ω,F ,P) je D−jednoduchý proces.

Potom pre každé t ∈ T plat́ı rovnost’

∮ t

0

HdX =

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t) (4.5)

skoro určite.

Dôkaz : Chceme použit’ tvrdenie 4.3 s deleńım D. Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’

zahust’ujúca delenie T a zjemňujúca D. Z poznámky 1.6 vyplýva, že pre každé
n ∈ N je H Dn−jednoduchý proces a plat́ı rovnost’

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t) =

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k
(Xdn

k
∧t −Xdn

k−1
∧t).

Ďalej si uvedomme, že ak Hdn
k
6= Hdn

k−1
tak potom dnk−1 ∈ D, pretože H je podl’a

predpokladu D- jednoduchý proces. Pre rozdiel teda plat́ı

|
|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t)−
|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)| (4.6)

= |
|Dn|
∑

k=1

(Hdn
k
−Hdn

k−1
)(Xdn

k
∧t −Xdn

k−1
∧t)|

≤ |D||∆X|Dn
|∆H|Dn

≤ 2|D||∆X|Dn
sup
t∈T

|Ht| → 0.

pre n → ∞, teda z tvrdenia 2.8 konverguje aj rozdiel (4.6) v metrike ρ k 0 a

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

∧t(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t) →

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t)

v metrike ρ pre n → ∞. Rovnost’ (4.5) potom vyplýva z toho, že jednoduchý
proces má ohraničené trajektórie a môžeme použit’ tvrdenie 4.3.

k

Veta 4.5. Nech X,H ∈ CT(Ω,F ,P) a nech X má absolútnu variáciu V (X).
Potom existuje stochastický integrál v Riemanovom zmysle procesu H podl’a X a
pre každé t ∈ T plat́ı rovnost’

∮ t

0

HdX =

∫ t

0

HdX (4.7)

skoro určite, kde
∫ t

0
HdX rozumieme ako Lebesgueov integrál.

Dôkaz : Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı zahust’ujúca interval T. Potom

|
∫ t

0

HdX −
|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)|

= |
|Dn|
∑

k=1

∫ t∧dn
k

t∧dn
k−1

(Hs −Hdn
k−1

)dXs|

≤ |∆H|Dn
V (X)T → 0
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pre n → ∞ podl’a tvrdenia 2.13, a ked’že horný odhad nezáviśı na t ∈ T, tak z
tvrdenia 2.8 aj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

HdX −
|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

→ 0

v metrike ρ pre n → ∞. Tým je dokázaná rovnost’ (4.7).

k

Veta 4.6. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) a {X(n)}∞n=1 ⊂ CT(Ω,F ,P) je postupnost’ spo-

jitých náhodných procesov pre ktoré plat́ı, že X
(n)
t → Xt v metrike ρ pre n → ∞.

Potom pre každý D-jednoduchý proces H = {Ht,t ∈ T} plat́ı, že

I
(n)
t =

|D|
∑

k=1

Hdk(X
(n)
dk∧t −X

(n)
dk−1∧t) →

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t) (4.8)

v metrike ρ pre n → ∞.

Dôkaz : Pre prehl’adnost’ označme

It =

|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk∧t −Xdk−1∧t).

Ďalej označme Z(n) = X(n) − X . Potom plat́ı, že |Z(n)
t | → 0 v metrike ρ pre

n → ∞ a podl’a Lemmy 2.4 aj v pravdepodobnosti a

|It − I
(n)
t | = |

|D|
∑

k=1

Hdk(Z
(n)
dk∧t − Z

(n)
dk−1∧t)|

≤ 2|D| sup
s∈T

|Hs| sup
s∈T

|Z(n)
s | → 0

v pravdepodobnosti pre n → ∞. Majoranta nezáviśı na t a teda podl’a tvrdenia
2.8 a Lemmy 2.4 aj

|D|
∑

k=1

Hdk(X
(n)
dk

−X
(n)
dk−1

) →
|D|
∑

k=1

Hdk(Xdk −Xdk−1
)

v metrike ρ pre n → ∞.
k

Dôsledok 4.7. Nech sú splnené predpoklady vety 4.6. Potom

∮

HdX(n) →
∮

HdX

v metrike ρ pre n → ∞.
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Dôkaz : Dôkaz vypĺıva okamžite z viet 4.4 a 4.6.
k

Defińıcia 4.8. Nech H ∈ C---
T(Ω,F ,P) a D nech je delenie intervalu T, potom D-

aproximáciou procesu H rozumieme D-jednoduchý proces definovaný pre každé
t ∈ T ako

HD
t =

|D|
∑

k=1

Hdk−1
1[dk−1<t≤dk ]. (4.9)

Nasledujúce tvrdenie ukáže, že postupným zahust’ovańım intervalu T môžeme
dostat’ postupnost’ procesov, ktoré aproximujú nami pozorovaný proces.

Tvrdenie 4.9. Nech H ∈ CT(Ω,F ,P) a {Dn}∞n=1 je postupnost’ zahust’ujúcich
deleńı intervalu T. Potom pre n → ∞

HDn → H

v metrike ρ, kde HDn je Dn− aproximácia procesu H definovaná v (4.9)

Dôkaz : Uvažujme rozdiel procesu H a Dn−jednoduchého procesu HDn v akom-
kol’vek bode t ∈ T. Dostaneme

|Ht −HDn

t | ≤ |∆H|Dn
→ 0

pre n → ∞ podl’a tvrdenia 2.13. Pretože horný odhad |∆H|Dn
nezáviśı na t ∈ T,

tak z tvrdenia 2.8 vyplýva HDn → H v metrike ρ.
k

Veta 4.10. Nech X,H ∈ CT(Ω,F ,P) a X má kvadratickú variáciu 〈X〉. Potom
pre každú postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1 zahust’ujúcu interval T plat́ı, že pre n → ∞

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2 →
∮ t

0

Hd〈X〉. (4.10)

v metrike ρ.

Dôkaz : Majme postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1. Pre prehl’adnost’ v tomto dôkaze
zavedieme značenie [X ](n) = [X ]Dn . Uvedomme si najprv, že pre pŕırastkovú
funkciu plat́ı

[X ]
(n)
dn
k
∧t − [X ]

(n)
dn
k−1

∧t = (Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2

a z defińıcie kvadratickej variácie plat́ı supt∈T |[X ]
(n)
t −〈X〉t| → 0 v pravdepodob-

nosti. Definujeme

H
(n)
t = HDn

t =

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

1[dn
k−1

<t≤dn
k
]
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postupnost’ Dn-aproximácíı procesu H . Uvažujme dva indexy n ≤ m, kde najprv
budeme uvažovat’ n zafixované a posielat’ m → ∞. Následne pošleme aj n → ∞.
Je dobré si hned’ teraz uvedomit’, že pre každé n a k = 1, . . . ,|Dn| platia rovnosti

H
(n)
dn
k

= Hdn
k−1

(4.11)

|Dm|
∑

k=1

H
(n)
dm
k

([X ]
(m)
dm
k
∧t − [X ]

(m)
dm
k−1

∧t) =

|Dn|
∑

k=1

H
(n)
dn
k

([X ]
(m)
dn
k
∧t − [X ]

(m)
dn
k−1

∧t). (4.12)

Pretože H(n) je jednoduchý proces pre každé n, tak podl’a tvrdenia 4.6 plat́ı
konvergencia v metrike ρ

I
(m,n)
t =

|Dn|
∑

k=1

H
(n)
dn
k

([X ]
(m)
dn
k
∧t − [X ]

(m)
dn
k−1

∧t) →
|Dn|
∑

k=1

H
(n)
dn
k

(〈X〉dn
k
∧t − 〈X〉dn

k−1
∧t)

pre m → ∞. Tu je dobré si uvedomit’, že l’avá strana (4.10) je to isté ako I(n,n).
Následne vd’aka rovnosti (4.11), vete 4.5 a z defińıcie 4.1 okamžite vyplýva kon-
vergencia v metrike ρ pre n → ∞

J
(n)
t =

|Dn|
∑

k=1

H
(n)
dn
k

(〈X〉dn
k
∧t − 〈X〉dn

k−1
∧t) →

∮ t

0

Hd〈X〉.

Ďalej zo vzt’ahu (4.12), pre každé m > n ∈ N, pre I
(m,m)
t − I

(m,n)
t plat́ı

|I(m,m)
t − I

(m,n)
t | (4.13)

= |
|Dm|
∑

k=1

Hdm
k−1

([X ]
(m)
dm
k
∧t − [X ]

(m)
dm
k−1

∧t)−
|Dm|
∑

k=1

H
(n)
dm
k

([X ]
(m)
dm
k
∧t − [X ]

(m)
dm
k−1

∧t)|

= |
|Dm|
∑

k=1

(Hdm
k−1

−H
(n)
dm
k

)([X ]
(m)
dm
k
∧t − [X ]

(m)
dm
k−1

∧t)|

≤ |∆H|Dn

|Dm|
∑

k=1

([X ]
(m)
dm
k
∧t − [X ]

(m)
dm
k−1

∧t) = |∆H|Dn
[X ]

(m)
t . (4.14)

Pre posledný člen z defińıcie kvadratickej variácie plat́ı pre m → ∞ konvergencia
v metrike ρ

|∆H|Dn
[X ]

(m)
t → |∆H|Dn

〈X〉t. (4.15)

Z monotónie a trojuholńıkovej nerovnostoi metriky ρ vyplýva pre m → ∞, že

ρ(I
(m,m)
t ,I

(m,n)
t )

≤ ρ(|∆H|Dn
〈X〉t) + ρ(|∆H|Dn

[X ]
(m)
t ,|∆H|Dn

〈X〉t)
→ ρ(|∆H|Dn

〈X〉t)

Následne z tvrdenia 2.13 plynie, že

|∆H|Dn
〈X〉t → 0
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v metrike ρ pre n → ∞. Pre každé n ∈ N teda z trojuholńıkovej nerovnosti pre
metriky plat́ı, že

lim
m→∞

ρ(

|Dm|
∑

k=1

Hdm
k−1

(Xdm
k
∧t −Xdm

k−1
∧t)

2,

∮ t

0

Hd〈X〉)

≤ lim sup
m→∞

ρ(

|Dm|
∑

k=1

Hdm
k−1

(Xdm
k
∧t −Xdm

k−1
∧t)

2,I
(m,n)
t )

+ lim sup
m→∞

ρ(I
(m,n)
t ,J

(n)
t ) + ρ(J

(n)
t ,

∮ t

0

Hd〈X〉)

≤ ρ(|∆H|Dn
〈X〉t) + ρ(J

(n)
t ,

∮ t

0

Hd〈X〉) → 0

pre n → ∞, čo pre jednotlivé limity bolo dokázané v predchádzajúcej časti
dôkazu. Z toho nám už vyplýva znenie vety.

k

Dôsledok 4.11. Nech H ∈ CT(Ω,F ,P)r×m a X ∈ CT(Ω,F ,P)m také, že existuje
tenzorová kvadratická variácia 〈〈X〉〉. Potom pre každú postupnost’ deleńı {Dn}∞n=1

zahust’ujúcu interval T plat́ı

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

([[X ]]dn
k
∧t − [[X ]]dn

k−1
∧t) →

∫ t

0

Hd〈〈X〉〉 (4.16)

v metrike ρ pre n → ∞ v každej zložke matice.

Dôkaz : V tomto dôkaze pre jednoduchost’ budeme uvažovat’, že r = 1 a horným
indexom v zátvorke budeme označovat’ zložku náhodného vektoru.

Pre m = 1 je dôsledok zhodný s tvrdeńım 4.10. Pre obecné m z polarizačnej
vlastnosti (3.2) dostaneme pre každé i,j = 1, . . . ,m, že

|Dn|
∑

k=1

H
(i)
dn
k−1

([X(i),X(j)]dn
k
∧t − [X(i),X(j)]dn

k−1
∧t) →

∮ t

0

H(i)d〈X(i),X(j)〉

v metrike ρ pre n → ∞. Nech ej je j-tý kanonický vektor priestoru Rm a {Dn}∞n=1

postupnost’ deleńı zahust’ujúca interval T. Z úpravy

|Dn|
∑

k=1

Hdn
k−1

([[X ]]dn
k
∧t − [[X ]]dn

k−1
∧t)ej

=
m
∑

i=1

|Dn|
∑

k=1

H
(i)
dn
k−1

([X(i),X(j)]dn
k
∧t − [X(i),X(j)]dn

k−1
∧t)

→
m
∑

i=1

∮ t

0

H(i)d〈X(i),X(j)〉 =
∫ t

0

Hd〈〈X〉〉ej

vyplýva konvergencia v metrike ρ pre n → ∞ pre j-tú zložku. Poskladańım cez
všetky kanonické vektory dostaneme dôsledok.

k

19



Kapitola 5

Itôov vzorec

V tejto kapitole sa nám źıdu znalosti z algebry. Ak A je reálna matica typu
m ×m, x ∈ Rm je st́lpcový vektor a tr(A) =

∑m

k=1A
(k,k) je stopa matice A, tak

potom

xTAx = tr(xTAx) = tr(AxxT).

Pre jednoduchost’ budeme označovat’ tenzorovú druhú mocninu ako

x⊙2 = xxT

a skalárnu druhú mocninu ako

x2 = xTx.

Nech B je matica typu r ×m. Symbolom |B| budeme rozumiet’

|B| = max
i=1,...r;j=1,...m

|Bi,j|.

Lemma 5.1. Nech x ∈ Rm a B ∈ Rm×m. Potom plat́ı nerovnost’

|xTBx| ≤ m|B|x2.

Dôkaz : Pre maticu B použijeme odhad maxima a dostaneme

|xTBx| ≤ |B|
m
∑

i,j=1

|xixj | = |B|(
m
∑

i=1

|xi|)2 ≤ |B|
m
∑

i=1

x2
i

m
∑

i=1

1 = m|B|x2,

kde druhá nerovnost’ vyplýva zo Schwarzovej nerovnosti.
k

Poznámka 5.2. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P)m . Potom pre každé delenie D intervalu T

a každé t ∈ T plat́ı rovnost’

[[X ]]Ddk∧t − [[X ]]Ddk−1∧t = (Xdk∧t −Xdk−1∧t)
⊙2.

V nasledujúcom predpoklade zavedieme vzt’ah množiny a náhodného procesu,
ktorý budeme predpokladat’ vo vetách v tejto kapitole.
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Predpoklad 5.3. Nech m ∈ N. Majme X ∈ CT(Ω,F ,P)m a M ⊂ Rm množinu
pre ktorú plat́ı, že ak pre t1, t2 ∈ T kde t1 6= t2 a ω1, ω2 ∈ Ω je Xt1(ω1) ∈ M a
Xt2(ω2) ∈ M tak pre každé λ ∈ (0,1) λXt1(ω1) + (1− λ)Xt2(ω2) ∈ M.

Veta 5.4 (Itôov vzorec). Nech X ∈ CT(Ω,F ,P)m má tenzorovú kvadratickú
variáciu 〈〈X〉〉, f ∈ C2(M) kde X a M spĺňajú perdpoklad 5.3 a X ∈ M skoro
určite. Potom pre každé t ∈ T plat́ı rovnost’

f(Xt) = f(X0) +

∮ t

0

∇f(Xs)
TdXs +

1

2
tr

{∫ t

0

∇2f(Xs)d〈〈X〉〉s
}

skoro určite.

Dôkaz :
Majme {Dn}∞n=1 postupnost’ deleńı zahust’ujúcu T. Najprv si uvedomme kon-

vergenciu vyplyvajúcu zo spojitosti procesu X a spojitosti druhých parciálnych
derivácii funkcie f .

sup
t∈T

|∇2f(Xt)−∇2f(X⌊t⌋Dn
)| → 0 (5.1)

skoro určite. Pre k = 1, . . . ,|Dn| zadefinujme

Xn
k,t(λ) = (1− λ)Xdn

k−1
∧t + λXdn

k
∧t

a pre jednoduchost’ označ́ıme gnk,t = f ◦ Xn
k . Ďalej v dôkaze pre prehl’adnost’

zanedbáme index t a budeme ṕısat’ len Xn
k (λ) = Xn

k,t(λ) a gnk = gnk,t. Na každom
intervale [dnk−1,d

n
k ] rozvinieme funkciu gnk do Taylorového polynómu prvého rádu

v bode 0 s Langrangeovým tvarom zvyšku a dostaneme

gnk (1)− gnk (0) = [gnk ]
′

(0) +
1

2
[gnk ]

′′

(ξnk (t)) (5.2)

= [gnk ]
′

(0) +
1

2
[gnk ]

′′

(0) +
1

2
([gnk ]

′′

(ξnk (t))− [gnk ]
′′

(0))

skoro určite kde ξnk (t) : Ω → (0,1) je nie nutne meratel’né zobrazenie. Spoč́ıtańım
derivácie na intervale [0,1] dostaneme rovnosti v zmysle skoro určite

[gnk ]
′

(λ) = ∇f(Xn
k (λ))

T(Xt∧dn
k
−Xt∧dn

k−1
) (5.3)

[gnk ]
′′

(λ) = (Xt∧dn
k
−Xt∧dn

k−1
)T∇2f(Xn

k (λ))(Xt∧dn
k
−Xt∧dn

k−1
). (5.4)

Uvedomme si, že gnk (1) = f(Xdn
k
∧t) a gnk (0) = f(Xdn

k−1
∧t), teda po vysč́ıtańı cez

všetky k dostaneme

f(Xt)− f(X0) =

|Dn|
∑

k=1

[gnk ]
′

(0) +
1

2

|Dn|
∑

k=1

[gnk ]
′′

(0)

+
1

2

|Dn|
∑

k=1

([gnk ]
′′

(ξnk (t))− [gnk ]
′′

(0)). (5.5)
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Pre jednotlivé členy (5.5) po dosadeńı (5.3) a (5.4) dostaneme

|
|Dn|
∑

k=1

([gnk ]
′′

(ξnk (t))− [gnk ]
′′

(0))|

= |
|Dn|
∑

k=1

(Xt∧dn
k
−Xt∧dn

k−1
)T(∇2f(Xn

k (ξ
n
k (t)))−∇2f(Xn

k (0)))(Xt∧dn
k
−Xt∧dn

k−1
)|

≤
|Dn|
∑

k=1

| tr
{

(∇2f(Xn
k (ξ

n
k (t)))−∇2f(Xn

k (0)))(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

⊙2
}

|

≤ m sup
t∈T

|(∇2f(Xt)−∇2f(X⌊t⌋Dn
)| tr







|Dn|
∑

k=1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

⊙2







→ 0 (5.6)

skoro určite pre n → ∞, kde v poslednej nerovnosti bola využitá Lemma 5.1.
Teda plati

|
|Dn|
∑

k=1

([gnk ]
′′

(ξnk (t))− [gnk ]
′′

(0))| → 0

v metrike ρ pre n → ∞. Využit́ım dôsledku 4.11 dostaneme, že

|Dn|
∑

k=1

[gnk ]
′′

(0) = tr







|Dn|
∑

k=1

∇2f(Xn
k (0))(Xdn

k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

⊙2







→ tr

{
∫ t

0

∇2f(X)d〈〈X〉〉
}

(5.7)

v metrike ρ pre n → ∞, pretože stopa je konečná suma. Pre posledný člen
Taylorového rozvoja

|Dn|
∑

k=1

[gnk ]
′

(0) =

|Dn|
∑

k=1

∇f(Xdn
k−1

)T(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

už automaticky dostaneme konvergenciu v metrike ρ

∮ t

0

∇f(X)TdX = lim
n→∞

|Dn|
∑

k=1

∇f(Xdn
k−1

)T(Xdn
k
∧t −Xdk−1∧t)

= f(Xt)− f(X0)−
1

2
lim
n→∞

|Dn|
∑

k=1

[gnk ]
′′

(0)

− 1

2
lim
n→∞

|Dn|
∑

k=1

([gnk ]
′′

(ξnk (t))− [gnk ]
′′

(0))

= f(Xt)− f(X0)−
1

2
tr

{∫ t

0

∇2f(X)d〈〈X〉〉
}

. (5.8)

Limitným prechodom členov (5.5) a využit́ım (5.6), (5.7), (5.8) teda dostaneme
znenie vety.

k
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Pŕıklad. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) také, že X má kvadratickú variáciu 〈X〉. Položme
f(x) = x2. Je vidiet’, že f ∈ C2(R) a P (X ∈ R) = 1. Podl’a vety 5.4 dostaneme
rovnost’

X2
t −X2

0 = 2

∮ t

0

XdX + 〈X〉t

skoro určite, čo odpovedá rovnici (4.3).

Veta 5.5. Nech X ∈ CT(Ω,F ,P) je náhodný proces s kvadratickou variácou 〈X〉.
Nech M ⊂ T × R je množina pre ktorú plat́ı, že proces (t,Xt) a M spĺňajú
predpoklad 5.3. Nech d’alej f ∈ C2(M) a pre každé t ∈ T je (t,Xt) ∈ M až na
množinu miery 0. Potom pre každé t ∈ T plat́ı rovnost’

f(t,Xt)−f(0,X0)=

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs)ds+

∮ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)dXs+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)d〈X〉s (5.9)

skoro určite.

Dôkaz : Veta je prakticky zjednodušeńım vety 5.4. Vezmeme náhodný proces
Y = {(t,Xt),t ∈ T}. Okamžite je vidiet’, že Y

(1)
t = t má konečnú absolútnu

variáciu V (Y (1))t = t. Ďalej z predpokladu, že X má kvadratickú variáciu 〈X〉 a
použit́ım vety 3.13 okamžite dostaneme vzorec (5.9) .

k

V praktických pŕıkladoch sa ešte bude hodit’ veta o tom, ako vyzerá kvadratická
variácia funkcie f(X) z vety 5.4.

Veta 5.6. Nech f,X sú definované ako v 5.4. Potom f(X) má kvadratickú
variáciu 〈f(X)〉 a pre každé t ∈ T plat́ı rovnost’

〈f(X)〉t = tr

{
∫ t

0

∇f(X)∇f(X)Td〈〈X〉〉
}

. (5.10)

skoro určite.

Dôkaz : Nech {Dn}∞n=1 je postupnost’ deleńı zahust’ujúca T. Obdobne ako v dôkaze
vety 5.4 pre každé delenie Dn zavedieme

Xn
k (λ) = (1− λ)Xdn

k−1
∧t + λXdn

k
∧t

a zadefinujeme funkciu gnk (λ) predpisom

gnk (λ) = f(Xn
k (λ)).

Rozvinut́ım funkcie gnk do Taylorového polynómu s Lagrangeovým tvarom zvyšku
v bode 0 dostaneme rovnost’

gnk (1)− gnk (0) = [gnk ]
′

(0) +
1

2
[gnk ]

′′

(ξnk (t))
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skoro určite, kde ξnk (t) : Ω → (0,1) je nie nutne meratelné zobrazenie a pre
derivácie [gnk ]

′
a [gnk ]

′′
plat́ı (5.3) a (5.4). Pre elementárnu kvadratickú variáciu

procesu f(X) s deleńım Dn d’alej plat́ı rovnost’

[f(X)]Dn

t =

|Dn|
∑

k=1

(gnk (1)− gnk (0))
2 =

|Dn|
∑

k=1

(

[gnk ]
′

(0) +
1

2
[gnk ]

′′

(ξnk )

)2

=

|Dn|
∑

k=1

(

[gnk ]
′

(0)
)2

+

|Dn|
∑

k=1

[gnk (0)]
′

[gnk (ξ
n
k (t))]

′′

+
1

4

|Dn|
∑

k=1

(

[gnk (ξ
n
k (t))]

′′
)2

(5.11)

skoro určite. Pre jednotlivé členy (5.11) dostaneme po úpravách

|Dn|
∑

k=1

(

[gnk ]
′

(0)
)2

= tr







|Dn|
∑

k=1

∇f(Xdn
k−1

)∇f(Xdn
k−1

)T(Xdn
k
∧t −X⊙2

dn
k
∧t)







→ tr

{
∫ t

0

∇f(X)∇f(X)Td〈〈X〉〉
}

(5.12)

v metrike ρ pre n → ∞,

|
|Dn|
∑

k=1

[gnk (0)]
′

[gnk ]
′′

(ξk)| = |
|Dn|
∑

k=1

∇f(Xdn
k−1

)T(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

T∇2f(Xn
dn
k

(ξnk (t)))(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)|

≤ m2[sup
t∈T

|∇f(Xt)|m]T|∆X|Dn

sup
t∈T

|∇2f(Xt)|
|Dn|
∑

k=1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2 → 0 (5.13)

skoro určite pre n → ∞, ked’že suma v (5.13) je konečná z predpokladu, že X
má tenzorovú kvadratickú variáciu a |∆X|Dn

→ 0 v každej zložke pre n → ∞
podl’a tvrdenia 2.13. Nerovnost’ vyplýva z Lemmy 5.1, tak podl’a 2.8 máme aj
konvergenciu v metrike ρ pre druhý člen (5.11).

Pre posledný člen Taylorového rozvoja (5.11) po úpravách dostaneme

|Dn|
∑

k=1

(

[gnk ]
′′

(ξnk (t))
)2

=

|Dn|
∑

k=1

(

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

T∇2f(Xn
dn
k

(ξnk (t)))(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)
)2

≤ m2[sup
t∈T

|∇2f(Xt)|]2
|Dn|
∑

k=1

(

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2
)2

≤ m2[sup
t∈T

|∇2f(Xt)|]2||∆X|2Dn

|Dn|
∑

k=1

(Xdn
k
∧t −Xdn

k−1
∧t)

2 → 0 (5.14)

pre n → ∞, ked’že suma v (5.14) je konečná z predpokladu, že X má tenzorovú
kvadratickú variáciu a skalárna druhá mocnina modulu spojitosti konverguje k 0
pre n → ∞. Podl’a vety 2.8 teda konverguje k 0 v metrike ρ aj tret́ı člen (5.11).
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Limitným prechodom (5.11) v metrike ρ a využit́ım (5.12), (5.13), (5.14) teda
dostaneme tvrdenie vety.

k

25



Kapitola 6

Investovanie do akcíı na

finančnom trhu

Uvažujme, že obchodńık investuje do akcíı, ktorých tržná cena je popisovaná
náhodným procesom S = {St, t ∈ T}, kde S0 = s0 je deterministická hodnota.
V tejto kapitole využijeme dosial’ poṕısanú teóriu k dokázaniu ohodnotenia spra-
vodlivej ceny portfólia obchodńıka.

Defińıcia 6.1. Nech S ∈ CT(Ω,F ,P) popisuje tržnú hodnotu akcie s ktorou
obchodńık obchoduje. Usporiadanú dvojicu (M,H)T ∈ CT(Ω,F ,P)2 nazývame
portfólium obchodńıka, ak existuje stochastický integrál v Riemannovom zmysle
procesu H podl’a S. Z hl’adiska portfólia procesu M hovoŕıme vol’né finančné
prostriedky a procesu H množstvo jednotiek akcíı ktoré drž́ı obchodńık.

Poznámka 6.2. Zo spojitosti procesuM vyplýva, že existuje
∫ t

0
Msds v Lebesgueo-

vom zmysle pre každé t ∈ T. Pre úrokovú mieru r výraz r ·
∫ t

0
Msds interpretujeme

ako zisk z uložených finančných prostriedkov do času t a výraz
∮ t

0
HsdSs je zisk

z držania akcíı do času t. Pre jednoduchost’ v práci uvažujeme, že úroková miera
je nulová, teda r = 0.

Defińıcia 6.3. Náhodný proces Y ∈ CT(Ω,F ,P) budeme nazývat’ cenou portfólia
(M,H) ∈ CT(Ω,F ,P)2, ak plat́ı rovnost’

Yt = Kt +HtSt.

Ďalej hovoŕıme, že portfólium (M,H) je samofinancujúce, ak pre každé t ∈ T

plat́ı rovnost’

Yt = Y0 +

∮ t

0

HsdSs

skoro určite.
Nech Z je náhodná veličina. Hovoŕıme, že samofinancujúce portfólium (M,H)

replikuje náhodnú veličinu Z ak Y0 je deterministická veličina a YT = Z skoro
určite.

Veta 6.4. Necht Z, Y0 sú náhodné veličiny a S ∈ CT(Ω,F ,P) taký, že existuje
〈S〉 a nadobúda hodnoty z otvoreného intervalu G. Nech f(t,x) je spojtá funkcia
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na T×G pre ktorú plat́ı, že f ∈ C2(T×G\{T,K}), f(0,S0) = Y0 a f(T,ST ) = Z.
Ak ST 6= K skoro určite a

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Ss)ds = −1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Ss)d〈S〉s,

tak existuje samofinancujúce portfólium (M,H) ∈ CT(Ω,F ,P)2 také, že
Ht =

∂f

∂x
(t,St), Mt = f(t,St)−Ht a cena protfólia Y ∈ CT(Ω,F ,P), kde

Yt = f(t,St).

Dôkaz : Dôkaz okamžite vyplýva z tvrdenia 5.5
k

Pŕıklad. Nech W je Wienerov proces definovaný v 1.2, S(t,Wt) je aritmetický
brownov pohyb s parametrami µ, s0 ∈ R a σ ∈ R. Pre t ∈ T polož́ıme funkciu

f(t,x) = s0 + µt+ σx.

Pre derivácie funkcie f plat́ı, že

∂f

∂t
(t,x) = µ,

∂f

∂x
(t,x) = σ.

Funkcia f je lineárna, teda triviálne plat́ı, že f ∈ C∞ a W má podl’a 3.11 kvad-
ratickú variáciu. Položeńım

St = f(t,Wt)

môžeme použit’ 5.6. Dosadeńım do vzorca (5.10) dostaneme pre každé t ∈ T, že

〈S〉t = tr

{

∫ t

0

(

µ
σ

)⊙2

d

(

0 0
0 s

)

}

= tσ2. (6.1)

Tvrdenie 6.5 (Bachelierov model). Nech sú parametre µ, s0 ∈ R a T, K, σ > 0.
Polož́ıme funkciu

F (t,x) =

{

(x−K)+ t = T
(x−K)Φ( x−K

σ
√
T−t

) + σ
√
T − tϕ( x−K

σ
√
T−t

) t ∈ (0,T )
,

kde Φ(y) =
∫ y

−∞ ϕ(s)ds je distribučná funkcia a ϕ(s) = 1√
2π

exp
{

−s2

2

}

je hus-

tota náhodnej veličiny s rozdeleńım N(0,1). Ak aritmetický Brownov pohyb S =
{St, t ∈ T} určuje cenu akcie, tak

Yt = s0 +

∮ t

0

Φ(
Ss −K

σ
√
T − s

)dSs

je spravodlivá cena samofinancujúceho sa portfólia replikujúceho veličinu
(ST −K)+.
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Dôkaz : Spoč́ıtame parciálne derivácie funkcie F (t,x) a dostaneme

∂F

∂x
(t,x) = Φ(

x−K

σ
√
T − t

), (6.2)

∂F 2

∂x2
(t,x) =

1

σ
√
T − t

ϕ(
x−K√
T − t

), (6.3)

∂F

∂t
(t,x) = − σ

2
√
T − t

ϕ(
x−K√
T − t

) = −σ2

2

∂F 2

∂x2
(t,x). (6.4)

Zvyšné parciálne derivácie neuvádzame ale je vidiet’, že F ∗ je zložeńım expo-
nenciálnej a polynomiálnej funkcie na množine T×(−∞,∞)\(T,K). Ked’že plat́ı,
že

P (ST 6= K) = P (WT 6= K − s0 − µT

σ
) = 1,

tak môžeme použit’ vetu 6.4 a dostaneme rovnost’

Yt = F (t,St) = s0 +

∮ t

0

∂F

∂x
(s,Ss)dSs

= s0 +

∮ t

0

Φ(
Ss −K

σ
√
T − s

)dSs.

k

Pŕıklad. Nech W je Wienerov proces definovaný v 1.2, S(t,Wt) je geometrický
brownov pohyb s parametrami µ, s0 ∈ R a σ ∈ R. Pre t ∈ T polož́ıme funkciu

f(t,x) = s0 exp

{

σx+

(

µ− 1

2
σ2

)

t

}

.

Spoč́ıtame derivácie funkcie f a dostaneme

∂f

∂t
(t,x) = (µ− 1

2
σ2)f(t,x),

∂f

∂x
(t,x) = σf(t,x).

Je vidiet’, že f je exponencálna funkcia, teda f ∈ C∞ a podl’a 3.11 kvadratická
variácia porcesu W existuje a 〈W 〉t = t. Položeńım

St = f(t,Wt)

môžeme použit’ 5.6. Dosadeńım do vzorca (5.10) dostaneme pre každé t ∈ T, že

〈S〉t = tr

{

∫ t

0

S2
s

(

µ− 1
2
σ2

σ

)⊙2

d

(

0 0
0 s

)

}

= σ2

∫ t

0

S2
sds. (6.5)

Tvrdenie 6.6 (Black-Scholesov model). Nech T,K, σ > 0, a µ ∈ R. Polož́ıme
funkciu

F (t,x) =







(x−K)+ t = T

xΦ

(

ln( x

K
)+σ

2

2
(T−t)

σ
√
T−t

)

−KΦ

(

ln( x

K
)+σ

2

2
(T−t)

σ
√
T−t

)

t ∈ (0,T )
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kde Φ(y) =
∫ y

−∞ ϕ(s)ds distribučná funkcia a ϕ(s) = 1√
2π

exp
{

−s2

2

}

je hus-

tota náhodnej veličiny s rozdeleńım N(0,1). Potom ak geomtrický Brownov pohyb
{St, t ∈ T} určuje cenu akcie v čase tak

Yt = s0 +

∮ t

0

Φ

(

ln(Ss

K
) + σ2

2
(T − s)

σ
√
T − s

)

dSs

je spravodlivá cena samofinancujúceho sa portfólia replikujúceho náhodnú veličinu
(ST −K)+.

Dôkaz : Pre parciálne derivácie funkcie F (t,x) plat́ı

∂F

∂x
(t,x) = Φ

(

ln( x
K
) + σ2

2
(T − t)

σ
√
T − t

)

, (6.6)

∂2F

∂x2
(t,x) =

1

xσ
√
T − t

ϕ

(

ln( x
K
) + σ2

2
(T − t)

σ
√
T − t

)

, (6.7)

∂F

∂t
(t,x) = − xσ

2
√
T − t

ϕ

(

ln( x
K
) + σ2

2
(T − t)

σ
√
T − t

)

= −1

2
σ2x2∂

2F

∂x2
(t,x) (6.8)

Zvyšné druhé parciálne derivácie pre prehl’adnost’ neuvádzam, ale je vidiet’, že F
je v každej premennej zložeńım exponenciály a polynómu, respekt́ıve logaritmu,
teda F ∈ C2((0,T )× (0,∞)\{T,K}).

Ked’že

P (ST 6= K) = P (WT 6= 1

σ
ln
K

s0
+ T (

µ

σ
− σ

2
)) = 1,

tak sú splnené predpoklady vety 6.4 a pre spravodlivú cenu porfólia plat́ı, že

Yt = F (t,St) = s0 +

∮ T

0

∂F ∗

∂x
(s,Ss)dSs

= s0 +

∮ t

0

Φ

(

ln(Ss

K
) + σ2

2
(T − s)

σ
√
T − s

)

dSs.

skoro určite.
k

Náhodná veličina (ST −K)+ kde ST je cena akcie v čase T je výplata európskej
call vanila opcie, ktorá umožnuje vlastńıkovy tejto opcie v čase T kúpit’ jednotku
akcie za predom dohodnutú sumu K. Parameter K sa tiež nazýva strike.
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Apendix

Defińıcia 1. Pre náhodný proces X = {Xt, t ∈ T} definujeme
{

FX
t , t ∈ T

}

kanonickú filtráciu procesu X predpisom

FX
t = σ

{

∪{s∈T s≤t}σ(Xs)
}

.

Defińıcia 2. Majme X = {Xt, t ∈ T} integrovatel’ný náhodný proces. Hovoŕıme,
že náhodný proces X je martingal, ak pre každé s, t ∈ T kde s ≤ t plat́ı, že

E [Xt | FX
s ] = Xs

skoro určite. Ak je náhodný proces naviac spojitý, tak hovoŕıme o spojitom mar-
tingale.

Defińıcia 3. Majme X = {Xt, t ∈ T} a zobrazenie τ : Ω → T ∪ ∞. Hovoŕıme,
že τ je FX

t -markovský čas ak pre každé t ∈ T plat́ı, že [τ ≤ t] ∈ FX
t .

Ďalej definujeme náhodný proces Xτ = {Xτ
t , t ∈ T} zastavenie v čase τ pro-

cesu X predpisom Xτ
t = Xt∧τ pre každé t ∈ T.

Defińıcia 4. Nech X = {Xt, t ∈ T} náhodný proces. Ak existuje postupnost’

{τn}∞n=1 X-markovských časov taká, že τn → ∞ pre n → ∞ skoro určite a pre
každé n ∈ N je proces Xτn − X0 = {Xn

t − X0, t ∈ T} martingal, tak tvrd́ıme,
že proces X je lokálny martingal. Ak náhodný proces X je naviac spojitý, tak
hovoŕıme o spojitom lokálnom martingale.

Veta 5 (Optional Stopping Theorem). Bud’ X = {Xt, t ∈ T} spojitý martingal
a τ X-markovský čas. Potom Xτ zastavenie procesu X v čase τ je martingal.

Dôkaz : [3] str. 249, 1.3.11.

k

Veta 6 (Doob-Meyer). Nech X = {Xt, t ∈ T} je spojitý lokálny martingal.
Potom existuje náhodný proces Y = {Yt, t ∈ T} taký, že pre každú postupnost’

{Dn}∞n=1 zahust’ujúcu interval T plat́ı, že pre každé t ∈ T

[X ]Dn

t → Yt

v pravdepodobnosti. Ďalej plat́ı, že

sup
t∈[0,T ]

|[X ]Dn

t − Yt| → 0

v pravdepodobnosti.

Dôkaz : [3] str. 263, 1.6.1

k
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Dôkaz vety 3.11

1. Wienerov proces W = {Wt, t ∈ T} je martingal,

E[Wt | FW
s ] = E[Wt −Ws | FW

s ] +Ws = Ws

pre každé s, t ∈ T kde s ≤ t.

2. Využijeme vlastnost’ Wienerového procesu a to, že pre každé s, t ∈ T kde
t > s je Wt − Ws ∼

√
t− sW1 a tiež, že W 2

1 ∼ χ2
1. Pre postupnost’ deleńı

{Dn}∞n=1 zahust’ujúcu interval T teda plat́ı

E [[W ]Dn

t ] = E [

|Dn|
∑

k=1

(Wdn
k
∧t −Wdn

k−1
∧t)

2]

=

|Dn|
∑

k=1

(dnk ∧ t− dnk−1 ∧ t) = t,

var([W ]Dn

t ) = var





|Dn|
∑

k=1

(Wdn
k
∧t −Wdn

k−1
∧t)

2





=

|Dn|
∑

k=1

var
(

W 2
1 (d

n
k ∧ t− dnk−1 ∧ t)

)

= var
(

W 2
1

)

|Dn|
∑

k=1

(dnk ∧ t− dnk−1 ∧ t)2

≤ 2t‖Dn‖ → 0,

teda [W ]Dn

t → t v pravdepodobnosti.

3. Podl’a Optional Stopping Theoremu 5 sú pre každú postupnost’

{τn}∞n=1 FW
t −Markovských časov, náhodné procesy W τ = {Wt∧τ , t ∈ T}

martingaly. Zvoleńım postupnosti τn = ∞ pre všetky n ∈ N dostaneme, že
W je lokálny martingal.

4. Podl’a Doob-Meyerovej vety 6 teda plat́ı, že

sup
t∈T

|[W ]Dn

t − t| → 0

v pravdepodobnosti, vždy ked’ {Dn}∞n=1 zahust’uje interval T.

Tým je dokázané, že 〈X〉t = t pre každé t ∈ T.

k
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