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Abstrakt: V této bakalarské praci se vénujeme teorii her a jeji aplikaci na eko-
nomické modely oligopoli. Zaméfujeme se na urceni optiméalnich strategii v ne-
kooperativnim konfliktu a na problematiku formovéani koalic a prerozdélovani
vyhry v kooperativnim typu konfliktu. Ziskané poznatky a charakteristiky néa-
sledné uplatiiujeme na rtizné modely oligopoli. Jednotlivé kapitoly jsou doplnény
o kratké numerické priklady, pomoci kterych demonstrujeme vylozenou teorii.
Tato prace nalezne vyuziti v oblastech, kde se modeluji konfliktni situace s vy-
uzitim znalosti o volbé optimalnich strategii.
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Abstrakt: V tejto bakalarskej praci sa venujeme tedrii hier a jej aplikéacii na eko-
nomické modely oligopolov. Zameriavame sa na urcenie optimalnych stratégii v
nekooperativnom konflikte a problematike formovania koalicii a prerozdelovania
vyhry v kooperativnom type konfliktu. Ziskané poznatky a charakteristiky néa-
sledne uplatitujeme na rézne modely oligopolov. Jednotlivé kapitoly st doplnené
o kratke numerické priklady, pomocou ktorych demonstrujeme vylozenu tedriu.
Tato praca najde vyuzitie v oblastiach, kde sa modeluju konfliktné situacie s
vyuzitim znalosti o volbe optimélnych stratégii.
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Kapitola 1

Uvod

Cielom tejto bakalarskej prace je predstavit teériu hier a ukézat jej aplikova-
telnost v oblastiach Tudského zaujmu. Konfliktné situécie sprevadzaju Tudstvo
uz od nepamiiti, rovnako ako hladanie ich optiméalneho rieSenia. Tedria hier,
ako odvetvie matematiky, si dava za ciel prave modelovanie tychto konfliktov po-
mocou vhodného matematického aparatu. Snazi sa navrhnit ich rieSenia a v ramci
tedrie hier sa stretdvame predovsetkym s pojmom hra, ktory mozeme volne in-
terpretovat ako model konfliktu. Pole pdsobnosti tedrie hier je Siroké. Doposial si
nasla uplatnenie napriklad pri modelovani stiperenia konkurentov v ramci ekono-
mického, ¢ politického prostredia alebo pri modelovani chovania firmy v oligo-
pole, ¢i dokonca vo vojenskych konfliktoch. Ukazuje sa, ze potencidl tedrie hier
eSte zdaleka nie je dosiahnuty, o ¢om sved¢i vyznamny pocet publikécii tykajucich
sa jej vyuzitia.

Z historického hladiska sa ako medznik vzniku tedrie hier povazuje kniha pé-
nov J. von Neumanna a O. Morgensterna z roku 1944. Tato kniha predstavuje
zhrnutie znamych vysledkov, k zakladom ktorym prispeli pani E. Borel a sa-
motny Neumann. Autori tieto vysledky rozvinuli a doplnili v mnohyjch smeroch.
Otvorili tak dvere rychlemu rozvoju tedrie hier. Nasledovalo mnoho vyznamnych
prac, o ktoré sa zasluzila ¢i uz Princetonska univerzita, znami matematici J. Nash
a J. C. C. McKinsey alebo mnohi dalsi. Vdaka tomu tedria hier naberala na po-
pularite a vznikali nové smery a druhy hier. Pre c¢eskoslovenskych matematikov
bola uzito¢na popularna praca od pana J. Willliamsa z roku 1954, ktora vysla
i v ¢eskom jazyku. O rozvoj tejto matematickej discipliny sa zapricinili i ceski
a slovenski autori M. Manas, M. Chobot, A. Turnovcova, ¢i F. Turnovec a ini.
V stcasnej dobe predstavuje tedria hier neoddelitelnt sucast zakladnych nastro-
jov ekonomickej teorie.

Ako prvé sa v tejto praci stretavame so zékladnymi definiciami a vlastnostami
obecne hier n hracov. Zaroven zavadzame pojem hra v norméalnom tvare, ktory
vyuzivame v celej praci.

Nasledujuca kapitola sa podrobne venuje prave nekooperativnej hre. Kapitola
sa Cleni na tri Casti. Prva a druhd cast sa venuje hladaniu optimalneho riesenia
spomenutého typu hry pre dvoch hracov a pre n hracov. Ako rieSit situdcie,
v ktorych optimélne rieSenie nebolo mozné urcit, je popisané v tretej casti.

Dalej definujeme pojem koalicia, ktory sa uplatiiuje v kooperativnych hrach.
Podrobne sa zaoberame pripadmi, v ktorych moze dochadzat k vzniku koalicii.
V néviznosti nato sa zaoberdme rozdelenim vyhry medzi hrac¢ov v koaliciach.



Na zaver kapitoly este zavadzame pojem Shapleyho hodnoty hry.

Plynulo prechddzame k modelom oligopolov, venujeme sa pri¢inam ich vzniku
a objasnujeme pojmy kolizia a kartel. Zavadzame vyznamné modely oligopolov,
akymi st Cournotov model, Bertrandov model a Stackelbergov model.

V zaveretnej Casti tejto préce sa sustredujeme na aplikdciu vyloZenej tedrie
v modeli koltizneho Cournotovho oligopolu. Okrem toho, Ze sa snazime ukézat,
ze koltzny Cournotov model duopolu speje k obecnej hre typu Véziiovo dilema,
na priklade tohto typu oligopolu aplikujeme uvedené poznatky kooperativnych
hier.



Kapitola 2

Zakladné pojmy a definicie

2.1 Uvod do tedrie hier

Tedria hier sa venuje analyze rozhodovacich situacii. S rozhodovacou situaciou
sa bezne stretdvame napriklad pri hrani kartovych hier, ale taktiez sa uplatnuje
aj v pokrocilejsej ekonomickej teorii oligopolu, kde kazda firma zvazuje kona-
nie ostatnych ucastnikov. Rozhodovacie situdcie mozeme rozdelit v zavislosti na
pocte zucastnenych rozhodovatelov na konflikiné a nekonfliktné. V nekonfliktnej
rozhodovacej situdcii vystupuje len jeden rozhodovatel a $tidiom danej problema-
tiky sa nebudeme v tejto praci venovat. Konfliktnej situdcie sa zcastiiuji aspori
dvaja rozhodovatelia, ktorych budeme nazyvat hra¢mi (players). Plati, Ze nésle-
dok rozhodnutia prvého hraca je zavisly na zvolenych rozhodnutiach ostanych
hracov. Kazdy hra¢ ma dant mnozinu rozhodnuti, ktort budeme nazyvat pries-
torom stratégii (strategy space). Funkciu, ktord kvantifikuje nasledok zvolenej
stratégie prvého hraca a stratégii ostatnych hracov, budeme nazyvat vyplatnou
funkciou (payoff function) prvého hraca. Zdrojom st u¢ebné texty (Maras, [1974)
a (Gibbons, [1992).

Matematickym modelom rozhodovacej situécie je hra v normalnom tvare (normal
- form representation of a game).

Definicia 1. Nech P je konecnd, neprdazdna, n prvkovd mnoZina. Prvky mnoZiny
P ocislujeme 1, ..., n a nazveme ich hracmi. Mame zadanych n mnozin Sy, ..., S,
a n funkcit Uy(S1,...,80), -, Un(S1,...,8,), ktoré su definované na kartézskom
sucine Sy X - -+ x S,,. Potom nazveme hrou n hracov v normdlnom tvare mnozinu:

G={P;S1,....,9;U(s1,-..,8n), -, Upn(S1,---,5n) } (2.1)

Mnozinu P nazveme mnoZinou hrdacov, pre zjednoduSenie budeme znacit P =
{1,2,...,n}, mnozinu S; nazveme priestorom stratégii i-tého hraca, prvok s; € S;
nazveme stratégiou i-tého hraca a funkciu U;(sq, . . ., $,) nazveme vgplatnou func-
kiou i-tého hrac¢a. Kladni hodnotu vyplatnej funkcie U;(sy, ..., s,) po dosadeni
zvolenych stratégii s; € S;, ¢ = 1,...,n, budeme nazyvat vyhrou i-tého hraca.
Naopak zaporni hodnotu budeme nazyvat stratou i-tého hraca. Konstantou n
rozumieme pocet hracov.



2.2 Rozdelenie konfliktnych situacii

Konfliktné situécie (konflikt) budeme ¢lenit podla spdsobu rozdelenia vyhry.
Majme hru n > 2 inteligentnych hracov, v ktorej skupina hracov ziska prave to,
¢o strati skupina zvysnych hracov nezavisle na zvolenych stratégiach. Tento typ
konfliktu nazyvame antagonisticky konflikt. Poznatky sme ¢erpali z knihy (Marias,
1974).

Pozndmka. Inteligentny hrac voli stratégie s timyslom maximalizovat hodnotu
svojej vyplatnej funkcie.

Matematickym modelom pre antagonisticky konflikt je hra v normélnom tvare
s konstantnym stuctom.

Definicia 2. Hru v normalnom tvare, v ktorej pre véetky s; € S;, i = 1,...,n
plati:

n
ZUi(sl, ceySp) = ¢,
i=1

kde c je lubovolnd konstanta, ktorej hodnota mie je zdvisld na volbe stratégii
S1,...,5n, nazyvame hrou s konstantnym sictom. Specidlne pokial sa ¢ = 0, ho-
vorime o hre s nulovym suctom.

Opakom antagonistického konfliktu je konflikt dvoch alebo viacerych inteli-
gentnych hracov, ktorych zamery nemusia byt striktne protikladné a nazyvame
ho neantagonisticky konflikt.

Modelom pre neantagonisticky konflikt je hra v normélnom tvare s nekon-
Stantnym stctom.

Definicia 3. Hru v normdlnom tvare pre ktord plati:
ZUi(Sla"'asn) :H(ZL‘), (22)
i=1

kde 0(x) je funkcia definovand na mnozine Sy X - -+ X S, nazyvame hrou s ne-
konstantnym suctom.

V neantagonistickom konflikte, vzhladom k protichodnosti zdujmov hracov,
moze nastat situdcia, kedy urcita volba stratégii bude vzajomne prospesné pre
skupinu hracov. V pripade, ked hrac¢i mézu vzajomne spolupracovat hovorime
o kooperativnom type konfliktu. V opacnom pripade ide o nekooperativny typ kon-
fliktu. Skupinu hracov, ktori vzajomne spolupracuji budeme nazyvat koaliciou.
Koaliciou oznac¢ime ako mnozinu K C P. S vznikom koalicii stvisi moznost rozde-
lenia ziskanej vyhry. Ak je mozné vyhru rozdelit medzi ¢lenov koalicie, hovorime
o prenosnej vyhre a v opacnom pripade hovorime o neprenosnej vijhre.

2.3 Hra v normalnom tvare

Definicia 4. Nech priestory stratégii hrdcov S;, i = 1,...,n st konecné mno-
zZiny. Potom hru v normadlnom tvare nazyvame konecnou hrou. Inak ju nazveme
nekonecnou hrou.



V redlnych problémoch st priestory stratégii hracov vzdy kone¢né mmoziny.
Ak uvazujme priestorom stratégii penazné ciastky, potom hrac¢i maji na vyber
kone¢ny pocet eventudlnych stratégii a je vhodné tieto stratégie popisat diskrét-
nou veli¢inou. V pripade ¢asovych okamzikov s priestory stratégii opdt konecné
mnoziny, ale pre aplikdciu matematického aparatu (mnoziny s desat tisicmi prv-
kov) je vyhodnejsie stratégie definovat spojitou veli¢inou. Pri volbe optimélne;
stratégie je dolezitym faktorom informovanost hracov. Hru, kde vyplatné funkcie
hracov su vSeobecne zname ostatnym hracom, nazyvame ako hru s uplnou infor-
mdciou (game of complete information). Inak ide o hru s nedplnou informdciou.

Okrem hier inteligentnych hracov sa méZzeme stretnit aj s typom hry, ktorych
sa Ucastni ndhodny faktor (napr. priroda) alebo p-inteligentny hra¢. Nahodny
faktor si voli svoju stratégiu na zaklade nejakého rozdelenia pravdepodobnosti.
V pripade, ak hraci poznaju pravdepodobnosti, s akou ndhodny faktor voli svoje
stratégie, potom hovorime o rozhodovanit pri riziku. Inak hovorime o rozhodovani
pri neurcitosti. P-inteligentny hrac sa javi ako kompromis medzi inteligentnym
hra¢om a nadhodnym faktorom. Volbu stratégii p-inteligentného hraca mozeme
popisat parametrom p = (0, 1). Pokial je p = 0, tak volba stratégii tohto hréaca je
identickd s volbou néhodného faktora, kdezto p = 1 znadi inteligentného hraca.

Tato praca sa zaobera aplikaciou tedrie hier na ekonomické otazky oligopolov,
kde je vylacena ucast ndhodného faktora alebo p-inteligentnych hracov, a preto
sa v dalSom texte tejto prace obmedzime na konecné hry n > 2 inteligentnych
hracov s uplnou informéaciou.

2.4 Konvexné mnoziny

V tejto podkapitole zavedieme pojem konvexna mnozina v konecne dimenzi-
onalnom Euklidovskom priestore a definujeme niektoré jej vlastnosti. Cerpali sme
z (Lachout).

Definicia 5. Majme S C R". MnoZinu S nazgvame konvexnou mnoZinou, pokial
pre kaZdé s1,50 € S a A € (0,1) je A-s1+ (1 —\)-s5 € S. Teda pre lubovolné dva
body mnoziny sy, o € S leZia vsetky ich konvexné linedrne kombindcie v S.

Priklad. Usecka, priamka, kruh, Stvorec, ihlan, kvader atd. si konvexné mnoziny.
Nekonvexné mnoziny st napriklad kruznica, gulova plocha a iné.

V nasledujicom texte tejto prace budeme okrem obecného pojmu konvexnej
mnoziny vyuzivat Specifické konvexné mnoziny.
Definicia 6. Majme $pecidlne konverné mnoziny:

1. nadrovina, ktori definujeme ako {s € R";a"

s =c},
2. uzavrety polpriestor, ktory definujeme ako {s € R";a"s > ¢},
3. otvoreny polpriestor, ktory definujeme ako {s € R"; s > c},

4. konvexnd polyedrickd mnoZina, ktord je prienikom konecne mnoho uzavre-
tych polpriestorov,



5. konvexny polyedr, definovany ako obmedzend konvexnd polyedrickd mno-
zZina.



Kapitola 3

Nekooperativne hry

V tejto kapitole sa budeme podrobne venovat neantagonistickému konfliktu.
Tento typ konfliktu, na rozdiel od antagonistického konfliktu, presnejsie modeluje
bezné ekonomické situacie, a to prave z dévodu, ze zaujmy jednotlivych hracov
nemusia byt nutne protikladné. Z tejto podstaty neantagonistického konfliktu
vyplyva aj moZznost koordinécie stratégii. V tejto kapitole spolupracu hracov ne-
budeme uvazovat. Pomocou nasledujtcich definicii a viet sa budeme snazit vy-
svetlif volbu optimaélnej stratégie pre vSetkych hracov s ciefom maximalizovaft
vyhru. Podkladom celej tejto kapitoly sa diela (Marias, [1974), (Manas, 1991) a
(Gibbons, [1992).

3.1 Nekooperativna hra 2 hracov

V tejto podkapitole sa obmedzime na zjednoduseny model nekooperativnej
hry dvoch inteligentnych hracov. Matematickym modelom je hra s nekonstantnym
sactom (2.2]) pre n = 2.

Definicia 7. (Nashova rovnovdha) Nech G je hra dvoch hracov v normdlnom
tvare s nekonstantnym suctom:

G = {P; 51, S2; Ui (51, 82), Ua(s1, 52) }- (3.1)

Potom rovnovaznym bodom (Nash equilibrium) tejto hry nazveme dvojicu stratégit
sy a sy, ak platia nasledujice nerovnosti:

U1 (81,3/2) < U1(5/17$/2)

(3.2)
Us(s7,52) < Us(s],55)

pre vietky stratégie sy € Sy a sy € Sy. Stratégia s| je rovnovdzna stratégia hraca
1 a stratégia s}, je rovnovdzna stratégia hrdica 2.

Této definicia nam nehovori nic¢ o existencii rovnovazneho bodu. Z nerovnosti
B2) vyplyva, ze v hre (8.1 s prave jednym rovnovaznym bodom, je tento bod
pre oboch hracov optimalnou volbou. Komplikacie nastavaji, ak hra (3.1]) nema
7iaden rovnovazny bod alebo hra (B.1I]) mé viacero rovnovaznych bodov. Pripadu
hry (31)), ktorda nemd ziaden rovnovazny bod, sa budeme venovat v texte prace
neskor. Pre hry (B s viacerymi rovnovaznymi bodmi zavedieme nasledujicu
definiciu.



Definicia 8. UvazZujme hru v normdlnom tvare [B.1), oznacme s}, s{ € Si dve
rozne pripustné stratégie hrdaca 1.

1. Stratégia sy je dominovand stratégiou sy, pokial pre vsetky pripustné kombi-
ndcie stratégii hraca 2 je vyplata hrdca 1 pre stratégiu s} nizsia alebo rovnd
ako viyplata pre stratégiu sy :

Ui(s1, s2) < Ui(sY, 52)
pre kaZdu stratégiu so € Sy z priestoru stratégii hraca 2.

2. Stratégia s je striktne dominovand stratégiou sy, ak pre vsetky pripustné
kombindcie stratégii hrdca 2 je vyplata hraca 1 pre stratégiu sy niZsia neZ
vyplata pre stratégiu s/ :

Ul(Sll, 82) < Ul(Slll, 82)
pre kaZdu stratégiu so € Sy z priestoru stratégii hraca 2.

3. Stratégia sy je nedominovand stratégiou sy, ak existuje aspor jedna straté-
gia hraca 2, kde vyplata hrdica 1 pre stratégiu s| je vyssia ako vyplata pre
stratégiu s :

Ul(Sll, 82) > Ul(Slll, 82)

pre aspon jednu stratégiu so € Sy z priestoru strategit hraca 2.

Tato definicia v striktnej verzii ndm dava navod ako mézeme hru (B.1)) zjed-
nodusit. Ak stratégia s} € S je striktne dominovana stratégiou s| € S; (za pred-
pokladu, Ze obaja hraci su inteligentni), hra¢ 1 eliminuje stratégiu s} z priestoru
svojich stratégii S;, pretoze stratégia s mu pre aktkolvek stratégiu s € Sy za-
ruci vyssiu vyhru. Hrac¢ 2 si je vedomy tejto skutocnosti, a preto taktiez eliminuje
stratégiu s) z priestoru stratégii S; hraca 1. Tento proces méZeme iterativne ap-
likovat (v pripade existencie dalsich striktne dominovanych stratégii) a hru (3.1
takto zjednodusime.

Definicia 9. Nech 31 je hra s viacerymi rovnovaznymi bodmi a bod (s}, s4) je
akykolvek rovnovazny bod tejto hry.

1. Rovnovdzny bod (s, sy) pre ktory plati:
Ul(sllla 5/2,) > U (5/17 5/2)

"o o (33)
Us(s7, 85) > Ua(s], 89)

pre véetky rovnovdzne body (s}, s5), nazyvame dominujici rovnovdziny bod

hry B.1).
2. Rovnovdzny bod (s, sy), pre ktory existuje iny rovnovdzny bod (s}, s,) taky,
ze:
Ul(slllv 3,2/) > U (5/17 5,2) (3 4)
Us(sf, 53) < Un(s}, 53). |

nazyvame nedominugici rovnovdzny bod hry (B1).



Za predpokladu, ze hra (B.1]) méa viacero rovnovaznych bodov mozu na zéklade
nerovnic (33) nastat dve situdcie. Budto hra (8]) ma prave jeden dominujici
rovnovazny bod a tento bod je zaroven pre oboch hracov najvyhodnejsou volbou
stratégii. V pripade hry (B.) s viacerymi dominujicimi rovnovaznymi bodmi
nejde jednoznaé¢ne urcit dvojicu alebo dvojice najlepsich stratégii. Pokial hra (3.1))
nema dominujtci rovnovazny bod, tak nema riesenie.

Definicia 10. Uvazujme hru (31) a indexovi mnoZinu I takd, Ze body (s1;, S2:),
i € I st rovnovdinymi bodmi tejto hry. Pokial pre kaZdé (Sim, S1n), m,n € I a
pre kazZdé (Sam, Son) plati:

Ui(Slm, 52m) = Ui(slna S2n) 1=1,2,
nazgvame body (s1;, S9), i € I zdmenngmi.

Na zaklade predoslych definicii si zrekapitulujme, kedy mdzeme v neantago-
nistickej hre (B.I]) urcif najlepsiu volbu stratégii t.j. rieSenie hry:

1. V hre (3)) existuje prave jeden rovnovazny bod, ktory je zaroven jedinym
dominujicim rovnovaznym bodom.

2. V hre (B.1) existuje viacero dominujucich rovnovaznych bodov a v tomto
pripade st vsetky zamenné.

Pre hru (8] udéava nasledujica veta postacujice podmienky k existencii rovno-
vazneho bodu.

Veta 1. Uvazujme hru B1) s nasledugicimi vlastnostami:
1. Priestory stratégii Sy C R™ a Sy C R™ su kompaktné a konvexné mnoZiny,

2. Pre kaZdé sy € Sy je vyplatnd funkcia hrdca 1 Uy(s1, s2) konkdvna a spojitd
v s1 a pre kazdé s, € Sy je vyplatnd funkcia hraca 2 Us(s1, s2) konkdvna a
spojitd v So,

3. Vyplatné funkcie Uy(s1, s2) a Us(s1, S2) st spojité na mnozine Sy X Ss.

Potom hra [B.1]) md aspori jeden rovnovdzny bod.

Dokaz. Dokaz najdeme v praci Manas (1974, str. 105 - 107).

3

Priklad (1). Uvazujme klasicky priklad typu manzelsky spor (The battle of the
sexes). Hry sa ucastnia dvaja hraci (dvojica, par, manzelia atd.), ktori sa rozho-
duju ako stravia spolo¢ny vecer. Na vyber maju z dvoch moznosti. Bud navstevu
opery alebo navstevu Sportového zapasu. Muz preferuje navstevu Sportového za-
pasu a zena preferuje navstevu opery, pricom obaja partneri buda radsej travit
vecer spolo¢ne ako samostatne. TUto situdciu reprezentuje nasledujtca tabulka:
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Muz
Opera Zapas
Opera | 2,1 0,0
Zapas | 0,0 1,2

Zena

Tabulka 3.1: Tabulka hry siboj pohlavi

Hra popisana tabulkou (8.I]) ma dva rovnovazne body (Opera, Opera) = (2, 1)
a (Zapas, Zapas) = (1, 2). Zena samozrejme preferuje bod (2, 1) a Muz déva
prednost bodu (1, 2). Podla definicie (@) st oba body nedominujice rovnovazne
body, a preto tato hra nema riesenie.
Poznamka. Uvazujme situaciu, ked si obaja hraci zvolia stratégie prislichajice
svojmu rovnovaznemu bodu. V takomto pripade by pre oboch hracov nastal naj-
hor$i moZny variant, a to bod (Opera, Zapas).

3.2 Nekooperativna hra n hracov

Definicie zavedené v predoslej podkapitole rozsirime na obecny model neko-
operativnej hry n inteligentnych hracov. Matematickym modelom je hra s nekon-
Stantnym stuctom (2.2)).

Obdobne ako v predoslej hre 2 hracov zavedieme definiciu rovnovaznej straté-
gie i-tého hraca.

Definicia 11. Mdame hru n hracov v normdlnom tvare s nekonstantnym suctom.:

G={P;S1,....,9;U(s1,-..,80), .-, Upn(51,---,5n) } (3.5)
Rovnovdznym bodom tejto hry nazveme n-ticu stratégii s = (sy,5h,...,5,) 2a
platnosti:

Ui(S1: 8, oy Si1y S Siqts - -0 8n) < Ui(SY, 89, ..., 8h) i=1,...,n, (3.6)
pre vsetky stratégie s; € S;, i = 1,...,n. Stratégiu s, nazgyvame rovnovdinou

stratégiou i-tého hrdca.

Identickt ivahu ako v pripade hry 2 hracov aplikujeme na hru n hracov. Ak
hra (B.5) ma prave jeden rovnovazny bod, potom z nerovnice (B.6]) vyplyva, Ze
tento bod je najlepsou volbou pre vSetkych hracov. Hre (8.5]), ktord nemé ziaden
rovnovazny bod sa budeme venovat v texte tejto prace neskor.

Definicia 12. Oznac¢me v hre (3.0) s}, s/ € S; dve rozne pripustné stratégie i-tého
hrdaca.
1. Stratégiu s, nazveme dominovand stratégiou s, ak pre vsetky mozné kom-
bindcie stratégii ostatnych hrdcov je vyplata i-tého hrdca pre stratégiu s
nizsia alebo rovnd nezZ vyplata pre stratégiu s .

/ "
Ui(Sl, S9,...,8—-1, Sz” Sidtly---s Sn) S Uz’(Sh S2,...,8—-1, Si 3 Sidly ey Sn),
pre vietky kombindcie (S1,82...,8i-1,Sit1,---,Sn), ktoré mozZeme zostrojit
z priestorov stratégii ostatnygch hracov (S1,S2...,Si-1,Si41,- -+, Sn).
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2. Stratégiu s, nazveme striktne dominovand stratégiou s!, ak pre vSetky mozné
kombindcie stratégii ostatnych hrdcov je vyplata i-tého hraca pre stratégiu
si mizsia ako vyplata pre stratégiu s!.

/ "
Ui(Sl, 89,y 8i—1,S;, Sitly- - Sn) < Ui(Sl, 89, 3 8i—1,5;,Sit1y -, Sn),
pre vsetky kombindcie (S1,Sg...,8i-1,Sit1,---,5n), ktord moZeme zostrojit
z priestorov stratégii ostatnygch hracov (S1,S2...,Si-1,Si41,- -+, Sn).

3. Stratégiu s, nazveme nedominovand stratégiou s, ak existuje jedna kombi-
ndcia stratégii ostatnych hracov taka, Ze vyplata i-tého hrdca je pre stratégiu
si vyssia nez vyplata pre stratégiu s .

/ 1
Ui(S1, 82, -+ 8i—1, Siy i1y - -, Sn) > Ui(81,82, -+, 821,87, Sig1, -+ -5 5n),
pre aspon jednu kombindciu (S1, S ..., Si—1,Sit1, - - -, Sn), ktord moZeme zo-
strojit z priestorov stratégii ostatnyjch hracov (S1,Ss ..., Si 1,Sit1,---,Sn)-

V pripade existencie striktne dominovanych stratégii mozeme hru (3.5) zjed-
nodusit obdobnym postupom, ktory sme popisali za Definiciou (g]).

Definicia 13. Uvazujme hru ([B.3) s viacerymi rovnovdznymi bodmi. Rovnovdzny

bod s" = (s],sh,...,s") nazveme dominujici rovnovdzny bod, ak plati:
/ / / " " " .
Ui(sy, S,y 8) < Ui(s],s5,...,8) 1=1,...,n,
pre akgkolvek rovnovdzny bod s’ = (s}, sh,...,s,).

Pokial mé hra (3.5]) prave jeden rovnovazny bod, je tento bod zéroveni aj domi-
nujucim rovnovaznym bodom. V tomto pripade je pre vSetkych hracov najlepsou
volbou prave tento bod. V pripade hry (8.5]) s viacerymi rovnovaznymi bodmi
zavedieme nasledujice definiciu.

Definicia 14. Nech mame zadantd hru ([3.5) a indezovi mnoZinu K tak, Ze body
St = (Sgs Shps - - -5 Shy) pre k € K su rovnovaznymi bodmi tejto hry. Pokial hod-
nota vyplatnej funkcie:

/ / / _ y —
Ui(S11 Sops - -+ 5 Sup) = Ci i=1,...,n,
3 v / . / ! ! ! / / .
kde ¢; je konstanta nezdvisld na k, nazveme body (s}, Shy, - - -, Shy) zdmennyma.

V nekooperativnej hre n hrac¢ov moézeme uréit rieSenie hry (B.5) v tychto
pripadoch:

1. Hra (3.5) mé prave jeden rovnovazny bod, ktory je zaroven dominujicim
rovnovaznym bodom.

2. Hra (3.5 mé viacero dominujtcich rovnovaznych bodov, ktoré st v tomto
pripade zamenné.

Pre nekooperativiu hru n hracov (3.5]) uvedieme vetu o postacujtcich podmien-
kach existencii rovnovazneho bodu, ktora je zobecnenim Vety 1.
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Veta 2. Uvazujme hru [B.5) s nasledujicimi vlastnostams:

1. Priestory stratégit S; C R", v =1,...,n su kompakiné a konvexné mnozZiny.

2. Pre vSetky S1,82, ..., 8i-1,8i41y+--5Sn € ST X S X -+ X S;_1 X Sj11X--+-XS,
st vyplatné funkcie U;(s1, So, ..., S,) konkdvne v premennych s; € S;, i =
1,...,n.

3. Funkcia ) . Ui(s1,...,s,) je spojitd na celom definicnom obore Sy x Sy X
cee X S

4. Na mnozZine S1 X Sy X+ xS;_1 X S;11X---x8, stprekaZdé s; € S; vyplatné
funkcie U;(s1, S, - - ., Sn) spojit€ vzhladom k s1, 82, ..., Si—1,Sis1s- - - Sn, PTE
1=1,...,n.

Potom nekooperativna hra n hracov ([B.5]) md asporni jeden rovnovdzny bod.

Dékaz. Dokaz je mozné nédjst v praci [Marias (1974, str. 135).

3.3 Dvojmaticové hry

V tejto podkapitole sa opit obmedzime na model nekooperativnej hry 2 hra-
¢ov ako v sekcii (B.J]), kde sme vymedzili situacie, pre ktoré zatial nedokazme
ur¢it optimalne stratégie oboch hracov. Boli to situacie, kde hra (3.I) nemala
ziaden rovnovazny bod alebo situécia hry (B1) s viacerymi nedominujtcimi rov-
novaznymi bodmi. V tejto sekcii uvedieme definicie a vety, ktoré ndm umoznia
vzdy urcit optimélne stratégie hry (3.1).

Nech priestor stratégii hraca 1 S; je m-prvkova mnozina, kde 1 <m < oo,m € M
a priestor stratégii hraca 2 je n-prvkova mnozina Sy, 1 < n < oo,n € N.
Definujeme matice A, B typu m X n:

ay; ... Qip bll ce bln

A=|... ... .. |\B=(... ... .. (3.7)

Am1  --- Amn bml bmn

kde prvky a;;,7 = 1,...,m,5 = 1,...,n matice A odpovedaji hodnote vy-
platnej funkcie hraca 1 Uy(s;, s;), pre stratégie s; € Si,s; € Sy a prvky b;;,i =
1,...,m,7 = 1,...,n matice B odpovedaji hodnote vyplatnej funkcie hraca 2
Us(si, s5), pre s; € S1,8; € Sa.

Pre lepsiu prehladnost prepiSeme obe matice do dvojmatice:

aii, b ... ai, bipy
(3.8)

Am1, bml <o Omn, bmn
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Definicia 15. Dvojmaticovou hrou nazgvame konecni hru 2 hracov v normdlnom
tvare:

G ={P; 51 = {81,852, 5m}, 52 = {51,582, ..., $n}; U1 (84, 85) = aij, Ua(ss, 55) = bij},
(3.9)
kde proky a;; su prvkami matice A a b;; st prvkami matice B (3.1).

V avode tejto kapitoly sme definovali situécie, kedy v hre (8.1]) neexistujt opti-
malne stratégie, preto rieSenie tejto hry obnésa neistotu hracov spojent s volbou
stratégie. Z inteligentnej povahy oboch hracov vyplyva, ze v tychto situaciach
bude snahou oboch hracov ¢o najlepsie odhadntt volbu protihréaca.

Definicia 16. Uvazujme hru v normdlnom tvare ([BJl) s priestorom stratégii

hraca 1 S7 = {s11,812,-.-,S1m}, kde stratégiu s;; € Si,i = 1,...,m budeme
nazgvat Cistou (rydzou) stratégiou (pure strateqy) hrdca 1 a priestorom straté-
git hraca 2 Sy = {91,522, ..., 52}, kde stratégiu soj € Sa,j = 1,...,n budeme

nazyvat Cistou stratégiou hrdca 2. Potom priestorom zmieSanych stratégii (mized
strategy) hraca 1 je vektor pravdepodobnosti na priestore Cistych stratégii Sy:

D1 = (pn,p12, cee ,p1m)7 (3-10)

kde p1, > 0,k =1,...,m a Y ;- pix = 1. Proky z priestoru p; budeme nazjvat
zmiesanymi stratégiami hrdaca 1. Priestorom zmiesanych stratégii hraca 2 je vektor
pravdepodobnosti na priestore cistych stratégii So:

P2 = (P21, P22, - - - Pan), (3.11)

kde pyy > 0,1 =1,....,n a Y . py = 1. Proky z priestoru ps budeme nazjvat
zmiesanymi stratégiamsi hrdca 2.
Pozndmka. Priestor zmiesanych stratégii taktiez zahfna vsetky cisté stratégie.
Napriklad zmieSana stratégia p; = (1,0,...,0) znamend, Ze hra¢ 7 bude s prav-
depodobnostou 1 volit prvi stratégiu a s pravdepodobnostou 0 bude volif ostatné
stratégie.

Definicia 17. Zmiesanym rozsirenim dvojmaticovej hry [B9) je hra 2 hracov s
priestorom stratégii hraca 1 (BI0) a priestorom stratégii hraca 2 (B11) a vyplat-
nymi funkciami Uy = Z;L Z?Zl P1iGijP2; = Pl Apy aUs = Z;n:l Z?:l p1ibijp2; =
B
Dby bp2-
V zmiesanom rozsireni dvojmaticovej hry (B.9) zavedieme pojem priemernd
zarucend vyhra kazdého hraca.

Definicia 18. Majme dvojmaticovi hru 2 hricov [3.9) zadani maticami (B.7))
s priestorom stratégii prvého hraca BI0) a s priestorom stratégii druhého hrica
BII). Priemernd zarucend vghra hrica 1 je:

m
max IIliIl E D1iGij,
P j 4
i=1
kde py; je prvok z priestoru py (B.I0). Priemerna zarucend vyhra hrica 2:
n
max min E bijp2;,
P2 4 -
J=1

kde poj je prvok z priestoru pe (B.11)).
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V tvode tejto podkapitoly sme uviedli situécie, v ktorych zatial nedokdzeme
ur¢it optimalne stratégie nekooperativnej hry dvoch hracov. V tychto situciach
musime uvazovat priestory zmiesanych stratégii, tak ako sme ich definovali v ([I6]).
O zmieSanom rozsireni dvojmaticovej hry plati dolezita veta.

Veta 3. Nech G je dvojmaticovd hra (3.9). Potom pre kaZdi hru G md jej zmie-
sané rozsirenie aspon jeden rovnovdzny bod.

Dokaz. Dokaz najdeme v praci Manas (1974, str. 110).

3

Nasledujtuca veta nam dava navod, ako najdeme tento rovnovazny bod.

Veta 4. Nech u je m-zlozkovy jednotkovy vektor, v je n-zlozZkovy jednotkovy vektor
a A, B st kladné matice typu m x n. Vektory v’ #0 a s # 0 su rieSenim ulohy:

max F(r,s) =maxr (A+B)s—u'r —v's (3.12)

pri obmedzeniach:
As <u s >0,
(3.13)
B'r <w r >0,

prave vtedy a len vtedy, ak p; = br’, pa = as’ su rovnovdznym bodom zmiesaného
rozsirenia dvojmaticovej hry (), pricom:

a=1/u's,
b=1/v"r. 314
Pre vektory v’ a s’ plati:
r'TAs = u'r
(3.15)

'l"/TBS/ — ’UTS/

takze F(r',s") = 0.

Dékaz. Dokaz je podrobne popisany v praci [Manias (1974, str. 111 - 112).

3

Pozndmka. Vo vete 4 pozadujeme, aby matice A a B boli kladné. Bez ujmy na
obecnosti moézeme pripoditat to isté ¢islo ku vSetkym prvkom matic A a B a zis-
kame nové matice s kladnymi prvkami také, zZe dvojmaticova hra nimi popisana,
ma rovnaké rovnovazne stratégie ako povodna hra a taktiez zmiesané rozsirenia
oboch hier maji rovnaké rovnovazne stratégie.

Priklad (2). Pokracovanie Prikladu 1. Uvazujme dvojmaticovii hru popisanu ta-
bulkou (B.]) zadana v tvare matic:

R s 510
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Tato hra nemala riesenie v Cistych stratégiach, pretoze ziaden z rovnovaznych
bodov nie je dominujicim rovnovaznym bodom. Podla Vety 4 budeme hladat
rieSenie v ramci zmiesanych stratégii. Optimaliza¢na tloha ma tvar:

IIlaXF(’I",S) = IIlaX?)Tl - 81+ 37’2 *8S9 —T1—T9 — 81 — 89 (317)
pri obmedzeniach:

281 S 17 S2 S 17 S1, 52 Z 07
(3.18)
Tlgl, 27’2§1, 7’1,7’220.

Ide o dlohu nelinedrneho programovania, kde zohladiiujeme ' # 0 a s’ # 0.
Vyuzitim tedrie z (Lachout, kap. 3) ziskame rieSenie:

=1, rh=1/2, b=2/3,

(3.19)
/ /
sy =1/2, so =1, a=2/3.

Dosadenim 7/, s’ jednoducho overime, ze F(/, 8') = 0. ZmieSané stratégie ziskame
prepoctom py = br', ps = as’:

p1=(2/3,1/3),

(3.20)
p2 = (1/3,2/3).

Pomocou priestorov zmiesanych stratégii sme ziskali rieSenie tejto hry, kde Zena
bude s pravdepodobnostou 2/3 volit stratégiu Opera a s pravdepodobnostou
1/3 stratégiu Zapas. Muz bude s pravdepodobnostou 1/3 volif stratégiu Opera
a s pravdepodobnostou 2/3 stratégiu Zdpas. Stredna hodnota vyhry Zeny v zmie-
Sanom rozsireni je rovnd a = 2/3 a stredna hodnota vyhry MuZa je b = 2/3.

V zavere tejto kapitoly zavedieme definiciu zmieSanych stratégii nekoopera-

tivnej hry n hracov.

Definicia 19. Majme hru v normdlnom tvare ([3.0)) s priestorom stratégii i-tého
hraca S; = {si, Sia, ..., Sir}, kde stratégiu s;; € S;,j = 1,...,k budeme nazyval
cistou stratégiou i-teho hraca. Potom priestorom zmiesanych stratégii i-tého hrdaca
je vektor pravdepodobnosti na priestore cistych stratégii S;:

Di = (pilapi27 cee 7pik)7 (321)

kde pij > 0,5 =1,...,k a Zlepij = 1. Prvky z priestoru p; budeme nazjvat
zmiesanymi stratégiami i-tého hraca.

Veta 5. Nech G je hra n hracov ([B.AB). Zmiesané rozsirenie kazdej hry G ma
aspon jeden rovnovazny bod.

Doékaz. Dokaz vety najdeme v praci Manas (1974, str. 136 - 137).

3
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Kapitola 4

Kooperativne hry

V tejto kapitole sa budeme zaoberat neantagonistickym typom konfliktu,
v ktorom je mozné, aby hraci vzdjomne spolupracovali (kooperativny typ kon-
fliktu). Predpokladame, Ze zisk je mozné rozdelif medzi hracov (prenosnd vghra).
NaSou snahou bude ukézat, za akych podmienok maé zmysel pre jednotlivych
hracov uzatvarat spolupracu, volbu optimalnej stratégie v pripade uzatvorenia
spolupréace a samozrejme sposob, akym sa bude rozdelovat vyhra medzi spolupra-
cujucich hracov. Vyuzivali sme diela (Mariad, [1974), (Maiias, [1991) a (Hyksova).

4.1 Kooperativna hra n hracov

Zékladnou dilemou kooperativnej hry n hracov je pre kazdého hraca volba
vhodnej spoluprace. K lepsiemu vysvetleniu tejto problematiky zavedieme nasle-
dujtce definicie a pojmy.

Definicia 20. Nech G je hra n hrdcov v normdlnom tvare (2.1)), kde P je mnoZzina
hracov. Koaliciou nazveme mnozZinu hracov K C P, ktory vzdjomne spolupracuji
pri volbe stratégii. Koalicnou Struktirou budeme nazyvat mmnoZinu koalicii tejto
hry.

Poznamka. Koalicie budeme znacit velkym tlac¢enym K s indexom i v zévislosti
na poradi koalicie a koaliént Struktiru budeme znacif hranatymi zatvorkami.
Napriklad pre hru G s mnozinou hracov P = {1,2,3,4,5} zna¢i K; = {1,2,3}
koaliciu hracov {1,2,3}, kdezto [{1,2, 3}, {4}, {5}] znadi koali¢nt Struktiru, kde
hraci {1, 2,3} vzadjomné spolupracuji a hraci {4}, {5} hraji samostatne.

Podla pripustnych koaliénych Struktir rozdelujeme hry do dvoch skupin.
(i) hry, v ktorych ziaden hra¢ nesmie byt stcasne v dvoch alebo viacerych ko-

alicidch. Tento typ hry nazyvame hry s volnou disjunktnou koalicnou Struktirou.
Pocet vsetkych moznych koali¢nych struktar v hre n hracov je rovny:

P(n)=Y_S(n.k),

kde
S(n, k) =

| =

Z 1 ()= ar
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Pren=2jeP(2)=2,n=3jeP(3)=5,n=4jeP(4) =151 =5 je P(5)
=52, n = 6 je P(6) = 203 atd.

(ii) hry n hracov, v ktorych jeden hra¢ moze byt sucasne v niekolkych koalicidch
nazyvame hry s volnou nedisjunktnou koaliénou $truktirou. VSetkych potencial-
nych koali¢nych struktiar je 2™ — 1, kde m = 2" — 1.

Hry s volnou nedisjunktnou koali¢nou strukttirou je nérocné doviest do konca,
a to z dovodu velkého poctu koaliénych Struktir. TaktieZ je ndrocéné simulovat
spravanie sa hraca v jednotlivych koalicidch. Preto sa v dalSom texte tejto prace
obmedzime na model hry s volnou disjunktnou koali¢nou $truktirou.

Definicia 21. Nech G je hra n hricov v normdlnom tvare ([B.5), kde P =

{1,2,...,n} je mnoZina hracov a K C P je lubovolnd koalicia. Potom redlnu
funkciu v definovani na mnoZine vsetkych koalicit, pre ktoriu platia rovnosti:
v(0) =0,
v(K) = max min Ui(S1,52, -+, Sn),

S(K) S(P\K)

1€

v(P) = max Ui(s1,S2, -, Sn),
1EP
kde s = (s1,82,...,8,) a © =51 X -+ X S,, nazjvame charekteristickou funkciou

tejto hry.

Pozndmka. Funkéné hodnoty charakteristickej funkcie udavajua silu jednotlivych
koalicii. Majme napriklad koaliciu K = {i,j}, namiesto v({4,j}), kde budeme
znacit charakteristicka funkciu koalicie K iba v(K).

Charakteristicka funkcia v udava maximalnu vyhru, ktoru si koalicia K moze
zabezpedit, ak ostatni hra¢i P\ K sa jej snazia ¢o najviac uskodif. To znamena,
ze koalicia K si moze vybraf svoju stratégiu tak, ze pri lubovolnej akcii ostanych
hracov bude jej vyhra aspon v(K). Vyplata i-tého hraca nemusi byt rovna hod-
note U;(s1, S2,- .., Sn), pretoze v koalicidch dochadza k prerozdelovaniu vyhier.
Rozdelovanim vyhry koalicie K sa budeme venovat v tejto praci neskor.

Priklad (3). Uvazujme hru troch hracov, v ktorej zisk koalicie je rovny suctu
ziskov jej ¢lenov, popisani nasledujicou tabulkou:

Trojice stratégii | Vyplatné vektory
(1,1,1) (0,3,1)
(1,2,1) (4,2,3)
(1,1,2) (2,1,1)
(1,2,2) (1,0,0)
(2,1,1) (1,0,0)
(2,2,1) (0,0,1)
(2,1,2) (1,1,1)
(2,2,2) (0,1,1)

Tabulka 4.1: Vyplatné vektory pre jednotlivé trojice stratégii

18



Nasim ciefom je najst charakteristickl funkciu v tejto hry. Mnozina hracov je
P ={1,2,3}, vetky mozné koalicie su 0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,
Automaticky mame hodnotu v(f)) = 0. Pre koaliciu P je jednoduché uréit v(P),
pretoze tato hodnota je rovna najvyssiemu suctu zloziek kazdého vyplatného vek-
tora. Toto tvrdenie spliia stratégia (1,2,1), hodnota v(P) = 9. Majme koaliciu
K = {1} a protikoaliciu K = {2, 3}, hodnotu v(1) spoéitame z vyplatnej matice
koalicie K nasledovne: Hladame prvky a;;, ktoré spliuji podmienku, ze a;; je mi-
nimalny prvok i-tého riadku. Potom hodnota v(1) je podla definicie (£2)) rovna
max{a,...,an;}

Protikoalicia K

Stratégie 1,1 1,2 2,1 22
110 2 4 1
21 1 1 0 0

Koalicia K

Tabulka 4.2: Vyplatna matica koalicie K

Charakteristickd funkcia prvého hraca je rovna v(1) = max{0,0} = 0. Rov-
nakym postupom ziskame ostatné hodnoty charakteristickej funkcie:

v(1,2) =3, o(1,3)=1, v(2,3)=2.

Veta 6. Nech G je kooperativna hra n hracov (BH) a v je charakteristickd funkcia
tejto hry. Pre lubovolné dve koalicie K| a Ko spliiujiice podmienku K, N Ky = 0,
plati:

U(K1)+U(K2) S U(K1UK2). (41)

Poznamka. Z racionality hracov predpokladame, Ze pre Tubovolné dve koalicie K
a K, spliiujuce podmienku K; N Ky = ) tak potom koalicia K; U K», pre ktort
plati v(K;) + v(K3) > v(K; U Ksy), nikdy nevznikne.

Dokaz. Oznacme K = {iy,...,ix} a L = {j1,...,Jn} dve disjunktné koali-
cie, mnozinu ostatnych hracov O = P — (K U L) = {my,...,Mp_g_}, mno-
zinu stratégii koalicie K ako S(K) = S;, x --- x S; , mnozinu stratégii koali-
cie L ako S(L) = S, x --- x S}, a mnozinu stratégii ostatnych hracov O ako
S(O) = Spy X -+- xSy, _,_,- Nech sj je prvkom mnoziny S(K), s; je prvkom
mnoziny S(L) a s, je prvkom mnoziny S(O). Dalej ozna¢me:

Uk (Sk, S1, So) g Ui(s1, 82, -, Sn)
€K
a
U Sk,Sl, E U 81,82,..., )
JEL

Majme stratégie s, s”;, s”,, pre ktoré plati:

V(K) = Un(sh, 8%, 8"0) = S5 S(Slxi?(o) Uk (a1, &1, 80),
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obdobne majme stratégie sy, s, s”, také, ze:

V(L) = Uw(s"% 81, 8%0) = Ei) S(Kr?xhsl(m Urlse, 81, 80)

Nésledne pre vsetky s, 8, € S(L) x S(O) plati:
v(K) < Uk(8}, S, So),
takisto pre vSetky sg, s, € S(K) x S(O) plati:
v(L) < UL(8k, 81, So)-
Suc¢tom v(K) a v(L) ziskame nerovnost:
v(K) +v(L) < Uk(8}, 81, 80) + UL(Sk, 81, So),

ktora plati pre vsetky (sg, si,80) € S(K) x S(L) x S(O). Pre vsetky (sg,s1) €
S(K) x S(L) plati:

v(K)+v(L) < g%io%[UK(S;“’ 81, 80) + UL(8k, 81, So)]

a taktiez aj:

v(K)+v(L) < g%g%[UK(sfc, 87, 80) + UL(8%, 81, So)]-

Plati:

min[Uk (8}, 81, So)+UL(Sk, 81, So)] < max  min[Ug (Sg, Si, So)+UL(Sk, 81, So)] = v(KUL)

5(0) T S(K)xS(L) S(0)

a tym je tato veta dokazana.

3

Definicia 22. MnoZinovi funkciu v nazveme superaditivnu, pokial pre lubovolné
dve koalicie Ky a Ky spliujice podmienku K1 N Ky = 0, plati (&1)). Pokial
pre lubovolné dve koalicie K, a Ko spliujice podmienku K; N Ky = 0, plati
v(Ky) +v(Ky) = v(Ky U Ky) tak potom nazveme funkciu v aditivnu.

Nech hodnoty v(1),...,v(n) st lubovolné ¢isla a nech plati, Zze pre kazda
koaliciu K je:
u(K) =) v(j)
JjeK

Potom funkcia v je aditivna. Pre aditivnu charakteristicka funkciu plati, ze uzat-
varanie koalicii nema vplyv na vyhru jednotlivych hracov.

Veta 7. Majme mnoZinu hracov P = {1,2,...,n} a nech v je superaditivna
funkcia definovand na mnozine vsetkych neprazdnych koalicii K C P. Existuje
hra v normalnom tvare takd, Ze v je jej charakteristickou funkciou.

Dokaz. Dokaz vety najdeme v [Manas (1974, str. 149 - 150).

3
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Definicia 23. Hru nazyvame nepodstatnou, ak funkcia v je aditivna. Hra, ktord
nie je nepodstatnd je podstatnd.

RieSenie nepodstatnych hier je elementarne, preto sa obmedzime v dalSom
texte tejto prace na podstatné hry.
V podstatnych hrach chceme opif zistit aka koaliéni Struktaru buda hraci prefe-
rovat, a akym sposobom si budi hraci v koalicidch rozdelovat vyhru. Podla Vety
(@) vieme, Ze pre akukolvek disjunktnt koali¢ni struktiaru Ky, Ko, ..., K, vzhla-
dom k superaditivite plati v(K7) + v(K3) + - -+ + v(K;) < v(P). To znamen4,
Ze najvyssiu vyhru je mozné ziskat v pripade, ak budu vSetci hraci spolupracovat.

V tejto situdcii buda hraci volit stratégie s’ = (s, s, ..., s),) € O, pre ktoré plati:
n n
> Ui(sh,sh, ..., s) =max y Ui(s1,52,...,5.) = v(P). (4.2)
sE€
i=1 i=1

Nech «; znadi ¢iastku, ktoru ziska i-ty hrac¢ po rozdeleni vyhry. Vektor
a= (o, ..., qp)

rozdelenia vyhry medzi hra¢ov budeme nazyvat rozdelenim. Ciastka a; nemusi
byt totozné s vyhrou U;(sy, sa, . . ., Sp), pretoze v koalicidch dochadza k prerozde-
Tovaniu vyhier. Aby rozdelenie @ bolo akceptovatelné pre vSetkych hracov, musi
spliaf aspoii nasledujtice axiémy:

1. Najvicsia vyhra v(P), ktora je mozné ziskat v kooperativnej hre n hracov
(B5) musi byt celd rozdelena. Tento axiém nazyvame princip kolektivnej
racionality:

Z a; = v(P). (4.3)

2. Ciastka o; i-tého hraca po prerozdeleni vyhry musi byt aspoii rovnaké ako
vyhra, ktort si je schopny hrac i zaistit sdm. Tento axiém nazyvame princip
individualne) stability:

a; > v(i) i=1,...n. (4.4)

Ak by pre nejaké i platilo o; < v(i), potom by inteligentny hra¢ nemal dovod
sa Ucastnif sa takejto koalicie, pretoze jeho vyhra bude po prerozdeleni
nizsia, ako si je schopny zaistit samostatne.

3. Pre vsetky mozné koalicie K C P pozadujeme aby platilo:

> a; > v(K). (4.5)
€K
Tento axiém obsahuje poziadavku (4.4) a nazyvame ho princip skupinovej

stability.

Tieto axiémy moze splitovat jedno rozdelenie « alebo viacero rozdeleni aq, . . ., ag
alebo moze nastat situacia, kde ziadne rozdelenie a nespliiuje tieto axiémy, preto
zavedieme nasledujicu definiciu.
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Definicia 24. Jadrom kooperativnej hry n - hricov G ([B.5) zadanej charakteris-
tickou funkciou v nazgvame mnoZinu rozdeleni «, spliujicich podmienky (L3) a

Jadro kooperativnej hry n - hracov G (B.5]) ziskame rieSenim rovnice (4.3))
a nerovnic ([4H]) a je to bud prazdna mnozina alebo konvexny polyedr.

Priklad (4). Majme hru troch hrécov s charakteristickou funkciou v:

v(1,2) = 3 v(1,3>:g 0(2,3) = 2
v(1,2,3) = 9.

Mnozinu vSetkych rozdeleni v jadre tejto hry ziskame riesenim ststavy jednej
rovnice a Siestich nerovnic:
o +ay+az=9

&1+OJ223

&1+OJ32§
az +az > 2

e~ w

1
041257 ay >0, az>

Jednoducho dopocitame, ze prislusné jadro hry obsahuje nekonecne mnoho roz-
deleni a = (a1, ag, a3). Jadro je konvexny polyedr a prislusné krajné body st
uvedené v nasledujucej tabulke:

aq (0] 3
1.| 7 | 5/4 |3/4
2. | 7/413/27] 3/4
3.1 7 0 2
4.1 3 0 6
5. [1/2[13/2] 2
6. [1/2|5/2 | 6

Tabulka 4.3: Krajné body jadra

Definicia 25. UvaZujme kooperativnu hru n hracov G ([B.3) s neprdzdnym jad-
rom. Optimdlnymi stratégiami nazveme stratégie s’ = (s, sh,...,s), spliujice
podmienku ([42). Vektor stredniyjch hodnot o' = (o}, sy, ..., al) rovnomerného
rozdelenia pravdepodobnosti definovaného na jadre, nazyvame optimalne rozdele-

nie. Dvojicu (8', @’) nazgvame rieSenim tejto hry.

Zlozku o vektora strednych hodnot a’ moézeme vyjadrit Lebesque - Steltej-
sovym integralom v tvare:

oz;:/ozidF(a), i=1,...,n
J
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kde J znaci jadro a F(a) je distribu¢né funkcia rovnomerného rozdelenia prav-
depodobnosti na J.

Kooperativna hra n hracov (3.5), ktorej jadro hry je neprazdne, ma vzdy riesenie,
ktoré zodpoveda otézky aki koaliénd Strukttru buda hraci preferovat, a akym
sposobom si nasledne rozdelia vyhru. V niektorych modeloch realnych situécii je
ale jadro hry préazdna mnozina. Pre tieto pripady sa budeme snazit ukazat névod
k optiméalnemu jednaniu.

Definicia 26. Koaliciu K C P kooperativnej hry G (8.5) nazveme stabilnou,
pokial existuje riesenie sustavy:

Zai = v(K),

€K

Zai > v(L),

€L

(4.6)

kde L C K.

Pozndmka. Jednoprvkové koalicie st vzdy stabilné, pretoze sustava (L8] sa ndm
zredukuje na rovnice o; = v(i),i =1,...,n.

V pripade kooperativnej hry s prazdnym jadrom budeme hladat maximélnu
stabilnt koaliciu (podla poctu ¢lenov) tak, Ze budeme postupne riesit ststavu
([4.0) pre kazda n—1,n—2,... atd. ¢lennt koaliciu. V hrach existuje vZdy maxi-
malna stabilna koalicia. Ak nastane situécia, kedy bude existovat viacero maxi-
malne stabilnych koalicii, potom inteligentni hraci budi preferovat koaliciu s vys-
sou hodnotou charakteristickej funkcie, pretoze tato koalicia im zarucuje najvys-

Siu spolo¢nit vyhru. Hraci koalicie K budu volif stratégie (s, si,, . . ., s;,) € S(K),
v ktorych spolu so stratégiami (s ,s%,,...,s; )€ S(P\ K) nastava extrém:
v(K) = max min Ui(S1,52, -+, Sn). (4.7)

S(K) S(P\K) =

Hraci, ktori sa netcastnia koalicie K zistia, ¢i koalicia P\ K je stabilna. Pokial
koalicia P\ K bude stabilnd, tak ucastnici tejto koalicie budu postupovat obdobne
ako hréci v koalicii K. Ak koalicia P\ K nebude stabilna, buda hra¢i mimo koalicie
K testovat vSetky podkoalicie L C P\ K, az pokym opit nendjdu maximélnu
stabilni koaliciu. Hradi z koalicie L budt postupovat rovnako ako hraci v koalicii
K a ostatni hraci z P\ K\ L budi opit hladaf maximalnu stabilnt koaliciu. Tento
postup sa bude opakovat az do situécie, kedy neostéavaji ziadni hrac¢i. Ozna¢me
v(K) vyhru koalicie K zadant charakteristickou funkciou. V skutoc¢nosti moze
nastat situdcia, kedy koalicia K ziska realnu ¢iastku v'(K') > v(K), ktord je vyssia
ako zarucena ciastka. Hraci si rozdelia stredntt hodnotu rovnomerného rozdelenia
definovaného na konvexnom polyedry:

Zai =V (K)

1€EK

Zai > v(L),

€L

(4.8)
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kde L C K a v'(K) je redlna ziskané vyhra koalicie K.
Tento algoritmus tvorby koalicii a rozdelovania vyhry pre hry s prazdnym
jadrom zhrnieme v nasledujicej definicii.

Definicia 27. UvaZujme kooperativnu hru n hricov G ([B.H) s prazdnym jad-
rom, nech K C P je mazimalna stabilnd koalicia tejto hry. Optimalnymi straté-

giami hrdcov z koalicie K nazveme strategie (s ,s,,...,s; ) € S(K), pre ktoré
spolu s nejakymi stratégiami (s}, s},,...,s; ) € S(P\ K) nastdva extrém v

([@0). Stredni hodnotu rovnomerného rozdelenia pravdepodobnosti definovaného
na mnozine riesent (L.8)), nazgvame optimalnym K - rozdelenim. Dvojicu (s', ')
nazyveme rieSenim tejto hry, kde s’ je n - tica stratégii pozostdvajica z optimdl-
nych stratégii najvicsej stabilnej koalicie K, najvicsej stabilnej koalicie L C P\ K
a najvicsej stabilnej podkoalicie P\ K \ L atd. Vektor o', ktory nazjvame opti-
malne rozdelenie, je zostaveny z odpovedajiiceho optimalneho K - rozdelenia, L -
rozdelenia atd.

Priklad (5). Uvazujme hru troch hracov, v ktorej kazdy hra¢ ma dve moznosti:
Hlasovat pre navrh alebo proti. K schvaleniu navrhu st potrebné dva hlasy. Ak je
navrh schvaleny dvoma hlasmi dostant hraci, ktori hlasovali za navrh vyhru 1 od
hraca, ktory hlasoval proti navrhu. Ak pre navrh hlasoval iba jeden hrac, zaplati
¢iastku 1 hracom, ktori hlasovali proti. V pripade, ak zahlasuji vSetci traja hraci
za navrh alebo vsetci proti navrhu, nedostane nikto ni¢. Hra mé charakteristicka
funkciu:
o(1) =v(2) = v(3) = -1,
v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =1,
v(1,2,3) = 0.
Jednoducho overime, ze jadro tejto hry zadané nasledovne:
o1+ g + a3 = 0,
a; +ag > 1,
ay + ag Z 17
az +az > 1,
ap > =1, ap>-—1, az3=>-—1

je prazdna mnozina.

V pripade hry s préazdnym jadrom hladdme maximélne stabilni koaliciu tak,
ze budeme riesit stustavu (4.6) pre kazdi dvojélennt koaliciu. Majme koaliciu
K = {1, 2}, potom ststava (4.0]) je v tvare:

a1+ g = 1,
ap > -1, as>—1

Optimalne rozdelenie pre koaliciu K je (af,ab) = (1/2,1/2). Koalicie {1,3}
a {2,3} st tiez stabilné a ich optimalne rozdelenie je rovnaké ako pre koali-
ciu K. Kedze vSetky dvojc¢lenné koalicie maji rovnakt hodnotu charakteristicke;
funkcie, tak vysledkom tejto hry je, ze ak ktorykolvek dvaja hraci sa dohodnt
proti zostavajicemu hracovi, vyhraja c¢iastku 1 a rozdelia si ju na polovicu.

Ak kooperativna hra n hracov méa charakteristicku funkciu, vzdy existuje rie-
Senie tejto hry, bud v zmysle Definicie (23] alebo v zmysle Definicie (27]).
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4.2 Dalsia mozZnost riesenia

V predchadzajucej podkapitole sme ukazali exaktné rieSenie otazok, kde je
pre hracov vyhodné uzatvarat koalicie, optimalnu volbu stratégii a sposob, akym
si hraci rozdelia vyhru. V tejto sekcii sa zameriame na analyzu kooperac¢ného
konfliktu so zdmerom objasnit postupy, ktoré suvisia s vyjednavanim rozdelenia
vyhier. Cielom tejto metédy je zlepsit orientaciu hracov v kooperativnom kon-
flikte a pomoct im k tspesnému zvladnutiu tejto situécie.

4.2.1 Shapleyho hodnota

V tedrie hier predstavil Loyd S. Shapley koncept riesenia kooperativneho kon-
fliktu, ktorého podstatou je prispevok i-tého hraca do koalicie, ktorej je ¢lenom.
Uvazujme hru n hracov v tvare charakteristickej funkcie v. Potom Shapleyho
hodnota hry (Shapley value) je n-zlozkovy vektor, ktorého i-ta zlozka vyjadruje
odhad strednej hodnoty prinosu i-tého hraca ku vsetkym koaliciam, ktorych moze
byt ¢lenom. Prinos hraca i, ktory sa prida ako posledny, t.j. k-ty ¢len do koalicie

K, je rovny hodnote:
v(K) —v(K\ {i}).
V hre n hra¢ov mozeme k — 1 ¢lennt koaliciu K \{i} vytvorit
n—1
E—1
sposobmi, pricom hrac ¢ vstupuje do koalicie vzdy ako posledny. Stredné hodnota
prinosu ¢-tého hraca ku vsetkym k-clennym koaliciam je rovna:

TP SR B (SN ()

KCPk=|K| (Zj)

Pre vsetky jednoclenné koalicie, dvojélenné koalicie atd., je stredna hodnota pri-
nosu ¢-tého hraca rovna hodnote:

= Y2 M 5 M D ) — o )

n!
KcP

Definicia 28. Majme hru n hrdcov v tvare charakteristickej funkcie. Potom vek-
tor

H = (Hy,H,,...,H,) (4.9)
nazyvame Shapleyho hodnotou tejto hry.

Priklad (6). Uvazujme hru troch hracov s charakteristickou funkciou v:



V tomto pripade pre k =1 je:

mO=vl) =5 ) =v@ =0 h1)=v() ="
pre k =2 je:
ho(2) = 1:2) ~v(2)] ; [v(1,3) — v(3)] _ %9
ha(2) = [v(1,2) — v(1)] ; [v(2,3) = v(3)] _ 3
ha(2) = [v(1,3) — v(1)] ; [v(2,3) = v(2)] _ )

pre k = 3 je:
h1(3) = [U(L 2, 3) - U(27 3)] =1,

hao(3) = [v(1,2,3) — v(1,3)] = —,

2
h3(3) = [U(lv 2, 3) - U(17 2)] = 6.
Celkom je teda:

H, = = o
3 24
H, - ho(1) 4 ha(2) + ha(3) 67
3 24’
H, = hs(1) + hs(2) + hs(3) _ 35
3 12
Shapleyho hodnota hry je rovna:
H= (G

Shapleyho hodnota hry je jednoznaéne uréena pre kazda hru. Bohuzial Shaple-
yho hodnota nemusi lezat v jadre hry, a preto sa musime pri jej pouziti vzdat rie-
Senia, ktoré nam poskytuje jadro. Nevyhodou Shapleyho hodnoty je predpoklad,
ktory priklada vSetkym koalicidm s rovnakym poctom ¢lenov identickta pravdepo-
dobnost vzniku, ¢im uvazuje aj koalicie, ktoré by v redlnom konflikte nemali Sancu
vzniknit. Shapleyho hodnota je vhodné informac¢né kritérium pre hracov, ktory
sa slabgie orientuju v zlozitych problémoch formovania koalicii a prerozdelovania
vyhier.
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Kapitola 5

Modely oligopolu

V tejto kapitole sa zameriame na konkrétne ekonomické modely oligopolov,
na ktorych budeme demonstrovat uvedent teériu. Oligopol je nedokonald trzné
Struktira, v ktorej existuje iba niekolko predavajucich firiem, ktoré mézu ovplyv-
nit trhovi cenu, a preto ho radime k nedokonalej konkurencii. Opakom tejto si-
tuécie je dokonalé konkurencné prostredie, v ktorom jestvuje vela malych firiem,
pricom vSetky vyrabaji rovnaky produkt a ziadna z firiem nedokaze ovplyv-
nit trhova cenu. Extrémnym pripadom nedokonalej konkurencie je monopol, kde
v danom odvetvi pésobi na trhu jedina firma, ktora tiplne kontroluje toto odvet-
vie a nejestvuje iné odvetvie so substitu¢nym produktom. V beznych trhovych
strukturach sa najcastejsie stretavame prave s oligopolmi. Pri¢inou vzniku kon-
kuren¢ne nedokonalych trhov st najmi tieto faktory: ndklady (vysoké vstupné
naklady do odvetvia, vysoké prevadzkové naklady), bariéry konkurencie (velké
uspory z rozsahu, rozne vladne obmedzenia) a strategickd interakcia (obchodné
stratégia je do velkej miery zéavisld na spravani sa konkurenénych subjektov).
V oligopolnej Struktire sa subjekty mozu rozhodnat pre kooperativne alebo ne-
kooperativne spravanie. V pripade, ked firmy nespolupracuji a konaji samos-
tatne, potom takyto stav vedie k cenovym vojndm. Pokial firmy spolupracuja
v ramci oligopolu, hovorime o koluznom oligopole. Firmy, ktoré spolo¢ne spolu-
pracuju si stanovia svoje ceny alebo objemy vyroby a rozdelia si medzi sebou trh.
V sti¢asnosti st vo vyspelych trznych ekonomikach zavedené protitrustovée zakony,
ktoré pod hrozbami vysokych pokat maji snahu zabranit moznosti vzniku trus-
tov alebo kartelov. Kartelom nazveme tajnii obchodni dohodu medzi nezavislymi
firmami, ktoré produkuji podobné vyrobky s cielom zvysit cenu a obmedzif ob-
jem vyroby. Ako sme uviedli rozhodovanie oligopolistov je zavislé od konania ich
konkurentov, preto sa budeme pomocou uvedenej tedrie snazit vysvetlit spravanie
oligopolistov. Zdrojmi poznatkov v tejto kapitole st (Gibbons, 1992), (HyksSovd),
(Mankiw, 2009) a (Samuelson a Nordhaus, 2000).

5.1 Cournotov model

Cournotov model je ekonomicky model oligopolu, ktory v kontexte trznej situ-
acie predbehol o takmer storocie definiciu Nashovej rovnovahy. Tento model nesie
meno vyznamného francizskeho filozofa a matematika A. Cournota (1801 - 1877)
a je jednym zo zakladnych kamenov tedrie priemyselnej organizacie. Cournotov
model oligopolu ma nasledujtce predpoklady:

27



1. Existuju aspon dve firmy, pricom ich pocet je fixne dany a vyrabaji homo-
génny produkt.

2. Firmy konaji samostatne (nenastéva koluzia).

3. Objem produkcie jednotlivych firiem je nahodny, konkuruji si v objeme
produkcie.

4. Firmy prijimaji rozhodnutia o objeme vyroby stucasne a kazda z nich po-
vazuje vystup svojho konkurenta za fixny.

5. Firmy st inteligentnymi tc¢astnikmi konfliktu s jedinym cielom maximali-
zovat vlastny zisk.

5.1.1 Cournotov model duopolu

Uvazujme zjednoduseny Cournotov model dvoch firiem (duopol). Oznacme
¢1 vyrabané mnozstvo firmou 1 a ¢» vyrabané mnozstvo firmou 2. Nech

P(Q) = max{a — Q. 0}

je funkcia trznej ceny, kde a > 0 je nejaka konstanta a () = q; + ¢2 je agregovana
trzna produkcia. Predpokladajme, Ze celkové naklady firmy ¢ sa:

kde ¢ € (0,a) je lubovolna konstanta. V tomto modeli st fixné naklady nulové
a medzné naklady st konstantné. Na zaklade uvedenej tedrie sa pokisime tento
oligopolny konflikt transformovat na problém hry v norméalnom tvare. MnozZina
hracov je v tvare P = {1,2}, kde hra¢om 1 myslime firmu 1 a hrac¢om 2 firmu 2.
V Cournotovom modeli si obe z firiem uré¢ia objem produkcie, teda priestory stra-
tégil s v tvare S; = (0, 00), kde za predpokladu racionality hracov sa mozZeme
obmedzit na S; = (0,a), pretoze pre ¢; > a je P(Q) = 0. Vyplatnou funkciou
firiem je ich zisk a pre hru dvoch hracov v norméalnom tvare ju zapiSseme nasle-
dovne:

Wi(Qz'7qJ‘) =q;- [P(Q) —C] =q;- [CL— (qi+qj) —C] i,j=1,2;1# .

Z definicie ([l vieme, Ze Nashove equilibrium hry dvoch hra¢ov v normalnom

tvare je bod, v ktorom platia nerovnosti ([3.2). V Cournotovom modeli duopolu

je dvojica (¢}, ¢5) Nashovou rovnovahou, ak pre kazda firmu i je ¢, rieSenim:
Jmax (g, q;) = max qi-[a—(gi+q)—c] G j=1ZiF]

Je jednoduché overit, Ze funkcia 7;(g;, q;) je kvadratickd a konkévna na celom

intervale R. A tak svoje maximum nadobida v staciondrnom bode, t.j. kde sa

prva derivacia funkcie rovna nule. Optimalny objem produkcie ¢; firmy 1 ziskame
7 rovnice:
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Ak je dvojica (¢, ¢5) Nashovou rovnovahou, potom pre objem produkcie firiem
musi platit:

a—qgh—c

g =2t (5.2
a—q;,—c

it el (5.9

Vyriesenim tejto dvojice rovnic ziskame optimalnu produkciu firmy 7 a firmy 2:

a—=c

3

G =q¢ =

Vzhladom na to, ze 0 < ¢ < a je ¢; globdlne maximum funkcie 7;(¢;, q;) vnttri

intervalu (0, a). Cena, za ktort budt duopolisti predavat produkt je P(Q) = %26
a zisk kazdého duopolistu je m (¢}, ¢5) = m(q), db) = %.
Na zaklade rovnice (5.2) zavedieme funkciu Ri(q2) = “~%—°, ktord udava pre

firmu 7 najlep$iu reakciu na lubovolne zvoleny objem produkcie firmy 2, maxima-
lizuje 71 (g1, g2). Obdobne podla rovnice (5.3) stanovime funkciu Ry(q1) = 4=
pre firmu 2. Funkcie R; a R, budeme nazyvat reakénymi krivkami.

2 &
a—c
.!"'lj.]_(i’jg)

a—c
2

’

/D]
Q‘; a g & a—c G

Obr. 5.1: Reakéné krivky Ry a Ry pre Cournotov duopol

Z grafickej interpretacie (5.2]) vidime, Ze reakéné krivky R; a Ry sa pretinaju
v bode (g1, ¢3)-

5.1.2 Obecny Cournotov model

Konflikt dvoch oligopolistov z predoslej kapitoly zobecnime na Cournotov mo-
del n firiem, kde kazdé z firiem prispieva do celkovej produkcie () nezanedbatelnou
¢astou. Oznac¢me funkciu trznej ceny:

P(Q) = max{a — Q, 0},
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kde a > 0 je nejakd konstanta a nech ¢; je vyrabané mnozstvo firmou i. Potom
celkovil agregovani produkciu ozna¢me ako @@ = 3" | ¢;. Celkové néklady firmy
i definujeme ako:

Ci(g) =c-q i=1,...,n,

kde ¢ € (0, a) je lubovolna konstanta. Podobne ako v predoslej podkapitole rieSime
tlohu maximalizovat vyplatni funkciu jednotlivych firiem v tvare:

i1, Q2 - @) = ¢ - [P(Q) — ] :ql-~[a—2qj—c] i=1,2,...,n.
j=1

Opit riesime optimaliza¢ny problém rovnakym postupom ako v modeli duopolu:

/ / / / .
max 7;(q1, .- @1, Gis Qo1 - - -+ Q) 1=1,2,...,n.
0<g;<a

Z nasledujucich podmienok:

aﬂ-l((.h)qé) s 7q;)

:a—C_Qq _q/__q;lzo
oq ' ?
oma (¢, , qo, . ... ¢
2((]132 qn):a_c_q1_2q2_..._q/:0
q2
87Tn (q/ ) q/ 7 qn)
bibent) gy~ 20, =0

ZiSkame Sﬁsta\/u Trov IliC:
/
2QI QQ e Qn a c

G +20+ - +g =a—c

Gtdt 2 =a—c

Vyriesenim tychto rovnic ziskame optimalne produkcie firiem 1,2, ..., n:
U “ e e = / — a—c
@ =9 an nt+l
Trzna cena, za ktort budu oligopolisti predavat produkt, je rovna P(Q) = “:—flc
a zisk oligopolistov bude rovny m(q],...,q,) = =m(q1,---,q,) = ((Z:Li;

5.2 Bertrandov model duopolu

Tento model, formulovany franctzskym matematikom J. Bertrandom (1822
- 1900), je odozvou na Cournotov model, ktorému vytykal opomenutie faktu,
ze firmy st schopné urcovat trzni cenu. Cielom Betrandovho modelu je uréit
rovnovazne ceny. Predpoklady Bertrandovho modelu st nasledujice:

1. Existuje fixny pocet firiem, pricom minimum st dve firmy.
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2. Firmy vyrabaji homogénny produkt.

3. Firmy konaju samostatne (nenastava koltzia), konkuruji si navzajom ce-
nami.

4. Firmy st inteligentnymi G¢astnikmi konfliktu s jedinym ciefom maximali-
zovat vlastny zisk.

Majme model Cournotovho duopolu s dvoma firmami vyrabajicimi dokonale
substituéné produkty a spotrebitela dokonale indiferentného vodi tomu, ¢i dany
produkt vyraba firma 1 alebo firma 2. Ak by jedna z firiem stanovila cenu nizsiu
ako P(Q) = %2‘3, ovladla by cely trh. Druha firma by v navdznosti na tito
skuto¢nost musela cenu dorovnat na troven prvej firmy, popripade stanovit cenu
nizsiu ako jej konkurent. V tomto modeli, kde obe firmy maj identickt nékladova
funkciu, sa rovnovazna cena ustali na hodnote p = c.

Uvazujme Bertrandov model duopolu, v ktorom firmy produkujt odlisné pro-
dukty. Nech firma 7 stanovi cenu p; a firma 2 stanovi svoju cenu py. Nech agre-

govany dopyt pre firmu ¢ je rovny:
¢i(pi,pj) =a—pi+b-p; i,7=1,2;i # j,

kde b € (0,1) je nejaké konstanta, ktora vyjadruje mieru substitiicie medzi pro-
duktom firmy 7 a firmy 2. Ak je hodnota b = 0 potom st oba produkty nezavislé
a ak je b = 1, potom produkty st dokonalymi substititmi. Rovnako ako v Courno-
tovom modeli duopolu, predpokladame nulové fixné naklady a konstantné medzné
naklady. Ozna¢me:
CQ)=c-q i=1,2

nakladovi funkciu firmy i, kde ¢ € (0,a) je nejaka konstanta. Obdobne ako v
pripade Cournotovho duopolu je nasim ciefom transformovat tento model na hru
dvoch hracov v norméalnom tvare a urc¢it Nashovu rovnovahu. Priestorom stratégii
firmy ¢ je S; = (0, 00), stratégiou s; budeme rozumiet volbu ceny p; > 0. Vyplat-
nou funkciou firmy ¢ budeme uvazovat jej vlastny zisk. Zisk firmy i vzhladom
k cene p; a cene konkurenta p; je rovny:

Wi(pz‘apj) = Qi(pivpj) [pi—c =(a—pi + b'pj) (pi —¢) i) =1,2;0 # j.
Dvojica (p), p) je Nashovou rovnovéahou, pokial pre kazda firmu 4 cena p/ riesi:

max 7;(p;, pj) = max (a—p; +b-p) - (pi —c) i,7=1,2;i# 4,

0<p;<oco 0<p;<oo
kde p! ziskame rovnakym postupom ako v modeli Cournotovho duopolu z rovnice:

aﬂ-i i) ;

M:a—Qpi+b-p’»+c:0 i,j=1,2;i#j.
Opi !

Riesenie optimaliza¢ného problému pre firmu ¢ je:

, a+b-pitc

p=——t—  ii=LZ%i#]
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Ak dvojica cien (p}, ps) mé byt Nashovou rovnovahou, potom firmy musia zvolit
ceny, ktoré spliuji podmienky:

a+b-ph+c
P= (5.4)
a+b-p,+c
py= CELHEE (5.5)
VyrieSenim tejto dvojice rovnic (5.4]) a (5.5) ziskame optimélne ceny oboch firiem:
;4 a +c
pl - p2 - 9 _ b

5.3 Stackelbergov model duopolu

H. Stackelberg (1905 - 1946) navrhol dynamicky model duopolu, kde firma 1
mé dominantné postavanie (leader) a firma 2 ma minoritné postavenie (follower).
Nech

P(Q) = max{a — Q,0}
je funkcia trznej ceny, kde a > 0 je nejaka konstanta a () = q; + ¢o je agregovana
trzna produkcia. Nech
CQ)=c-q,i=1,2
je nakladova funkcia firmy 4, kde ¢ € (0, a) je Tubovolna konstanta. V porovnani s
Cournotovym modelom, kde si obe firmy volili objemy produkcie sti¢asne, v Stac-
kelbergovom modely si volia firmy svoje objemy produkcie postupne. Postup hry
je nasledovny: Firma 1 si zvoli objem produkcie ¢; > 0, firma 2 sleduje volbu ¢,
a na jej zaklade si voli vlastné ¢go > 0. Vyplatna funkcia firmy ¢ je rovna ziskovej
funkcii:
mi(¢iq5) = ¢ - [P(Q) — ] 4,7 =120 #j.

Najprv spocitame reakciu firmy 2 pre fubovolny objem produkcie firmy 1:
max (g, ¢2) = Max gx(a — g1 — g2 — ¢)-

RieSenim rovnice:

M:a—ql—%g—c:o
9q2 ’
ziskame reakénu funkciu Ry(qq):
a—q —c¢
Ray(q1) = 9 )

pre ktortd plati ¢; < a — c.
Pozndmka. Reakéna funkcia Rs(q1) v Stackelbergovom modeli duopolu je iden-

tickd s reakénou funkciou v Cournotovom modeli duopolu.

Pretoze firma 1 je inteligentnym hrécom, je schopné riesit optimalizac¢ny prob-
1ém firmy 2. Firma 1 bude kalkulovat svoj objem produkcie ¢; na zaklade reakénej
funkcie firmy 2 Rs(q1). Optimaliza¢nda tloha firmy 1 je v tvare:

a—q —c¢

7R = : - - R - = : )
{Illlg%(ﬁl(% 2(q1)) Iql}%?o(% (a—aq 2(q1) — ¢) 1311%6]1 5
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rieSenim rovnice:

om (Qh Rz((h))
oq

1
:§(G—2Q1—C):O,

ziskame optiméalny objem produkcie firmy 1:

, _a—c
Dosadenim ¢; do Ry(q;) ziskame optimalny objem produkcie firmy 2:

a—C

qé = R2(Qi) = 4

Agregovany objem produkcie duopolistov v Stackelbergovom modeli (?’(a—_c)) je

1
vyssi ako v pripade Cournotovho modelu (2(“3_ C)), kdezto trzna cena v pripade

Stackelbergovho modelu (4%¢) je nizia ako v Cournotovom modeli (2£2). Zisk
—(a—80)2 a zisk firmy 2 je %. V porovnani s Cournotovym
modelom (kde zisk oboch firiem bol rovnaky (G

9
2 ziskala naopak mene;j.

firmy 1 je rovny

) je zisk firmy 1 vy$si a firma
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Kapitola 6
Kolizny oligopol

Koluzia je zvycajne tajnad dohoda medzi konkurenénymi firmami, ktoré spo-
lupracuju pre ich vzajomny prospech. Takato dohoda sa najcastejsie odohrava
v trznych Struktarach oligopolov, kedy rozhodnutie niekolkych firiem vzajomne
kooperovat mé signifikantny dopad na dané trzné odvetvie. Zdrojom poznatkov
st (Koubek) a (KaSpar).

6.1 Koluzny Cournotov duopol

Majme Cournotov model duopolu, tak ako sme ho definovali v podkapitole
(5110, v ktorom predpokladame, ze duopolisti mozu uzavriet kartelovi dohodu.
Nech P(Q) je funkcia trznej ceny definovana nasledovne:

P(Q) = max{a — Q; 0}, (6.1)

kde ) = g1 + ¢2 je celkovy agregovany objem produkcie oboch firiem, a > 0 je
nejakd konstanta. Nakladovou funkciou firmy ¢ budeme rozumiet funkciu:

C’Z(ql) =cC+cy- q; 1= 1, 2, (62)

kde 0 < ¢; + ¢3 < a st Tubovolné konstanty. V tomto pripade st fixné naklady

rovné ¢; a medzné naklady acai—q(qi) = ¢y. Ziskovu funkciu firmy ¢ definujem nasle-

dovne:
(¢, q)=¢q¢ - la— (¢ +q)—ca—c-q i,j=12;i#7].

V koltiznom modeli duopolu predpokladame, zZe firmy maximalizuju zisk tak, ako
keby boli jedinym producentom. RieSime teda optimaliza¢ni tlohu v tvare:

maXTrK(Qiaqz)) 17]217271#177

;>0

T (4, q;) = (G + ¢;) - la— (G +q))| —ca—c2-qi —c1 — 2 - ¢, (6.3)

Funkcia (6.3]) je konkdvna na celom intervale (0, 00). A tak svoje maximum na-
dobtuda v stacionarnom bode, t.j. kde sa prva derivacia funkcie rovna nule. Vy-

rieSenim rovnic: )
Ong(qu, ¢5)

=a—2q; — 20, —cy =0 6.4
) a q1 Gy — C2 ) ( )
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aﬂ-K(Qi) q2)
0q2
ziskame optimalny objem produkcie oboch firiem v kartelovej dohode:

=a—2q; —2¢a — ca =0, (6.5)

’ o _a—cz
Qg = 9o = A

Uvazujme model konkurenéného Cournotovho duopolu (5.11]), ktory je defi-
novany funkciou trznej ceny (6.I) a nakladovou funkciou (6.2)). Jednoducho vy-
pocitame optimalny objem produkcie podla postupu uvedeného v podkapitole
(5.IT). Ozna¢me optimélny objem produkcie oboch firiem (¢ig, ¢5) konkurenc-
ného Cournotovho duopolu. Nashovou rovnovahou je dvojica:

a— Cy a— Co

(015 425) = (35— —5—)- (6.6)

V nasledujicej tabulke porovnéavame koltzny a konkurenény model Cournotovho
duopolu:

Typ oligopolu | Objem vyroby firmy ¢ | Zisk firmy ¢ | Cena vyrobku
2 2
- a—co a®—8c1—2a-co+co a+ca
Kolazny 2 E—— o
s a—co a®—9c1—2a-co+ca a+2ca
Konkurenény =2 R S e

Tabulka 6.1: Porovnanie koltizneho a konkurené¢ného Cournotovho duopolu

V koltiznom duopole je agregovany objem produkcie nizsi ako v konkurenénom
duopole, ¢oho priamym nésledkom je vyssia trzna cena. Napriek nizsej produkcii
firiem v koluzii je ich profit vyssi ako v konkurencénom prostredi. Z pohladu spot-
rebitela, ktory vnima iba jediny faktor trzni cenu, je konkurenény model duopolu
prospesny.

Ukézali sme, 7Ze koltuzia v duopole je pre firmy vynosnejsia ako konkurencény boj.
Napriek tomu je ¢asto krat pre firmy vyhodnejsie podvadzat - bud zmenou ob-
jemu produkcie alebo zmenou ceny, za ktoru predavaju svoj produkt.

Uvazujme kartelov dohodu z predoglej analyzy duopolu, ktort popisuje tabulka
(6.1). Predpokladajme, ze firma ¢ sa rozhodne podvadzat. Firma i sa domnieva,
ze firma j nezmeni svoj objem produkcie a chce zistit, ¢i moze profitovat z poru-
Senia kartelovej dohody. Optimalizac¢na tloha je v tvare:
/ _ / Lo - .

;Bg)gmp(%ﬂ qu) = 2}3356%13 (a—qip — qu) —C] — Ca" @ip i,j =1,2;i # j,
kde ¢;p je objem produkcie firmy i, ktora podvadza v kartelovej dohode. Novy
optimalny objem produkcie ¢p ziskame vyrieSenim rovnice:

omip(Gip, Qi) 02y 0O
TRPYP B5K) 9 —
Oqip

—ey=0 i, j=1,2i4] (6.7)

RieSenim rovnice (6.7]) sme ziskali optimélny objem produkcie:

3(a — ¢9)
/ p—
dip = 8 :
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Produkcia firmy i, ktora porusila kartelovit dohodu je vyssia ako v pripade koluzie,
¢o mé za nasledok zniZenie trznej ceny na hodnotu:
3a + 502
Pr(@) = 272

Zisk firmy 4 je rovny:

9a? — 64c; — 18a - ¢y + 9¢5
64

7TiP(QiP7Q;K) = 4L =1,20# .

Porovnanim zisku m;p(gip, ¢jx) a ik (¢, @jx ) Ziskame:

9a® — 64c1 — 18a - c3 +9cp®  8a® — 64cy — 16a- ¢o + 8cy®  (a — ¢3)? =0
64 64 - 64 ’

z podmienky 0 < ¢; + ¢2 < a. Firma ¢ porusenim kartelovej dohody zvysi svoj
zisk, kdezto firma j, ktorej objem produkcie sa nezmenil ziska menej, pretoze
vplyvom porusenia kartelovej dohody sa trzna cena znizila. Zisk firmy j je teda
rovny:

3a? — 32¢; — 6a - ¢y + 3¢5
32 '

Model Cournotovho duopolu, ktory sme analyzovali v kapitolach (E11]) a (61))
mozeme prepisat do tvaru dvojmaticovej hry, kde priestorom stratégii firmy i st
stratégie kartel a podvod. Vyplatné funkcie si spolocne determinované volbou
stratégii oboch firiem. Dvojmaticova hra Cournotovho duopolu je v tvare:

WjP(qz/‘Paqu) = i,j=1,21%#]

Firma 2
Kartel Podvod
Firma 7 Kartel | mix (¢, Gor)s Mor(Qixs Gor) | T1P(Qik, Gop), T2P(Qik, Gop)
Podvod | mip(¢ip, ok )s T2r(d1ps Gox) m15(d1s; Gs), Tas(dis, dos)
Tabulka 6.2: Dvojmaticova hra Cournotovho duopolu
kde

a? — 8¢y — 2a - o + 52

WlK(quv qéK) = 7T2K(‘11K7 qéK) =

8 b
., ., 9a% — 64c; — 18a - ¢y + 9cy?
7T1P(Q1P7 QQK) = 7T2P(Q1Ka ‘JzP) = 64 )
;o ., 3a® — 32c; — 6a - ¢y + 3¢y
Tp(Qrs Gop) = T2p(Qip, Gox ) = 39 )
a?> —9c; — 2a - co + c5?
715(‘1157 ‘Jés) = 725(9157 qgs) = 9 .

Je jednoduché ukazat platnost nasledujtcich nerovnosti:

WiP(quaqg‘K) > WiK(C],{K,Q§K) > Wis(qz/‘saqg‘s) > Wip(q;K,%p)- i, =1,2i#

(6.8)

Hra zadana dvojmaticou (6.2)), pre ktora platia nerovnosti (6.8) sa nazyva
Véziova dilema.
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Vyska trznych cien jednotlivych scenarov duopolu:

a+ cy a+ 2cy

Pel@="52 PQ="52 Pe(@

. 3a + 502
= 78 ,

(6.9)

kde Pk (Q) je trzné cena v pripade kartelovej dohody, Ps(Q)) je cena v pripade
konkurencného boja a Pp(Q) je cena v situdcii, ked jeden duopolista porusi kar-
telovt dohodu. Porovnanim (6.9) ziskame nerovnost:

Pr(Q) > Pp(Q) > Ps(Q).

Pre spotrebitela je optimélna situécia kedy duopolisti vedi konkurenény boj,
¢o ma za nasledok nizsiu trzna cenu.

6.2 Kolizny Cournotov oligopol

Majme oligopol n firiem, ktoré vyrabaja identicky produkt. Predpokladame,
ze firmy mozu v tomto modeli uzatvarat kartelové dohody. Funkcia trznej ceny
je definovana nasledovne:

P(Q) = max{a —b-Q; 0},

kde @ = >_ ¢i, ¢; > 0 znadi objem produkcie firmy i. Nakladova funkcia firmy 4
i=1
je rovna:
Ci(qi) = c1i + c2i - G-

Narozdiel od predoslych modelov nebudeme pracovat s jednotlivymi firmami, ale
s koaliciami. Oznac¢me ¢k} budici objem vyroby koalicie K C {1,...,n}, K # 0.
Predpokladajme, ze vyroba sa rozdeli medzi ¢lenov koalicie néasledovne: Nech
firma 7 vyprodukovala v sledovanom obdobi (mesiac, kvartal, rok atd.) P; kusov
produktu. Koalicia K potom vyrobila spolocne:

Pyy=>Y P
i€k
kusov. Budtci objem produkcie ¢lena ¢ koalicie K urcime ako:
@ = qixy - (Pi/ Picy)-

Nakladovou funkciou koalicie K budeme rozumiet:

Ck(qqry) = ciyxy + Coqxy - Uk},

kde
Cl{K} = chi (610)

€K

su celkové fixné naklady ¢lenov koalicie a

CQ{K} = ZCQZ‘ : R/P{K} (611)

€K
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st medzné naklady koalicie K. Vyplatnt (ziskovi) funkciu koalicie K budeme
znacit:

Tixy = (@ —=b- Q) - gy — Cayxy — Ca{r} UK} (6.12)
Aby sme mohli analyzovat formovanie koalicii na zéklade uvedenej tedrie, po-
trebujeme si vyjadrit charakteristickti funkciu v. Uvazujme pevne dani koali¢ni

struktaru (20) [S1,Se, ..., Sy] a predpokladdme, Ze firmy alebo koalicie buda
postupovat tak, aby maximalizovali celkovy zisk:

Cim-  (6.13)

M:

M
max Zﬂmql,...,qM) (a—b-Q)-Q— Zczm-qm
m=1

q1y--ey QJM 1
m=

Dalej predpokladdme, Ze firma alebo koalicia moze zmenit objem produkcie oproti
minulému sledovanému obdobiu o maximalne z € (0, 1) a plati:

(1=2) Psm < gm < (1+2): Psp, m=1,...,M, (6.14)

kde kalkulujeme, Ze zmeny objemu produkcie koaliciu ni¢ nestoja. Spojenim (6.13])
a (6.I4) dostaneme tlohu, ktort rieSime vyuzitim tedrie z (Lachout, kap. 2):

g1+ qM

M
max (a—b-Q) - Q — Z Com * Gm) Z Cim (6.15)
m=1

za podmienok
(1=2) P < gm < (1+2): Psp, m=1,..., M.

Charakteristicku funkciu v spocitame nasledovne: Pre koaliciu K spocitame rie-
Senie (G.I5]) pre vSetky mozné rozdelenia firiem n \ K. Potom zo vSetkych rieseni
qi x} Vyberieme minimum 7} pre odpovedajice qi x> ktoré sa bude rovnat v(K).

Uvazujme oligopol 3 firiem. Nech trzna cena je:
P(Q) = max{275 — 0,0025Q; 0}.

Nech nékladova funkcia firmy 7 je 60000 + 100¢;, nakladova funkcia firmy 2 je
65000 + 85¢, a nakladova funkcia firmy 3 je 78000 + 75¢5. V poslednom sledova-
nom obdobi vyprodukovala firma 1 15000 kusov, firma 2 17000 kusov a firma 3
18000 kusov. Zmenu objemu produkcie stanovime na maximéalne 40%.

Charakteristicktl funkciu v(1) spocitame nasledovne: Pre obe koali¢né struktiry

[{1},{2},{3}] a [{1},{2,3}] spocitame pomocou (6.15) optimalne ¢; a vybe-
rieme minimalny zisk m; z oboch koali¢nych Struktir. Pre koaliént struktdru
[{1}, {2}, {3}] je optimaliza¢na uloha v tvare:

max (275 — 0,0025Q) - Q — ca1 - 1 — C22 - G2 — Ca3 - 3 — C11 — C12 — C13

q1,92,93

za podmienok
0,6P <q <14P

0,6 < g <1485
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0,6P < q3 <14PF;3

Vypoctom ziskame rieSenie:
¢, =9000, g5 =10200, g5 = 20800. (6.16)

Dosadenim (6.16]) do ziskovej funkcie (6.12)) vypocitame zisk firmy 7 m = 615000.
Pre koali¢nta struktaru [{1}, {2, 3}] je optimaliza¢na tloha v tvare:

max (275 - 07002562) “Q —co-q1— C2{2,3} * 4{2,3} — €11 — C1{2,3} " 4{2,3}

q1,9{2,3}

za podmienok
06P <q <14P

0,6(P, + P3) < qpo3y < 1,4(P + Ps)

Optimalne riesenie je v tvare:
q; = 9000, qi2,3} = 30028.

V koali¢nej struktiare [{1},{2,3}] je zisk firmy 7 rovny m = 636870. Hodnota
charakteristickej funkcie v(1) sa rovnd min{615000, 636870} = 615000. Ak dopo-
¢itame rovnakym sposobom aj ostatné hodnoty v, ziskame nasledujicu charak-
teristickt funkciu:

v(1) = 615000,  ©(2) =853000,  v(3) = 2005000,
v(1,2) = 1468000,  w(1,3) = 1719000,  v(2,3) = 2789920,
v(1,2,3) = 3375880.

Poznamka. Vysledky optimaliza¢nych tloh t.j. optimalne produkcie sme pri vy-
pocte ziskov zaokruhlili nadol.

Plati, ze:
v(1) + v(3) = 615000 + 2005000 = 2620000 > 1719000 = v (1, 3), (6.17)

z toho plynie, Ze charakteristicka funkcia v nie je pre tento model troch oligopo-
listov superaditivna. Ukazme, aky je predpoklad superaditivity délezity pre vznik
koalicii. Sice plati, ze:

v(1,3) + v(2) = 1719000 + 853000 = 2572000 < 3375880 = v(1,2,3), (6.18)

ale z nerovnosti (6.17) je zrejmé, Ze koalicia {1, 3} nemoze vzniknit, pretoze zaru-
¢ena vyhra koalicie je nizSia, nez su si schopné obe firmy zabezpecit samostatne.
Taktiez plati:

v(1) 4 v(2) = 615000 + 853000 = 1468000 = 1468000 = v(1, 2),

ale pre firmy 7 a 2, ktorych jedinym cielom je maximalny zisk, je tato koalicia ne-
opodstatnend. Z analyzy hodnot charakteristickej funkcie v mozeme teda vyslovit
zaver, ze v tomto modeli oligopolu nemé Ziadna z firiem motivaciu uzatvarat ko-
aliciu. Dosledkom toho je zrejmé, Ze kazda z firiem bude pdsobit v danom odvetvi
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samostatne.

Teraz predpokladajme, Ze do odvetvia vstupi nova firma 4. Vzhladom na to
tomu, Ze je zacinajucim ucastnikom oligopolu, jej nadklady spojené s produkciou
budu vyssie. Nakladova funkcia firmy 4 je v tvare 100000 + 95¢4. Napriek faktu,
ze v predoslom sledovanom obdobi sa firma neztcastnila oligopolu, definujeme jej
predosly objem produkcie na 12000 kusov. Na zaklade hodno6t charakteristickej
funkcie v budeme sktimat, ¢i firma 4 utvori koaliciu s nejakou etablovanou fir-
mou. K vypoctu v pouzijeme rovnaky postup, ktory sme uplatnili v modeli troch
oligopolistov. Charakteristickd funkcia v modelu styroch oligopolistov:

v(1) = 615000, v(2) = 853000, v(3) = 1285000, v(4) = 476000,

v(1,2) = 1468000,  v(1,3) = 1719000,  v(1,4) = 1091000,
v(2,3) = 2087390,  v(2,4) = 1329000,  v(3,4) = 1668200,
v(1,2,3) = 2695120,  v(1,2,4) = 1944000,
v(1,3,4) = 2231000,  v(2,3,4) = 2557920,
v(1,2,3,4) = 3209580.

Pre charakterisitickti funkciu v v tomto modeli plati, zZe:
v(1) + v(3) = 615000 + 1285000 = 1900000 > 1719000 = v(1, 3).

To znamend, ze funkcia v nie je superaditivnha. Rovnako ako v pripade troch
oligopolistov, aj v tomto modeli existuju koalicie K; a Ky, K; N Ky = (), pre
ktoré plati v(K;) + v(K2) = v(K; U Kj). Pokial je ale jedingm cielom firiem
maximalizacia ich vlastného zisku, tak neexistuje racionalny dovod k vzniku ta-
kejto koalicie. Teda, aj ked do ekonomického odvetvia vstipil novy hrac¢ v podobe
firmy 4, tak vzhladom na hodnoty charakteristickej funkcie v, nemé Ziadna z fi-
riem motivaciu uzatvarat koaliciu. A tak bude kazdé z firiem posobit v danom
odvetvi samostatne.
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Kapitola 7

Zaver

V praci sme postupne vylozili poznatky z tedrie hier a zamerali sme sa na vy-
klad problematiky nekooperativnych a kooperativnych hier. V casti venovanej
nekooperativnym hram, sme sa sustredili na najdenie riesenia tohto typu hier.
Ukézalo sa, Ze narozdiel od ¢istych stratégii, pri uvazovani zmieSaného rozsire-
nia vzdy existuje riesenie. V kooperativnych hrach, za predpokladu superaditi-
vity, sme sa zamerali na formovanie koalicii a prerozdelovania vyhier jednotlivym
hracom. Bolo predvedené, Ze i v pripade neexistencie jadra hry, existuje riese-
nie kooperativneho konfliktu. Dalej sme predstavili vyznamné modely oligopolov
a s vyuzitim predoslej tedrie sme nasli ich optimalne riesenia. Vyustenim tejto
bakalarskej prace je aplikacia kooperativnej tedrie na oligopolné struktary. V ko-
liznom Cournotovom modeli duopolu sme potvrdili predpoklad, Ze tento model
speje k obecnej hre typu Vaznovo dilema. Na zaver sme modelovali koliizny Cour-
notov oligopol troch firiem, kde sa ukazalo, ze vzniknutie koalicie je determinované
vhodnym tvarom charakteristickej funkcie.

Zlepsenie konkrétneho modelu koltzneho oligopolu s rozsirenim, ktory sme
uvazovali v praktickej ¢asti prace, by mohlo byt v uvazovani kvadratickej, ¢i even-
tudlne kubickej nékladovej funkcie. TU je avSak problematické odhadniat na zéa-
klade dostupnych dat. To by malo za nésledok realistickejsi odhad nékladov firmy.
To isté mdzeme vyslovit i o funkcii trznej ceny z hladiska odhadu trzného dopytu.

.....

lovania oligopolov.
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